
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

FRANÇOIS LOESER
Quelques conséquences locales de la théorie de Hodge
Annales de l’institut Fourier, tome 35, no 1 (1985), p. 75-92
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1985__35_1_75_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1985, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1985__35_1_75_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
35,1 (1985), 75-92

QUELQUES CONSÉQUENCES LOCALES
DE LA THÉORIE DE HODGE

par François LOESER

Introduction.

Soit / ; (C^1 , 0 ) — ^ ( C , 0 ) un germe de fonction
analytique non constante et / : X —^ D un représentant de
Milnor. Barlet montre dans [1] que pour toute forme différentielle
C°° de type ( n , n ) ^ p sur X , l'intégrale sur la fibre X(0=Xn/ ( r )
possède un développement asymptotique :

f ^ - S S S r^ O^T^ irroogkiy
^Xd) rGA /=0 (w.m')eN2

(avec T^» des courants de type ( 1 , 1 ) sur X et A C [ 0 , 2 [
un ensemble fini de rationnels) et pose le problème de la description
des développements asymptotiques qui apparaissent effectivement.
D'après (loc. cit.), r et k étant fixés, il existe ^ , m , m' et j > k
tels que T^7^ ̂  ^ ^ si et seulement si il existe une forme V/ C°°
de type (^ + 1 ,71 4- 1) sur X et vEN tels que le prolongement
méromorphe au plan complexe de la fonction holomorphe définie

pour R e ( z ) > 0 par / l / l2 2 ^ a un pôle d'ordre au moins k
^x

au point — — — v .

Un problème naturel est alors de déterminer les pôles de la
distribution \f\271 . Barlet montre dans (loc. cit.) que les pôles de
1/1^ sont contenus dans {s — m \b(s) = 0 et m E N * } , b
désignant le polynôme de Bernstein-Sato de /, et dans [2] que chaque
zéro s de b contribue à la création de pôles dans le sens suivant :
il existe m E N* tel que 5 — m soit pôle de 1/1^ (dans [4] est
décrite de manière analogue la contribution "sureffective" des zéros
entiers). Dans le cas où / définit une courbe à singularité isolée
Mots-clefs : Singularités, Structures de Hodge mixtes, Polynôme de Bernstein-Sato.
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(n = 1) ou une singularité quasi homogène nous déterminons
l'ensemble des pôles de \f\2z en démontrant le résultat suivant :
tout rationnel de la forme s — m avec m € N* et s zéro de b
est un pôle, et si de plus s est entier et zéro de b ( x ) / x , ce pôle
est d'ordre au moins deux (contribution "sureffective").
Dans le cas général des fonctions à singularité isolée nous obtenons
le résultat partiel suivant : si a est un exposant de Steenbrink-
Varchenko, alors — (a + 1) est un pôle de \f\271 . Ces résultats
sont obtenus dans la première partie à l'aide de la théorie de Hodge.
Rappelons que dans [3] Barlet a montré que, pour une n + 1 forme
holomorphe a? sur X, le développement asymptotique "microlocal"

/• Cû (jù ^
de / — A — (c'est-à-dire modulo les termes C°° que l'on

^(r) df df
néglige pour ne pas être embarrassé par le courant d'intégration)
est déterminé par la connaissance du développement asymptotique

/» Ci?
des intégrales / —, avec j(t) une famille horizontale

"7(0 df
multiforme de classes d'homologie de dimension n dans X(t),
et de la forme hermitienne semi-horizontale canonique. Il montre
de plus que pour les exposants non entiers cette forme coincide
avec la forme d'intersection sur la fibre de Milnor (rendue
hermitienne). Pour les exposants entiers nous établissons un
résultat analogue en considérant la forme d'intersection sur
une compactification de la fibre de Milnor.
Nous sommes alors en mesure d'utiliser les travaux de Malgrange
sur le lien des développements asymptotiques d'intégrales
/. cj/ — avec la monodromie et le polynôme de Bernstein-Sato

J y ( t ) df
([9], [10]) ainsi que ceux de Varchenko qui dans ([17], [18])
définit une filtration sur la cohomologie de la fibre de Milnor à
l'aide de ces développements. Cette filtration coincide sur les
gradués par le poids de la monodromie avec la filtration de Hodge
définie par Steenbrink dans [16] pour munir la cohomologie de la
fibre de Milnor d'une structure de Hodge mixte. La forme d'inter-
section vérifie des propriétés de positivité vis à vis de cette
structure de Hodge mixte, établies par Schmid dans [15] pour la
limite d'une variation de structures de Hodge polarisées, et c'est
ce qui nous permet d'obtenir nos résultats.
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Dans la seconde partie nous montrons, toujours pour / à singularité
GJ

isolée, que dès que la forme résidu — est de carré intégrable sur
— df —

/» ùJ CL? /• CJ (jJ
X(0) l'intégrale / — A — a pour limite / —A—. Ce

^x(t) df df ^ x ( t ) df df
résultat est un peu surprenant car a priori on pourrait s'attendre à une
contribution des composantes verticales au dessus de zéro qui
apparaissent après une désingularisation plongée de X(0). La théorie
de Hodge intervient ici encore de façon essentielle dans la démons-
tration : on utilise les travaux de Varchenko sur la filtration
asymptotique ([17], [18]) ainsi que le théorème de M. Saito ([13]) sur
le genre géométrique des hypersurfaces à singularité isolée.

Je tiens à remercier D. Barlet, C. Sabbah et B. Teissier pour de
fructueuses discussions.

Notations et rappels.

Soit /: (C"^ ,0) —> (C ,0) une fonction analytique
à singularité isolée en zéro qui définit un germe d'hypersurface
réduite V.

On note B, == { Z E C " 4 " 1 | |Z| < e} et S, = {Z EC"''1! |Z|= e}
et on choisit e^ tel que pour 0 < e < C o f~1 (0) soit transverse
à S,. On pose X(t) = f-1 ( t ) H B^ et X = f-1 (D^) OB^ .
avec D^ = {Z G C | |Z | < 77} pour 0 < r? << €o .

Sur un petit disque épointé D* les H^X^C) forment un
système local H et on note H l'espace vectoriel des sections multi-
formes globales de H.

On note E le sous-espace vectoriel de Niiss ®ç H invariant
par la monodromie, où Niiss est l'espace vectoriel des germes à l'origine
de fonctions de classe de Niisson.

Il est alors connu qu'on a un morphisme canonique :

. : r ( B ^ , î 2 ^ ^ ) — — E

qui à une n + 1 forme holomorphe w associe l'image de sa forme

résidu-^-dans E ([17], [18]).rf/
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On peut alors écrire s(o}) == ^ t^ t^ u^ avec A un
a G A + N ^

ensemble fini de rationnels > — 1 (cf[9]), — N le logarithme dei
la partie unipotente de la monodromie, et u^ E H .

On pose a(o?) = inf{aG A| u^ =^= 0} et w(o?) le poids de
^ï(o0 P0111' l'action de la monodromie locale.

On rappelle que l'exposant d'Arnold a(f) est par définition
égal à inf{a(o;) + 11 o; € F(B^ , Î2^, )} .

Soit 9t le C[ [ r ,7 ] ] module

S C[[^,7]]m r(log^WC[[^7]]
r,;

avec r E Q et 7 € [0 , ^ ].

Depuis les travaux de Barlet ([l], [3]) on sait qu'on a un mor-
phisme naturel

^^o'"^""^
/• (jù (jù

qui à a; associe le développement asymptotique de J — A —
modulo les fonctions C°° . x(f) df df

1. Sur les pôles de \f\2z.

DEFINITION . - Soit G) C r(B^ , î2^î. i ). On dit que ^ est
initiale si pour tout a/ e F(B^ , îî^l i ),

^ a(a?) — a(a?') € Z ûtor^ a(û;) < a(a/).

THEOREME 1.1. — & ' a? est initiale, alors la partie principale
de ^(co) est ^t^^ \og\t\^)-n avec K ^ O .

On a w(a?) — n > 0 et si a(cj)€Z , H»(a?) — ^ > 1 .

Démonstration, — Si X est une valeur propre de la monodromie,
on pose H^ le sous espace propre généralisé qui lui correspond.

On a donc H = ^ H^ .
Sur H on dispose de la fîltration asymptotique de Varchenko (cf.
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[12] [17] [18]) notée F^ , ainsi que de la filtration de Hodge de
Steenbrink ([16]) notée F. Par définition de F^ on a
V; : F^ H = C (F^ H H^) de plus si x Œ F7^ H, il existe des nombres
complexes a^ tels que

x -h ^ ^N'jceF7!! d'après [18].
i> i

Enfin sur Grw H, Fet F^ coïncident ([18], [12]).
On note h^ = dim Gr^ Gr^ H^ , /^ = dim Gi^ Gr^ H.

LEMME 1.3. -Si eu est initiale, alors w(œ)--n>0. Si de
plus a(o;) est entier, w(o;) — n > 1.

Démonstration, — Soit 7 = — [— a(o?)], par hypothèse on a
(*) ^'(l) == ° si P > n ~f ^ec X(û;) = ê2l î^a(u;).

Pour montrer le lemme il suffit de vérifier que

et
W^^ = 0 s i k < n

^~/,^/-M ^ Q si k<n.

On remarque pour cela que si X(o?) ^= 1,
i.n-f,k+j-n _ , 2 n - k - / , j
"X^) '" "X^)

et que
^-/.^/-n ̂i,fî-f,k+f-n _, . 2M-* : - /+1 ,7+1
"i ' l i

par dualité des exposants.
Comme quand k < n (resp f c < w ) , on a 2n — k — j > n — j
(resp 2/1 — fe — 7 + 1 > w — 7) , on conclut d'après (*).
Nous allons maintenant utiliser une méthode de compactification
éprouvée : d'après [14] on peut par un changement analytique de
coordonnées dans C " ^ 1 au voisinage de zéro supposer que /
est un polynôme tel que :

a) Y(0) = f~~1 (0) C P^+i (^) a zero P0111* unique point singulier
b) Y(r) = /-1 (0 C P^ (C) est lisse pour t ^ 0, \t\ petit
c) le degré de / est suffisamment grand pour que le morphisme

de restriction ^ : H" (Y(r), C) —> H" (X(t), C soit surjectif
pour 0 < |r| «Co.
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Suivant Varchenko ([18]) on construit une forme polynomiale
17 de la façon suivante :
il existe un entier p tel que si a;' a un p jet nul, alors a(o/) > oc((jj)
(cf. loc. cit.). Quitte à effectuer un changement de coordonnées supplé-
mentaires, on peut supposer deg(/) >p + n 4- 1.

Dans ce cas si 77 est le jet à l'ordre p de co :
a) on a a(co) = a(rf) et ^^) = u^

b) la forme se prolonge sur P^+\ ̂  en une ^orme

méromorphe à pôles logarithmiques le long de Y(0 notée î^
pour r =^= 0 petit.
On note H' le système local PH"(Y(0 ,0 où P désigne la partie
primitive, sur un petit disque épointé D*, H' l'espace des sections
multiformes globales de H_' et E' la partie invariante par la mono-
dromie de Niiss ®ç H\

Le résidu de î^ le long de Y(0 noté R^(^) définit alors un
élément de E' noté [R^)].
D'après le théorème des cycles invariants on peut écrire :

[R, %)] = s t1 ir +1^ ^ u^ + z ^ ̂  u^,
ieNnto.7- i] v / î eB+N

où les U^ appartiennent à H', les U^ sont invariants par la mono-

dromie, B un ensemble fini de rationels >a(a î ) ,—N' est lei
logarithme de la partie unipotente de la monodromie de H' et
r^^) ) = u^) » r étant la flèche de restriction H' —> H.

On note par Q(. ,.) la forme d'intersection sur H^ ^ = œ H^
et Q'(.,.) la forme d'intersection sur H\

On pose r = w(û;) — n et on remarque que d'après le théorème
des cycles invariants et le lemme 1.3, U^^^ et u^^ ont le même
poids.

LEMME 1.4. - a) Si a(cj) C N , Q^U^) , N^ U^) est non
nul pour k = r et est nul pour k> r .

b) Si a(c^) Ï N, Q(u^ , N^ u^) est non nul pour k = r,
^ AÎ^/ po^^- k> r .
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Démonstration. — Si on pose

\P^ = F ^ H ' H W ^ H ' H C F ^ H'HW^H'

+S F^ H'nW^_,_ ,H ' ) ,

on a la décomposition suivante : (cf. [6])

H' = C 1̂  Wg H7 = ^ 1̂  F^ H' = C I^.
p + < y < £ /'>P

Déplus 1̂  = 0 N'7^7^7) avec 1'̂  = ?' 0 KerN'^-^1

7 > 0 u

et d'après [15] (6.16. p. 255 voir aussi [5] p. 107) on a :
(1.5) : pour p + q> n, s i ^ E 1̂  ,

(-l)ninT^f-^Qt(u^t^q-nu)>0,^ec N; =2IN.

D'après [16] la filtration de Hodge sur H' et H est compatible
avec la décomposition en sous espaces propres :

Fp H' = C ̂  H' H H^ .

Comme les H^ sont stables par N', W est également compatible
avec la décomposition en sous espaces propres, et si on pose
î^ = F P H ^ n w ^ , H ^ n ( F ^ H ^ n w ^ ^ H ^

+ S F^-/ H^HW^.^H,),

on a 1̂  = C If^
\ À

et ï^ = $ N'7^^7 '^7)

avec I^\ = 1 '̂ H Ker N^-yî + ! .

5'f a (o? )^N: Comme r induit un isomorphisme entre H^^ et
^(o;) î on les identifiera via cet isomorphisme.

Considérons v^ tel que v^ = u^ + S a, N1 ̂ ^
et^eF"-7^. />i

Comme
Fp "ÂCU» = 0 P0"1' P > n -/,

on a F"-/ H,̂  = ^e^ ï^^-^'-" .

Si on appelle x la composante de i^,) sur i"-,/'^")-"-*-/^
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on a N''(I;^) — x ) = 0 avec r = w(o;) — n , donc, comme Q
est invariante par la monodromie, on a

Q( ^ ; ï (u) .N r^^)=Q(x,N rx),

donc, d'après (1.5), on a Q(^) , N'' v^) ̂  0, (car x est non
nul).
De plus, on a N^ u^ = 0 si fc > r, d'où N^ M^) = 0 pour
k>r.
Si a(œ) E N : On considère v^^ comme dans le cas précédent.

Comme la restriction de r : (H\, F, W) —> ( H ^ , F, W) est
un morphisme de structures de Hodge mixtes, F^ H\ n'est constitué
que de cycles invariants si p > n — j .
On peut donc trouver V^ G C i^^)-^-^ tel que
y(\T^ \ —— ,,0; k>0 f

'^a^)) - ^0(0;) •

Si x est la composante de V^ sur I^7''"^ on s'assure comme
précédemment que Q'(V^ , N^V^ ) = Q'(x , ̂ fr x ) avec
7*= W(a?) — ^ .

De plus N^ V^ = 0 si À: > r .
On écrit V^ = U^^) + ^ a, N" U^ + j/ avec y invariant.

<•> i

Comme r > 1 et que N^ V^ == N^ U^^ = 0 si k > r,

on a Q'(U^ , N" U^) = Q(V^ , N" V^) ̂  0
c.q.f.d.

Pour conclure, au vu du théorème de [3] il suffit de savoir
que si h désigne la forme hermitienne canonique de loc. cit., on a :

a).Si a(o;)GN :
hd^ N^"'1 ^CJ ^ —(__) n'HT^ N'̂  TT^ T^^a^) ' JN ua(w)) - \2^^/ y ^û^) ' JN ^0(0,)^

b) Si a(cj) ̂  N

A(^^) , N" u^) = (^QC^) , N^^).

b) est démontré dans loc. cit., il nous suffit donc de démontrer a).
Une variante de ce qui suit permettrait également de retrouver b).
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Supposons donc a(o?) ̂  N :

on a f R, (r?;) A R^) = Q'([R,(îî;)L [R/^)1)
^Y(r) ___

=P(W+\t\^ 1 Q'((!̂ N'fcU ,̂̂ ^N;;r^
fc=0 fç ' v ^J •

+o(|^|20!<">(log \t m.

Comme N' V^ = - N'U^ et que Q'(x, fi'y) = - Q'(îi'x,y)
on a

y Q>/(iogo\,,^ (ïogTr-* , \
Ao v ^' "(")' ^-^' "(M)/

^ (logO^ïogTy-, N'U^)
( ,-o Â:! ( r - fc) ! Q(U^)•N ^W'

donc la partie principale de l'image de j Rf(îfr) A R^(T^) dans
31 est Kirl20^ log |rr avec K =^= 0. Y(o

Pour terminer la démonstration du théorème il nous suffit

de remarquer que Ç Rf(î?r) A RfO^) est C00 car
^Y(r ) \X( f )

Y(0) \ X(0) est lisse et que d'autre part on peut choisir un jet 17 tel que

/ -1A^"/ ^A^ soit un oW^) d'après le-xw df df -xw df df
théorème des zéros de Hilbert.

COROLLAIRE 1.6. — On a l'estimation suivante du volume du
tube T^ = = / ~ 1 (D^)nBç ^ dans un système général de coordon-
nées : la partie principale de limage de vol(T^) dans ffi est
de la forme K |r? l2^ log IT? ̂  avec K ^ 0 et k<n. Si
a ( f ) e N , k > 1.

Démonstration. — II suffit de remarquer que dans un système
général de coordonnées on a a(f) — 1 == a(a;o) si 0:0 est la forme
dxQ A — A dx^ et d'appliquer 1.1 et le théorème de Fubini.

Remarque 1.7. — Quand a(o?) > 0, pour ne pas être embar-
rassé par le courant d'intégration sur X(0) il faut travailler dans
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91 . Par contre dans le cas où a(o;) <0 , le théorème 1.1 prend
la forme plus précise suivante :

f -^A ̂ " KH2^ (log |^|)^)-"+ odri2^) (log |r|)^)-")^(r) df df v e • »/ /

avec K ^ 0.
De même si

a(/) < 1 ,vol(T^) == KIryl 2 0^ log IT^ + oW°^ log |r^)
avec K ^= 0 et de plus fe > 1 si a(/) = 1.
Pour ce dernier résultat il faut remarquer que a(o;o) = a(f) — 1
pour ÙÛQ = dxQ A . . . A dx^ dans tout système de coordonnées.
En effet, avec les notations de la 2e partie, on a ^(c^o) = ^(/)
d'après [8] et a(c^) = ^(0:0) - 1 d'après 2.2.

Rappelons la définition du polynôme de Bemstein-Sato d'une
fonction analytique /: (C"^ ,0) —> (C , 0) :
D'après un théorème désormais classique dû à Bemstein si /est un
polynôme et étendu au cas général par Bjôrk, il existe un polynôme
complexe B non nul et un opérateur différentiel à coefficients
polynomiaux en s , P ( s ) tels que :

P(s)r »B(s)f5-1. (*)

Le générateur unitaire de l'idéal des polynômes B tels qu'il
existe un P vérifiant (*) est appelé le polynôme de Bernstein-Sato
de / et est note b. Comme 6(0) = 0 (faire s = 0 dans^)) on
peut poser b = sb .
Soit (^ une forme C°° à support compact de type ( ^ 4 - 1 , ^ 4 - 1 ) ,

la fonction F \f\lx^ est analytique pour R e \ > 0 . Dans [1]

Barlet montre que (*) permet de prolonger cette fonction de X
en une fonction méromorphe sur C dont l'ensemble des pôles
est contenu dans {s — m — 11 m G N et b(s) = 0}.
On dira que s est un pôle d'ordre au moins k de l/l22 si s

est un pôle de f l/l2^ <p d'ordre au moins k , pour le choix
"x

d'au moins une telle <p.
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Dans [2] il est montré (sans hypothèses sur les singularités de /),
que si b(s) = 0, alors il existe un entier m tel que s —m — 1 soit
un pôle de l/l22 (on y donne également une majoration du plus
petit m possible ; de plus si s est entier l'ordre du pôle est au
moins deux ([4]).

Sous l'hypothèse que / est à singularité isolée en zéro, nous mon-
trons le résultat suivant :

THEOREME 1.8. - L'ensemble des pôles de 1/1^ contient
- N * U E où E = {-(a(o;)+ l)|o;er(B^,S2^)}. De plus
les points entiers de E sont des pôles d'ordre au moins deux.

Démonstration. — Soit a) une forme initiale : d'après le
théorème de Fubini on a :

[ I/I^AC^ [ irl22 ( f "A^AAdf .
^x ^ i f X T î ^xœ df c i } /

La fonction f \f\271 cj A cï a donc un pôle d'ordre w(a0 — n
^x

en —(a(co) + 1 ) (passer en coordonnées polaires, appliquer le théo-

rème 1.1. et remarquer que la fonction Z — ^ ^ ^ ( z + a ) ^ (^g ̂  ̂

a un pôle d'ordre k 4- 1 en —(a + 1)).

Pour tout p E N , f l / l2 2 /^ ù; A/^ a)
^x

a donc un pôle d'ordre w(û ; )—^ en —(a(c*;) 4- 1 + p ) .
Enfin si p est une fonction positive C°° dans B telle que :
p ( x ) = l si Co/3< IJcKeo/2 et p(x) = 0 si |jc| < Co/4,. la

fonction de Z f l/l22 l/l2^ p CÙQ A C J > a un pôle simple en
^x

~~(p + 1) pou1' ^^ entier p.
Dans le cas des courbes (n = 1) et des fonctions quasi homogènes

nous déterminons l'ensemble des pôles de \f\lz :

THEOREME 1.9. - Soit f : (C^ , 0) —> (C , 0) une fonction
analytique à singularité isolée en zéro ; l'ensemble des pôles de \f\22'
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coïncide avec — M* U F où F = {.y — w| w G M* et T}(s) = 0}
si lune des deux hypothèses suivantes est vérifiée :

a) n = 1.
b) / est quasi homogène.

De plus les points entiers de F sont alors des pôles d'ordre au moins
deux.

Démonstration. - Comme dans [ 1 ] il est montré que l'ensemble
des pôles de l / l2 2 est contenu dans — N* U F il nous suffit de
vérifier l'inclusion réciproque pour montrer l'égalité.

a) : Soit — j3 une racine de b, on veut montrer que ~ Qî -h 1)
est un pôle de \f\22 . Posons

X = exp(2z7r/î), a = inf{a(a?)|exp(2f7ra(c<j)) = X}.
On a a G ]- 1, 4- 1 [ (cf [17],) donc si j3 > 0 , j3 est de la

forme a + k avec k E N , et on peut appliquer le théorème 1.8.
pour conclure. D'autre part si F1 H^ =^ 0, il existe œ G F(B , î 2 2 )
telle que a(o?) = (3 et 1.8. s'applique également. Il reste donc à
traiter le cas où IS E ]— 1, 0[ et F1 H^ = 0.

Dans ce cas H^ = 1̂  { : comme F1 H^ = 0 on a
I^I^O, d'où W,H^ = W , H ^ et W^H^O, ce
qui donne H^ = 1^! qui est alors nécessairement égal à 1̂  .

D'autre part d'après le théorème 13 de [19] il existe
o;er(B^,"^) telle que

s(œ) = I ^ r1^ î., + ̂  ̂  ̂  + S ^ t^ u^
Ot<(3 ûi'>j8

avec UQ ^ 0.
Comme X ^= 1, on peut identifier H^ et H^ , et comme
u(3 e I^ on a Q(^ .^)^0 d'après 1.5 et donc

^) = I K^. \t\^ (log iny- + K, \t\^
f\ s^ S <" 10 < » < 1

a<<3

+ S K^, |/|2^ ( logi r l ) 1

0 < i < 1
a >/3

avec K^ ^ 0. On en déduit que — (j3 + 1) est un pôle de l/l22

par le raisonnement utilisé dans la démonstration de 1.8.
b) Dans ce cas F = E car le réseau de Gauss-Manin est saturé
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(ou par comparaison des formules classiques pour le polynôme de
Bernstein et les exposants) (cf. [21]) et il suffit d'appliquer le
théorème 1.8.

Question : la conclusion du théorème 1.9 est-elle vérifiée pour
/ quelconque à singularité isolée ou non isolée ?

2. Une propriété des formes résidus.

THEOREME 2.1. —Soit eu une n 4- 1 forme holomorphe sur
B , les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

/» Cû (jù / Ci? -, \
1) i "77 A ̂ < + ̂ l^ ̂ esi L sur x(o))^x(o) df df ^ df '

/» o î û ; .. r a? oï y <A; a?2) / — A — < 4- oo et lim / — A — = / — A —
^(o) df df t - o - ' x w df df Jxw df df

3) l imsup | f -^A^1<+ 0 0
l f l - > o ^x^) df df
t^O

4) a(o;) > 0.

Démonstration :
. 2) =^>l)et3) : trivial.
. 3) ==^4) d'après la remarque 1.7.
. 4) ^ 2) : pour cela il nous faut rappeler des résultats de

Varchenko([17]).
On considère p : Y ——> B ^ une résolution des singularités de

m
B ^ telle que ( /op)~ 1 (0) = Eç -h ^ w, E, soit un diviseur

1=1
à croisements normaux ; Eç est la transformée stricte de V et les
E; sont réduits.

1 + Vv (p* co)
On pose g.(o?) = ———-±————, 1 < i < m, Vy désignantw, l

la valuation sur le diviseur E, et on pose g(o?) = inf ^,(o)).
i > i

PROPOSITION 2.2 ([17]). - Si g((^) < 1, alors

a(o;)=^(o;)-l.(1)
(1) Signalons à ce propos que le lemme 4.6. de [17] ne paraît démontré que si
g(^) < 1.
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COROLLAIRE 2.3. -Si a(co) > 0, ûtor^ g(^) > 1.
On note p9 la restriction de p à Eç . Soit a? telle que a(a;)>0.

Pour montrer que f -^ A -^ < -h oo on va vérifier que
. / C J N -^(o) ûf/ df

P [ - ^ ) n'a pas de singularité sur Eç .

Soit p un point de (/op)-1 (0) qui appartient à E^ et à
exactement fc autres composantes irréductibles distinctes :
^(D ' • • • ' ^(fc) (p (O^O) . Il existe alors un système de
coordonnées Zç , . . . , Z^ centré en p tel que sur un ouvert
relativement compact U contenant p on ait :

/op==z,zw p< l ) . . .z^ a ) .
Comme g(û;) > 1 on a v^(p*(^)>n, donc sur U^ p* û; est
donnée par

p* œ = Z^0 . .. Z^^ ^(Zo ,. .. , Z,,) rfZ<, A . .. A d-L,
avec (^ holomorphe.

On a donc p* a? = </?û?(/o p) A dZ^ A. . . A dZ^ , ce qui prouve
/ a;\

que P \~r..) est holomorphe sur E^ . D'autre part

lim/ p*(^Lp*(^)lim / p * (_ )^p*
^^Upnc/op)-1^) vrf// ' ^y^ O ^ T T n ^ ^ - l ^ , Vdf/ " ^f/

= / |̂ |2 dZi A. . . A dZ^ A dZ, . . . dZ
UprK/op)-1^) " "

= ^UpnEo ^12 ûfzl A • • • A dzn A ûfz! A • • • A rfz" •

Soit maintenant p un point de (/op)-1 (0) qui n'appartient pas
à EQ mais appartient à exactement k composantes irréductibles
distinctes : Ep^ ,. . . , E^) , ( p ( i ) ̂  0).
Considérons de même un système de coordonnées locales centré
en p tel que l'on ait :

/op=zw p< l ) . . .z^< f c ) .

On a de même p*(o;) = Z^ ^rf( /o p)rfZo A dZ^ A . . . A JZ^ avec
(^ holomorphe, donc



CONSEQUENCES LOCALES DE LA THEORIE DE HODGE 89

lim f p*(^) A p* -a;

^o^nc/op)-1^ W7 • rf/

= f IZJ2 I^PrfZo A Û Î Z ^
U p U ( Z i . . . Z f c = 0 )

A . . . A û?Z^ A rfZç A JZ^ . . . JÏ^ = 0 .

- , , ,. /* cj a? /• co a?On a donc montre que Inn ; — A — == / — A —.
r -o^xo) df df -^(o) df df

1) ^ 4) : Rappelons le résultat suivant dû à M. Saito :
THEOREME 2.4 [13]. - Soit pg le genre géométrique de V,

alors p = dimc Gr^ H.
Rappelons que F est la filtration de Hodge définie par Steenbrink sur
la cohomologie de la fibre de Milnor dans [16], tandis que p est défini
par :

p^ = dinic (R" ~ 1 Tr^c ® y )o si n > 2
= dimc (TT* © y / ©y )o si n = 1

pour TT : V —> V une résolution des singularités de V.
On a une autre interprétation de pg due à Laufer et Yau :

p^y _ rni o"'»
THEOREME 2.5 [7] [20]. - p, = dimc ^(V-^LQ-)

OM L2^-- {0}, Î2") désigne l'espace des n formes holomorphes
a sur V — {0} telles que \ a A ~a< + oo.

•^-{o}

D'autre part comme d'après ([17], [18]) on a
dirn^ Gr^, H = dmiç Gr^ H ,

on a la traduction suivante du théorème de M. Saito :
r(V-{0},S2")

(t) ^L'cv-w.n-)-^0'"'."-
Soit ^ € r(B^ , î2^1, i ), si s((^) =ïta^ u^ on pose

7(^) = S ^^ et on a ainsi défini une application linéaire ;
a< o

7 : r(Bç , î2"^i) —> H et on considère le morphisme quotient :
^ : r ( B ^ , S 2 » ^ , ) — — G r ^ H .
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Soit perÇV- {0} ,Î2"), d'après Picard (cf. [11]) il existe
o;er(B^ îîi^+i) dont le résidu est j3. Comme V est réduite
si le résidu de a? — a?' est nul, alors o; — o/ = /a?" avec
o^er(B^ ,Î2^) d'où 7(a;) =7(0;') car

a(/o/') = 1 + a(o/') > 1 - 1 = 0

d'après [9]. On peut donc poser ~y((S) = 7(0?) et on a ainsi défini
une application linéaire :

7 : F(V ~ {0} , îT)—^ Gr^ H.

Comme 7 est surjectif, 7" l'est aussi, et comme 4) implique 1),
le noyau de 7" est contenu dans L2 (V — {0}, Î2") . Mais d'après
(*) ce noyau est donc égal à L2 (V-~ {0}, Î2"). Si o; vérifie 1)
on a donc TÏO;) = 0 , autrement dit a(cû) > 0.
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