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QUELQUES CONSEQUENCES LOCALES
DE LA THEORIE DE HODGE

par Frangois LOESER
Introduction.

Soit f: (C"*',0) — (C,0) wun germe de fonction.
analytique non constante et f:X — D un représentant de
Milnor. Barlet montre dans [1] que pour toute forme différentielle
C™ de type (n,n)¢ sur X, lintégrale sur la fibre X(¢) = XN f(¢)
posséde un développement asymptotique :

n
[ e~2 X X Tyl e (@) 1" T 21 (logl21y
X (1) rEA j=0 (m,m')eN? ’
(avec Tf,;’:m: des courants de type (1,1) sur X et AC{[0,2]
un ensemble fini de rationnels) et pose le probléme de la description
des développements asymptotiques qui apparaissent effectivement.
D’aprés (loc. cit.), r et k étant fixés, il existe ¢ ,m ,m' et j =k
tels que T:n’ m' (@) F 0 si et seulement si il existe une forme y C~
de type (n+1,n + 1) sur X et vEN tels que le prolongement
méromorphe au plan complexe de la fonction holomorphe définie

pour Re(z) >0 par j If1?2 ¢ a un pdle d’ordre au moins k
X

r
aupoint —— —v».
P 2

Un probléme naturel est alors de déterminer les poOles de la
distribution |f|?? . Barlet montre dans (loc. cit.) que les pdles de
1?2  sont contenus dans {s—m|b(s)=0 et mEN*},6 b
désignant le polyndome de Bernstein-Sato de f, et dans [2] que chaque
zéro s de b contribue a la création de poles dans le sens suivant :
il existe m €N* tel que s —m soit pole de |f|*? (dans [4] est
décrite de maniére analogue la contribution ‘‘sureffective” des zéros
entiers). Dans le cas ou f définit une courbe a singularité isolée

Motsclefs : Singularités, Structures de Hodge mixtes, Polynome de Bernstein-Sato.
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(n=1) ou une singularitt quasi homogéne nous déterminons
I’ensemble des poles de |f|??Z en démontrant le résultat suivant :
tout rationnel de la forme s —m avec m €EN* et s zéro de b
est un pole, et si de plus s est entier et zéro de b(x)/x, ce pdle
est d’ordre au moins deux (contribution ‘‘sureffective’).

Dans le cas général des fonctions a singularité isolée nous obtenons
le résultat partiel suivant : si o est un exposant de Steenbrink-
Varchenko, alors — (o + 1) est un pdle de |[f|*%2. Ces résultats
sont obtenus dans la premiére partie a I’aide de la théorie de Hodge.

Rappelons que dans [3] Barlet a montré que, pour une n + 1 forme

holomorphe w sur X, le développement asymptotique ‘“‘microlocal”

de j “ A—w— (c’est-a-dire modulo les termes C~ que I'on
x df df

néglige pour ne pas étre embarrassé par le courant d’intégration)

est déterminé par la connaissance du développement asymptotique

w
des intégrales /;(t) ar
multiforme de classes d’homologie de dimension »n dans X(¢),
et de la forme hermitienne semi-horizontale canonique. II montre
de plus que pour les exposants non entiers cette forme coincide
avec la forme d’intersection sur la fibre de Milnor (rendue
hermitienne). Pour les exposants entiers nous établissons un
résultat analogue en considérant la forme d’intersection sur
une compactification de la fibre de Milnor.

avec 7(¢) une famille horizontale

Nous sommes alors en mesure d’utiliser les travaux de Malgrange
sur le lien des développements asymptotiques d’intégrales

. w
j — avec la monodromie et le polyndome de Bernstein-Sato
vt df

([9], [10]) ainsi que ceux de Varchenko qui dans ([17], [18])
définit une filtration sur la cohomologie de la fibre de Milnor a
I'aide de ces développements. Cette filtration coincide sur les
gradués par le poids de la monodromie avec la filtration de Hodge
définie par Steenbrink dans [16] pour munir la cohomologie de la
fibre de Milnor d’une structure de Hodge mixte. La forme d’inter-
section vérifie des propriétés de positivité vis a vis de cette
structure de Hodge mixte, établies par Schmid dans [15] pour la
limite d’une variation de structures de Hodge polarisées, et c’est
ce qui nous permet d’obtenir nos résultats.
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Dans la seconde partie nous montrons, toujours pour f a singularité

isolée, que dés que la forme residu di est de carré intégrable sur

. L, w L w
X(0) Plintégrale j;m) Ef—/\ Ef a pour limite j;((r) EAE Ce
résultat est un peu surprenant car a priori on pourrait s’attendre a une
contribution des composantes verticales au dessus de zéro qui
apparaissent aprés une désingularisation plongée de X(0). La théorie
de Hodge intervient ici encore de fagon essentielle dans la démons-
tration : on utilise les travaux de Varchenko sur la filtration
asymptotique ([17], [18]) ainsi que le théoréme de M. Saito ([13]) sur
le genre géométrique des hypersurfaces a singularité isolée.

Je tiens 4 remercier D. Barlet, C. Sabbah et B. Teissier pour de
fructueuses discussions.

Notations et rappels.

Soit f:(C"*',0) — (C,0) une fonction analytique
a singularité isolée en zéro qui définit un germe d’hypersurface
réduite V.

Onnote B, = {ZEC""'||Z|<e} et S, = {ZEC"*!|ZI= ¢}
et on choisit €, tel que pour 0<e<e, f~'(0) soit transverse
a S,. On pose X(t)=f"1()N B,/ et X=/f"1 (D,) NB
avec D, = {Z€C||Z| <7} pour O <7 K ¢ -

Sur un petit disque épointé D* les H"(X,,C) forment un
systéme local H et on note H I’espace vectoriel des sections multi-
formes globales de H.

€o/2

On note E le sous-espace vectoriel de Nilss ® H invariant
par la monodromie, ou Nilss est ’espace vectoriel des germes a I’origine

de fonctions de classe de Nilsson.
I1 est alors connu qu’on a un morphisme canonique :
s : (B Q’;“ ) — E

€9 ° n+1

qui 2 une n + 1 forme holomorphe w associe I'image de sa forme

résidu dif dans E (117, (18]).
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On peut alors écrire s(w) = }: t*tNu® avec A un
aEA+N

ensemble fini de rationnels > — 1 (cf [9]), ——1[ N le logarithme de
i

la partie unipotente de la monodromie, et u$ €H.

On pose a(w)=inf{a€Aluy #0} et w(w) le poids de
u% ) Ppour l'action de la monodromie locale.

On rappelle que l’exposant d’Arnold o(f) est par définition
égal 3 inf{a(w) + 1| wET (B, Q’;;ix)} .

Soit 9C le C[[¢,7]] module

Y Cllz, 711 71" (log £ EY/C[2, 1]

rj

avec r€Q et jE[0,n].

Depuis les travaux de Barlet ([1], [3]) on sait qu’on a un mor-
phisme naturel

. +1
/s I"(BEO ’an"ﬂ) — N
qui & w associe le développement asymptotique de j @ A-a);
x(n df df

modulo les fonctions C™ .

1. Surles poles de |f|*Z.

DEFINITION. — Soit w €ET'(B,, g,4,). On dit que w est

initiale si pour tout w'€T'(B,, ,Q%,1,),

si a(w) —a(w) EZ alors a(w) < a(w').
THEOREME 1.1. — Si «w est initiale, alors la partie principale
de Y(w) est K|[t|>%«) log|t[W«)-" gyec K #0.
Ona ww)—n=20etsi a(wWeZ ,wlw)—n=1.

Démonstration. — Si N est une valeur propre de la monodromie,
on pose H, le sous espace propre généralisé qui lui correspond.

Onadonc H=& H, .
Sur H on dispose de la filtration asymptotique de Varchenko (cf.
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[12] [17] [18]) notée F,, ainsi que de la filtration de Hodge de
Steenbrink ([16]) notée F. Par définition de F, on a
Vj:F  H=@& (F.NH,) deplussi x€ F/ H, il existe des nombres
complexes o tels que
x + Y o N x€F H dapres [18].
i>1
Enfin sur Gr* H, Fet F, coincident ([18], [12]).

On note hf'? =dim Gr% Gry,, H,, h?? = dim Grf Gry,, H.
LEMME 1.3. — Si w est initiale, alors w(w) —n =0. Si de
plus a(w) est entier, w(w) —n=1.

Démonstration. — Soit j = —[— a(w)], par hypothése on a

* R i,y =0 sip>n—j avec Nw) = e¥" o),
Pour montrer le lemme il suffit de vérifier que

n—ivk+i— —_ M
@) "=0sik<n
et
Wik =0 si k<n.

On remarque pour cela que si A(w) # 1,

_ i ks
h;l(wl)’k j—n =h2n k—j,j

A(w)
et que
—j k+j— —k—j+1,j+
h'; Jrk+j n=h21n k—j+1,j+1

’

par dualité des exposants.

Comme quand k<n(respk<n), on a 2n—k—j>n—j
(resp2n —k —j+ 1>n—j), onconclut d’aprés (*).

Nous allons maintenant utiliser une méthode de compactification
éprouvée : d’aprés [14] on peut par un changement analytique de
coordonnées dans C"*! au voisinage de zéro supposer que f
est un polyndome tel que :

a) YOO =f"1(0)C P,.. (C) azéro pour unique point singulier

D) Y(£)=f~1'(t)CP,,, (C) est lisse pour t#0,|t| petit
c) le degré de f est suffisamment grand pour que le morphisme

de restriction r,:H" (Y(#),C) — H"(X(#),C soit surectif
pour 0 < [t K¢, .



80 F. LOESER

Suivant Varchenko ([18]) on construit une forme polynomiale
n de la fagon suivante :
il existe un entier p telque si w’ aun p jet nul, alors a(w’) > a(w)
(cf. loc. cit.). Quitte a effectuer un changement de coordonnées supplé-
mentaires, on peut supposer deg(f)>p+n+ 1.

Danscecassi n estlejetd’ordre p de w:

a)ona a(w) = a(n) et u‘&’(w) = “2(7;)

b) la forme se prolonge sur P,,, (C) en une forme

méromorphe a pdles logarithmiques le long de Y(¢) notée T,
pour t # 0 petit.

On note H' le systéme local PH"” (Y(¢),C) o P désigne la partie
primitive, sur un petit disque épointé D*,H' I’espace des sections
multiformes globales de H' et E' la partie invariante par la mono-
dromie de Nilss ®¢ H'.

Le résidu de 7, le long de Y(#) noté R,(n,) définit alors un
élément de E’ noté [R,(n,)]-
D’aprés le théoréme des cycles invariants on peut écrire :

RGN = X OUP+e@NUe o+ X AN Uy,
ieNNfo,j- 1] BEB+N

ou les U“ appartiennent a H', les Uy’ sont invariants par la mono-
, . . 27
dromie, B un ensemble fini de rationels > a(w), — N’ est le
i
logarithme de la partie unipotente de la monodromie de H' et
r(Ugiey ) = Uil » T €tant la fléche de restriction H' — H.

On note par Q(.,.) la forme d’intersection sur H,, = & H,
et Q'(.,.) laforme d’intersection sur H'. A1

On pose r = w(w) —n et on remarque que d’aprés le théoréme
des cycles invariants et le lemme 1.3, Uy , et ug,, ontle méme
poids.

LEMME 1.4, —2) Si  a(w) EN, Q' (Uy,, ,N*Ug,,)) est non
nul pour k = r et est nul pour k >r.

b) Si a(w) &N, QU , N* us,,)) est non nul pour k=r,
et nul pour k >r.
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Démonstration. — Si on pose

I”"’=FPH’nW Hn(Fq Hnw_ , H

p*q

+Y Fe-' HNW

“ p+q—j-1
]

H'),

on a la décomposition suivante : (cf. [6])
H=¢1”? W.H= ®© I FH =@ I".
£ prqs<?® r2p
De plus 17?7 = @& NY(12*/:9%7) ayec I =T1"* N Ker N"**~"*!
j=0
et d’aprés [15] (6.16. p. 255 voir aussi [S] p. 107) on a
(1.5):pour p+qg=n,siuclh?,

n(n— 2
(- "2 p-a Q' (u,NP**="3)>0, avec N! —I—"N

D’aprés [16] la filtration de Hodge sur H' et H est compatible
avec la décomposition en sous espaces propres :

FP H' =& F? H'NH, .

Comme les H;\ sont stables par N', W est également compatible
avec la décomposition en sous espaces propres, et si on pose

124 = FPH, NW,,, HLNF? H NW,, H
+ Y Fet HNOW,,._;_, H),
i>1
ona 179 =& 179
A

et If’q = @ N’i (Ip+i q+i)

j=20
avec I = I NKer N"* - »*1,

Si a(w)EN: Comme r induitun isomorphisme entre H;\(Q',) et
Hk(w) , on les identifiera via cet isomorphisme.

Considé:ons Vi tel que v, =ug, t j2>:1 o N ug,
et va(w) €F H)\( w) *
Comme
F? H, () = 0 pour p >n —j,
ona F"" Hy =, @ L, Moy mnri=k,
Si on appelle x la composante de v%,, sur Ig3 jww)—ntj

0, A (w)
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on a N'(v‘;’(w) —x)=0 avec r=w(w)—n, donc, comme Q

est invariante par la monodromie, on a
Q(v:(w) N U:(w)) =Q(x,Nx),

donc, d’aprés (1.5), on a Qv , N v )) # 0, (car x est non

nul).

a(w

De plus, on a N¥p® =~ =0 si k>r, dou N¥ 4% =~ =0 pour

k>r.

Si a(w)EN : On considére v¥

a(w) a(w)

a(w) comme dans le cas précédent.

Comme la restriction de r:(H),,F,W) — (H,,F,W) est
un morphisme de structures de Hodge mixtes, F? H| n’est constitué
que de cycles invariantssi p >n —j.

fowlw)=n*i-k 4ol que

On peut donc trouver V¥ € & I
Vp i aw) =, T, "1

r( a(w)) - va(w) :

Si x est la composante de Vg, sur I"‘l" *"*1" on s’assure comme

précédemment que  Q'(Vi, » N"Vj;’t(w)) =Q'(x,N"x) avec

r=w(w) —n.

De plus N* v¥

tx(w)

=0sik>r.

On écrit Vg, = Ugy + 2 o, N" Uy, +» avec y invariant.

Comme r=>1 et que N* Vi = N"‘ wwy =0 si k>,

ona Q(UY,, N" US, ) = Q(V&,, s N" V&) # 0 f
c.q.f.d.

Pour conclure, au vu du théoréme de [3] il suffit de savoir
que si & désignela forme hermitienne canonique de loc. cit., on a :

a).Si a(w)EN:
h(ugy » N 71 ug,)) = ( ) Q' Uz » N Ugi))

b) Si a(w)€&N

1y 0
h(U%,) » N ug,) = (27”, )Q(uo‘;’(w) SN ug ).

b) est démontré dans loc. cit., il nous suffit donc de démontrer a).
Une variante de ce qui suit permettrait également de retrouver b).
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Supposons donc a(w)EN :

ona j R, () A R, (1) = Q'(IR,@,)], [R,(@,)])
Y(1)

(log 1) (logty—k =7 ——

= 2 2a(w) 'k w tr—k

P(Itl )+ L] kZOQ( Ua(w)’ (r—k)' N U:)(w))
+ o(1t12%“) (log |£1)).

Comme N’ U¥ . N'U:(w) et que Q' (x,N'y)=—Q(N'x,y)

on a

a(w)

r (log t)¥ (logty % —
' 1k r—k yiw
X QT N Uk ooy N UR)

i (log t)* (log ty—*

e k=0 Kk!(@—k)!

Q' (Ug,y s N Ua“,’(w))

donc la partie principale de I’image de f R,(ﬁ,) A R,(n,) dans
IC est K|t]**) log |tI” avec K#0. “Y®

Pour terminer la démonstration du théoréme il nous suffit

de remarquer que R,(n,) AR,(n,) est C° car

'/; MO\X()
Y (0)\ X(0) est lisse et que d’autre part on peut choisir un jet n tel que

n 7 w o
— A= —Aa— soit un o(|t]?*“)) d’apres le
‘/;((,) df df fx(,) daf df

théoréme des zéros de Hilbert.

COROLLAIRE 1.6. — On a l’estimation suivante du volume du
tube T, =f~'(D,)NB,, dans un systéme général de coordon-
nées : Ia partie prznczpale de limage de vol(T,) dans IU est
de la forme KIn**Ploglnl¥ avec K#0 et k<n. Si
o(f)EN,k>1.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que dans un systéme
général de coordonnéeson a o(f) — 1 = a(w,) si w, estla forme
dx, A— Adx, et d’appliquer 1.1 et le théoréme de Fubini.

Remarque 1.7. — Quand «a(w) > 0, pour ne pas étre embar-
rassé par le courant d’intégration sur X(0) il faut travailler dans
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9C . Par contre dans le cas ou «a(w) <0, le théoréme 1.1 prend
la forme plus précise suivante :

w
— A === K2 (log [~ 4 o (1124 (log |1 [#()=n
fxm ar " af (log 1) )
avec K #0.

De méme si

o(f) < 1,vol(T,) = KIn[>*? log In¥ + o(InI**P log In[*)
avec K# 0 etdeplus k=1 si o(f) = 1.

Pour ce dernier résultat il faut remarquer que a(w,) =o0(f) —1
pour w, =dx, A...Adx, dans tout systtme de coordonnées.
En effet, avec les notations de la 2° partie, on a g(we) = o(f)
d’aprés [8] et a(w,) = g(w,) — 1 d’apres 2.2.

Rappelons la définition du polyndome de Bernstein-Sato d’une
fonction analytique f: (C"*! ,0) — (C, 0):

D’aprés un théoréme désormais classique dit 4 Bernstein si fest un
polyndome et étendu au cas général par Bjork, il existe un polyndme
complexe B non nul et un opérateur différentiel 4 coefficients
polynomiaux en s, P(s) tels que:

P(s)f*=B(s)f* 1. ™

Le générateur unitaire de 1'idéal des polyndomes B tels qu’il
existe un P vérifiant(*) est appelé le polyndme de Bernstein-Sato
de f et est not¢ b. Comme b(0) =0 (faire s =0 dans(*)) on
peut poser b = sb..

Soit ¢ une forme C™ a4 support compact de type (n + 1,n + 1),
la fonction f |fI?* ¢ est analytique pour ReX > 0. Dans [1]
X

Barlet montre que (*) permet de prolonger cette fonction de A
en une fonction méromorphe sur C dont I’ensemble des podles
est contenudans {s —m — 1|m€EN et b(s) = 0}.

On dira que s est un pdle d’ordre au moins k de |[fI?? si s
est un podle de f |fI** ¢ d’ordre au moins k, pour le choix
X

d’au moins une telle ¢.
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Dans [2] il est montré (sans hypothéses sur les singularités de f),
que si b(s) =0, alors il existe un entier m tel que s —m —1 soit
un pole de |fI?Z (on y donne également une majoration du plus
petit m possible ; de plus si s est entier 'ordre du podle est au
moins deux ([4]).

Sous I’hypothése que f est a singularité isolée en zéro, nous mon-
trons le résultat suivant :

THEOREME 1.8. — L’ensemble des poéles de |f|*? contient
—N*UE o E= {—(x«(w)+ DIwEl®,,, 27 )} De plus
les points entiers de E sont des poles d’ordre au moins deux.

Démonstration. — Soit w une forme initiale : d’aprés le
théoréme de Fubinion a :

AIfI’ZwA6=f't|<n |£22 (fx(:)? (Tf—dt A dF.

La fonction f 1?2 w A @ a donc un pdle d’ordre w(w) —n
X
en — (a(w) + 1) (passer en coordonnées polaires, appliquer le théo-
a v
réme 1.1. et remarquer que la fonction Z — f t2(Z* @) t(log 1)k dt

(V]
aunpdled’ordre k + 1 en —(ax + 1)).

Pour tout pEN,f IFP2fP waff w
X

adoncun pole d’ordre w(w) —n en —(a(w) + 1 + p).

Enfin si p est une fonction positive C~ dans Bfo ) telle que :
p(x) =1 si €/3<Ix[<e€/2 et p(x)=0 si [x|<¢ey/4, la

fonction de Z f If1?2 1f?? pwy AW, a un pole simple en
X

—(p + 1) pour tout entier p.

Dans le cas des courbes (n = 1) et des fonctions quasi homogénes
nous déterminons I’ensemble des pdles de |f[*Z :

THEOREME 1.9. — Soit f:(C"*!,0) — (C,0) une fonction
analytique d singularité isolée en zéro , 'ensemble des poles de |f|**
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coincide avec —N*UF ou F = {s —m|lmeEN* et ~b(s) = 0}
si l'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée :

ayn=1.

b) f est quasi homogéne.

De plus les points entiers de F sont alors des poles d’ordre au moins
deux.

Démonstration. — Comme dans [1] il est montré que I’ensemble
des poles de |f[*%2 est contenu dans — N* UF il nous suffit de
vérifier I’inclusion réciproque pour montrer ’égalité.

a) : Soit — f wune racine de b , on veut montrer que — (8 + 1)
est un pole de |f|** . Posons

A=expRinf), a = inf{a(w)|expRinra(w)) = A}.

On a a€]—1,+ 1[ (cf [17],) donc si B=0,8 est de la
forme o + k avec Kk EN, et on peut appliquer le théoreme 1.8.
pour conclure. D’autre part si F' H, # 0, il existe w € I'(B . Qéz)
telle que a(w)=pf et 1.8. s’applique également. Il reste donc a
traiterle casou BE]1—1,0[ et F' H, = 0.

Dans ce cas Hy =1y }: comme F'H, =0 on a
'°=1"'=0, dou W,H, =WH, et W/H, =0, ce
qui donne H;‘ = 12" qui est alors nécessairement égal a Ig:i.

D’autre part d’aprées le théoréme 13 de [19] il existe
w€T(B, > Qéz) telle que

s)= 2 e Nu, +BNuyg+ X Ny
a<p a'>p

\%

avec ug #0.

Comme X\#1, on peut identifier H, et H,, et comme
ug €I’y ona Q(uy ,u;) # 0 d’aprés 1.5 et donc

V(w)= 2 Ky, ltP*(ogltl) + K, (]
0<i<1
a<p

+ X Ky, 1tP¥ (log 2]
05i<1
a’>p
avec K; #0. On en déduit que — (8 + 1) est un pole de |f|*%
par le raisonnement utilisé dans la démonstration de 1.8.

b) Dans ce cas F = E car le réseau de Gauss-Manin est saturé
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(ou par comparaison des formules classiques pour le polyndme de

Bernstein et les exposants) (cf. [21]) et il suffit d’appliquer le
théoréme 1.8.

Question : la conclusion du théoréme 1.9 est-elle vérifiée pour
f quelconque a singularité isolée ou non isolée ?

2. Une propriété des formes résidus.

THEOREME 2.1. — Soit w une n + 1 forme holomorphe sur

B les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

€0’

w © ool i e &L 2
1)/)‘((0) ?d7/\ df< + i.e. af est L° sur X(O))

w w w w
2 LY <t et lim L2 L.\ L
)fx«» ar " ar © Hofxm dr " df “/;((o) ar " df

w W
i —A—|< +
Dlimsuel Sy zrhar ST
t#0
4) a(w)>0.
Démonstration .

. 2) ==1)et 3) : trivial.
. 3) = 4) d’aprés la remarque 1.7.

.4)=—=2) : pour cela il nous faut rappeler des résultats de
Varchenko ([17]).

On considére p : Y —> B, ol2 une résolution des singularités de

m
B, telle que (fop)~!(0)=E, + Y mE, soit un diviseur
i=1
a croisements normaux ; E, est la transformée stricte de V et les
E; sont réduits.
1 + vg, (p* W)

On pose g(w)= L 1 <i<m, Vg, désignant

m;
la valuation sur le diviseur E; et on pose g(w) = inf g;(w).
i»1

ProrosiTiON 2.2 ([17]). — Si g(w) <1, alors

a(w) =g(w)—1.(1)

(1) Signalons a ce propos que le lemme 4.6. de [17] ne parait démontré que si
glw)<1.
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COROLLAIRE 2.3. — Si a(w) >0, alors g(w) > 1.

On note p' la restriction de p a E;. Soit w telle que a(w)>0.

w W
Pour montrer que [ —A—<+o on va vérifier que
Jxo)y df df
™ w N . .
P ——) n’a pas de singularité sur E .

af

Soit p un point de (fop)~! (0) qui appartient 4 E, et a
exactement Kk autres composantes irréductibles distinctes
Ep(l),...,Ep(k) (p(i) #0). Il existe alors un systéme de
coordonnées Z,,...,Z, centré en p tel que sur un ouvert
relativement compact U, contenant p on ait :

fop=2,27°PM) . Z7P®).

Comme g(w)>1 on a in(p* w) =n; donc sur U, p*w est
donnée par
=27 2P0z, .., L,)dZ, r... A dZ,

avec ¢ holomorphe.

On a donc p*w =¢d(fop)rdZ, A...ndZ,, ce qui prouve

w
que p*(—;}-c) est holomorphe sur E, . D’autre part

w w
lim p*( =) A p*(—
£~ 0 fupn(fop)“(r) (df) (df)
=f ., WPdZ, .. ndZ, ndZ,...dZ,
Up N(fop)™ 1 (0)
= fUanO lpl2dZ, A...AdZ, AdZ, A...AdZ,.

Soit maintenant p un point de (fo p)~! (0) qui n’appartient pas
4 E, mais appartient a4 exactement k composantes irréductibles
distinctes : E, ;) ,...,E,4), (p(i) # 0).

Considérons de méme un systéme de coordonnées locales centré
en p tel que I’on ait :

m m
f°p=zlp(1)u_zkp(k).

On a de méme p*(w) =Z, pd(fop)dZyndZ, r...rdZ, avec
¢ holomorphe, donc
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lim p"‘(-2 A p* had
=0 Y y,niee) ey NAf df

= 1Z, 2 lpl? dZy A dZ,
UpN(Zy...2k=0)

A.o..nNdZ, NdZy AdZ,...dZ, =0.
W w w W
On a donc montré que lim — A== — A —.
adon aue z—»o‘/;((t) ar " ar fxm) ar " af
1) == 4) : Rappelons le résultat suivant dia a M. Saito :
THEOREME 2.4 [13]. — Soit P, le genre géométrique de V,
alors p, = dim¢ Gr H.

Rappelons que F est la filtration de Hodge définie par Steenbrink sur
la cohomologie de la fibre de Milnor dans [16], tandis que p, est défini
par :
p, =dimg (R" ™! 74 ©5), si n>2
= dimg (s O ¢/ Oy), sin =1

pour T : V — V une résolution des singularitésde V.

On a une autre interprétation de p, due a Laufer et Yau :

_ g, LV (03,0

- e v —q03,9"

ou L*(V — {0}, Q") désigne l'espace des n formes holomorphes
a sur V — {0} telles que 7‘/ arna<+ oo,

THEOREME 2.5([7][20]. — p,

D’autre part comme d’apres ([17], [18]) on a
dimg¢ Gr'ga H=dim¢s Gr} H,
on a la traduction suivante du théoréme de M. Saito :
dimg I;(V —{0},8")
L*(V— {0}, Q")

Soit w€T(B,,, Q'E‘;ﬂl) , si s(w)=ZrtNu® on pose

*

= dim¢ Gr} H.

v(w) = 2 ug et on a ainsi défini une application linéaire :
a<0
v: T8, ﬂ’é;il) — H et on considére le morphisme quotient :

v:T(B,, Q%Y )— Gri H.

€ " cn+1
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Soit BEI(V — {0} ,Q"), d’aprés Picard (cf. [11]) il existe
w€T(B,, ,Rq,4,) dont le résidu est §. Comme V est réduite
si le résidu de w —w' est nul, alors w—w' =fw'" avec
w'e (B, Q’:Ll) d’out ¥(w) = Y(w') car

n
a(fw=1+aw@H>1—-1=0

d’aprés [9]. On peut donc poser y(B) = y(w) et on a ainsi défini
une application linéaire :

7 :T(V — {0},Q") — Gr} H.

Comme 7 est surjectif, y Iest aussi, et comme 4) implique 1),
le noyau de 7y est contenu dans L*(V — {0}, Q"). Mais d’aprés
(*) ce noyau est donc égal & L?>(V — {0},Q"). Si w vérifie 1)
onadonc y(w) = 0, autrement dit a(w) > 0.
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