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MICRODISTRIBUTIONS
DE FOURIER CLASSIQUES
DANS LE CADRE ANALYTIQUE REEL

par André PIRIOU

Introduction.

Si X est une variété analytique et A une sous-variété lagrangienne
conique analytique de T*X\0, on donne une description du faisceau des
microdistributions (dans le cadre analytique réel) de Fourier (classiques)
associées & A a partir de distributions représentées a I'aide de phases
analytiques réelles et d’amplitudes qui sont des réalisations holomorphes
tronquées de symboles analytiques.

Dans le cadre C*®, le contour d’intégration par rapport a la variable de
fréquence est R™. Ici, pour pouvoir utiliser facilement les fonctions de
troncature, et par analogie avec les « bons contours» définis par
J. Sjbstrand [10], on déforme RN en un contour de CN le long duquel la
partie imaginaire de la phase posséde une propriété convenable de
positivité. Les singularités analytiques des distributions ainsi définies
peuvent alors s’étudier 4 I'aide du théoréme de la phase stationnaire
complexe, et on obtient un théoréme de changement de phase analogue a
celui du cas C*, ainsi qu’un théoréme de composition sous les hypothéses
standard de transversalité.

On traite le cas particulier des micro-opérateurs pseudo-différentiels
analytiques, et son application au calcul symbolique des opérateurs
pseudo-différentiels analytiques classiques définis par L. Boutet de
Monvel [2], L. Boutet de Monvel et P. Kree [3].

Signalons que les applications aux propriétés de « transmissions
analytiques », et en particulier a I’étude du comportement au bord, de part
et d’autre des parties lisses du conoide bicaractéristique, de la solution
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fondamentale d’un opérateur différentiel strictement hyperbolique a
coefficients analytiques, ont été étudiées par H. Bougrini [1].

Les principaux outils utilisés ici sont le théoréme de la phase
stationnaire complexe (voir [10]) et le calcul des symboles analytiques (voir
3, [9], [10]) en particulier la propriété d’existence de réalisations
holomorphes de symboles analytiques, établis par L. Boutet de Monvel et
P. Kree [3]. On donne en appendice une démonstration élémentaire de ce
résultat (sous une forme un peu plus générale), en utilisant une
transformation de Fourier-Borel.

1. Phases, amplitudes,
contours et distributions de Fourier.

Soient U un ouvert relativement compact de R” et V un ouvert
conique de RY|0. On considére une fonction de phase @(x, 8) dans un
voisinage conique U; x V, de U x V dans R" x (R"\0), avec ¢(x,0)
analytique a valeurs réelles, homogeéne de degré 1 en 0, (@),pp) # Oen
chaque point.

Soit U, x ¥V, un voisinage complexe conique (pour I’action de R*) de
U, xV, dans C" x (CN|0), dans lequel ¢(x,0) se prolonge en
fonction holomorphe, avec (., @) # 0 en chaque point.

On considére un symbole analytique ) a;(x,0) de degré d dans
j=0
0, x V;:  Cest une série formelle de fonctions a;(x, 8), holomorphes
dans U, x V,, homogénes en 0 de degré d —j, et telles que:

Pour tout compact K de U, x V,, il existe Cg >0 avec
la;(x,0)] < Ci*'j! pour jeN, (x,0)eK.

Soit a(x,0) une réalisation holomorphe de ) a;(x,6) dans un
j=0
voisinage complexe conique U x V de U x V dans C" x C¥|0: cest
une fonction holomorphe dans U x V, telle qu’il existe C > 0 avec
J—-1
a(x,0) — Y a;(x,0)| < C*' 11101 pour J>1, (x,0)e0 x V.

ji=0

(Voir I'appendice pour I’existence d’une telle réalisation.)
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Considérons une fonction de troncature { avec

0] (eC®R"), L®) =0 si |8 petit, {(O)
homogeéne de degré 0 en 6 si |0 grand,
et (Supp conique {)NSy_, = = VAS,_,,
ou Sy_, est la sphére unité de RN,

Soit enfin V, un ouvert conique de R™0 avec
(Supp conique ) " Sy_;, c= VonSy_; c=VNnSy_,.

Donnons la

DEFINITION 1. — On appelle @-déformation de V, une application C*®

[0,T] xUxVy, » ¥V (T>0)
(t,x,a) — 0 = 0(¢,x,0)

homogéne de degré 1 en o, analytique par rapport a x, avec
0(t,x,0) = o + O(t] g (x,0)] jorf)

09 (t,x,a) injective
oo J

et telle qu'il existe ¢ > 0 vérifiant
2 Im @(x,8(8,x,0)) > ctlop(x,2)|* o .

Exemple 1. — On peut prendre 0(t,x,0) = o + it@g(x,o) ||, avec
te[0,T], T > 0 assez petit.

En effet, la formule de Taylor montre que, pour 0 = 0(t,x,a) :

0 (x,0) = @(x,0) + it| Py(x,0)|* o] +O(t3|@y(x,x)|? |atl)
d’ou

t .
Im @(x,0) > 3 l@p(x,0)|*|a) pour t >0 assez petit.

THEOREME 1. — Soient U,V, ¢(x,0), a(x,8), £(6), Vo, 0(tx,2)
comme ci-dessus. Pour 0 <t < T, on désigne par

3) u,(x) = J €9 (x,0)((a) d6, A ... A dby

8=0(t,x,0)
aeVy
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la distribution u,e 2'(U) définie par

@ ) = f el 00 (3,0, (1,x,00) L (0) . iy
Vo Da

au sens des intégrales oscillantes. Alors on a
SSu, = {(x,@%(x,a)|x € U, a € Supp conique {, @y(x,o) = 0}
oti SS désigne le spectre singulier analytique (voir [9], [10]).

Démonstration. — Soit (x4,&y) € U x (R™\0) tel que @5 (xq,0) — &g et
@s(xo,®) ne s’annulent pas simultanément pour o€ Supp conique (.
Pour montrer que (xq,&0) € SSu, on considére (voir [10]) une fonction
Y(x,y,E) analytique au voisinage de (xq,xq,&,) et une fonction de
troncature x e CP(C") telles que:

VY (Xg,%0,80) = 0, ‘l”y(x0sxo,§o) =&
Im y(x,y.8) <0

Im (o, y,Eo) < — CIxo-ylz} pour x, y, & réels, (c>0)

% 4 support voisin de x,, x = 1 au voisinage de x,,

et on établit la décroissance exponentielle en T lorsque t — + oo de la
quantité

) I06ET) = <uy(y), x()e ™ V&)

pour (x,£) dans un voisinage réel assez petit de (xq,&p).
DO(t,x,o)

E t
n posan Da

= J(x,a), on obtient, d’aprés (4):

© I(xEr) =1 J 1000~ ¥=x.0lg () 19)( (tar) 3 ()T (1,0 dy dot

R" xRN

ou 6 = 0(t,y,a).

Posons F(y’a’x’&») = (P(y,e(t,y,a)) - \l'(x’.VaE.a)'

Puisque V;(xo,%0,80) = & € R"| {0} et par homogénéité de degré 1 en
o, on voit qu’il existe r > 0 tel que |F)| > r pour (x,§) = (xo,&0),
|| < r, et y dans un voisinage de supp y. On commence par montrer
que la contribution de {|o|<r} dans (6) est & décroissance exponentielle en
t. Pour cela, on effectue la déformation de contour en y,
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R'sy > y, =y +isF,(nax8f(y) ou feCZR), 0<f<I,
f(y) =1 auvoisinage de x,, avec Supp f assez voisinde x, et s > 0
assez voisin de 0 pour que la déformation se fasse dans la région ou la
fonction de troncature Y% est holomorphe.

La formule de Stokes permet de remplacer la contribution de {|a|<r}
dans (6) par

v j FFOxD(y. 10(t,9,, D)L ()Y ()T (75, 0) dy det.
le|<r

La formule de Taylor donne

F(y,,0,x,8) = F(y,0,x,8)
+ is|F, (n,0,x,8)1> f (») + OG?|F;12f2()).

Si s > 0 est choisi assez petit, on obtient donc, pour (x,£) = (x4,50),
y,€Suppy et |af <r:

Im F(%0,80) > dy—xo* +57210) > ¢ >0,
et par continuité on obtient bien Im F(y,,a,x,&) = ¢'/2 si (x,) est dans

un voisinage assez petit de (xq,&p)-

Il reste donc a étudier l'intégrale

7 ™ J 080y 10){(t)x(y) dy d0, A ... A dby
0=0(t,y,a)

yeR" aeRN ja/>r

ou on a posé
D(y,8,x,8) = ¢(y,8) — ¥(x,y.8).

On effectue une déformation en y analogue a la précédente :

o),

ot

R'sy — Y, =y +is F,(y,0,x,8)
qui permet de remplacer (7) par:

(®) 1NJ €™ 9g(Y,10){ (ro) x(Y) dY
Tig
A...ANdY,Ado, A ...N\dby,
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ou I',. est la restriction a {|o/>r} du contour
R" x RY3(5,0) = (Y,(»,0.x,8), 8(t,Y,(3,2,x,8),0).

Comme précédemment, on obtient, sur I'image du contour I',. et pour
s > 0 assez petit:

210

Im® > Im F(,0%8) + 3 B, (n0x 0P 0

=0.

(On rappelle que F(ysaaxag) = (P(y,e(t,y,a)) - ‘I’(X,y,é))
On a, avec des constantes C >0 et T > 0:

Im @ > cly—xof? — Cllx—xol+[E~Eo) + clap(ea)lol + clFy L.

7l

Soit € > 0 assez petit pour que f(y) = 1 lorsque |y—xo| < €. Quand
[y—xol = €, la minoration précédente prouve que Im® > ¢ > 0 si
|[x—xol + | — Eol est assez petit. D’autre part, pour
x,9,€) = (x9,%0,50), OnN obtient, avec 0 = 0B(t,xq,a) :

©) Im® > c[lo5(xo,m)I* lo] + @(x0,6) — &o

U / 1
+ Do (x099)9y(x09a)|2 m :

Par hypothése, le second membre de (9) reste strictement positif pour
o€ Supp conique {, et on en déduit qu’il est minoré par c”|a| (avec
¢">0) lorsque o€ Supp conique { et | > r. Par perturbation, on

"

obtient Im @ > %lal pour o€ Supp conique (, || = r, (x,§) assez

voisin de (x,E0), |ly—xXol < €, € assez petit. Ceci prouve la décroissance
exponentielle en t de (8), et achéve la démonstration du théoréme 1.

Notons que dans le théoréme 1 on considére u, avec t > 0. On peut
dans certains cas prendre t =0:

ProposiTION 1. — Soient U, V, o¢(x,0), a(x,0), ((0) comme
précédemment, avec de plus: V = R™M0

£®) =0 pour |0] petit, 6eRMNO
§(©) =1 pour |0 grand, 0eRM0.
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Alors la distribution

(10) u(x) =j =9 (0)a(x,0)d0 (ue 2'(U))
RN

coincide, modulo une fonction analytique, avec une distribution u,(t>0) de la
forme (4).

Démonstration. — Soit he C*(RY) avec h(®) =0 si |af <R,
h(x) =1 si |af = 2R, 0 < h < 1. On effectue dans (10) la déformation
de contour en 0, pour ¢ > 0 assez petit:

RVsa > 0 = a + itey(x,0)|o h(a) = 6,(x,0)

si R est choisi assez grand, cette déformation a lieu dans la région ou y(6)
est holomorphe, donc

11 u(x) = J =9 (0)a(x,0) d0, A ... A dby.
0= Bl(x,u),u eRN
Lorsque |o| < R, ona 6,(x,0) = a, et la partie correspondante de (11)
est analytique par rapport a x.
Lorsque R < |of < 3R, on a {(6,(x,2)) =1, donc la partie
correspondante de (11) est encore analytique par rapport a x.

Si on considére une fonction {, e C*(RM) avec {,(a) =0 si
|l < 2R, C;(a) =1 si |of = 3R, on obtient donc, modulo une fonction
analytique, et pour t > 0 assez petit :

u(x) = J =0 (a)a(x,0)d0, A ... A dby
6=0(t,x,a), a € RN

avec 0(t,x,0) = o + it@g(x,0)|a), qui est de la forme (4) avec la -
déformation de I’exemple 1.

On précise maintenant le théoréme 1 en étudiant la singularité de u;

en un point (x,,0,(xq,%)) tel que @y (xq,%) =0.

THEOREME 2. — Sous les hypothéses du théoréme 1, on pose

Co = {(x’a) eU x V](p;(x,d)=0} s
ip(x,0) = (x%,05(x,a)), Ay = ip(Cy).

On suppose que @ est non dégénérée, et que i, est un difféomorphisme de

C, sur A,.
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Soit  (x9,80) = ip(xg,%9) avec (xo,09)€C,. Alors, pourvu que la
fonction de troncature {(ot) soit égale a 1 dans un voisinage conique de o,
pour |o| grand, le germe de microdistribution défini (dans le cadre
analytique) par u,(0<t<T) en (x4,%,) ne dépend que du germe en (x,,&,)
de microdistribution de Fourier défini (dans le cadre C®) par la phase

@(x,0) et le symbole Y a;(x,0) (voir [6]). En particulier, il ne dépend ni de
J
la réalisation a(x,0) choisie pour Y aij(x,0), ni de la @-déformation

J
utilisée, ni de la troncature {, ni de t > 0. On le note uq,,zaj(xo,éo).

Démonstration. — On reprend le début de la démonstration du
théoréme 1, en particulier (5), (8). Pour (x,£) = (x4,&0), la phase ® de
(8) admet le point stationnaire non dégénéré (Y,0) = (x,,%,). En effet, on
sait que Im V), (xo,%0,80) est définie négative, et il suffit d’appliquer le
lemme élémentaire suivant pour

A= (p;x(x09a0)’ B = (P;(,(X(),uo),
D = (pgo(XOaQO)’ M= - ‘l’;y(anx09E.|0):
A+M . . .
LEMME. — Soit T = <_tB——ﬁ) ou A,D sont des matrices carrées
symétriques réelles, B une matrice réelle, M une matrice symétrique

B

B
complexe avec Im M définie positive, (D) de rang maximal.
Alors T est réguliére.

On a déa vu quon peut restreindre Iintégration dans (8) a
{ly—xol <&}, ou &> 0 est arbitraire.

Montrons qu’on peut aussi la restreindre & {Ja—a,| <¢€'}, avec € > 0
arbitraire. Pour cela, on constate que le second membre de (9) s’annule
maintenant au point (unique) o = a,, et on en déduit qu’il est minoré par
c"|oa|] (avec ¢” > 0) lorsque o€ Supp conique §, |of =7, Ja—og = €,
et on conclut comme a la fin de la démonstration du théoréme 1.

En prenant €, & assez petits, on peut appliquer le théoréme de la
phase stationnaire complexe (voir [10]) & l'intégrale

™ J e 8x0g(Y,10) dY,
rx.&:ly—xolss.la—aolst

A ... AdY,Ade, A ...Ade,.
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En appelant (Y(x,£), 0(x,£)) la solution locale (Y,0) de

{(PQ(Y,O) =0
0,(Y,8) — ¥y(x,Y,5) =0

on obtient, pour (x,£) assez voisin de (x,,&,):
(U (), e ™Iy (y)) = e VEYEDIp(x B T)

ou b(x,E,t) est une réalisation d’un symbole analytique

N-n

Y bx,8x 2

ji=0

d—j

ne dépendant que de ¢, Vy, Za; et d’un difffomorphisme de Morse

(Y,0) — z = z(Y,0;x,£)

transformant ®(Y,0,x,£) en — Y(x,y(x,E),5) + %zz, et vérifiant la

condition suivante d’orientation :

e R"*N 5 (y,a) — RezeR"M est a déterminant jacobien positif (on a
pos¢ z = z(Y,(y,,x,8), 0(t,Y,(y,2,x,€),0); x,8)) .

. 09 e . 5
L’hypothése Ea(t,y,a) injective montre que si le paramétre s de
déformation en y est pris assez petit, cette condition est réalisée si on

choisit le diffeomorphisme de Morse tel que:

e R""N3(y,a) = Rez(y,a;%0,E0) € R™N est a déterminant jacobien
positif.

Cette condition ne fait intervenir ni la @-déformation, ni la valeur de ¢,
de sorte que le germe en (x4,£,) de microdistribution défini (dans le cadre

analytique) pour u, ne dépend que de ¢ et Y a;(x,6).
j

Pour montrer qu’il ne dépend que du genre de microdistribution défini
(dans le cadre C*®) par la distribution

Ug(x) = J e (0)a(x,0) d6,
RN
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on commence par se ramener, par changement de variable analytique en x,
au cas ou A, est transverse 4 {{=§&,}, c’est-a-dire au cas ou

( 1 2) ((pxx (pxo

”

- est réguliére en (xq,%) -
Pox (Poo)

Pour ¢ eC, on pose
Vo (x,0,8) = y.& — ip(x—y)*.
Pour p > 0, on peut considérer (5) avec ¢ = V,:
L(xET) = <u(y), e (),

et on aboutit 4 (8) avec la phase

D = O,(Y,0,x.8) = ¢(1,0) — y.& + ip(x—y)*.

Pour (x,£,p) = (xg,£0,0), cette phase admet le point stationnaire
(Y,0) = (x0,%), et ce point stationnaire est non dégénéré d’apres (12). 1l
est donc maintenant possible de considérer p comme paramétre
supplémentaire (au voisinage de 0), et d’utiliser un difféomorphisme de
Morse

(Y,0) —» z = z(Y,0; x,E,p)

holomorphe au voisinage de (x,%;X0,50,0) et vérifiant la condition
d’orientation :

e R"*N3(y,0) = Re z(y,a,x9,E0,0) a déterminant jacobien positif.
En appelant (Y (x,£,p), 0(x,E,p)) la solution locale (holomorphe) de

0,(Y,0) — & + 2ip(y—x) =0

la formule de la phase stationnaire complexe donne encore pour p > 0
assez petit :

I (x,E1) = e~ WY sEDDp (1 £)

by(x) ~ ¥ by(xEp)T T

i=0

(13)

+d—j .
au sens analytique

avec des coefficients b;(x,£,p) qui dépendent analytiquement de p dans
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un voisinage de 0 dans C, comme le montre la formule

N 1 [(AzY D(Y,9)
— 2 — PR 2
bj(x’gap) - (21'() k§=j{! (2) [ak(Yae) Dz ]

’

z=0

ou (Y,0) s’obtient en fonction de (z;x,,p) en inversant le
diffeomorphisme de Morse.

On peut reprendre les considérations précédentes avec p = ip, peR
assez voisin de 0, alors Y,(x,,§) = y.& + p(x—y)* est réelle pour
x, y, & réels, ainsi que Y(x,E,p). Le théoréme de la phase stationnaire
donne, pour tout ¢t > 0:

<u,(y) X(y)e—mhp(x.y.é)> = e—irW(x,Y(x,i,p),é)bp(x,é)
N-n

by(x,8) ~ Y. b,-(x,&,p)tT”-’ au sens de C®.
j>0

Si le germe de microdistribution (au sens C®) de u, (ou de u,) en
(x0,80) est nul, les coefficients b;(x,E,p) sont nuls pour (x,£) voisin de
(x0,80), J =0, p=in lorsque p est réel assez petit. Par prolongement
analytique, on obtient alors b;(x,£,p) = 0 pour p > 0 assez petit d’ou,
d’aprés (13), la décroissance exponentielle en t de I,(x,§,t) pour (x,§)
assez voisin de (x4,5,). (Noter que Y(xq,E0,p) = Xo; donc, pour
p > 0 fixé, |Im Y(x,Y(x,E,p),E)| est arbitrairement petit si (x,§) est assez
voisin de (xq,&0)) -

On donne maintenant un théoréme de changement de phase analogue a
celui du cas C*.

THEOREME 3. — On se place dans les conditions du théoréme 2, et on
considére une deuxiéme phase §(x,8) vérifiant les hypothéses analogues a @,
avec Qy(xg,00) = 0, Pr(x,80) = &, Ay = A,. Alors il existe un germe

N - N
en (xo,8,) de symbole analytique Y, &j(x,é) de degré d =d + 5
j=0
(ott N est la dimension de la variable de fréquence B) tel que Hozs, = Hoza,
en (xo,8).

Démonstration.
Premier cas: on suppose N = N, sgn ¢p(x,,%,) = sgn P (x0,00) -

Dans ce cas, le théoréme d’équivalence de phases de Hormander [6]
s’adapte mot a mot au cas analytique réel, et montre qu’il existe un
difféomorphisme local analytique homogéne de degré 1
(x,0) — (x,0(x,8) tel que @(x,0(x,8) = ¢(x.,9).
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Le théoréme 2 montre alors qu’on obtient le résultat cherché en prenant

a;(x,0) = a; 5(%,0(x ,0) —=— De(x 6)

Deuxiéme cas : augmentation du nombre de variables de fréquence. On
QW)
20
ol Q est une forme quadratique réelle non dégénérée. Soit ¢, € CT(R™)
avec {; =1 au voisinage de 0. Si on considére la distribution

pose O = (6,w) avec weRM, &, = (0,0), @(x.0) = @(x,0) + =~

U(x) = f e*>9¢(0)a(x,0) d0, le théoréme de la phase stationnaire par
RN

rapport 4 la variable w donne, modulo C*®:

U®x) = j “"““’C(B)C,( )a(x 0,w) d0 dw
RN+M 6]

avec
a~y, a;, a;(x,0,w) = c_laj(x,9)|9|_M/2,

¢ = 2mM2|det Q| T s EnQ

La conclusion résulte alors du théoréme 2.

Troisiéme cas : diminution du nombre de variables de fréquence. On

Qw)

pose 0= (G,W) avec w ERM, Ay = (&O,O), (p(x’e) (x 6) + 2|6| ’

U(x) =f e °’C(9)C1< )a(x 6) de,
rN+M |G|

ou Q, &, sont choisis comme précédemment.

Le théoréme de la phase stationnaire donne encore, modulo C*:

U®x) = J ) 2Ot B)a(x,8) dB,

avec a~ Y. a,
4

5,0c0) = ciope 3 O

Jjt+k= {k'

[( Q 'd,.0.a (xGW)]

w=0

On vérifie que £a, est un symbole analytique ce qui permet de conclure
comme aux cas précédents.
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2. Microdistributions de Fourier.

Gréce aux théorémes 1, 2, 3, on peut énoncer la

DEFINITION 2. — Soient X une variété analytique réelle de dimension n,
T*X son fibré cotangent, S*X son fibré en sphéres cotangentes, m la
projection canonique de T*X\0 sur S*X. Soient A une sous-variété
lagrangienne analytique conique de T*X\0, SA sa projection sur S*X, et
me R. On désigne par SV le sous-faisceau sur S*X des microdistributions
(dans le cadre analytique) ainsi défini : $7 est porté par SA et, pour tout
(x0,E0) €A, la fibre de S} en m(xo,§) est constituée par les germes
p’l.p‘}:aj(x05§0) décrits au théoréme 2, tels que A, = A, Za; de degré

="TET

Le faisceau #7' (qui peut étre aussi considéré comme faisceau sur SA)
est le faisceau des microdistributions de Fourier de degré m associées a la
variété lagrangienne A. Si on appelle # 2, le faisceau sur S*X des
microdistributions dans le cadre C®, le théoréme 2 peut s’exprimer par

(14)  Le morphisme naturel S7 — #9, est injectif.

On étudie maintenant la composition des micronoyaux de Fourier. Soient
X,Y,Z des variétés analytiques réelles de dimensions n,, n,, n;, et
A, = T*X x (T*Y|0), A, = (T*Y|0) x T*Z des sous-variétés lagran-
giennes coniques analytiques, vérifiant les hypothéses standard de
composition transverse, en posant par exemple

’1 = {(x’E.»),(,VaT]) I (x’g’ya —Tl) € Al} :

(15) L’intersection (A} x A%) N (T*X x Diag (T*Y x T*Y) x T*Z) est
transverse.

(16) La composée A} oA} est contenue dans T*(X xZ)\0, et la
projection de (15) dans T*(X xZ)\0 est propre a fibre finie.

On fait de plus I’hypothése technique suivante, qui permettra d’utiliser
des troncatures en y:

a7n Si (x,gyn)eA; (resp. (y,n,z,)eA,) alors y s’exprime
continiment au moyen de (x,£) (resp.: (z,0)).
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Considérons des ouverts U, V, W de T*X]|0, T*Y|0, T*Z|0, et des
ouverts Q,, Q,, Q3 de X, Y, Z tels que:

ProjxU < Q,, ProjyV <« Q,, Proj; W < Q;.
Soit Q) un ouvert relativement compact de Q,, avec:
(18) y e, lorsque  (x,E,yn)eA] et (x£)eU.

(19) yed, lorsque  (y,n,z,0)e A, et (z,0)eW.

(x,8,2,0) € (A 0 Ay) n (UxW)
200  (meV lorsque  {(x,&,y;n) € A}
.zl €Ay

Soient des microdistributions
B EST@UXY), e STV xW)),

qu’on suppose représentables par des distributions de Fourier
u, €2'(Q,xQ,), uy, € 9'(Q; xQ3)

dans les conditions du théoréme 2.

Considérons les opérateurs
A CR Q) - 2'(Qy), A,: CP(€Qs) » 2'(Qy)

de noyaux u,, u,. Soit e CZ(Q,) telle que y(y) =1 pour yeQ,.

D’aprés le théoréme 1 et les hypothéses faites sur A}, A, on sait
(voir[4], [5]) que A,oxoA, a un sens comme opérateur
A: C2(Q;) - 2'(Q,), eton ala

ProposITION 2. — Soit ue2'(Q,xQ;) le noyau de [l'opérateur
A=A oyoA,. Alors la microdistribution p définie par u dans
(U x W) ne dépend ni du choix des représentants u,, u, de p,, p, ni du
choix de la fonction de troncature 7.

On a [n™' Supp p] = [n™*! Supp p,J o[n ™! Supp p,J'.
On pose p = P, 0H,.
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Démonstration. — Soient des opérateurs
P:CFQ) » 2°'(Q), Q:C3Qs) - 2'(Qy);

rappelons (voir [7]) que sous les hypothéses standard d’existence du
compos¢ PoQ, on a

SS'(PoQ) = [(SS'P) o (SS'Q)] L [SS'P o (Y x {0} x Z x {0})]
U [(X x {0} x Y x{0}) o SS'Q]

ou le spectre singulier d’un opérateur est, par définition, le spectre
singulier de son noyau.

On en déduit, en utilisant le théoréme 1 et les hypothéses précédentes,
que SS'(A;o0yo0A,) est contenu dans la réunion des trois ensembles

Q1) SS'A, 0 SS'[x] 0 SS'A,
(22) SS'A, 0 SS'[x] o (Y x {0} x Z x {0})
(23) (X x {0} x Y{0}) 0 SS'[x] o SS'A,

ou [x]: C¥(Y) - CF(Y) est 'opérateur de multiplication par .

D’aprés (18), (19), (20) et puisque y = 1 dans Q), on voit que (21) a
méme intersection avec U x W que SS'A, o SS’A,. Puisque le noyau de
[x] a son support dans la diagonale de Q, x Q,, on voit de méme que
I'intersection de (22) avec {(x,£) € U} est vide, et symétriquement que
I'intersection de (23) avec {(z,5)e W} est vide, ce qui implique la
proposition 2.

Définissons la composition des micronoyaux; on définit la variété
lagrangienne A par A’ =AjoA,. Pour j=12, soient des
microdistributions ;e J¥(0;), ou 0; est un ouvert de SA;. Définissons
louvert @ de SA par wn !0 =n"'0,on"'0,. Pour
7(X0,E0,20,50) €O', considérons un des points (yo,Nno) € T*Y\0 tels
que

n(x0a§0:y0’n0)60,1’ “(Yo,TIOaZo,Co)Ewlr

L’hypothése (17) permet de construire des voisinages ouverts U, V, W de
(x0,80)s (¥o>Mo)> (20,Go), des voisinages ouverts Q;, Q,, Q,, de x,,
Yo» 2o, Un voisinage ouvert Q, c < Q, de x, tels que les conditions
(18), (19), (20) soient satisfaites, et tels que les restrictions p,|y,v, Halvsw
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de p;, pn, a wmUxV), n(VxW) soient représentables par des
distributions de Fourier dans Q, x Q,, Q, x Q;:

uy(x,y) = Py, (@)a(x,y,0) d6y A ... A dby
9=9(x,y,a),aeRN

u(y,2) = eNOEVL Bb(,z,w) dwy A L. A dwy
w=w(y.z,8),pc RM

ou on a repris les notations des théorémes 1, 2, et sous-entendu le
paramétre ¢ (¢>0) de déformation. En considérant dans n(Ux W) la
microdistribution (u,|y.v) © (M2ly,w) définie & la proposition 2, et en
ajoutant les contributions ainsi obtenues pour tous les points (y,,no) tels

que 7m(xo,80,Y0,M0) €07, T(Yo,Mo»Z0,50) €O, (ces points sont en
nombre fini d’aprés (16)), on obtient par recollement une microdistribution

p dans @', quon note p =y, 0H,.

THEOREME 4. — Sous les hypothéses (15), (16), (17) et avec les notations
précédentes, soient des microdistributions W, € # K: ), p,es xi((pz).

Alors la microdistribution composée p = p, o u, est dans S T"’”((D), et
[0™" Supp uJ' = [n™* Supp ] o [r™* Supp p,]'.

Démonstration. — Par construction, p est représentée au voisinage de
1(Xg,&05Yo,No) €O’ par une somme finie de distributions de la forme

24) u(xz) = J:,=,,(m) IO VO y () (), (B)a(x,,6)
w=w(y,z,p)

b(y,z,w)d0 A dw A dy

ou ¢ est une phase pour A; au voisinage de (x,,0,0%) et { une phase
pour A, au voisinage de (yo,2¢,B0)-

On peut toujours se ramener au cas ou

(plﬂly(xo sYo» ao) : RN — R™ injective

@ Viy(YosZos Bo) : RM — R™ injective.

En effet, on sait (voir [5]) que pour des choix convenables de
coordonnées locales dans X, Y, Z, on peut représenter localement A,,
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A, par des phases @, ¥y de la forme

x&E+yn—-—H(En), y-n+z-{-HMY.

(Notons que les conditions (25) sont. vérifiées par les phases standard
(x—y)-0, (y—z)-w d’opérateurs pseudo-différentiels).

Au voisinage de y,, on obtient alors

|Pe(x0,y,%)l = C'ly—yol, avec ¢ >0

d’ou, dans (24):
Im @(x,y,0) = ¢"|a], avec ¢ >0,

lorsque |[y—yol = € > 0 et lorsque (x,a) est dans un voisinage conique
assez petit de (x,,0).

On a une minoration analogue pour Im y(y,z,w), donc le germe de p
en (xq,%0,20,50) ne fait intervenir, via 'intégrale (24), que les valeurs de y
arbitrairement voisines de y,.

Considérons @(x,y,0) + ¥(y,z,w) comme une phase (non homogéne)
avec variable de fréquence (0,w,y). Le long du contour d’intégration de
(24), on a

Im (@ +¥) > c'lop(x,y,0)|* o] + cle’, (3,2,B)1* |BI.

Pour faire apparaitre le terme manquant c|@,+V;|*> et obtenir ainsi une
(¢ +V)-déformation, on va effectuer dans (24) la déformation de contour

f®
lof + 1Bl

F(x,z;0,B,y) = 0(x,,0(x,y,0)) + V¥(3,z,w(y,2,8)),
feCe@y), 0<f<l,

R23y — Y, =y + isF} (x,z;0,B,y)

ou

f =1 au voisinage de y,, s = 0 assez petit, de sorte que la déformation
se fait dans la région ou la fonction de troncature  est holomorphe. On
obtient

Im F(X,Z;G,B,Y;) 2 Im F(x,z;cx,ﬂ,y)
f»)

+ s
o + |B]

N 2 JO) s
Re[(Fy)] — C5* - IRy
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On peut toujours prendre (voir I’exemple 1) :

{9 = 0(x,y,0) = a + itQy(x,y,0)|t|
w = w(y,z,B) = B + ity (y,2,B)IBl .

En reportant ces valeurs dans
Fy = ¢;(x,5,8) + 04(x,y,0)8;, + V,(y,z,w) + V., (y,z,W)w,,
on obtient

F,=A +iB, avec A,B,eR?, A=R+8§,
avec

{R = ¢;(%,3,9) + ¥, (y,2,w)
B et S de la forme O(|l@g(x,y,)l ol + [W,, (,z,B)I IBD) -

Or Re[(F,)4 = A? — B2, |F)|> = A% + B?,
A? > R? 4+ §? — 2R||S|'> %RZ - 82,

donc :

sRe[(F})?] — Cs}F)2 > %A’ —CsB? > %RZ - s(% S? + C’Bz)

pour s > 0 assez petit, ce qui donne:

Im F(x,z;0,B,Y,) > %(I(Pé(x,y,a)lzlal + N (z.B) 18]

s , . SO)
+ 4|<py(x,y,a)+\l'y(y,z,ﬁ)| 1ol + 1Bl

19606y, o + 1, (v,2,B)1* IBI?
lo + [BI

— sC”
d’ou
(26) Im F(x,z;a,B,Y,) 220%(3‘,)’,“”2 e + W (3,2, B)1% 1B)

. t
+105000) + K0aBP S0 s 0<s<
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Cette déformation en y permet de remplacer (24) par

27 u(x,2) = J - ib‘)e‘"""‘””“‘*""“"‘)C(Y) C1 () (B)a(x,Y,8)
=Y (x,z;0,B,
8=0,s(x.Y,u) g
w=w(Y,z.p)

b(Y,z,w)dO A dw A dY
t
ou t >0 est assez petit, et s = —-
pe 4CI’

Vérifions maintenant que, pour ¢ > ( assez petit, la contribution de
{IBI<elal} dans cette intégrale est une fonction analytique de (x,2): il
suffit, comme on I'a vu, de prendre |[y—y,| assez petit; on a alors
f(y) =1, et (26) donne, sur le contour d’intégration

Im (o +V) 2 C'l:I(P(;(x,y,Cx)I2 lod + |9} Gy, ] —& Clo?

1
|l (1 +¢€)
avec ¢’ > 0. Mais A; =« T*X x (T*Y\0), donc

1
|96 Ce,y, ) o] + |<p;(x,y,°t)lzlj.(—| > c"lo|, avec ¢” >0,
d’ou Im (o+V¥) = % || lorsque € est assez petit.

On voit de méme qu’on peut se débarasser de la contribution de
{la|<e|B|} dans (27), et donc multiplier ’amplitude dans (27) par {o(a,B),

ou {,e C*(RN*M\0) est homogéne de degré 0 en (a,B), a support dans
{el<|Bl, €'IBI<|e} avec & > 0 assez petit.

Enfin, puisque %(Y) =1 pour y assez voisin de y,, on peut
remplacer x(Y) par x(y), f(y) par 1, et u(x,z) par

(28) a(x2) = f IOCYIHVEEI L, (@), (B)o (o B)X (V)

©.w,Y)=7,(x.z;0,8.y)

a(x,Y,0)b(Y,z,w)dO A dw A dY

ou le contour v,, paramétré par (o,B,y) e RN*M*+"2  est défini par

. , l
Y=y+ :sFy(x,z;a,B,y)m
0 = o + itey(x,Y,u)|o
w =B + ity (Y,z,8)|Bl,

. t
avec t > 0 assez petit, s = —-
p 4CII
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En faisant le changement de paramétre

(@B,y) = (@By), ¥ = (al+IBDy
et le changement de variable
OwY) = 0w, Y =(0]+wY,

ou on a noté par exemple [0] la détermination principale de (0%)'/? dans
{6 CY||Im 6] < [Re 6]}, on obtient un nouveau contour

6, w, ) = 7,(x,z;0,8,5)

homogéne de degré 1 en (a,B,y), et
i(x,z) = J. 055D (0,B,7) 6(x,2;0,w,¥) d0 A dw A dY
Yt

avec

O(x,2;0,w,Y) = 9(x,Y,0) + V¥(Y,z,w)
o(x,z;0,w,Y) = a(x,Y,0)b(Y,z,w)([0] +[w]) ™
C(e.B.5) = £ ()8 (B)Co(.B)x ().

Il est bien connu que @ est non dégénérée (d’aprés (15)) et définit
localement la variété lagrangienne A (voir [6]).

D’autre part, (26) montre que (y,),», est une ®-déformation d’un
voisinage de Supp conique (, donc le germe défini par u en

(X0,&0,20,50) est une section de #71*"™, ce qui prouve que p € £77"2(0) .
Enfin, la propriété relative a Suppp résulte immédiatement de la
proposition 2. ,

3. Exemple des opérateurs pseudo-différentiels analytiques.

On commence par étudier les micro-opérateurs pseudo-différentiels.
Soient X une variété analytique réelle, et

A= {(xsx,g, —§)|(xa§) € T*X\O}

le conormal a la diagonale de X x X, privé de sa section nulle. Dans ce
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cas la relation canonique A’ est I'identit¢ de T*X\0, et I'isomorphisme
A3 (x,x,8,—8) — (x,) e T*X\0

permet d’identifier #7 a un faisceau ™ sur S*X, appelé faisceau des
micro-opérateurs pseudo-différentiels analytiques de degré m.

Au voisinage d’un point m(xg,£,) € S*X, un tel micro-opérateur 2
est représenté, a ’aide de coordonnées locales de X au voisinage de x,,
par un opérateur P de noyau

K(x,y) =I e Mg(x y.0)((x)dd, A ... A dB,

0=0(t,x,y,a),a € R

ou on s’est placé dans les conditions du théoréme 1 (¢t>0), a(x,y,0)
désignant une réalisation de symbole analytique de degré m dans un
voisinage conique de (x4,Xq,5,) dans C" x C* x (C"0).

Pour (x,£) dans un voisinage conique réel assez petit de (xq,&,),
considérons le symbole complet op de I'opérateur P, cC’est-a-dire le
développement asymptotique ordinaire pour
€| > + oo (modulo O(JE|~°)) de e **P(x(x)e*®) ou xeC® vaut 1 au
voisinage de x,. D’aprés le théoréme 2 et I’étude des opérateurs pseudo-
différentiels dans le cadre C®, on sait que

(29) op(x,8) = a'gD‘,‘aj)(x,x,ﬁ) ’

1
nk!

ztM

k
J

\%
=

et que op ne dépend pas du représentant P choisi pour 2.

On peut donc, pour un choix fixé de coordonnées locales dans X,
définir le symbole complet o, de 2 par (29), et le théoréme 2 montre
que:

(30) m(xq,E0) ¢ Supp # < o, =0 au voisinage de (x,&p)-

Evidemment, o, se transforme pour les formules standard lorsqu’on
change de coordonnées locales dans X.

Notons que (29) montre que o, se prolonge en symbole analytique de
degré m dans un voisinage conique de (xq,&,) dans C" x (C0).

Soient maintenant @ un ouvert de S*X, 2e 2™ (0), 2e L™(0).



130 ANDRE PIRIOU

Le théoréme 4 permet de définir le composé 2o 2e L™*™(0), avec

Supp (# 0 2) = Supp Z n Supp 2.

De plus, la construction de 2?02 et I'étude de la composition des
opérateurs pseudo-différentiels dans le cadre C® montrent que

31 Cp.9 = 0300,

ou le second membre est le composé habituel des symboles (pour un choix
fixé de coordonnées locales dans X).

Posons £ = () #™ et désignons par A D le faisceau sur S*X des

microdistributions dans le cadre analytique. Alors .# 2 est un faisceau de
& *-modules a gauche, avec

32) Supp (Zu) < Supp 2 N Supp u pour
PeL*0), pe #AD0).

Soit e £™(0). Supposons £ elliptique (au sens ordinaire) dans un

ouvert (' = (. Au voisinage de chaque point de ¢’, pour un choix fixé

de coordonnées locales dans X, considérons le symbole complet o de 2;

il est elliptique, et on sait (voir [3], [9], [10]) que le symbole inverse o~ ! est

un symbole analytique de degré — m.

En utilisant une réalisation holomorphe de ™!, on obtient, par
recollement grace a (30), un micro-opérateur 2e¢ % ~™(0') qui vérifie,
d’apres (30) et (31):

Plpo2 =202, =1.
On en déduit, en utilisant (31) que, pour pe #2(0):
Supp p = (Supp #p) U Car 2,
ou
Car 2 = {AL € 0|2 non elliptique en A}.

Terminons par I’étude des opérateurs pseudo-différentiels analytiques.
Appelons opérateur pseudo-différentiel analytique de degré m dans X un
opérateur P: C&(X) » 2'(X) tel que:

(33) la microdistribution définie par le noyau Ke 2'(XxX) de P
est dans SY(S*(X xX)).
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Soit un tel opérateur; son noyau est évidemment analytique en dehors de la
diagonale de X x X; si on considére unecarte f: X' - Q < R" de X,
le symbole complet op(x,£) de P se prolonge en symbole analytique de
degré m dans un voisinage conique de Q x (R™0) dans C" x (C™0);
pour Q, ouvert relativement compact de Q, considérons une réalisation
a(x,t) de op(x,£) dans un voisinage complexe de Q, x (R™0). La
proposition 1 et (30) montrent que :

(34) la restriction a4 Q, de f,P coincide, modulo un opérateur a
noyau analytique dans Q, x Q,, avec l'opérateur P, défini
par

Coe) = | eaxic)

R
d’ou la proposition suivante, qui établit I’équivalence de la définition (33)
avec les' définitions classiques données par Boutet-Kree [3], Boutet [2] et
Treves [11]:

PRroPOSITION 3. — Un opérateur P: C§(X) —» 2'(X) est un opérateur
pseudodifférentiel analytique de degré m dans X si et seulement si

1) le noyau de P est analytique en dehors de la diagonale de X x X,

2) pour tout xq€ X, lopérateur P s’écrit localement, modulo un
opérateur G noyau analytique, sous la forme (34), ou a(x,t) est une
réalisation de symbole analytique de degré m au voisinage de
{xo} x (R™\0}.

Les propriétés standard relatives d la composition, aux paramétrix et a
la régularité elliptique se déduisent immédiatement des propriétés
correspondantes données par les micro-opérateurs.

Appendice. — Existence de réalisations holomorphes
de symboles analytiques.

Soient U un ouvert relativement compact de R” et V un ouvert
conique de RM0. On considére un voisinage conique U, x V, de

U x V dans R" x (RM0), et un symbole analytique Y. a;(x,0) de degré
j=0
d dans un voisinage conique Q de U, x V, dans C" x (CM0).
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THEOREME. — Il existe un voisinage ouvert coniqgue U x V < Q de
U x V dans C" x (CM\0), et une fonction a(x,0) holomorphe dans
U x V telle qu'il existe une constante C > 0 avec

N-1
0) la(x,0) — Y a;(x,0)] < CM*'N!|6]*™™ pour N >1,

j=0

x0)eU x V.

On.dit que a(x,0) est une réalisation holomorphe du symbole analytique

Z a;(x,0).
J

Démonstration. — On peut toujours se ramener au cas d = 0.
Considérons un voisinage ouvert U de U dans C" et un nombre ke R
avec 0 < k <1 tels que, si on pose

W, ={0eC"|RefeV,|Im6| < k|Re 0]},
alors U x W, cc Q (au sens conique).

Pour 6eW,, notons que
Re(62) = |[Re 82 — [Im O > (1—k2)[Re 8 > 0,

1
donc on peut considérer la détermination principale [6] de (6)2. On
vérifie facilement qu’il existe des constantes ¢,, ¢, > 0 telles que:

0 < Re[0] < I[6] < ¢, /0]

M 18] < ¢ Re [0]

} pour 0eW,.

Considérons €€]0, k[ assez petit pour que:

9

0eW, = [G]EW"'
Un raisonnement facile de prolongement analytique montre que
i -j
a;(x,0) = a; x,ﬁ [6] pour (x,00e0 x W..

D’aprés (1), il existe ¢, > 0 tel que

]
a, X, ﬁ)

<cttj!  pour jeN, (x0)eU0xW,.
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Pour seC tel que |s] < zl—, posons
(1]
+ o0 9 SJ
F(x,0,s) = ( )

1
La fonction F est holomorphe pour xe U, 8eW,, |s| < o
0

.. 1 .1 , .
Choisissons s, € ]0, —[, et considérons la transformée de Fourier-
c
Borel de F: °

So
A(x,0,p) =p f e »F(x,0,s)ds.
0

C’est une fonction holomorphe dans U x W, x {p e C|Re p>0}.
Par intégration par parties, on obtient, pour NeN:

N

A(x e p) Z a; (x, [e])P_J = RN(xae’p) - SN(x,e,p)’
avec

So

Ru(x8,0) = p~™ f o5 O F(x,0,5) ds
(1]
N

SNCs8p) = €7 3, OF (v0.s0)0 ™.

Posons a(x,0) = A(x,0,[6]). C’est une fonction holomorphe dans
U x W,, avec

N
¥)) a(x,8) — Y a;(x,8) = Ru(x,8,[0]) — Sn(x,,[6]).
j=0
Puisque F est holomorphe, il existe ¢, > 0 avec
|8F (x,0,5) < cif'j’ pour j=0, sef0s], (x8)eU xW,.
On en déduit, d’apreés (1), que
3) IRn(x,0)[0)] < & *'N! |0,

et que

ISn(x,8,[0])] < Z citljie=®|9|=/, avec ¢ > 0.

j=0
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Mais un calcul élémentaire montre que

e PONT < NTIIN—HNT avec ¢; = é,
N
dou  |BNISNO) < Y AT TFIN—INT < Y NINN
i=0 j=0

avec ¢, = max (c;,c3); on obtient:
C)) 101 isn(0)] < &' (N+ )N,

d’ou la majoration (0) pour (x,0)e U x W, d’aprés (2), (3), (4).
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