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MICRODISTRIBUTIONS
DE FOURIER CLASSIQUES

DANS LE CADRE ANALYTIQUE RÉEL

par André PIRIOU

Introduction.

Si X est une variété analytique et A une sous-variété lagrangienne
conique analytique de T*X\0, on donne une description du faisceau des
microdistributions (dans le cadre analytique réel) de Fourier (classiques)
associées à A à partir de distributions représentées à l'aide de phases
analytiques réelles et d'amplitudes qui sont des réalisations holomorphes
tronquées de symboles analytiques.

Dans le cadre C00, le contour d'intégration par rapport à la variable de
fréquence est VL^. Ici, pour pouvoir utiliser facilement les fonctions de
troncature, et par analogie avec les « bons contours » définis par
J. Sjôstrand [10], on déforme R^ en un contour de C^ le long duquel la
partie imaginaire de la phase possède une propriété convenable de
positivité. Les singularités analytiques des distributions ainsi définies
peuvent alors s'étudier à l'aide du théorème de la phase stationnaire
complexe, et on obtient un théorème de changement de phase analogue à
celui du cas C°°, ainsi qu'un théorème de composition sous les hypothèses
standard de transversalité.

On traite le cas particulier des micro-opérateurs pseudo-différentiels
analytiques, et son application au calcul symbolique des opérateurs
pseudo-différentiels analytiques classiques définis par L. Boutet de
Monvel [2], L. Boutet de Monvel et P. Kree [3].

Signalons que les applications aux propriétés de « transmissions
analytiques », et en particulier à l'étude du comportement au bord, de part
et d'autre des parties lisses du conoïde bicaractéristique, de la solution
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fondamentale d'un opérateur différentiel strictement hyperbolique à
coefficients analytiques, ont été étudiées par H. Bougrini [1].

Les principaux outils utilisés ici sont le théorème de la phase
stationnaire complexe (voir [10]) et le calcul des symboles analytiques (voir
PL PL [10]) en particulier la propriété d'existence de réalisations
holomorphes de symboles analytiques, établis par L. Boutet de Monvel et
P. Kree [3]. On donne en appendice une démonstration élémentaire de ce
résultat (sous une forme un peu plus générale), en utilisant une
transformation de Fourier-Borel.

1. Phases, amplitudes,
contours et distributions de Fourier.

Soient U un ouvert relativement compact de R" et V un ouvert
conique de R^O. On considère une fonction de phase <p(x, 0) dans un
voisinage conique U^ x Vi de 0 x V dans R" x (R"\0), avec (p(x,9)
analytique à valeurs réelles, homogène de degré 1 en 6, (<p^ ,<pe) ^ 0 en
chaque point.

Soit Ûi x Vi un voisinage complexe conique (pour l'action de R4') de
Ui x Vi dans C" x (C^O), dans lequel (p(x, 9) se prolonge en
fonction holomorphe, avec (q>^, <pe) ^ 9 en chaque point.

On considère un symbole analytique ^ a/je, 9) de degré à dans
j'^o

Ûi x Vi : c'est une série formelle de fonctions o,(x, 9), holomorphes
dans Ûi x Vi, homogènes en 9 de degré à — j , et telles que:

Pour tout compact K de Ui x V\, il existe CK ^ 9 avec
|a/x,9)| ^C^^'! pour j e N , (x,9)eK.

Soit a(x,Q) une réalisation holomorphe de ^ û,(x,9) dans un
j^O

voisinage complexe conique Û x V de U x V dans C" x CN 19 : c'est
une fonction holomorphe dans Û x V, telle qu'il existe C ^ 9 avec

a(x,9) - ^ a,(x,9) ^ C^'J!^ pour J ^ 1, (x,9)e0 x V.
j=o

(Voir l'appendice pour l'existence d'une telle réalisation.)
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Considérons une fonction de troncature Ç avec

(1) ÇeC^), i;(9)=0 si |9| petit, Ç(6)
homogène de degré 0 en 9 si |9| grand,
et (Supp conique QuS^i c= c = V n S N _ i ,
où SN_I est la sphère unité de R^1.

Soit enfin Vo un ouvert conique de R^O avec

(Supp conique Ç) n SN_I c c= Vo n S^.i c c V n S^.i.

Donnons la
DÉFINITION 1. — On appelle ^-déformation de Vo une application C00

[0,T] x U x Vo -^ V (T>0)
(r,x,a) 1 - ^ 6 = 9(î,x,a)

homogène de degré 1 en a, analytique par rapport à x, avec

e(r,x,a)=a+0(r|(pe(x,a)||a|)
ae,
— (t,x,a) injective

et telle qu'il existe c > 0 vérifiant

(2) Im (p(x,e(r,x,a)) > ct|(pe(^a)|2 |a|.

Exemple 1. - On peut prendre 9((,x,a) = a + i'r(pe(x,a)|a|, avec
r e [0,T], T > 0 assez petit.

En effet, la formule de Taylor montre que, pour 9 = 9(î,x,a) :

q)(x,6) = (p(x,a) + itIcpeCx.a)!2!^ +0(^2|(peM12|a|),

d'où

Im (p(jc,9) ^ ̂  |(pe(x,a)|2 |a| pour r ^ 0 assez petit.

THÉORÈME 1. - Soient U,V, (p(x,9), a(x,6), Ç(9), Vo, 9(t,x,a)
comme ci-dessus. Pour 0 < t ^ T, on désigne par

(3) ^(x) = L^ ̂ (x•e^(x,9)Ç(a) dQ, A ... A dQ^
^aeVo' '
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la distribution ^e^'(U) définie par

(4) u,0c)=f ^^^"^(x^,^^^))^^ P9^^) ̂
Jvo Da

au sens des intégrales oscillantes. Alors on a

SSu^ c= {(x,<p^(x,a) | x € U, a e Supp conique Ç, (pe(x,a) = 0}

ori SS désigne le spectre singulier analytique (voir [9], [10]).

Démonstration. - Soit (xo, ̂ o) e U x (R"\0) tel que <p^(xo, a) - Ço et
(pe(xo,a) ^ s'annulent pas simultanément pour a e Supp conique Ç.
Pour montrer que (xo,^o) i SSu, on considère (voir [10]) une fonction
^f(x,y^) analytique au voisinage de (xo,Xo,^o) et une fonction de
troncature x^C^CC") telles que :

^o^o^o) = 0, ^(xo,xo,^o) = Ço
ImvKx,^)<0 { ,
Im ̂ 0,^0) < - c|xo~,|2} pour x9 y9 ^ reels? (C:>0)

5C à support voisin de XQ , x = 1 au voisinage de XQ ,

et on établit la décroissance exponentielle en T lorsque T -^ + oo de la
quantité

(5) I(^,T)=<^^),x(^-it^^)>

pour (x,^) dans un voisinage réel assez petit de (xo,^o)-

En posant —. = J(x,a), on obtient, d'après (4) :

(6) I(x^,T) = ̂  [ ^(y•e)-^y^)]a(^T9)Ç(Ta)x(^)J(^a)^da
JR°XRN

où 9 = 9(r,̂ ,a).

Posons F(^a.x,y = (p(̂ ,9(̂ ,a)) - ̂ (x^Ç).

Puisque ^y(xo,Xo,^o) = ^o e R" | {0} et par homogénéité de degré 1 en
a, on voit qu'il existe r > 0 tel que |F;| ^ r pour (x,Ç) = (xo,^o)»
|a| < r, et y dans un voisinage de supp x. On commence par montrer
que la contribution de {|a|<r} dans (6) est à décroissance exponentielle en
T. Pour cela, on effectue la déformation de contour en y ,
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y s y ^ y s = y + i5P;(^a,x,i;)/oo où / e C^R") , o ^ / ^ i ,
/(^) = 1 au voisinage de XQ , avec Supp / assez voisin de XQ et s ^ 0
assez voisin de 0 pour que la déformation se fasse dans la région où la
fonction de troncature x es^ holomorphe.

La formule de Stokes permet de remplacer la contribution de {|a| ̂ r}
dans (6) par

TN f ^FO/s'a^)a(^,Te(î,^,a))^(Ta)x(^)J(^,a) dy d^
Jlal^r

La formule de Taylor donne

F(^,a,^) = F(^,a,x,0
+ is\Fy(y^xW(y) + OW;!2/2^)).

Si s > 0 est choisi assez petit, on obtient donc, pour (x,Q = (xo ,^o) »
y, e Supp x et |a| ^ r :

ImF(^,a,Xo^o) ^ ^-^ol2 + ̂ '/(^ ^ c' > 0,

et par continuité on obtient bien Im F(}^,a,x,i;) > c72 si (x,Ç) est dans
un voisinage assez petit de (xo,^o)-

II reste donc à étudier l'intégrale

(7) TN f ^^(y^QWw)^) dy dQ, A ... A ̂
^e=e((,y,a)

>'eR",aeRN,|a|^r

où on a posé
<I>G?A^)=(p(^,e)-l|/(x.^).

On effectue une déformation en y analogue à la précédente :

f(v)y 9 y ^ Y, = y + is F;(^a,x,y ̂

qui permet de remplacer (7) par :

(8) TN [ ^^'^(Y^^T^xC^dY,
Jr^

A ... A dY^ A d9i A ... A dQ^,
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où F^ est la restriction à {|a|^r} du contour

R" x R^C^x) ^ (Y,(^,a,x,0, e(t,Y,0;,a,x,i;),a).

Comme précédemment, on obtient, sur l'image du contour I\^ et pour
s > 0 assez petit :

Im <D ^ Im FGwx.Ç) + ^ |F;(^,a,x^)|2 /GO > 0.2 |a|

(On rappelle que F(^,a,x,y = (p(^,e(^,a)) - \|/(x,^)).
On a, avec des constantes C ^ 0 et T > 0 :

Im<D ^ c|^-xo|2 - C(|x-xo|+fê-^ol) + c|(pe(x,a)|2 |a| + clF;]^.

Soit e > 0 assez petit pour que f(y) = 1 lorsque \y-Xo\ ^ e. Quand
l^—^ol ^ £ » la minoration précédente prouve que Im<D ^ c' > 0 si
l^-^ol + 1^ - ^ol est assez petit. D'autre part, pour
(xj^) = (xo,Xo,^o)» on obtient, avec 0 = 9(r,;x;o,a) :

(9) Im (D ^ c[|(po(xo,a)|2 |a| + |(p,(xo,e) - ̂

+(Pe(^o,9)e;(xo,a)|2-.

Par hypothèse, le second membre de (9) reste strictement positif pour
a € Supp conique Ç, et on en déduit qu'il est minoré par c"|a| (avec
c">0) lorsque a € Supp conique Ç et |a| S? r. Par perturbation, on

c"
obtient Im<I>^—|a | pour a e Supp conique Ç , |a| ^ r, (x,Q assez

voisin de (xo,^o)» l ^ — ^ o l ^ 8 » 8 assez petit. Ceci prouve la décroissance
exponentielle en T de (8), et achève la démonstration du théorème 1.

Notons que dans le théorème 1 on considère M, avec t > 0. On peut
dans certains cas prendre t = 0 :

PROPOSITION 1. - Soient U, V, (p(x,9), a(x,9), Ç(9) comme
précédemment, avec de plus : V = R^O

Ç(9) = 0 pour \Q\ petit, Q e R^O
Ç(9) = 1 pour |6| grand, Q e R^O.
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Alors la distribution

(10) u(x)=f e^WaÇx.Q) dQ (u(=Q\V))
JRN

coïncide, modulo une fonction analytique, avec une distribution Uf(t>0) de la
forme (4).

Démonstration. - Soit heC^R^ avec h(a) = 0 si |a| < R,
A(oc) = 1 si |a| > 2R, 0 < h ^ 1 . On effectue dans (10) la déformation
de contour en 6, pour t ^ 0 assez petit :

R1" 9 a i-̂  9 = a + i((pe(x,a)|a|/ï(a) = 9,(x,a)

si R est choisi assez grand, cette déformation a lieu dans la région où 50(6)
est holomorphe, donc

(11) .u(x) = [ e^WaÇx^dQ, A ... A dO^.
Je=e((x,a),aeRN

Lorsque |a| < R, on a 9((x,a) = a, et la partie correspondante de (11)
est analytique par rapport à x.

Lorsque R ^ |a| ^ 3R, on a Ç(9((x,a)) = 1, donc la partie
correspondante de (11) est encore analytique par rapport à x.

Si on considère une fonction ÇieC^R^ avec Ci (a) = 0 si
|a| < 2R, Ci (a) = 1 si |a| > 3R, on obtient donc, modulo une fonction
analytique, et pour t > 0 assez petit :

u(x) = f ^^(oOâOc.e) dQ, A . . . A dQ^
Je=e(t,x,a),aeRN

avec 9(t,x,a) = a + ft(pe(x,9)|a|, qui est de la forme (4) avec la (p-
déformation de l'exemple 1.

On précise maintenant le théorème 1 en étudiant la singularité de u,
en un point (xo,(px(^o.ao)) tel ^w (Pa^o^o) = °-

THÉORÈME 2. — Sous les hypothèses du théorème 1, on pose

C,={(x,a)eU xV|(p.(x,a)=0},
4(x,a) == (x,(p^(x,a)), Ay = ^(C,).

On suppose que (p est non dégénérée, et que i\p est un difféomorphisme de
C, sur A,.
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Soit (xo,^o) = i^(xQ,(io) avec (xo^o)^C^. Alors, pourvu que la
fonction de troncature Ç(a) soit égale à 1 dans un voisinage conique de (XQ
pour |a| grand, le germe de microdistribution défini (dans le cadre
analytique) par Uf(0<t<rT) en (xo.îyo) ne dépend que du germe en (xQ,Ï,o)
de microdistribution de Fourier défini (dans le cadre C°°) par la phase
(p(x,6) et le symbole ^ Oj(x,Q) (voir [6]). En particulier, il ne dépend ni de

j
la réalisation a(x,Q) choisie pour ^a/x,9), ni de la (^"déformation

j
utilisée, ni de la troncature Ç, ni de t > 0. On le note H<p,sa.(xo,^o)-

Démonstration. — On reprend le début de la démonstration du
théorème 1, en particulier (5), (8). Pour (x,Q = (XQ,^), la phase <I> de
(8) admet le point stationnaire non dégénéré (Y,9) = (xo,oio). En effet, on
sait que Im v|/yy(xo,Xo,^o) est définie négative, et il suffit d'appliquer le
lemme élémentaire suivant pour

A = q>L(^o » ao), B = (p;e0co, ao),
D = (pee(^o»ao), M = - ̂ yy(xo,Xo,ï,o) :

_ /A+M B\
~[~tB~D)

'ice

itive, Q

LEMME. — Soit T = ( — _ — — ) où A,D sont des matrices carrées\ tB D/
symétriques réelles, B une matrice réelle, M une matrice symétrique

/B\complexe avec Im M définie positive, [ ] de rang maximal.
Alors T est régulière.

On a déjà vu qu'on peut restreindre l'intégration dans (8) à
{1^—Xol^e} , où e > 0 est arbitraire.

Montrons qu'on peut aussi la restreindre à {|a—ao|< e'}, avec e' > 0
arbitraire. Pour cela, on constate que le second membre de (9) s'annule
maintenant au point (unique) a = (XQ , et on en déduit qu'il est minoré par
c"|a| (avec c" > 0) lorsque aeSupp conique Ç, |a| ^ r, l a — a d ^ e 7 ,
et on conclut comme à la fin de la démonstration du théorème 1.

En prenant e, e' assez petits, on peut appliquer le théorème de la
phase stationnaire complexe (voir [10]) à l'intégrale

^ f '̂̂ (Y.TO)^
•/^.•l^-^KeJa-OoKe'

A ... A dY^ A d6i A ... A dQ^.
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En appelant (Y(x,^), 6(x,Ç)) la solution locale (Y,9) de

f(pe(Y,e) = 0
[(p;(Y,9) - ̂ (x,Y,Ç) = 0

on obtient, pour (x,^) assez voisin de (xo,^o):

^(y^e-^^y)) = e-^^bÇx^x)

où fr(x,^,r) est une réalisation d'un symbole analytique
N-n

^b,(x^)^~+ -J

j ^ O

ne dépendant que de q>, \|^, Zo, et d'un difféomorphisme de Morse

(Y,9) ^ z = z(Y,6;x,0

transformant î>(Y,9,x,^) en — \|/(x,y(x,^),Ç) + _ z 2 , et vérifiant la

condition suivante d'orientation :

• R"^ 9 (y,a) i—^ Re z e R"'*'1^ est à déterminant jacobien positif (on a
posé z = z(Y,(y,a,x,y,9(r,Y,(y,a,x,0>a);x,y).

56L'hypothèse —(î,y,a) injective montre que si le paramètre s de
COL

déformation en y est pris assez petit, cette condition est réalisée si on
choisit le difféomorphisme de Morse tel que :

• R"'^9(^,00 •-> RezÇy^Xo^eR"^ est à déterminant jacobien
positif.

Cette condition ne fait intervenir ni la (p-déformation, ni la valeur de t,
de sorte que le germe en (xo,^o) d6 microdistribution défini (dans le cadre

analytique) pour M, ne dépend que de (p et ^û,(x,6).
j

Pour montrer qu'il ne dépend que du genre de microdistribution défini
(dans le cadre C00) par la distribution

ûo(x)= [ e^WaÇx^dQ,
JRN
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on commence par se ramener, par changement de variable analytique en x,
au cas où \ est transverse à {^==i;oL c'est-à-dire au cas où

(12) (^xx (p;8) est régulière en (xo,ao).
\<Pex ^ee/

Pour (peC, on pose

^(x^) =^ - ip(x-y)2.

Pour p > 0, on peut considérer (5) avec \|/ = v|/p :

Ip(x^T)=<M,(^),e-iT*p(^)x^)>,

et on aboutit à (8) avec la phase

<D = <Dp(Y,9,x,0 = (p(^,9) - ^.Ç -h ip(x-y)2.

Pour (.îc,^,p) = (xo,^o»0), cette phase admet le point stationnaire
(Y,9) = (xo,0to), et ce point stationnaire est non dégénéré d'après (12). Il
est donc maintenant possible de considérer p comme paramètre
supplémentaire (au voisinage de 0), et d'utiliser un difféomorphisme de
Morse

(Y,0) ̂  z=z(Y,e;x,^p)

holomorphe au voisinage de (x,ao;Xo,^o>0) et vérifiant la condition
d'orientation :

• R^^O^a) t-^ Rez(y,OL;Xo,!yQ,0) à déterminant jacobien positif.

En appelant (Y(x,^,p), 6(x,^,p)) la solution locale (holomorphe) de

f(pe(Y,e) = 0
[(p;(Y,6) - ^ + 2ip(y-x) = 0

la formule de la phase stationnaire complexe donne encore pour p > 0
assez petit :

Ip(x,i;,T) = e-^^%,(x^
^ I J ) N-M

bp(x,Ç) ^ ^ bj(x^,p)x~^~+d~j au sens analytique
j > 0

avec des coefficients fcj(x,^,p) qui dépendent analytiquement de p dans
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un voisinage de 0 dans C, comme le montre la formule

^.rt-^S^^YLfv.e)^ ,
k+^j€ • \ L / L uz j ^=o

où (Y,9) s'obtient en fonction de (z;x,^,p) en inversant le
difféomorphisme de Morse.

On peut reprendre les considérations précédentes avec p = 41, ( A € R
assez voisin de 0, alors v|^p(x,^,y = y.t, + \3i(x—y)2 est réelle pour
x , y , S y réels, ainsi que Y(x,^,p). Le théorème de la phase stationnaire
donne, pour tout t ^ 0 :

<u,(y). /(^-^p(^)> = e-^^%,w
b,W - ̂  b.OcÀp)^^"' au sens de C00.

j>o

Si le germe de microdistribution (au sens C°°) de UQ (ou de M() en
(•^o^o) esi mil, les coefficients ^-(x,^,p) sont nuls pour (x,^) voisin de
(•^o^o)» ^ ^ 0, p = ip lorsque ^ est réel assez petit. Par prolongement
analytique, on obtient alors bj(x^,p) = 0 pour p > 0 assez petit d'où,
d'après (13), la décroissance exponentielle en T de Ip(x,^,r) pour (x,Q
assez voisin de (xo,Ço)- (Noter que Y(xo,^o»P) = ^o» donc, pour
p > 0 fixé, |Im v|/(x,Y(jc,^,p),Ç)| est arbitrairement petit si (x,^) est assez
voisin de (xo,^o))-

On donne maintenant un théorème de changement de phase analogue à
celui du cas C°°.

THÉORÈME 3. — On se place dans les conditions du théorème 2, et on
considère une deuxième phase (p(x,8) vérifiant les hypothèses analogues à (p,
avec (pg(xo,&o) = 0, (pîc(x,&o) = ^o» A<p = Ay. Alors il existe un germe

N — ?Ï
en (xo,&o) de symbole analytique ^ â/x,9) de degré 3 = d -h —^—

7^0 2

(ori 5Ï ^5t fû dimension de la variable de fréquence 9) tel que [i^a = l^sa.
^ (^o^o)-

Déwonsîrûn'on.

Premier cas : on suppose N = S, sgn (peeO^o»0^) = ̂  % (^o^o) •

Dans ce cas, le théorème d'équivalence de phases de Hôrmander [6]
s'adapte mot à mot au cas analytique réel, et montre qu'il existe un
difféomorphisme local analytique homogène de degré 1
(x,9) ^ (x,6(x,9)) tel que (p(x,6(x,9)) = ç(x,9).
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Le théorème 2 montre alors qu'on obtient le résultat cherché en prenant

à^)=a,(x,Q(x^DQ(-^.
L/V

Deuxième cas : augmentation du nombre de variables de fréquence. On

pose 9=(9,w) avec weR^ &o = (ao,0), ^(x,8) = (p(x,9)+-^—.

où Q est une forme quadratique réelle non dégénérée. Soit Ci e (^(R^
avec Ci = 1 au voisinage de 0. Si on considère la distribution

U(x) = eiv(x19)^(Q)a(x,6) d6, le théorème de la phase stationnaire par
JRN

rapport à la variable w donne, modulo C00:

V(x) = f ^^(Q)^ f-)â(x,9,HO dQ dwJRN+M \|9|/
avec

a - Z a,, a,(x,e,w) = c-^/x^iei-^2,
j

c=(27c)M/2|detQ|~^iîsflnQ.

La conclusion résulte alors du théorème 2.

Troisième cas : diminution du nombre de variables de fréquence. On

pose 9 = (8,w) avec weR^ (Xo = (&o,0), (p(x,9) = ç(x,8) -h Q v ) ^ et

U(x) = f ^^^ÇO)̂  f—W,9) d9,
JR^+M \|9|/

où Q, Ci sont choisis comme précédemment.

Le théorème de la phase stationnaire donne encore, modulo C00 :

U(x) = f e^^^aÇx^dQ,
JR^

avec à ̂  ̂  a^,
^

â,(x,8) = c|9r2 E '^r^Q-1 ^,^>k^^9,w)][ .
;+k=^ K! L L J J|w=0

On vérifie que Sâ^ est un symbole analytique ce qui permet de conclure
comme aux cas précédents.
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2. Microdistributions de Fourier.

Grâce aux théorèmes 1, 2, 3, on peut énoncer la

DÉFINITION 2. — Soient X une variété analytique réelle de dimension n,
T*X son fibre cotangent, S*X son fibre en sphères cotangentes, n la
projection canonique de T*X\0 sur S*X. Soient A une sous-variété
lagrangienne analytique conique de T*X\0, SA sa projection sur S*X, et
m € R. On désigne par ^^ le sous-faisceau sur S*X des microdistributions
(dans le cadre analytique) ainsi défini : ^"^ est porté par SA et, pour tout
(xQ,!yo)e\, la fibre de ^ en ît(xo,^o) est constituée par les germes
^(pZû^o^o) décrits au théorème 2, tels que \ c: A, Za, de degré
. ' n Nd=m^-,-r

Le faisceau ̂  (qui peut être aussi considéré comme faisceau sur SA)
est le faisceau des microdistributions de Fourier de degré m associées à la
variété lagrangienne A. Si on appelle M 3)^ le faisceau sur S*X des
microdistributions dans le cadre C°°, le théorème 2 peut s'exprimer par

(14) Le morphisme naturel ^ -»• ^^ao est injectif.

On étudie maintenant la composition des micronoyaux de Fourier. Soient
X, Y, Z des variétés analytiques réelles de dimensions n^, n^, n^, et
Ai c: T^X x (T^YIO), Â2 c: (T*Y|0) x T^Z des sous-variétés lagran-
giennes coniques analytiques, vérifiant les hypothèses standard de
composition transverse, en posant par exemple

Ai={(^),(^,Ti)|(x,^,-Ti)eA,}:

(15) L'intersection (Ai x A^) n (T^X x Diag (T*Y x T*Y) x T*Z) est
transverse.

(16) La composée A'ioA'2 est contenue dans T*(XxZ)\0, et la
projection de (15) dans T*(XxZ)\0 est propre à fibre finie.

On fait de plus l'hypothèse technique suivante, qui permettra d'utiliser
des troncatures en y :

(17) Si (x,Ç,^,r|) e Ai (resp. (^,T|,Z,Ç) € Ay alors y s'exprime
continûment au moyen de (x,y (resp. : (z,Ç)).
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Considérons des ouverts U, V, W de T^XIO, TTIO, T^IO, et des
ouverts tîi, ti^ "3 de X, Y, Z tels que:

Projx U c Ci, Projy V c= Q^, Projz W c 03.

Soit ti^ un ouvert relativement compact de Sî^, avec :

(18) yeSî^ lorsque OC,^,TI)(=AI et (^eU.

(19) ^eQ^ lorsque (y,r},z,Qe\^ et (z,Ç)eW.

/ (x,^,z,0 e (Ai o A^) n (U x W)
(20) 0\r|)eV lorsque j(^^îl)eAi.

(̂ ,T|,Z,O e A^

Soient des microdistributions

Hi e J^^1 (7i(U x V)), ^ e ̂ ^(îi(V x W)),

qu'on suppose représentables par des distributions de Fourier

u, e ̂ '(Qi x 0^), ^2 e ̂ '(^2 x ̂ 3)

dans les conditions du théorème 2.

Considérons les opérateurs

Ai : Co^) ^ ^'(Î2i), A, : Co-̂ ) ^ ^'("2)

de noyaux u ^ , u^ . Soit x^C^O,) telle que xœ = 1 pour ^eti^.

D'après le théorème 1 et les hypothèses faites sur Ai , A'2, on sait
(voir [4], [5]) que Ai o ^ o A^ a un sens comme opérateur
A: C?(tÎ3) -^ ^'(Î2i), et on a la

PROPOSITION 2. - Soit u e ̂ (îîix^) k no^au A? l'opérateur
A = A i O x o A 2 . ^;ors /a microdistribution p d4/îw^ par M dans
ît(U x W) ne dépend ni du choix des représentants u^, u^ de ^ , ̂  ni du
choix de la fonction de troncature /.

On a [K -1 Supp H]' c [71 -1 Supp ^J'o[7i-1 Supp ̂  '

On pose H = Hi o n^.
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Démonstration. — Soient des opérateurs

P: CSW -^ ^(tî,), Q: C?(Î23) ^ ^'(02);

rappelons (voir [7]) que sous les hypothèses standard d'existence du
composé P o Q, on a

SS'(P o Q) Œ [(SST) o (SS'Q)] u [SS'P o (Y x {0} x Z x {0})]
u[(Xx{0}xYx{0})oSS'Q]

où le spectre singulier d'un opérateur est, par définition, le spectre
singulier de son noyau.

On en déduit, en utilisant le théorème 1 et les hypothèses précédentes,
que SS'(Ai0^oA2) est contenu dans la réunion des trois ensembles

(21) SS'A^oSS'MoSS^

(22) SS'Ai o SS'M o (Y x {0} x Z x {0})

(23) (X x {0} x Y{0}) o SS'M o SS^

où M: C^(Y) -^ C^(Y) est l'opérateur de multiplication par ^.

D'après (18), (19), (20) et puisque / = 1 dans ti'2, on voit que (21) a
même intersection avec U x W que SS'A^ o SS'Â2. Puisque le noyau de
[/] a son support dans la diagonale de ÎÎ2 x ^2 » on volt de même que
l'intersection de (22) avec {(x,!;)eU} est vide, et symétriquement que
l'intersection de (23) avec {(z,Ç)€W} est vide, ce qui implique la
proposition 2.

Définissons la composition des micronoyaux; on définit la variété
lagrangienne A par A ' = A i o A ' 2 . Pour j = 1,2, soient des
microdistributions p, e J^(^), où Q^ est un ouvert de SA^. Définissons
l'ouvert (9 de SA par n-^' = îT1^ o Tt-1^. Pour
n(xo ,^o ̂ o ̂ o) € 0 ' , considérons un des points (yo ,r|o) e T*Y\0 tels
que

n(xo^o,yo,r\o) € Q\, ït(^o»'no^o^o) ^ ^2 •

L'hypothèse (17) permet de construire des voisinages ouverts U, V, W de
(xo.^o)» (^o^o)» (^^o). des voisinages ouverts tii, Si^, Sî^, de XQ,
YQ , ZQ , un voisinage ouvert tÎ2 c c ^2 de XQ tels que les conditions
(18), (19), (20) soient satisfaites, et tels que les restrictions H i l u x v . t^lvxw
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de Hi , 1^2 à Tt(UxV), ïi(VxW) soient représentables par des
distributions de Fourier dans iï^ x tî^, Q^ x ^3 :

MiM = f ^^^(a^Oc,̂  d9i A ... A de^
J9=9^,a),aERN

M2C^) = f ^^^^(P)^^^)^! A . . . A AVM
Jn^wO^P^PeR1^

où on a repris les notations des théorèmes 1, 2, et sous-entendu le
paramètre t (t>0) de déformation. En considérant dans Ti(UxW) la
microdistribution (Uiluxv) ° (^Ivxw) définie à la proposition 2, et en
ajoutant les contributions ainsi obtenues pour tous les points Cyo,r|o) tels

que TtQco,^o^o ̂ 0)^1» ^(^o^o^o^o) e ̂ 2 (ces points sont en
nombre fini d'après (16)), on obtient par recollement une microdistribution
H dans 0 ' , qu'on note ^ = ^ 1 0 ^ 2 .

THÉORÈME 4. - Sous les hypothèses (15), (16), (17) et avec les notations
précédentes, soient des microdistributions pi6^^(^i), ^e^2^).

Alors la microdistribution composée H = Hi 0^3 est dans .^ml+m2(^), ^r

[\JL~ 1 Supp n]' c [n~l Supp ni]' o [71-1 Supp ̂ F •

Démonstration. — Par construction, ^ est représentée au voisinage de
"(•^o^o^o^o)6^' P^ une somme finie de distributions de la forme

(24) u(x,z) = L^ ̂ (̂ e).̂ ..)] ̂ ( ,̂(a)Ç,(p)a(x,̂ ,e)
Jw=w(y,z,P)

b(y,z,w) dQ A dw A d^

où (p est une phase pour Ai au voisinage de (xo,y 0,0.0) et i|/ une phase
pour À2 au voisinage de (^o^o^Po)-

On peut toujours se ramener au cas où

(25) <Pey(^o^o»ao): ^N -^ K"2 injective
Cy^o^o^o): K'1 ^ K"2 injective.

En effet, on sait (voir [5]) que pour des choix convenables de
coordonnées locales dans X, Y, Z, on peut représenter localement Ai,
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À2 par des phases <p, ^ de la forme

^•Ç+^-T1-Hi(Ç, î i ) , y-n+z^-îî^Q.

(Notons que les conditions (25) sont vérifiées par les phases standard
(x - y) ' 0, 0; - z) • w d'opérateurs pseudo-différentiels).

Au voisinage de y y , on obtient alors

l<Pe(Xo,^,ao)| Sï c'\y-yo\, avec c' > 0
d'où, dans (24) :

Im <f»(x,y,Q) > c"|a|, avec c" > 0,

lorsque \y-y^\ ̂  e > Q et lorsque Qc.a) est dans un voisinage conique
assez petit de (^o,0o).

On a une minoration analogue pour Im ̂ (y,z,w), donc le germe de H
en Oco^o^o,Ço) ne fait intervenir, via l'intégrale (24), que les valeurs de y
arbitrairement voisines de y ^ .

Considérons <p(x,y,Q) + ̂ f(y,z,w) comme une phase (non homogène)
avec variable de fréquence (Q,w,y). Le long du contour d'intégration de
(24), on a

Im(<p-K|0 ^ c'IcpeOc^oOnal + c|<p,(y,z,p)|2 |p|.

Pour faire apparaître le terme manquant c|(p;+ |̂2 et obtenir ainsi une
(<p+^-déformation, on va effectuer dans (24) la déformation de contour

V^y ^ Y, = y + isF,(x,z;^,y) -/0—
où ltxl + lpl

F(x,z;a,M = <f>(x,y,Q(x,y,a)) + ̂ (y,z,w(y,z,Ç)),
/eC^), 0 < / < 1 ,

/ = 1 au voisinage de y ^ , s > 0 assez petit, de sorte que la déformation
se fait dans la région où la fonction de troncature x est holomorphe On
obtient

Im F(x,2;a,p,Y.) ^ Im F(x,z;ai,^,y)

+Ï^ReK'W-cs'^''ffll•V•
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On peut toujours prendre (voir l'exemple 1) :

f9 = 6(x,y,ai) = a + it^(x,y,a){a.\
\w = wCy,z,P) = P + it̂ ,z,P)|P|.

En reportant ces valeurs dans

F; = <f>'y(x,y,Q) + ^(x,y,9)ffy + ^y(y,z,w) + ̂ (y,z,w)w'y,

on obtient

Fy = A + l'B, avec A, B, eR"2, A = R + S,
avec

(R = <f>'y(x,y,(ï) + ̂ y(y,z,w)
[B et S de la forme 0(\(f>,(x,y,a)\ |a| + \^(y,z,Ç)\ |p|).

Or Re((F,,)2] = A2 - B2, |Fy|2 = A2 + B2,

A2 ^ R2 +S2 -^RIISrSï^-S2,

donc :

s Re [(Fy)2] - Cs2^2 ^ s A2 - C'sB2 > £ R2 - s(1 S2 + C'B2)

pour s ^ 0 assez petit, ce qui donne :

ImF(x,z;a,p,Y.) > ̂ (x,y,atW + I^O^p)!2!?!)

+ ^ |<p;(x ,̂a)+^(y,z.P)|2 ̂ ^

, ^Jye .̂a)!2!»!2 + l̂ .̂p)!2!?!2

lai + IPI

d'où

(26) Im F(x,z;a,p,Y^ > ̂  (|<K( ,̂̂ a)12 la + W»(y,^)\2 IPI)

+^|<p;(^,a)+^^z,P)|2^:^ si 0<s^
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Cette déformation en y permet de remplacer (24) par

(27) u(x,z)= f ^T<p(x'Y'e)+w^)lX(Y)Çl(a)!;2(P)a(x,Y,9)
J Y=Y,(x,2;<x,MY=Y,(x,2;<x,M

9 =e^(x,Y,a)
w=w,(Y,2,p)

h(Y,z,w) dQ A dw A dY
où t > 0 est assez petit, et s = —„

~v\^

Vérifions maintenant que, pour e > 0 assez petit, la contribution de
{|Pl^e|a|} dans cette intégrale est une fonction analytique de (x,z) : il
suffit, comme on l'a vu, de prendre ly—^ol assez petit; on a alors
f(y) = 1, et (26) donne, sur le contour d'intégration

Im (q> + v|/) ^ c'Le(^,a)|2 |a| + |(py(x,^a)|2 1^ 1 - 8 C|a|2

avec c' > 0. Mais Ai c T*X x (T*Y\0), donc

|(pe(x,̂ ,a)|2 |a| + |(p;(x,̂ ,a)|2 -1 ^ c"|a|, avec c" > 0,
W

c"d'où Im((p-hv|0 ^-y|a| lorsque e est assez petit.

On voit de même qu'on peut se débarasser de la contribution de
{|a| < e|p|} dans (27), et donc multiplier l'amplitude dans (27) par Ço(a.P) »
où Ço^C^R^^O) est homogène de degré 0 en (a,P), à support dans
{E'Ial^lPl .e ' IPI^Ial} avec e '> 0 assez petit.

Enfin, puisque 5c(Y) = 1 pour y assez voisin de YQ, on peut
remplacer 5c(Y) par ^(y), f(y) par 1, et u(x,z) par

(28) û(x,z)= f ^^^^^^^(^^(PKo^Kxœ
J(9,w,Y)=Y((x,z;a,M

a(x,Y,9)fc(Y,z,w)d9 A Av A dY

où le contour Y(, paramétré par (a,?,}/) eR^^^ est défini par

Y=j.+^(x.z;a,M,^p|

9 = a + K(pe(x,Y,a)|a|
w =P+i(v|^(Y,z,p)|p|,

avec ( > 0 assez petit, s = —^~
4^/
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En faisant le changement de paramètre

(a,M ^ (a,P,JO, y=(W+W)y

et le changement de variable

(9,w,Y) ̂  (9,w,Y), Y = ([9] + [w])Y,

où on a noté par exemple [9] la détermination principale de (92)172 dans
{9*e C^\ |Im 9| < |Re 9|}, on obtient un nouveau contour

(9,w,Y)=Y,(x,z;a,P,3;)

homogène de degré 1 en (a,P,^), et

û(x,z) = f ^(^;e>wlY)Ç(a,P,J/)a(x,z;9,w,Y)rf9 A dw A dY
JY(

avec

0(x,z;9,w,Y) = (p(x,Y,9) + \KY,z,w)
o(x,z;9,w,Y) = ̂ (^^^^(Y^^X^+M)-^
Ç(a,M =Çi(a)Ç2(PKo(oc,P)xOQ.

Il est bien connu que <S> est non dégénérée (d'après (15)) et définit
localement la variété lagrangienne A (voir [6]).

D'autre part, (26) montre que (y^o est une O-déformation d'un
voisinage de Supp conique Ç, donc le germe défini par u en
(^o^o^o^o) est une section de ^1-^2, ce qui prouve que \i e ̂ ^(O).
Enfin, la propriété relative à Supp H résulte immédiatement de la
proposition 2.

3. Exemple des opérateurs pseudo-différentiels analytiques.

On commence par étudier les micro-opérateurs pseudo-différentiels.
Soient X une variété analytique réelle, et

A={(x,x,Ç,-^)|(x,Ç)eT*X\9}

le conormal à la diagonale de X x X, privé de sa section nulle. Dans ce
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cas la relation canonique A' est l'identité de T^X^, et l'isomorphisme

À9(x,^,-0 ^ (^)6T*X\0

permet d'identifier ̂  à un faisceau Jâf"* sur S*X, appelé faisceau des
micro-opérateurs pseudo-différentiels analytiques de degré m.

Au voisinage d'un point 7t(xo,^o)6 S*X, un tel micro-opérateur ^
est représenté, à l'aide de coordonnées locales de X au voisinage de XQ ,
par un opérateur P de noyau

K(x,y) = f e^-^aÇx^Q)^) dQ, A . . . A dQ,
Je=e((,x,y,a),aeRn

où on s'est placé dans les conditions du théorème 1 (î>0), a(x,y,Q)
désignant une réalisation de symbole analytique de degré m dans un
voisinage conique de (xo,Xo,^o) ^sins C" x C" x (C"\0).

Pour (x,Q dans un voisinage conique réel assez petit de (xo,^o)»
considérons le symbole complet <jp de l'opérateur P, c'est-à-dire le
d é v e l o p p e m e n t a s y m p t o t i q u e o r d i n a i r e p o u r
|̂ | -. -h oo (modulo 0(|Ç|-00)) de <?-^P(x(x)^) où xeC? vaut 1 au
voisinage de XQ . D'après le théorème 2 et l'étude des opérateurs pseudo-
différentiels dans le cadre C°°, on sait que

(29) ap(x,y= ^ -Wa^x^Q,
k e N" K •
J'^0

et que Op ne dépend pas du représentant P choisi pour 3P.

On peut donc, pour un choix fixé de coordonnées locales dans X,
définir le symbole complet Oy de 3P par (29), et le théorème 2 montre
que :

(30) 7i(xo,^o)^Supp^ o a y = 0 au voisinage de (xo,^o)-

Évidemment, Gy se transforme pour les formules standard lorsqu'on
change de coordonnées locales dans X.

Notons que (29) montre que ay se prolonge en symbole analytique de
degré m dans un voisinage conique de (xo,^o) d^8 C" x (C"\0).

Soient maintenant (D un ouvert de S*X, yç^ÇO), ^6-^2(6?).



130 ANDRÉ PIRIOU

Le théorème 4 permet de définir le composé ^o.2e J^"1'1^2^), avec

Supp (^ o 3) c Supp ̂  n Supp 3,.

De plus, la construction de 9^3, et l'étude de la composition des
opérateurs pseudo-différentiels dans le cadre C00 montrent que

(31) ^yoâ = a^o <ïg

où le second membre est le composé habituel des symboles (pour un choix
fixé de coordonnées locales dans X).

Posons JSf00 = [j ^m et désignons par JiQ le faisceau sur S*X des
m

microdistributions dans le cadre analytique. Alors MO) est un faisceau de
JS? °°-modules à gauche, avec

(32)
Supp (^p) c: Supp 3P n Supp H pour
^ejâf00^), HeJî^(^).

Soit ^e-Sf"^?). Supposons 3P elliptique (au sens ordinaire) dans un
ouvert Q ' c= 6. Au voisinage de chaque point de 6 ' , pour un choix fixé
de coordonnées locales dans X, considérons le symbole complet CT de ^ ;
il est elliptique, et on sait (voir [3], [9], [10]) que le symbole inverse a~1 est
un symbole analytique de degré — m.

En utilisant une réalisation holomorphe de cr~1 , on obtient, par
recollement grâce à (30), un micro-opérateur .âe-Sf""^') qui vérifie,
d'après (30) et (31) :

y\^oS = -2o^=I .

On en déduit, en utilisant (31) que, pour \IG MO){(9)'.

Supp p c= (Supp ̂ p) u Car ̂ ,
où

Car y = [k e 0\y non elliptique en K}.

Terminons par l'étude des opérateurs pseudo-différentiels analytiques.
Appelons opérateur pseudo-différentiel analytique de degré m dans X un
opérateur P: C^(X) -^ Q'(X) tel que:

(33) la microdistribution définie par le noyau Ke^'(XxX) de P
est dans J^(S*(XxX)).
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Soit un tel opérateur; son noyau est évidemment analytique en dehors de la
diagonale de X x X ; si on considère une carte / : X' -^ ft c R" de X,
le symbole complet <Tp(x,^) de P se prolonge en symbole analytique de
degré m dans un voisinage conique de t2 x (R^O) dans C" x (C"\0);
pour tio ouvert relativement compact de t2, considérons une réalisation
a(x,Q de ap(x,Q dans un voisinage complexe de iio x 0^0) • La
proposition 1 et (30) montrent que :

(34) la restriction à tîo de f^P coïncide, modulo un opérateur à
noyau analytique dans QQ x SÎQ, avec l'opérateur PQ défini
par

(Poû)(x)= f e^a(x^)û(Qd^
JR"

d'où la proposition suivante, qui établit l'équivalence de la définition (33)
avec les* définitions classiques données par Boutet-Kree [3], Boutet [2] et
Trêves [11]:

PROPOSITION 3. — Un opérateur P: Q°(X) -^ Q'(X) est un opérateur
pseudodifférentiel analytique de degré m dans X si et seulement si

1) le noyau de P est analytique en dehors de la diagonale de X x X;

2) pour tout X Q € X , l'opérateur P s'écrit localement, modulo un
opérateur à noyau analytique, sous la forme (34), où fl(x,^) est une
réalisation de symbole analytique de degré m au voisinage de
{jco} x (R^O}.

Les propriétés standard relatives à la composition, aux paramétrix et à
la régularité elliptique se déduisent immédiatement des propriétés
correspondantes données par les micro-opérateurs.

Appendice. — Existence de réalisations holomorphes
de symboles analytiques.

Soient U un ouvert relativement compact de R" et V un ouvert
conique de R^O. On considère un voisinage conique Ui x V^ de

0 x V dans R" x (R^O), et un symbole analytique ^ û/x,9) de degré
j^O

d dans un voisinage conique îî de Ui x V\ dans C" x (C^O).
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THÉORÈME. — H existe un voisinage ouvert conique Û x ^ c ti de
U x V dans C" x (C^O), et une fonction a(x,6) holomorphe dans
Û x V telle qu'il existe une constante C ^ 0 avec

(0) Kx,6) - N^ a,(x,9)| ^ C^N! l^ pour N ^ 1,
j=o

(x,6) e 0 x V-.

On. dit que a(x,Q) est une réalisation holomorphe du symbole analytique
Za,(x,9).
j

Démonstration. — On peut toujours se ramener au cas d = 0.
Considérons un voisinage ouvert Û de U dans C" et un nombre k e R
avec 0 < k < 1 tels que, si on pose

Wfc = {eeC^ReeeVJImOI < k|Re9|},
alors Û x Wk c= c tl (au sens conique).

Pour O e W f c , notons que

Re(92) = |Re9|2 - |Ime|2 ^ (l-fc^IReOI2 ^ 0,

donc on peut considérer la détermination principale [9] de (G)2. On
vérifie facilement qu'il existe des constantes Ci, c^ > 0 telles que:

<•' o<Re;:;;!9'K?,„w} - 9ew-

Considérons £e]0,k[ assez petit pour que :

^.-r*-
Un raisonnement facile de prolongement analytique montre que

û,(x,0) = û/jc, —iï9] -j pour (x,6) € Û x W,.

D'après (1), il existe Co > 0 tel que

^(x9 r^)l ^ ̂ l J ! P01"' J 6 N? <x5e)e û x ^s.\ L^]/|
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Pour 5 e C tel que |s| < — ? posons
CQ

+00 / Q \ g J

F(x,9,s)= ^ ^Vrmin'
j=o \ PJ/J'

La fonction F est holomorphe pour xeC, OeWg, | s |<—'co

Choisissons 5o e 0, — , et considérons la transformée de Fourier-
Borel de F : J

A(x,9,p)= p \ e-ps¥(x,6,s)ds.
Jo

C'est une fonction holomorphe dans C x Wg x {peC |Rep>0} .
Par intégration par parties, on obtient, pour N € N :

A(x,9,p) - ^ ̂ —V' = ̂ (^^P) - SN(x,9,p),
j=o \ W/

avec

RN(x,e,p) = p^ [^e-^ô^PÇx^ds
Jo

SN(x,e,p) = e-^ ^ ^F(x,9,so)a-^.
j=o

Posons a(x,6) = A(x,9,[9]). C'est une fonction holomorphe dans
Û x Wç, avec

(2) a(x,9) - f; a,(x,9) = RN(x,9,[9]) - SN(x,9,[9]).
j=o

Puisque F est holomorphe, il existe c^ > 0 avec

|^F(x,6,s)| < ̂ 1 ̂  pour j > 0, se [O.sJ, (x,0) € Û x W,.

On en déduit, d'après (1), que

(3) iRN^eMeBi^c^Niiei-^
et que

|SN(x,9,[9])| ^ ^ c^ér^iep, avec c > 0 .
j=o
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Mais un calcul élémentaire montre que

e-^Q^ ^ ̂ '(N-j)̂  avec €3 =-1-,
ec

d'où leî s^e)! ^ f: ̂ ^-^(N-o1^ < c4N+l E NW-̂ -
./=0 j=0

avec €4 = max(c2,C3); on obtient:

(4) [61^(9)1^ ^(N4-1)N\

d'où la majoration (0) pour (x,9) e Û x Wç d'après (2), (3), (4).
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