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SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE
DES 0-STRUCTURES

par Daniel. BERNARD (Strasbourg).

INTRODUCTION

L'objet de ce travail est l'élaboration d'une théorie générale
des G-structures réelles et complexes du premier ordre que
soit à la fois simple et aussi complète que possible. Nous ne nous
sommes donc pas attachés au cas de certains groupes G pour
lesquels les propriétés sont particulièrement riches— et bien
connues — mais au contraire, nous nous sommes efforcés de
dégager ce qu'il y a de commun à ces structures pour des
groupes G différents, ou tout au moins pour certaines grandes
classes qui s'introduisent naturellement.

Soit G un sous-groupe du groupe linéaire réel (ou complexe)
à m variables L^ (ou CLJ. Une G-structure sur la variété X
de dimension m est déterminée par un espace de repères, sous-
espace fibre principal de l'espace E des repères réels (ou Ec des
repères complexes) de X. C'est pourquoi le chapitre premier
est consacré à l'étude des sous-espaces fibres principaux
(s.e.f.p.). Certaines définitions et constructions classiques
sur les espaces fibres (topologiques) sont d'abord rappelées
sous une forme adaptée à notre objet (§ 1, 2). Puis les G'-s.e.f.p.
d'un espace fibre H(X, G) sont définis et caractérisés (prop.
I, 3, 1) ; ils correspondent biunivoquement aux sections de
H/G' (prop. I, 3, 3). Au § 5 est analysée la notion de s.e.f.p.
dans le cas différentiable (prop. I, 5, 1) et sont caractérisées
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les parties H' de H(X, G) qui admettent une structure de
s.e.f.p. différentiable. En vue de l'étude des structures subor-
données communes à deux G-structures (ch. III) nous étudions
l'intersection d'un G'- et d'un G"-s.e.f.p. dans le cas topo-
logique (§ 4) puis dans le cas différentiable ( § 6 ) . On peut
dire en gros que l'intersection est un F-s.e.f.p. (F = G' n G")
sous la seule condition, évidemment nécessaire, que sa pro-
jection soit X, dès que G'/F (ou G"/?) est compact et que,
dans le cas différentiable la propriété est d'ailleurs vraie pour
« presque tous les couples de sous-groupes G' et G"".

Le chapitre II introduit d'abord (§ 1 et 2) l'outil qui sera
principalement employé au chapitre III : les formes diffé-
rentielles à valeurs vectorielles et le calcul sur ces formes (en
particulier différents « produits » qui constituent l'extension
à ces formes de lois de composition entre leurs espaces de
valeurs). Au § 3 est analysée la notion de tenseur associé à une
forme tensorielle sur un e.f.p. H(X, G) : c'est un tenseur sur
le produit fibre HBE (E espace des repères de X) et non
sur H lui-même. Les principales propriétés des connexions
sont rappelées au § 4 à la fin duquel nous établissons les for-
mules fondamentales de la géométrie différentielle par l'emploi
exclusif de l'algorithme nouveau introduit au début du chapitre.
L'extension de cet algorithme au cas des formes vectorielles
complexes et en particulier de la notion de tenseur associé
fait l'objet du dernier paragraphe.

Le chapitre III contient les résultats principaux de ce
travail. Les espaces de repères et G-structures (réels et com-
plexes) sont d'abord définis et plusieurs exemples analysés
(§ 1). Une classe importante, qui contient les structures presque
complexes, presque hermitiennes, riemaniennes... est celle
des «structures définies par un tenseur», c'est-à-dire dont
l'espace des repères distingués est le sous-espace des repères
de E (resp. E0) pour lesquels un certain tenseur sur E (resp. E0)
a une valeur déterminée (§ 2). Au § 3 sont étudiées les
structures équivalentes et subordonnées : le théorème III, 3
simple application du chapitre premier, indique que la condition
trivialement nécessaire pour que deux structures aient une
structure subordonnée commune est en général suffisante.
Les espaces de repères H sont caractérisés parmi les e.f.p.
de base X par l'existence d'une 1-forme tensorielle « régulière »
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à valeurs dans R"" ou 0" appelée 1-forme fondamentale de H.
L'inclusion H c E (resp. E6) permet dans le cas des espaces de
repères de définir un tenseur associé à toute forme tensorielle
sur H à valeurs dans M qui soit un tenseur sur H lui-même
(prop. III, 4, 2); la correspondance entre forme tensorielle
et tenseur associé est biunivoque; le tenseur et la forme sont
liés par une relation particulièrement simple (12, ch. III, § 4).
Toutefois cette correspondance n'est définie d'une façon
canonique que lorsque H est un espace de repères réels (et
M quelconque), ou H un espace de repères complexes et M
un espace vectoriel complexe : cette remarque est essentielle
au § 6. Le § 5 est consacré aux propriétés particulières des
connexions sur les espaces de repères : caractérisation d'une
variété X admettant une G-structure par l'existence d'une
connexion linéaire dont le groupe d'holonomie est un sous-
groupe de G (th. III, 5, 1); caractérisation des connexions
linéaires qui sont des S-connexions, S étant une G-structure
«définie par un tenseur» (th. III, 5, 2); torsion; identité de
Ricci généralisée dont la démonstration est faite uniquement
à l'aide de la notion de tenseur associé et de l'algorithme du
chapitre II; relation entre le tenseur associé à la différentielle
absolue d'une g-forme et la « dérivée covariante » de cette
forme (prop. III, 5). Le tenseur de structure d'une G-structure
S (généralisant le « tenseur de torsion d'une structure presque
complexe ») caractérise les 2-f ormes tensorielles sur H de type
vectoriel à valeurs dans R"1 ou C" qui sont la torsion d'une
S-connexion [théorème (III, 6, 1) et (III, 6,2)]. Toutefois ce
tenseur n'est défini que pour les Gs-structures de première
espèce : c'est-à-dire réelles ou, si elles sont complexes, telles
que G soit un sous-groupe de Lie complexe de CL^. La parti-
cularité des structures complexes de deuxième espèce pro-
vient de la non-existence d'un tenseur associé canonique sur
un espace de repères complexes pour une forme à valeurs
dans un espace vectoriel réel. Les paragraphes 7 et 8 contien-
nent des calculs du tenseur de structure et leur identification
avec des invariants connus dans le cas de structures classiques.
Nous appelons presque intégrable une structure dont le
tenseur de structure est nul : par exemple une structure
presque hermitienne presque intégrable est kàhlerienne.

Dans le chapitre IV nous nous occupons des automorphismes
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et automorphismes infinitésimaux d'une G-structure réelle.
Au paragraphe 1 sont étudiées les G-structures transitives :
les pseudogroupes de Lie du premier ordre correspondent
biunivoquement aux classes de G-structures transitives équi-
valentes. Au § 2, nous montrons en particulier que les condi-
tions de Cartan (définition IV, 2), conditions nécessaires d'exis-
tence d'une G-structure transitive de tenseur de structure
donné (et qui sont suffisantes lorsque G est involutif) traduisent
simplement le caractère tensoriel du tenseur de structure d'une
part, l'identité de Bianchi d'autre part (prop. IV, 2, 2). Le
§ 3 est consacré aux G-structures involutives : alors si elles
sont presque intégrables (resp. presque transitives) elles sont
intégrables (resp. transitives) (th. IV, 3); puis nous donnons
une condition nécessaire et suffisante pour que deux pseudo-
groupes de Lie soient localement semblables (théorème IV, 3).
Dans le dernier paragraphe sont posés deux problèmes relatifs
aux automorphismes infinitésimaux qui sont étudiés à l'aide
du lemme d'Hermann (prop. IV, 4, 2) dans des cas particuliers.
Les principaux résultats sont ceux-ci : Si S est une G-structure
sur X subordonnée à une structure Riemannienne et presque
intégrable, les isométries infinitésimales sont aussi des auto-
morphismes infinitésimaux de -S dès que X est compacte ou
n'admet pas de 2-forme à dérivée covariante nulle (th. IV,
4, 1). Le théorème (IV, 4, 2) donne des conditions dans les-
quelles toute transformation infinitésimale affine pour une
S-connexion est un automorphisme infinitésimal de S.

Ce bref résumé appelle quelques remarques. Au Colloque
International de Géométrie différentielle du C.N.R.S. (Stras-
bourg 1953), trois conférences attiraient l'attention sur la
notion générale de G-structure (S.S. Chern [9]) ou « structure
infinitésimale régulière » (C. Ehresmann [14] et P. Libermann
[19]) : un grand nombre de structures de la géométrie diffé-
rentielle peuvent être définies par la donnée une G-structure
d'une part; les pseudo-groupes de Lie («groupes continus
infinis » d'Elle Cartan) sont d'autre part commodément définis
comme pseudo-groupes des automorphismes locaux de cer-
taines d'entre elles. Il apparaissait donc utile d'élaborer une
théorie générale des G-structures, et c'est ce que nous avons
tenté de faire, en nous appuyant entre autres sur les résultats
et les exemples des auteurs déjà cités. Ainsi, dans [9], S. S.
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Chern introduit « les premiers invariants » de la structure —
tandis que, dans [19], P. Libermann peut éviter de les utiliser,
car pour les structures qu'elle étudie « on peut imposer cano-
niquement la torsion»: notre tenseur de structure (Ch. III,
§ 6) précise la nature des premiers invariants, leur donne une
définition globale et permet de caractériser les formes de tor-
sion des S-connexions. De même, de nombreux résultats sont
des généralisations, apportant souvent des simplifications,
de résultats connus d'autres auteurs.

Les G-structures auxquelles ce travail est consacré sont les
G-structures du premier ordre, réelles et complexes : il convient
de nous expliquer sur ce choix. L'exemple des structures
presque complexes et des structures subordonnées pour les-
quelles définitions et calculs sont grandement simplifiés par
l'introduction de repères complexes, nous a conduits à définir
et étudier les G-structures complexes. En même temps, un
premier exemple de G-structures complexes non équivalentes
au réel a été étudié par G. Legrand dans sa thèse [18]. Il ne
s'est pas révélé de différence fondamentale entre les G-struc-
tures réelles et complexes — et ceci justifie a posteriori leur
étude simultanée — si ce n'est dans la définition du tenseur de
structure : alors que les G-structures complexes de première
espèce se comportent comme les structures réelles, l'extension
du procédé aux G-structures complexes de deuxième espèce
conduit à des tenseurs qui ne suffisent pas à caractériser la
torsion des S-connexions. Au contraire, le cadre naturel de
l'étude des G-structures d'ordre supérieur (Cf. Y. Matsu-
shima [24]) est certainement la théorie des jets de C. Ehresmann
alors que les structures du premier ordre ont pu être étudiées
à l'aide de méthodes plus classiques de géométrie différentielle
(espaces fibres, connexions, calcul différentiel extérieur) qui,
convenablement adaptées par l'emploi en particulier de l'algo-
rithme du chapitre II, conduisent à des calculs et à des formu-
lations très simples : cette différence de méthodes justifiait
déjà une étude autonome des structures du premier ordre,
requise d'ailleurs à notre avis par leur importance propre.

Nous avons été amenés à considérer que toutes les G-struc-
tures équivalentes à une structure donnée S (espaces de repères
déduits de celui de S par les translations à droite de E, ou E0)
définissent la même structure infinitésimale et nous avons
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appelé 6-structure la classe des structures équivalentes à S,
(5 désignant la classe des sous-groupes conjugués de G dans
L^ (ou CL^). La plupart des propriétés étudiées ici sont des
propriétés des (3-structures. Nous avons pu définir un fais-
ceau des ^-structures et c'est sans doute dans cette direction
que ce travail aura ses premiers prolongements.

La bibliographie placée à la fin de ce travail n'est nullement
exhaustive : nous avons pris pour principe de n'y porter que
des travaux explicitement cités ici.



CHAPITRE 1

ESPACES FIBRES
SOUS-ESPACES FIBRES PRINCIPAUX

1. — Définitions et notations.

Nous appellerons espace fibre principal (e.f.p.) un espace
fibre principal à groupe structural topologique localement
trivial. Plus précisément :

DÉFINITION I, 1, 1 (1). — Un e.f.p. H(X, G) de base X et
groupe structural G est défini ainsi

a) H et X sont des espaces topologiques (2), G un groupe
topologique,

b) H est muni d^une application continue p de H sur X
admettant un relèvement au voisinage de tout x e X. Un tel
relèvement, qui est une application continue <r d'un voisinage
U de X dans H, telle que p o G- soit l'identité de U, est appelée
section locale de H au-dessus de U. H^ == p~~l(x) est la fibre
au-dessus de x.

c) G opère à droite sur H, c'est-à-dire que l'on a une
application continue H X G ~> H, (z, g ) — ^ z . g , telle que
(z. g ) . g ' = z. { g g ' ) et z. e = z (g, g' e G, e identité de G) : l'appli-
cation partielle Dg de H sur lui-même z->z.g, ou translation
à droite par g, est par suite un homéomorphisme de H tel
que Dg' o Dg == Dgg'. Les translations à droite de G respectent
les fibres et sont simplement transitives sur les fibres,

d) ^application continue biunivoque 0y de U X G sur
(1) C'est la définition classique, de Steenrod [26], mise sous une forme commode

pour la suite.
(2) Un espace topologique sera toujours supposé séparé.
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Hu = ^^(U), (;r, g) —><j(x).g associée à une section locale rs
au-dessus de U est un homéomorphisme appelé carte locale de H
au-dessus de U associée à (T.

Nous appellerons espace fibre (e.f.) un espace fibre localement
trivial à groupe structural topologique qui peut être défini
ainsi :

DÉFINITION I, 1, 2. — E(X, G, F) est un e.f. de base X, groupe
structural G, fibre F si

a) E, X et F sont des espaces topologiques et G un groupe
topologique opérant à gauche et effectivement sur F par (g, y) —^- g. y
(ge= G, y e F); l'application partielle de F dans Fy-> g.y étant
encore notée g, on a g o g' == gg';

b) E est muni d'une application continue p de E sur X (3);
E^ = p"1^) est la /ï&re au-dessus de x\

c) (ou( .reX possède un voisinage ouvert U muni d'une
carte locale <t>u c'est-à-dire d'un homéomorphisme de U X F
sur Eu == p'^U) tel que po^u(x, y) = x, xe X, y s F;

d) si U et V 5on( de5 ouverts de X munis de cartes locales
^u ^ ^v, et si U n V =7^= 0, il existe une application continue s
de U n V dans G telle que le changement de carte ^v10^ soit
l'application de (U n V) X F sur lui-même {x, y) ->{x, s [x}.y).

On dira brièvement que p : E -> X est une fibration si E
est un e.f., au sens précis qui vient d'être défini, de base X
et de projection p. Un e.f.p. est évidemment un e.f., G-groupe
opérant sur G-fibre par translation à gauche; g désignera aussi
bien l'élément g e= G que l'opération translation à gauche
par g, celle-ci étant toutefois notée Lg quand il y aura un
risque d'ambiguïté : 4.g' = g.g' (g, g' e G.)

2. — Constructions diverses d'espaces fibres.

Soient E un e.f. et î>ê la restriction à \x\ X G de la carte
locale î>u; nous appellerons repère au point x de la structure
fibrée de E l'un quelconque des homéomorphismes de F sur Ea; :

h=^og g e G xeX.

(3) La projection d'un e.f. E sur sa base sera généralement notée p, même s'il
est question simultanément de plusieurs e.f.; lorsqu'il y aura un risque d'ambiguïté
on précisera en la notant pg.
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De l'axiome d) de la définition (I, 1, 2) découle que cette
définition est indépendante du choix de la carte locale <&u
car si x e U n V
^ == (^ o s{x) et h = (<I^ o s{x)) o g = ̂  o (5(a:)g), s(n;). g e G.

Soit È^ l'ensemble des repères en a; de E, et Ê == U^exÊ^;
il est classique — et immédiat à l'aide de la définition (I,
1, 1) — que les cartes ^u associées aux cartes locales <I>u de E

( & u : U x G - > Ê (^g)->^°g . r c E X . g e G
définissent sur Ê une structure d'e.f.p. Ê(X, G). Remarquons
simplement que la translation à droite par g sur Ê est D^. h == Ao g.
Ê muni de cette structure est Ve.f.p. associé à E.

Cette construction s'applique en particulier à un e.f.p. H.
$u étant la carte de H associée à la section locale Œ, un repère
en x de H est une application <I)^og==(j)^o L^ (g e G) de G sur
H,. Or
^°4(g') = <Ds(gg') = ̂  gg')

= <T(o;).gg' = (^).g).g' = ̂ {X, g), g',

c'est-à-dire, puisque <Ç^og = (pu(n;, g) :

k(^, g).g'=^u(^, g), g'.

Le point désignant au premier membre l'opération (à
gauche) du repère sur la fibre-type G, et dans le second l'opé-
ration (à droite) de G sur H. Cette remarque montre qu'il
existe une application bijective de H sur H qui peut être
définie dans tout couple de cartes associées par

$u(^, g)—^u(^ g)

et qui est par suite un homéomorphisme ; c'est d'ailleurs un
G-isomorphisme d'e.f.p. (Cf. I, 3) et ceci permet d'identifier
H à H, h e H étant identifié au repère ̂ e H : g e G - ^ A . g e H .
La notation h sera parfois employée dans la suite quand il
sera nécessaire de distinguer h de h.

Soit un e.f. E(X, G, F) et l'e.f.p. associé H = È. h e H
est un homéomorphisme de F sur Ep^, y e F ~> h.y e Ep/i.
Alors, pour h e H, g e G, y e F, on a

(/i .g).y= (Dgh).y= {hog)y= h.{g.y)
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ce qui entraîne en particulier
{h.g).{g-l.y)=h.[g.{g^y)]=h.y.

Cette remarque permet d'identifier E au quotient de F X H
par la relation d'équivalence

(!/^)~(g-2/» ^•g~1) y^ ^H, geG.
Et par conséquent de construire E à partir de F et H.
Plus généralement, soit F un espace topologique sur lequel

G opère par ï%(G). G n'étant pas supposé effectif sur F, soit
N le sous-groupe distingué fermé des éléments de G qui lais-
sent invariants tous points de F : G/N est effectif sur F.

DÉFINITION I, 2. — Soit F(H) le quotient de F X H par la
relation d'équivalence

(y,A)~(^(g).y,A.g-i) y e F , A e H , g e G
il a une structure fibrée F(H)[X, G/N, F]; on dira que c'est
Ve.f. obtenu par modelage de F sur H (4), ou Ve.f. associé à H
de type (F, ^(G)).

Soit a la projection canonique de F X H sur F(H); la pro-
jection de F(H) sur X est définie par

pF(H)(a(y, h)) = pu (A)

et la structure fibrée de F(H) par les cartes Yu associées aux
sections (T de H au-dessus de U :

¥u(^ y) = a(y, (T(O;)) a ; 6 U c X , y 6 F ;

l'e.f.p. F(H) est isomorphe à l'e.f.p. quotient H/N (voir ci-
dessous).

Soient H un e.f.p. de groupe G et G' c G un sous-groupe
fermé; la relation

A — A ' si h'=h.g\ A e H , h' e H, g'e G'
est une relation d'équivalence dans H. Soient H/G' l'espace
topologique quotient de H par cette relation et TC l'applica-
tion canonique H -> H/G'. H/G' est naturellement muni
d'une projection sur X définie par

PH/G'(^(A)) = pn(h)

(4) Cf. Aragnol [1] Ch. i, § 2; avec la terminologie de Aragnol on dirait que X X F
est modelé sur H.
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G opérant naturellement sur L == G/G7, on peut modeler L
sur H; soient a la projection canonique de L X H sur L(H)
et i/o le point de L défini par la classe G'. Comme

a(yo, h. g') = a(g'yo, Ag'. g'-i) = a(yo, A), g' e G', A e H
la relation f{^W) == ^^/o? ^)
définit une application de H/G' dans L(H). On démontre
que /, qui est bijective et respecte les projections, est un homéo-
morphisme, d'où :

PROPOSITION I, 2, 1.—Soit G' un sous-groupe fermé du groupe
structural G Sun e.f.p.îî. U espace quotient H/G', G' opérant
sur H par les translations à droite de G, s'identifie à Ve.f. L(H),
modelé sur H de l'espace homogène L = G/G' sur lequel G opère
naturellement.

Si N est un sous-groupe distingué de G, la structure fibrée
de H/N précisée par la proposition (I, 2, 1) est une structure
fibrée principale de groupe G/N, et l'application canonique
it de H sur H/N est un homomorphisme d'e.f.p. compatible
avec rhomomorphisme canonique p de G sur G/N (cf. I, 3).
Ainsi G' n'étant pas un sous-groupe distingué de G, et Go
étant le plus grand sous-groupe de G' invariant dans G, H/Go
est un e.f.p. de groupe G/Go qui s'identifie à l'e.f.p. H/G
associé à H/G'.

La proposition (I, 2, 1) peut être complétée, si l'on fait
l'hypothèse supplémentaire que la projection canonique
G ~>- G/G' est une fibration ; nous dirons brièvement que G'
est un sous-groupe (L. T.) de G; il est nécessairement fermé.

PROPOSITION I, 2, 2 (théorème de surfibration). — Soient
G un groupe topologique, G' et G" des sous-groupes tels que
G" c G' c G, H un e.f.p. de groupe G. Si G' est un sous-groupe
(L. T.) de G, dans le diagramme eommutatif ci-dessous, chaque
application est une fibration:

il
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Cette proposition résulte de la précédente et de la démons-
tration de la propriété pour la seule application q.

Nous aurons enfin besoin de la notion de produit fibre :

DÉFINITION I, 2, 2. — Soient E(X, G, F) et E'(X, G', F')
deux e.f. Leur produit fibre E 13 E' est le sous-espace de E X E'
qui se projette sur la diagonale de X X X; il est muni d'une
structure naturelle d'e.f. de base X et de groupe G X G' opérant
trivialement sur la fibre F X F'.

En particulier, si E et E' sont des e.f.p., il en est de même
de EBE'.

3. — Homomorphismes et sous-espaces
d'espaces fibres principaux.

Soient H(X, G) et H'(X, G') des e.f.p. de même base X.
Un X-homomorphisme f de H dans H' compatible avec un
homomorphisme p du groupe topologique G dans le groupe
topologique G' est une application continue de H dans H'
telle que pw o f == pg et

(1) /^.g)=/^).?(g), ^H, g e G .
Le plus souvent, nous dirons simplement homomorphisme.

Si G' == G, p étant la représentation identique de G, f sera
un Q-isomorphisme. Si H' = H, f est alors un automorphisme
de H(X, G).

Si /" satisfait simplement à (1), c'est une représentation de
H dans H' compatible avec p ; une Q-représentation si G' == G,
p étant l'identité de G. Comme pwf{z.g) = pn'fÇz), à f est
alors associée une application continue [A de X dans lui-
même définie par p^of=^op^: on dit que f induit (JL sur
la base.

DÉFINITION I, 3, 1. — Soit G' un sous-groupe topologique
de G. Un G'-sous-espace fibre principal (G' -s.e.f.p.) de H(X, G)
est un e.f.p. H'(X, G') dont

1° l'espace H' est un sous-espace de H, muni de la topologie
induite^

2° la projection p ' est la restriction à H' de p,
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3° la translation à droite par g ' e G1 est la restriction à H'
de la translation à droite Dg' opérant sur H.

La caractérisation suivante sera utile pour la suite :

PROPOSITION I, 3, 1. — Pour qu'une partie H' de H soit
un G'-5.e./*.p. de H, il faut et suffit que la restriction p ' de p à
H' jouisse des propriétés suivantes:

lo p'(H') == X.
2° p'-^x^z.G' si zeH ' et ^==p ' . z .
3° p' admet un relèvement local au voisinage de tout x e X

(continu pour la topologie induite),
Ces conditions, évidemment nécessaires, sont suffisantes

en effet : soit H' une partie de H satisfaisant à ces propriétés;
munissons la de la topologie induite. Alors l'axiome a) de la
définition (I, 1, 1,) est vérifié de même que b) puisque p',
restriction d'une application continue à un sous-espace, est
continue et jouit de la propriété 3°. Quant à l'axiome c), il
est vérifié parce que l'application de H' X G' sur H'

(Z, g ^ ^ Z . g ' zeH', g'eG'

qui est bien définie d'après la propriété 2°, est encore
continue comme restriction à un sous-espace d'une application
continue. Enfin l'axiome d) est vérifié car, si o- est une
section locale de H' au-dessus de U, c'est aussi une section
locale de H de sorte que l'application de U X G sur Hu :
(x, g) -> o-(rc). g est une carte locale de H et que sa restriction à
U X G' — restriction d'un homéomorphisme à un sous-espace —
est encore un homéomorphisme.

On déduit de cette proposition le

COROLLAIRE. — L'image d'un e.f.p. H'(X, G') par un homo-
morphisme f de H dans H(X, G) compatible avec la représen-
tation p de G' dans G, est un p(G')-s.e./'.p. de H.

PROPOSITION I, 3, 2. — Pour qu'un G'-s.e.f.p. H' soit fermé
dans H(X, G), il faut et il suffit que G' soit fermé dans G.

En effet, si H' est fermé, H^ == KLç n H' est fermé dans
H.c(rc e X) ; or, G est homéomorphe à Hp dans l'homéomor-
phisme z :

g - ^ Z . g , ( z e H ' , g e G )
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qui transforme G' en H^, de sorte que G' est fermé dans G.
La réciproque s'obtient immédiatement à l'aide des cartes
locales de H.

PROPOSITION I, 3, 3. — 5i G' est un sous-groupe (L. T.)
de G, les G'-s.e./'.p. (Kun e.f.p. H(X, G) correspondent biuni-
wquement aux sections de H/G'.

Gardons les notations de la proposition (I, 2, 1) et soit
donné H'(X, G') c H(X, G). H' définit une application f
de X dans H/G' par f(x) == ^(îl'x) puisque, si z^ e H^ et
2.2 e H^c, Zg == Zi.g' g ' s G' et TC(zi) = TC^). f est continue,
car dans un ouvert U muni d'une section locale (TU» f se fac-
torise en un produit d'applications continues: / '^itoo-u;
c'est donc une section de H/G'. Soit réciproquement f une
telle section et H' == U^ex^"'^/'^)); la partie H'c H munie
de la topologie induite satisfait d'une façon évidente aux
propriétés 1° et 2° de la proposition (I, 3, 1). Pour montrer
que H' est un G'-s.e.f.p. de H, il reste à montrer que p' admet
des relèvements locaux au voisinage de tout x e X. Or, si
o-u est une section de H et p l'application canonique de G sur
L = G/G', on a la carte locale Ïu de H/G' :
{x, y) -^ ¥u(^, y) = ̂ vW .g) si x e X, y e L, p(g) = y.

Il existe donc sur U une fonction continue à valeurs dans
L, y --> y{x), telle que

f{x)=^(x, y(x)) x^V.

Soient Xo e U, 0 un voisinage de y{xo) dans L muni d'un
relèvement y —^ s(y) e G, qui existe puisque G' est un sous-
groupe (L.T.). V = ^(O) n U est un voisinage ouvert de
XQ, et pour r r e V on a y(x) = p[s(y(x))] d'où

f{x) = Yu( ,̂ p[<y(a0)]) ==^u(aM )̂)]

c'est-à-dire que, pour x e V, 7y(x) = o-u(^) .s(y(x)) e H^; o-v
étant manifestement continue, elle constitue un relèvement de
p' au-dessus de V., c.q.f.d.

Cette proposition n'est qu'une autre forme d'un théorème bien
connu de C. Ehresmann [12] (5) car la notion de G'-s.e.f.p. est en
fait équivalente à celle de restriction à G' du groupe structural

(6) Voir aussi J. Frenkel [15], § 16.
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G. En effet, de l'existence d'un G'-s.e.f.p. H'(X, G') c H(X, G)
découle la possibilité de restreindre à G' le groupe structural de
H. Réciproquement si cette opération est possible, cela
signifie qu'il existe un e.f.p. K'(X, G') qui, par accroisse-
ment à G du groupe structural donne un e.f.p. K(X, G)
« équivalent » à H : mais ceci signifie dans notre langage
que K'(X, G') est un G'-s.e.f.p. de K(X, G), et que celui-ci
est G-isomorphe à H(X, G); alors l'image par cet isomor-
phisme de K'(X, G') est un G'-s.e.f.p. de H.

4. — Intersection des sous-espaces fibres principaux.

Soient G' et G" des sous-groupes de G, H'(X, G') et H"(X, G")
des s.e.f.p. de l'e.f.p. H(X, G). Étudions leur intersection.

PROPOSITION I, 4, 1. — Si z' e H^. et z" = z . g e H;, {x e X,
g e G), pour que H.p n H^ =/= 0, il faut et suffit que g e G'. G".
Alors, si z 6 H, n H:, on a H, n H; = z. F ou F == G' n G".

En effet, si H^ n H^ =^ 0, soit z e H ,̂ n H^; comme z e H^,
2 = z'. g' (g' e G') et comme z e H",, z == z". g" (g" e G") ; alors
^. g" = ^. g ' soit z" = z ' . (g'. g'^) ; d'où g = g'. g'-1 e G'. G"
et réciproquement. D'autre part, si z,, Zg e H .̂ n H .̂, Zg = z, .y :
puisque z,, Zg e H^ (resp. H^.) y e G' (resp. G") de sorte que
y e F et réciproquement; donc Ha. n H^, == z,. P.

Supposons, pour simplifier l'exposé, que p(H' n H") == X;
alors K = H'n H" satisfait aux conditions 1° et 2° de la
proposition (I, 3, 1) et pour que K soit un F-s.e.f.p. de H, il
faut et suffit qu'il admette des sections locales au voisinage
de tout rce X. Soit U un ouvert de X muni de sections locales
</ (resp. Œ") de H' (resp. H") ; on a

cr^^îr'^.g^) x^V

où x — ^ g ( x ) est une application continue de U dans G, à
valeurs dans G'. G" puisque H^, n H^ =^ 0. Si K est un
s.e.f.p., U admet un recouvrement ouvert |Uaj muni de sec-
tions locales pa de K au-dessus de Ua : pa est aussi une section
locale de H'=> K (resp. H"), de sorte qu'il existe une fonction
continue ga (resp. ga), Ua -> G' (resp. G"), telle que

^{x)=^x).gW==^{x).g^{x) rreU,
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d'où

(1) g(x)=gW.gW.
Réciproquement, si U admet un recouvrement |Uaj muni

de fonctions continues ga(resp. ga) à valeurs dans G' (resp. G")
satisfaisant à (1) on a dans Ua

^(x)=^(x).gW.gW
de sorte que

^(x)=^(x).gW=^(x).g^(x)

est une section locale commune à H' et H" au-dessus de U»,
c'est-à-dire une section locale de K. Ceci nous conduit à poser

DEFINITION I, 4, 1. — Une application continue f d'un espace
topologique Y dans le groupe topologique G à valeurs dans
G'. G" (G' et G" sous-groupes de G) est dite localement facto-
risable dans G'. G" s'il existe un recouvrement ouvert ^ Y a j de
Y muni d'applications continues g^ {resp. g"^) de Ya dans G'
(resp. G") telles que, pour y e Y,, on ait f(y) = g'a(y) ' g'^y) '

Nous avons établi

PROPOSITION I, 4, 2. — Soient H'(X, G') et H"(X, G") des
s.e.f.p. de H(X, G) et |UAJ un recouvrement ouvert de X muni
de sections locales (TA (resp. 0-1) de H' (resp. H"), liées par
^(x) = (îA(x).gA(x). Pour que K = H' n H" soit un s.e.f.p.
de H, il faut et suffit que les fonctions g^ prennent leurs valeurs
dans G'. G" et soient localement factorisables.

Il en sera toujours ainsi, sous la seule réserve que
p(îîf^îîff)=X,

si G' et G" satisfont à la propriété suivante.

DÉFINITION I, 4, 2. — Un couple G', G" de sous-groupes du
groupe topologique G est dit régulier si toute application continue
d'un espace topologique dans G, à valeurs dans G'. G", est loca-
lement factorisable.

PROPOSITION I, 4, 3. — Étant donnés un groupe topologique G
et deux sous-groupes G' et G", pour que l'intersection d'un
G'-s.e.f.p. H' et d'un G"-s.e.f.p. H" d'un e.f.p. H(X, G) soit
un s.e.f.p.^ dès que p(H' n H") == X— et ceci quels que soient
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X, H, H', H" — il faut et suffit que le couple G', G" soit un couple
régulier de sous-groupes de G.

La condition, suffisante d'après la proposition (I, 4, 2), est
nécessaire en effet soient donnés un espace topologique X et
une fonction continue g : X->G'.G"; soient H == X X G,
^(x) = {x, e) ; <T' est une section deH et H'(X, G') = (J ̂ {x). G'

yex
un s.e.f.p. (prop. I, 3, 1). a" défini par ^ " { x ) = ^[x) .g(x)
est une section de H, et H"(X, G") = 1 J Œ ' ^ . G " un s.e.f.p.

xGX

Alors, p ( H ' n H W ) = = X puisque g (rc) e G'. G" quel que soit
xe X. Si H' n H" est un s.e.f.p., d'après la proposition (I, 4, 2)
g est localement factorisable : X et g étant arbitraires la
proposition est établie.

Nous allons chercher maintenant dans quelles conditions
un couple de sous-groupes est régulier. Soit G', G" un couple
régulier de sous-groupes du groupe topologique G; l'appli-
cation identique de G'. G" est, en particulier, localement
factorisable, et il existe un recouvrement ouvert |0aj de G'. G"
et des applications continues ga (resp. ga) de C:\ dans G'
(resp. G") telles que, pour g e 0^ on ait

g= ̂ (g).^).
Alors soit/une application continue de l'espace topologique

Y dans G'. G", les Y» == /^(Oa) forment un recouvrement ouvert
de Y muni des applications continues ga == ^/(r^P^ga == es. ° f)
dans G' (resp. G"), et, pour y e Ya f(y) == g[(î/).^(2/). C'est-
à-dire que le couple G', G" est régulier dès que l'application
identique de G'. G" est localement factorisable.

G'. G" est un sous-espace saturé de G pour la relation d'équi-
valence à gauche module G" et, si l'application canonique r.
de G sur G/G" est une fibration, G\G" admet par restriction
à B == T; (G'. G") de la structure fibrée de G, une structure
fibrée principale de groupe G". Soit V un ouvert de B muni
d'une section locale 5, y -> s(y) e G'. G"; le couple G', G"
étant régulier s est localement factorisable, et, localement
dans V,

^y) = g'W. g'M g'(y) ^ G', g^y) ̂  G"
les fonctions g' et g " étant continues. Or,

y = ̂ {y)) = ̂ (g{y). ê^)) = ̂ '(î/))




































































































