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SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE
DES 0-STRUCTURES

par Daniel. BERNARD (Strasbourg).

INTRODUCTION

L'objet de ce travail est l'élaboration d'une théorie générale
des G-structures réelles et complexes du premier ordre que
soit à la fois simple et aussi complète que possible. Nous ne nous
sommes donc pas attachés au cas de certains groupes G pour
lesquels les propriétés sont particulièrement riches— et bien
connues — mais au contraire, nous nous sommes efforcés de
dégager ce qu'il y a de commun à ces structures pour des
groupes G différents, ou tout au moins pour certaines grandes
classes qui s'introduisent naturellement.

Soit G un sous-groupe du groupe linéaire réel (ou complexe)
à m variables L^ (ou CLJ. Une G-structure sur la variété X
de dimension m est déterminée par un espace de repères, sous-
espace fibre principal de l'espace E des repères réels (ou Ec des
repères complexes) de X. C'est pourquoi le chapitre premier
est consacré à l'étude des sous-espaces fibres principaux
(s.e.f.p.). Certaines définitions et constructions classiques
sur les espaces fibres (topologiques) sont d'abord rappelées
sous une forme adaptée à notre objet (§ 1, 2). Puis les G'-s.e.f.p.
d'un espace fibre H(X, G) sont définis et caractérisés (prop.
I, 3, 1) ; ils correspondent biunivoquement aux sections de
H/G' (prop. I, 3, 3). Au § 5 est analysée la notion de s.e.f.p.
dans le cas différentiable (prop. I, 5, 1) et sont caractérisées
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les parties H' de H(X, G) qui admettent une structure de
s.e.f.p. différentiable. En vue de l'étude des structures subor-
données communes à deux G-structures (ch. III) nous étudions
l'intersection d'un G'- et d'un G"-s.e.f.p. dans le cas topo-
logique (§ 4) puis dans le cas différentiable ( § 6 ) . On peut
dire en gros que l'intersection est un F-s.e.f.p. (F = G' n G")
sous la seule condition, évidemment nécessaire, que sa pro-
jection soit X, dès que G'/F (ou G"/?) est compact et que,
dans le cas différentiable la propriété est d'ailleurs vraie pour
« presque tous les couples de sous-groupes G' et G"".

Le chapitre II introduit d'abord (§ 1 et 2) l'outil qui sera
principalement employé au chapitre III : les formes diffé-
rentielles à valeurs vectorielles et le calcul sur ces formes (en
particulier différents « produits » qui constituent l'extension
à ces formes de lois de composition entre leurs espaces de
valeurs). Au § 3 est analysée la notion de tenseur associé à une
forme tensorielle sur un e.f.p. H(X, G) : c'est un tenseur sur
le produit fibre HBE (E espace des repères de X) et non
sur H lui-même. Les principales propriétés des connexions
sont rappelées au § 4 à la fin duquel nous établissons les for-
mules fondamentales de la géométrie différentielle par l'emploi
exclusif de l'algorithme nouveau introduit au début du chapitre.
L'extension de cet algorithme au cas des formes vectorielles
complexes et en particulier de la notion de tenseur associé
fait l'objet du dernier paragraphe.

Le chapitre III contient les résultats principaux de ce
travail. Les espaces de repères et G-structures (réels et com-
plexes) sont d'abord définis et plusieurs exemples analysés
(§ 1). Une classe importante, qui contient les structures presque
complexes, presque hermitiennes, riemaniennes... est celle
des «structures définies par un tenseur», c'est-à-dire dont
l'espace des repères distingués est le sous-espace des repères
de E (resp. E0) pour lesquels un certain tenseur sur E (resp. E0)
a une valeur déterminée (§ 2). Au § 3 sont étudiées les
structures équivalentes et subordonnées : le théorème III, 3
simple application du chapitre premier, indique que la condition
trivialement nécessaire pour que deux structures aient une
structure subordonnée commune est en général suffisante.
Les espaces de repères H sont caractérisés parmi les e.f.p.
de base X par l'existence d'une 1-forme tensorielle « régulière »
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à valeurs dans R"" ou 0" appelée 1-forme fondamentale de H.
L'inclusion H c E (resp. E6) permet dans le cas des espaces de
repères de définir un tenseur associé à toute forme tensorielle
sur H à valeurs dans M qui soit un tenseur sur H lui-même
(prop. III, 4, 2); la correspondance entre forme tensorielle
et tenseur associé est biunivoque; le tenseur et la forme sont
liés par une relation particulièrement simple (12, ch. III, § 4).
Toutefois cette correspondance n'est définie d'une façon
canonique que lorsque H est un espace de repères réels (et
M quelconque), ou H un espace de repères complexes et M
un espace vectoriel complexe : cette remarque est essentielle
au § 6. Le § 5 est consacré aux propriétés particulières des
connexions sur les espaces de repères : caractérisation d'une
variété X admettant une G-structure par l'existence d'une
connexion linéaire dont le groupe d'holonomie est un sous-
groupe de G (th. III, 5, 1); caractérisation des connexions
linéaires qui sont des S-connexions, S étant une G-structure
«définie par un tenseur» (th. III, 5, 2); torsion; identité de
Ricci généralisée dont la démonstration est faite uniquement
à l'aide de la notion de tenseur associé et de l'algorithme du
chapitre II; relation entre le tenseur associé à la différentielle
absolue d'une g-forme et la « dérivée covariante » de cette
forme (prop. III, 5). Le tenseur de structure d'une G-structure
S (généralisant le « tenseur de torsion d'une structure presque
complexe ») caractérise les 2-f ormes tensorielles sur H de type
vectoriel à valeurs dans R"1 ou C" qui sont la torsion d'une
S-connexion [théorème (III, 6, 1) et (III, 6,2)]. Toutefois ce
tenseur n'est défini que pour les Gs-structures de première
espèce : c'est-à-dire réelles ou, si elles sont complexes, telles
que G soit un sous-groupe de Lie complexe de CL^. La parti-
cularité des structures complexes de deuxième espèce pro-
vient de la non-existence d'un tenseur associé canonique sur
un espace de repères complexes pour une forme à valeurs
dans un espace vectoriel réel. Les paragraphes 7 et 8 contien-
nent des calculs du tenseur de structure et leur identification
avec des invariants connus dans le cas de structures classiques.
Nous appelons presque intégrable une structure dont le
tenseur de structure est nul : par exemple une structure
presque hermitienne presque intégrable est kàhlerienne.

Dans le chapitre IV nous nous occupons des automorphismes
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et automorphismes infinitésimaux d'une G-structure réelle.
Au paragraphe 1 sont étudiées les G-structures transitives :
les pseudogroupes de Lie du premier ordre correspondent
biunivoquement aux classes de G-structures transitives équi-
valentes. Au § 2, nous montrons en particulier que les condi-
tions de Cartan (définition IV, 2), conditions nécessaires d'exis-
tence d'une G-structure transitive de tenseur de structure
donné (et qui sont suffisantes lorsque G est involutif) traduisent
simplement le caractère tensoriel du tenseur de structure d'une
part, l'identité de Bianchi d'autre part (prop. IV, 2, 2). Le
§ 3 est consacré aux G-structures involutives : alors si elles
sont presque intégrables (resp. presque transitives) elles sont
intégrables (resp. transitives) (th. IV, 3); puis nous donnons
une condition nécessaire et suffisante pour que deux pseudo-
groupes de Lie soient localement semblables (théorème IV, 3).
Dans le dernier paragraphe sont posés deux problèmes relatifs
aux automorphismes infinitésimaux qui sont étudiés à l'aide
du lemme d'Hermann (prop. IV, 4, 2) dans des cas particuliers.
Les principaux résultats sont ceux-ci : Si S est une G-structure
sur X subordonnée à une structure Riemannienne et presque
intégrable, les isométries infinitésimales sont aussi des auto-
morphismes infinitésimaux de -S dès que X est compacte ou
n'admet pas de 2-forme à dérivée covariante nulle (th. IV,
4, 1). Le théorème (IV, 4, 2) donne des conditions dans les-
quelles toute transformation infinitésimale affine pour une
S-connexion est un automorphisme infinitésimal de S.

Ce bref résumé appelle quelques remarques. Au Colloque
International de Géométrie différentielle du C.N.R.S. (Stras-
bourg 1953), trois conférences attiraient l'attention sur la
notion générale de G-structure (S.S. Chern [9]) ou « structure
infinitésimale régulière » (C. Ehresmann [14] et P. Libermann
[19]) : un grand nombre de structures de la géométrie diffé-
rentielle peuvent être définies par la donnée une G-structure
d'une part; les pseudo-groupes de Lie («groupes continus
infinis » d'Elle Cartan) sont d'autre part commodément définis
comme pseudo-groupes des automorphismes locaux de cer-
taines d'entre elles. Il apparaissait donc utile d'élaborer une
théorie générale des G-structures, et c'est ce que nous avons
tenté de faire, en nous appuyant entre autres sur les résultats
et les exemples des auteurs déjà cités. Ainsi, dans [9], S. S.
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Chern introduit « les premiers invariants » de la structure —
tandis que, dans [19], P. Libermann peut éviter de les utiliser,
car pour les structures qu'elle étudie « on peut imposer cano-
niquement la torsion»: notre tenseur de structure (Ch. III,
§ 6) précise la nature des premiers invariants, leur donne une
définition globale et permet de caractériser les formes de tor-
sion des S-connexions. De même, de nombreux résultats sont
des généralisations, apportant souvent des simplifications,
de résultats connus d'autres auteurs.

Les G-structures auxquelles ce travail est consacré sont les
G-structures du premier ordre, réelles et complexes : il convient
de nous expliquer sur ce choix. L'exemple des structures
presque complexes et des structures subordonnées pour les-
quelles définitions et calculs sont grandement simplifiés par
l'introduction de repères complexes, nous a conduits à définir
et étudier les G-structures complexes. En même temps, un
premier exemple de G-structures complexes non équivalentes
au réel a été étudié par G. Legrand dans sa thèse [18]. Il ne
s'est pas révélé de différence fondamentale entre les G-struc-
tures réelles et complexes — et ceci justifie a posteriori leur
étude simultanée — si ce n'est dans la définition du tenseur de
structure : alors que les G-structures complexes de première
espèce se comportent comme les structures réelles, l'extension
du procédé aux G-structures complexes de deuxième espèce
conduit à des tenseurs qui ne suffisent pas à caractériser la
torsion des S-connexions. Au contraire, le cadre naturel de
l'étude des G-structures d'ordre supérieur (Cf. Y. Matsu-
shima [24]) est certainement la théorie des jets de C. Ehresmann
alors que les structures du premier ordre ont pu être étudiées
à l'aide de méthodes plus classiques de géométrie différentielle
(espaces fibres, connexions, calcul différentiel extérieur) qui,
convenablement adaptées par l'emploi en particulier de l'algo-
rithme du chapitre II, conduisent à des calculs et à des formu-
lations très simples : cette différence de méthodes justifiait
déjà une étude autonome des structures du premier ordre,
requise d'ailleurs à notre avis par leur importance propre.

Nous avons été amenés à considérer que toutes les G-struc-
tures équivalentes à une structure donnée S (espaces de repères
déduits de celui de S par les translations à droite de E, ou E0)
définissent la même structure infinitésimale et nous avons
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appelé 6-structure la classe des structures équivalentes à S,
(5 désignant la classe des sous-groupes conjugués de G dans
L^ (ou CL^). La plupart des propriétés étudiées ici sont des
propriétés des (3-structures. Nous avons pu définir un fais-
ceau des ^-structures et c'est sans doute dans cette direction
que ce travail aura ses premiers prolongements.

La bibliographie placée à la fin de ce travail n'est nullement
exhaustive : nous avons pris pour principe de n'y porter que
des travaux explicitement cités ici.



CHAPITRE 1

ESPACES FIBRES
SOUS-ESPACES FIBRES PRINCIPAUX

1. — Définitions et notations.

Nous appellerons espace fibre principal (e.f.p.) un espace
fibre principal à groupe structural topologique localement
trivial. Plus précisément :

DÉFINITION I, 1, 1 (1). — Un e.f.p. H(X, G) de base X et
groupe structural G est défini ainsi

a) H et X sont des espaces topologiques (2), G un groupe
topologique,

b) H est muni d^une application continue p de H sur X
admettant un relèvement au voisinage de tout x e X. Un tel
relèvement, qui est une application continue <r d'un voisinage
U de X dans H, telle que p o G- soit l'identité de U, est appelée
section locale de H au-dessus de U. H^ == p~~l(x) est la fibre
au-dessus de x.

c) G opère à droite sur H, c'est-à-dire que l'on a une
application continue H X G ~> H, (z, g ) — ^ z . g , telle que
(z. g ) . g ' = z. { g g ' ) et z. e = z (g, g' e G, e identité de G) : l'appli-
cation partielle Dg de H sur lui-même z->z.g, ou translation
à droite par g, est par suite un homéomorphisme de H tel
que Dg' o Dg == Dgg'. Les translations à droite de G respectent
les fibres et sont simplement transitives sur les fibres,

d) ^application continue biunivoque 0y de U X G sur
(1) C'est la définition classique, de Steenrod [26], mise sous une forme commode

pour la suite.
(2) Un espace topologique sera toujours supposé séparé.
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Hu = ^^(U), (;r, g) —><j(x).g associée à une section locale rs
au-dessus de U est un homéomorphisme appelé carte locale de H
au-dessus de U associée à (T.

Nous appellerons espace fibre (e.f.) un espace fibre localement
trivial à groupe structural topologique qui peut être défini
ainsi :

DÉFINITION I, 1, 2. — E(X, G, F) est un e.f. de base X, groupe
structural G, fibre F si

a) E, X et F sont des espaces topologiques et G un groupe
topologique opérant à gauche et effectivement sur F par (g, y) —^- g. y
(ge= G, y e F); l'application partielle de F dans Fy-> g.y étant
encore notée g, on a g o g' == gg';

b) E est muni d'une application continue p de E sur X (3);
E^ = p"1^) est la /ï&re au-dessus de x\

c) (ou( .reX possède un voisinage ouvert U muni d'une
carte locale <t>u c'est-à-dire d'un homéomorphisme de U X F
sur Eu == p'^U) tel que po^u(x, y) = x, xe X, y s F;

d) si U et V 5on( de5 ouverts de X munis de cartes locales
^u ^ ^v, et si U n V =7^= 0, il existe une application continue s
de U n V dans G telle que le changement de carte ^v10^ soit
l'application de (U n V) X F sur lui-même {x, y) ->{x, s [x}.y).

On dira brièvement que p : E -> X est une fibration si E
est un e.f., au sens précis qui vient d'être défini, de base X
et de projection p. Un e.f.p. est évidemment un e.f., G-groupe
opérant sur G-fibre par translation à gauche; g désignera aussi
bien l'élément g e= G que l'opération translation à gauche
par g, celle-ci étant toutefois notée Lg quand il y aura un
risque d'ambiguïté : 4.g' = g.g' (g, g' e G.)

2. — Constructions diverses d'espaces fibres.

Soient E un e.f. et î>ê la restriction à \x\ X G de la carte
locale î>u; nous appellerons repère au point x de la structure
fibrée de E l'un quelconque des homéomorphismes de F sur Ea; :

h=^og g e G xeX.

(3) La projection d'un e.f. E sur sa base sera généralement notée p, même s'il
est question simultanément de plusieurs e.f.; lorsqu'il y aura un risque d'ambiguïté
on précisera en la notant pg.



SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES G-STRUCTURES 159

De l'axiome d) de la définition (I, 1, 2) découle que cette
définition est indépendante du choix de la carte locale <&u
car si x e U n V
^ == (^ o s{x) et h = (<I^ o s{x)) o g = ̂  o (5(a:)g), s(n;). g e G.

Soit È^ l'ensemble des repères en a; de E, et Ê == U^exÊ^;
il est classique — et immédiat à l'aide de la définition (I,
1, 1) — que les cartes ^u associées aux cartes locales <I>u de E

( & u : U x G - > Ê (^g)->^°g . r c E X . g e G
définissent sur Ê une structure d'e.f.p. Ê(X, G). Remarquons
simplement que la translation à droite par g sur Ê est D^. h == Ao g.
Ê muni de cette structure est Ve.f.p. associé à E.

Cette construction s'applique en particulier à un e.f.p. H.
$u étant la carte de H associée à la section locale Œ, un repère
en x de H est une application <I)^og==(j)^o L^ (g e G) de G sur
H,. Or
^°4(g') = <Ds(gg') = ̂  gg')

= <T(o;).gg' = (^).g).g' = ̂ {X, g), g',

c'est-à-dire, puisque <Ç^og = (pu(n;, g) :

k(^, g).g'=^u(^, g), g'.

Le point désignant au premier membre l'opération (à
gauche) du repère sur la fibre-type G, et dans le second l'opé-
ration (à droite) de G sur H. Cette remarque montre qu'il
existe une application bijective de H sur H qui peut être
définie dans tout couple de cartes associées par

$u(^, g)—^u(^ g)

et qui est par suite un homéomorphisme ; c'est d'ailleurs un
G-isomorphisme d'e.f.p. (Cf. I, 3) et ceci permet d'identifier
H à H, h e H étant identifié au repère ̂ e H : g e G - ^ A . g e H .
La notation h sera parfois employée dans la suite quand il
sera nécessaire de distinguer h de h.

Soit un e.f. E(X, G, F) et l'e.f.p. associé H = È. h e H
est un homéomorphisme de F sur Ep^, y e F ~> h.y e Ep/i.
Alors, pour h e H, g e G, y e F, on a

(/i .g).y= (Dgh).y= {hog)y= h.{g.y)
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ce qui entraîne en particulier
{h.g).{g-l.y)=h.[g.{g^y)]=h.y.

Cette remarque permet d'identifier E au quotient de F X H
par la relation d'équivalence

(!/^)~(g-2/» ^•g~1) y^ ^H, geG.
Et par conséquent de construire E à partir de F et H.
Plus généralement, soit F un espace topologique sur lequel

G opère par ï%(G). G n'étant pas supposé effectif sur F, soit
N le sous-groupe distingué fermé des éléments de G qui lais-
sent invariants tous points de F : G/N est effectif sur F.

DÉFINITION I, 2. — Soit F(H) le quotient de F X H par la
relation d'équivalence

(y,A)~(^(g).y,A.g-i) y e F , A e H , g e G
il a une structure fibrée F(H)[X, G/N, F]; on dira que c'est
Ve.f. obtenu par modelage de F sur H (4), ou Ve.f. associé à H
de type (F, ^(G)).

Soit a la projection canonique de F X H sur F(H); la pro-
jection de F(H) sur X est définie par

pF(H)(a(y, h)) = pu (A)

et la structure fibrée de F(H) par les cartes Yu associées aux
sections (T de H au-dessus de U :

¥u(^ y) = a(y, (T(O;)) a ; 6 U c X , y 6 F ;

l'e.f.p. F(H) est isomorphe à l'e.f.p. quotient H/N (voir ci-
dessous).

Soient H un e.f.p. de groupe G et G' c G un sous-groupe
fermé; la relation

A — A ' si h'=h.g\ A e H , h' e H, g'e G'
est une relation d'équivalence dans H. Soient H/G' l'espace
topologique quotient de H par cette relation et TC l'applica-
tion canonique H -> H/G'. H/G' est naturellement muni
d'une projection sur X définie par

PH/G'(^(A)) = pn(h)

(4) Cf. Aragnol [1] Ch. i, § 2; avec la terminologie de Aragnol on dirait que X X F
est modelé sur H.
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G opérant naturellement sur L == G/G7, on peut modeler L
sur H; soient a la projection canonique de L X H sur L(H)
et i/o le point de L défini par la classe G'. Comme

a(yo, h. g') = a(g'yo, Ag'. g'-i) = a(yo, A), g' e G', A e H
la relation f{^W) == ^^/o? ^)
définit une application de H/G' dans L(H). On démontre
que /, qui est bijective et respecte les projections, est un homéo-
morphisme, d'où :

PROPOSITION I, 2, 1.—Soit G' un sous-groupe fermé du groupe
structural G Sun e.f.p.îî. U espace quotient H/G', G' opérant
sur H par les translations à droite de G, s'identifie à Ve.f. L(H),
modelé sur H de l'espace homogène L = G/G' sur lequel G opère
naturellement.

Si N est un sous-groupe distingué de G, la structure fibrée
de H/N précisée par la proposition (I, 2, 1) est une structure
fibrée principale de groupe G/N, et l'application canonique
it de H sur H/N est un homomorphisme d'e.f.p. compatible
avec rhomomorphisme canonique p de G sur G/N (cf. I, 3).
Ainsi G' n'étant pas un sous-groupe distingué de G, et Go
étant le plus grand sous-groupe de G' invariant dans G, H/Go
est un e.f.p. de groupe G/Go qui s'identifie à l'e.f.p. H/G
associé à H/G'.

La proposition (I, 2, 1) peut être complétée, si l'on fait
l'hypothèse supplémentaire que la projection canonique
G ~>- G/G' est une fibration ; nous dirons brièvement que G'
est un sous-groupe (L. T.) de G; il est nécessairement fermé.

PROPOSITION I, 2, 2 (théorème de surfibration). — Soient
G un groupe topologique, G' et G" des sous-groupes tels que
G" c G' c G, H un e.f.p. de groupe G. Si G' est un sous-groupe
(L. T.) de G, dans le diagramme eommutatif ci-dessous, chaque
application est une fibration:

il
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Cette proposition résulte de la précédente et de la démons-
tration de la propriété pour la seule application q.

Nous aurons enfin besoin de la notion de produit fibre :

DÉFINITION I, 2, 2. — Soient E(X, G, F) et E'(X, G', F')
deux e.f. Leur produit fibre E 13 E' est le sous-espace de E X E'
qui se projette sur la diagonale de X X X; il est muni d'une
structure naturelle d'e.f. de base X et de groupe G X G' opérant
trivialement sur la fibre F X F'.

En particulier, si E et E' sont des e.f.p., il en est de même
de EBE'.

3. — Homomorphismes et sous-espaces
d'espaces fibres principaux.

Soient H(X, G) et H'(X, G') des e.f.p. de même base X.
Un X-homomorphisme f de H dans H' compatible avec un
homomorphisme p du groupe topologique G dans le groupe
topologique G' est une application continue de H dans H'
telle que pw o f == pg et

(1) /^.g)=/^).?(g), ^H, g e G .
Le plus souvent, nous dirons simplement homomorphisme.

Si G' == G, p étant la représentation identique de G, f sera
un Q-isomorphisme. Si H' = H, f est alors un automorphisme
de H(X, G).

Si /" satisfait simplement à (1), c'est une représentation de
H dans H' compatible avec p ; une Q-représentation si G' == G,
p étant l'identité de G. Comme pwf{z.g) = pn'fÇz), à f est
alors associée une application continue [A de X dans lui-
même définie par p^of=^op^: on dit que f induit (JL sur
la base.

DÉFINITION I, 3, 1. — Soit G' un sous-groupe topologique
de G. Un G'-sous-espace fibre principal (G' -s.e.f.p.) de H(X, G)
est un e.f.p. H'(X, G') dont

1° l'espace H' est un sous-espace de H, muni de la topologie
induite^

2° la projection p ' est la restriction à H' de p,
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3° la translation à droite par g ' e G1 est la restriction à H'
de la translation à droite Dg' opérant sur H.

La caractérisation suivante sera utile pour la suite :

PROPOSITION I, 3, 1. — Pour qu'une partie H' de H soit
un G'-5.e./*.p. de H, il faut et suffit que la restriction p ' de p à
H' jouisse des propriétés suivantes:

lo p'(H') == X.
2° p'-^x^z.G' si zeH ' et ^==p ' . z .
3° p' admet un relèvement local au voisinage de tout x e X

(continu pour la topologie induite),
Ces conditions, évidemment nécessaires, sont suffisantes

en effet : soit H' une partie de H satisfaisant à ces propriétés;
munissons la de la topologie induite. Alors l'axiome a) de la
définition (I, 1, 1,) est vérifié de même que b) puisque p',
restriction d'une application continue à un sous-espace, est
continue et jouit de la propriété 3°. Quant à l'axiome c), il
est vérifié parce que l'application de H' X G' sur H'

(Z, g ^ ^ Z . g ' zeH', g'eG'

qui est bien définie d'après la propriété 2°, est encore
continue comme restriction à un sous-espace d'une application
continue. Enfin l'axiome d) est vérifié car, si o- est une
section locale de H' au-dessus de U, c'est aussi une section
locale de H de sorte que l'application de U X G sur Hu :
(x, g) -> o-(rc). g est une carte locale de H et que sa restriction à
U X G' — restriction d'un homéomorphisme à un sous-espace —
est encore un homéomorphisme.

On déduit de cette proposition le

COROLLAIRE. — L'image d'un e.f.p. H'(X, G') par un homo-
morphisme f de H dans H(X, G) compatible avec la représen-
tation p de G' dans G, est un p(G')-s.e./'.p. de H.

PROPOSITION I, 3, 2. — Pour qu'un G'-s.e.f.p. H' soit fermé
dans H(X, G), il faut et il suffit que G' soit fermé dans G.

En effet, si H' est fermé, H^ == KLç n H' est fermé dans
H.c(rc e X) ; or, G est homéomorphe à Hp dans l'homéomor-
phisme z :

g - ^ Z . g , ( z e H ' , g e G )
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qui transforme G' en H^, de sorte que G' est fermé dans G.
La réciproque s'obtient immédiatement à l'aide des cartes
locales de H.

PROPOSITION I, 3, 3. — 5i G' est un sous-groupe (L. T.)
de G, les G'-s.e./'.p. (Kun e.f.p. H(X, G) correspondent biuni-
wquement aux sections de H/G'.

Gardons les notations de la proposition (I, 2, 1) et soit
donné H'(X, G') c H(X, G). H' définit une application f
de X dans H/G' par f(x) == ^(îl'x) puisque, si z^ e H^ et
2.2 e H^c, Zg == Zi.g' g ' s G' et TC(zi) = TC^). f est continue,
car dans un ouvert U muni d'une section locale (TU» f se fac-
torise en un produit d'applications continues: / '^itoo-u;
c'est donc une section de H/G'. Soit réciproquement f une
telle section et H' == U^ex^"'^/'^)); la partie H'c H munie
de la topologie induite satisfait d'une façon évidente aux
propriétés 1° et 2° de la proposition (I, 3, 1). Pour montrer
que H' est un G'-s.e.f.p. de H, il reste à montrer que p' admet
des relèvements locaux au voisinage de tout x e X. Or, si
o-u est une section de H et p l'application canonique de G sur
L = G/G', on a la carte locale Ïu de H/G' :
{x, y) -^ ¥u(^, y) = ̂ vW .g) si x e X, y e L, p(g) = y.

Il existe donc sur U une fonction continue à valeurs dans
L, y --> y{x), telle que

f{x)=^(x, y(x)) x^V.

Soient Xo e U, 0 un voisinage de y{xo) dans L muni d'un
relèvement y —^ s(y) e G, qui existe puisque G' est un sous-
groupe (L.T.). V = ^(O) n U est un voisinage ouvert de
XQ, et pour r r e V on a y(x) = p[s(y(x))] d'où

f{x) = Yu( ,̂ p[<y(a0)]) ==^u(aM )̂)]

c'est-à-dire que, pour x e V, 7y(x) = o-u(^) .s(y(x)) e H^; o-v
étant manifestement continue, elle constitue un relèvement de
p' au-dessus de V., c.q.f.d.

Cette proposition n'est qu'une autre forme d'un théorème bien
connu de C. Ehresmann [12] (5) car la notion de G'-s.e.f.p. est en
fait équivalente à celle de restriction à G' du groupe structural

(6) Voir aussi J. Frenkel [15], § 16.
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G. En effet, de l'existence d'un G'-s.e.f.p. H'(X, G') c H(X, G)
découle la possibilité de restreindre à G' le groupe structural de
H. Réciproquement si cette opération est possible, cela
signifie qu'il existe un e.f.p. K'(X, G') qui, par accroisse-
ment à G du groupe structural donne un e.f.p. K(X, G)
« équivalent » à H : mais ceci signifie dans notre langage
que K'(X, G') est un G'-s.e.f.p. de K(X, G), et que celui-ci
est G-isomorphe à H(X, G); alors l'image par cet isomor-
phisme de K'(X, G') est un G'-s.e.f.p. de H.

4. — Intersection des sous-espaces fibres principaux.

Soient G' et G" des sous-groupes de G, H'(X, G') et H"(X, G")
des s.e.f.p. de l'e.f.p. H(X, G). Étudions leur intersection.

PROPOSITION I, 4, 1. — Si z' e H^. et z" = z . g e H;, {x e X,
g e G), pour que H.p n H^ =/= 0, il faut et suffit que g e G'. G".
Alors, si z 6 H, n H:, on a H, n H; = z. F ou F == G' n G".

En effet, si H^ n H^ =^ 0, soit z e H ,̂ n H^; comme z e H^,
2 = z'. g' (g' e G') et comme z e H",, z == z". g" (g" e G") ; alors
^. g" = ^. g ' soit z" = z ' . (g'. g'^) ; d'où g = g'. g'-1 e G'. G"
et réciproquement. D'autre part, si z,, Zg e H .̂ n H .̂, Zg = z, .y :
puisque z,, Zg e H^ (resp. H^.) y e G' (resp. G") de sorte que
y e F et réciproquement; donc Ha. n H^, == z,. P.

Supposons, pour simplifier l'exposé, que p(H' n H") == X;
alors K = H'n H" satisfait aux conditions 1° et 2° de la
proposition (I, 3, 1) et pour que K soit un F-s.e.f.p. de H, il
faut et suffit qu'il admette des sections locales au voisinage
de tout rce X. Soit U un ouvert de X muni de sections locales
</ (resp. Œ") de H' (resp. H") ; on a

cr^^îr'^.g^) x^V

où x — ^ g ( x ) est une application continue de U dans G, à
valeurs dans G'. G" puisque H^, n H^ =^ 0. Si K est un
s.e.f.p., U admet un recouvrement ouvert |Uaj muni de sec-
tions locales pa de K au-dessus de Ua : pa est aussi une section
locale de H'=> K (resp. H"), de sorte qu'il existe une fonction
continue ga (resp. ga), Ua -> G' (resp. G"), telle que

^{x)=^x).gW==^{x).g^{x) rreU,
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d'où

(1) g(x)=gW.gW.
Réciproquement, si U admet un recouvrement |Uaj muni

de fonctions continues ga(resp. ga) à valeurs dans G' (resp. G")
satisfaisant à (1) on a dans Ua

^(x)=^(x).gW.gW
de sorte que

^(x)=^(x).gW=^(x).g^(x)

est une section locale commune à H' et H" au-dessus de U»,
c'est-à-dire une section locale de K. Ceci nous conduit à poser

DEFINITION I, 4, 1. — Une application continue f d'un espace
topologique Y dans le groupe topologique G à valeurs dans
G'. G" (G' et G" sous-groupes de G) est dite localement facto-
risable dans G'. G" s'il existe un recouvrement ouvert ^ Y a j de
Y muni d'applications continues g^ {resp. g"^) de Ya dans G'
(resp. G") telles que, pour y e Y,, on ait f(y) = g'a(y) ' g'^y) '

Nous avons établi

PROPOSITION I, 4, 2. — Soient H'(X, G') et H"(X, G") des
s.e.f.p. de H(X, G) et |UAJ un recouvrement ouvert de X muni
de sections locales (TA (resp. 0-1) de H' (resp. H"), liées par
^(x) = (îA(x).gA(x). Pour que K = H' n H" soit un s.e.f.p.
de H, il faut et suffit que les fonctions g^ prennent leurs valeurs
dans G'. G" et soient localement factorisables.

Il en sera toujours ainsi, sous la seule réserve que
p(îîf^îîff)=X,

si G' et G" satisfont à la propriété suivante.

DÉFINITION I, 4, 2. — Un couple G', G" de sous-groupes du
groupe topologique G est dit régulier si toute application continue
d'un espace topologique dans G, à valeurs dans G'. G", est loca-
lement factorisable.

PROPOSITION I, 4, 3. — Étant donnés un groupe topologique G
et deux sous-groupes G' et G", pour que l'intersection d'un
G'-s.e.f.p. H' et d'un G"-s.e.f.p. H" d'un e.f.p. H(X, G) soit
un s.e.f.p.^ dès que p(H' n H") == X— et ceci quels que soient
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X, H, H', H" — il faut et suffit que le couple G', G" soit un couple
régulier de sous-groupes de G.

La condition, suffisante d'après la proposition (I, 4, 2), est
nécessaire en effet soient donnés un espace topologique X et
une fonction continue g : X->G'.G"; soient H == X X G,
^(x) = {x, e) ; <T' est une section deH et H'(X, G') = (J ̂ {x). G'

yex
un s.e.f.p. (prop. I, 3, 1). a" défini par ^ " { x ) = ^[x) .g(x)
est une section de H, et H"(X, G") = 1 J Œ ' ^ . G " un s.e.f.p.

xGX

Alors, p ( H ' n H W ) = = X puisque g (rc) e G'. G" quel que soit
xe X. Si H' n H" est un s.e.f.p., d'après la proposition (I, 4, 2)
g est localement factorisable : X et g étant arbitraires la
proposition est établie.

Nous allons chercher maintenant dans quelles conditions
un couple de sous-groupes est régulier. Soit G', G" un couple
régulier de sous-groupes du groupe topologique G; l'appli-
cation identique de G'. G" est, en particulier, localement
factorisable, et il existe un recouvrement ouvert |0aj de G'. G"
et des applications continues ga (resp. ga) de C:\ dans G'
(resp. G") telles que, pour g e 0^ on ait

g= ̂ (g).^).
Alors soit/une application continue de l'espace topologique

Y dans G'. G", les Y» == /^(Oa) forment un recouvrement ouvert
de Y muni des applications continues ga == ^/(r^P^ga == es. ° f)
dans G' (resp. G"), et, pour y e Ya f(y) == g[(î/).^(2/). C'est-
à-dire que le couple G', G" est régulier dès que l'application
identique de G'. G" est localement factorisable.

G'. G" est un sous-espace saturé de G pour la relation d'équi-
valence à gauche module G" et, si l'application canonique r.
de G sur G/G" est une fibration, G\G" admet par restriction
à B == T; (G'. G") de la structure fibrée de G, une structure
fibrée principale de groupe G". Soit V un ouvert de B muni
d'une section locale 5, y -> s(y) e G'. G"; le couple G', G"
étant régulier s est localement factorisable, et, localement
dans V,

^y) = g'W. g'M g'(y) ^ G', g^y) ̂  G"
les fonctions g' et g " étant continues. Or,

y = ̂ {y)) = ̂ (g{y). ê^)) = ̂ '(î/))
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de sorte que g' est une section locale à valeurs dans G'. Réci-
proquement, supposons que la structure fibrée de G'. G"
admette dans un voisinage U de y^ = ir(e) une section locale s
à valeurs dans G', dont on peut supposer que s{yo) = e. Il
existe une telle section au voisinage de tout y, e B. En effet,
Vi =^(g,.g0 ==^(g0 (g;<=G', g; 6 G") et la translation à
gauche g->gî.g est un homéomorphisme de G qui conserve
G'. G" et dont la restriction à G'. G", qui est muni de la topo-
logie induite, est encore un homéomorphisme; de même l'appli-
cation y —> gi ,y(y e B) est un homéomorphisme de B. V == g,'. U
est un voisinage de y, et l'application de V dans G'. G''

yeV-^ g^.t/eU -> ^g^.y) -^ g^(gî-i.y) = t(y)

est continue et à valeurs dans G'. Comme

^M) = g'^M-^y)) = g;.(g;-1.y) = y

t est la section locale annoncée au-dessus de V. Alors l'appli-
cation $v de V X G" sur ^(V)

(y, g")^(y).g", y-v, g-eG"
est une carte locale de la structure fibrée de G'. G", de sorte
qu'il existe une fonction continue gy sur ^(V) à valeurs
dans G", telle que

g=^M, gW=W)'g^ ^^(V)
( prenant ses valeurs dans G', ceci signifie que l'application
identique de G'. G" est factorisable dans ^^(V), et, les ^^(V)
recouvrant G'. G", que le couple G', G" est régulier. Ainsi :

PROPOSITION I, 4, 4. — Pour qu'un couple G', G" de sous-
groupes du groupe topologique G soit régulier^ il faut et suffit
que Inapplication identique de G'. G" soit localement factorisable.
Si V un des sous-groupes G" (resp. G') est (L.T.), il faut et suffit
que la fibration de G'. G" par les classes à gauche modulo G"
(resp. à droite modulo G') admette une section locale à valeurs
dans G' {resp. G").

Cette dernière condition exprime que la restriction TC' de
TC à G' admet des relèvements locaux. Soit^eB, g' e -ïi'-1^),
g; e ̂ (x) ; alors g; = g'. g", g" e G" d'où g" e G' n G" = F ;
comme réciproquement, Tc^g'.F) == it'(g') == y, 'rc'"1^) == g'-F
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(y e B) est une classe à gauche modulo F. Ainsi se trouve
définie une application biunivoque f de G'/F sur B par

f(g'.r)=^v)=g.G"
de sorte que, si q est l'application canonique de G' sur G'/F,
on a le diagramme commutatif

q étant ouverte et Tt' continue, /*' est continue. Si G" est un relè-
vement de TT' au-dessus de VcB, o-o/*' est un relèvement de
q au-dessus de /"'^(V) ouvert de G'/F, de sorte que q est une
fibration. Réciproquement, si q admet des relèvements
locaux, et si de plus f est un homéomorphisme, ce que l'on
ne peut en général affirmer, TC' admettra des relèvements
locaux et le couple G', G" sera régulier. On en déduit, f dési-
gnant l'application biunivoque de G"/r sur G'.G"/G' définie
de façon analogue à /*' :

THEOREME I, 4. — Pour qu^un couple G', G" de sous-groupes
(L.T.) d'un groupe topologique G soit régulier, il faut que
F == G' n G" soit un sous-groupe (L.T.) de G' et G". Si Vune des
applications /*' ou f" définies ci-dessus est un homéomorphisme,
cette condition est suffisante; il en est ainsi en particulier dans
les deux cas suivants:

1° G' {ou G") est ouvert dans G, 2° G'/F (ou G"/F) est compact.
Pour achever la démonstration, il reste à montrer que f

ou f" est bicontinue dans les deux cas indiqués : montrons-le
pour /*'.

1° pour que ff~t soit continue, il faut et suffit que it' soit
ouverte, ou encore que le saturé par G" d'un ouvert de G'
soit ouvert dans G'.G": ce sera le cas si un ouvert de G' est
un ouvert de G, c'est-à-dire si G' est ouvert dans G. 2° G"
étant un sous-groupe (L.T.) de G est fermé, donc G/G" et
B c G/G" sont séparés; alors si G'/F est compact, /*' application
biunivoque continue d'un compact sur un espace séparé est
bicontinue.
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5. — Espaces fibres principaux et sous-espaces
dans le cas différentiable.

Différentiable signifiera toujours « d'une classe de diffé-
rentiabilité arbitraire — y compris analytique — compatible
avec les données », la classe n'étant précisée qu'en cas de
nécessité.

DÉFINITION I, 5, 1. — Un espace fibre principal différen-
tiable (resp. un e.f, différentiable) est défini par la définition
(I, 1, 1) {resp. I, 1, 2) où l'on suppose de plus que la base X,
ainsi que les composantes connexes de H et F sont des variétés
différentiables^ et G un groupe de Lie\ toutes les applications
intervenant dans la définition sont différentiables^ les homéo-
morphismes sont différentiables et réguliers (A Jacobien -=/= 0).

REMARQUE I, 5. — Soient H un ensemble muni d'une pro-
jection p sur la variété différentiable X, ^A un recouvrement
ouvert de X et pour tout U e ̂  une application biunivoque
<l>u de U X G sur p^U) telle que

a) p o î>u(^, g) = x, x e U, g 6 G.
b) pour tout couple U e .41, V e ^A, U n V ^= 0 il existe une

fonction différentiable 5y y sur U n V à valeurs dans G telle
que

^v10^, g) == (^, ^.^).g).

Alors, il existe une structure unique d'e.f.p. différentiable
H(X, G) de projection p, telle que les ^u soient des cartes locales.

Les constructions du paragraphe I, 2 (e.f.p. associé, modelé,
quotient par un sous-groupe fermé du groupe structural,
produit fibre) conduisent à des e.f. différentiables; le théorème
de surfibration (prop. I, 2, 2) est valable pour des sous-groupes
fermés G" c G' c G sans hypothèse supplémentaire, les
espaces et applications du diagramme étant tous différen-
tiables. Enfin, les homomorphismes d'e.f.p. sont définis comme
au paragraphe (I, 3), /"étant simplement supposée différentiable
et régulière.

Toutefois, la notion la plus naturelle de s.e.f.p. différentiable
diffère de celle de s.e.f.p. dans le cas topologique (déf. I, 3, 1)
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dans la mesure où une sous-variété diffère d'un sous-espace :
elle est en général munie d'une topologie différente de la topo-
logie induite. D'une façon précise, sous-variété désignera dans
la suite une variété régulièrement plongée sans point double (6)
et l'on dira qu'une sous-variété est propre si sa topologie coïn-
cide avec la topologie induite. De même nous appellerons
sous-groupe de Lie d'un groupe de Lie G, un sous-groupe abstrait
G' de G qui soit lui-même un groupe de Lie et dont la compo-
sante connexe de l'identité Go (pour la topologie propre
de G') est un sous-groupe analytique de G (7) ; si G' est une
sous-variété propre de G, G' est alors un sous-groupe de Lie
propre.

DÉFINITION I, 5, 2. — Soient H(X, G) un e.f.p. différentiable
et G' un sous-groupe de Lie de G. Un G^-s.e.f.p. différentiable
de H(X, G) est un e.f.p. différentiable H'(X, G') dont

a) la variété différentiable sous-jacente H' est une sous-variété
de H (ou si H et H' ne sont pas connexes, chaque composante
connexe de H' est une sous-variété d'une composante connexe
de H.),

b) la projection p1 est la restriction à H' de la projection p,
c) la translation à droite par g' <= G' est la restriction à H'

de la translation à droite D^', opérant sur H.
Dans cette définition, G' est muni d'une structure déter-

minée de sous-groupe de Lie de G associée à une topologie 6;
soit Si, une topologie moins fine que 6 pour laquelle G' est
encore un sous-groupe de Lie de G et soit p l'homomorphisme
identique de G' muni de S sur G' muni de S, (noté G;) : c'est
un homomorphisme continu de groupes de Lie, donc analy-
tique. Il existe sur H' une structure unique d'e.f.p. différen-

(6) On peut prendre, par exemple, la définition donnée par Chevalley ([11],
p. 85, déf. 1) pour les sous-variétés analytiques, en supposant les données simple-
ment différentiables.

(7) On peut déduire d'un théorème de Yamabe [27] sur les sous-groupes connexes
par arcs d'un groupe de Lie la construction de toutes les topologies d'un sous-groupe
abstrait G' de G pour lesquelles il est sous-groupe de Lie de G : ces topologies cor-
respondent biunivoquement aux sous-groupes distingués K de G' connexes par arcs
dans G; K étant donné, la topologie correspondante ^o(G', K) de G' admet pour
système fondamental de voisinages de l'identité e les composantes connexes par
arcs de e dans les voisinages ouverts de e pour la topologie induite sur K. Une de
ces topologies est moins fine que toutes les autres : celle qui s'obtient en prenant
pour K la composante connexe par arcs de e, GQ de G1 pour la topologie induite.
Cette dernière coïncide en particulier avec la topologie induite si G' est fermé.
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fiable H'(X, G[) telle que l'application identique de H' soit un
homomorphisme d'e.f.p. différentiables compatibles avec p de
H'(X, G') sur H'(X, Gi), et pour cette structure H' est encore un
s.e.f.p. différentiable de H. Soit en effet ^^u} une famille de
cartes couvrant H' pour la structure H'(X, G') : pour que
l'application identique f de H' soit un homomorphisme, il
faut que les $u — exactement les /^Pu — soient encore des
cartes pour H'(X, G[) car on doit avoir

fo ̂ {x, g) = f[^{x, e). g] = f[^[x, e)]. g.

Comme f est différentiable, /'[$u(.r, e)] est une section locale
différentiable sur U de H(X, G;) et

^.u: (^ g)->/'[<^, e}]. g

doit alors être une carte locale d'après l'axiome d) de la défi-
nition (I, 1, 1). Or, si 5u.v est la fonction sur U n V à valeurs
dans G', associée au changement de coordonnées locales
(I>v1 o<I>u == Î^Vo^^u (cf. remarque I, 5, 1) c'est encore une
application différentiable dans G[ puisque ? est analytique,
de sorte que les cartes t ^ i . u^ définissent effectivement sur
H' une structure H'(X, G,). Pour montrer que H'(X, G,) est
un s.e.f.p. différentiable de H, il reste à montrer que H' muni
de la structure différentiable sous-jacente à H'(X, G[) est
une sous-variété; soit / l'application identique de H' dans H;
l'application o-u de U dans H définie par o-u(^) == / ° ̂ u^? <0)
est une section locale différentiable de H et

<î>u : (^, g) -> oru(*r) .g a; e U, g e G
est une carte locale de H dont la restriction à U X G' est
/o^u? d'après l'axiome c) de la définition (I, 5, 2). Dans les
cartes <]>u (ou ^i.u) et <&u? / est l'application

(x, g ' )eU X G'-^Cr, g ' )eU X G
application qui est différentiable et régulière aussi bien pour
G! que pour G', puisque G[ est un sous-groupe de Lie de G.
Ceci achève la démonstration. Les cartes associées <Pu et <l>u
montrent de plus, puisque p''~l(U) (resp. p""l(U)) est un ouvert
de H'(X, G') (resp. de H(X, G)), que H' est une sous-variété
propre de H si et seulement si G' est un sous-groupe de Lie
propre de G.
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En particulier, en prenant pour ©i la moins fine des topo-
logies de G' pour lesquelles il est un sous-groupe de Lie de
G (8), on obtient pour H7 une structure minimale de s.e.f.p.
diftérentiable de H. Cette dernière topologie de G' n'étant pas
en général la topologie induite, l'e.f.p. topologique sous-jacent
à H'(X, Gi) n'est pas en général un s.e.f.p. topologique de
l'e.f.p. topologique sous-jacent à H. Comme le sous-espace
H' de H satisfait manifestement aux hypothèses de la propo-
sition (I, 3, 1), les sections locales différentiables de H'(X, G[)
fournissant des relèvements locaux de p ' continus pour la
topologie induite, H' admet aussi une structure de s.e.f.p.
topologique de H : cette dernière coïncide avec la structure
sous-jacente à H'(X, G[) si et seulement si H' est une sous-
variété propre de H, ou G' un sous-groupe de Lie propre de G.
Il en est ainsi en particulier si H' est fermé dans H, puisque
d'après la proposition (I, 3, 2) G' est alors fermé dans G. D'où :

PROPOSITION I, 5, 1. — Soit H'(X, G') un s.e.f.p. différen-
fiable de H(X, G) muni de sa structure minimale: pour que,
sur H', la structure d'e.f.p. topologique sous-jacente à H(X, G')
coïncide avec la structure de s.e.f.p. topologique de H(X, G),
il faut et suffit que G' soit un sous-groupe de Lie propre de G
{ou, ce qui est équivalent, que H' soit une sous-variété propre
de H) ; on dira alors que H' est un s.e.f.p. propre de H ; il en
est ainsi en particulier si H' est fermé.

Nous allons maintenant établir l'analogue de la proposition
(I, 3, 1).

PROPOSITION I, 5, 2. — Soit G' un sous-groupe de Lie de G
et H(X, G) un e.f.p. différentiable. Pour qu'une partie H' de
H admette une structure de G^'-s.e.f.p. de G, il faut et suffit que
la restriction p ' de p à H' jouisse des propriétés suivantes :

lo p^H') == X.
2° p'-1 (x) == z.G' si 26 H' et x = p . z .
3° p' admet des relèvements locaux qui sont des sections dif-

férentiables de H.
Montrons que ces conditions sont suffisantes; soit S{ un

recouvrement ouvert de X, où chaque U e Sd est muni d'une
section locale différentiable o-u à valeurs dans H7. Pour x e U n V,

(8) Voir note (7) page 27.
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U e A, V e A, G-u(rc) == ^\{x). $u, v(^) ; ^ y est une application
difïérentiable de U n V dans G, qui d'après l'hypothèse 2°
prend ses valeurs dans G' : c'est une application différentiable
dans G'(9). Soit <I>u rapplication de U X G' sur p'-^U) :

^ g')=^).g', g'^G', ; reU;
le changement de cartes î^o^u est l'application

(̂  g')-^(^ ^u(^.g'), n;eU, g'eG'

et par conséquent, la collection j ^ u j définit sur H' une
structure d'e.f.p. différentiable H'(X, G') de projection p'.
Pour établir complètement la proposition il reste à établir
que H' est, avec cette structure, une sous-variété de H, ce
qui découle de la considération des cartes de H associées
aux mêmes sections o-u de H.

Les sous-groupes G' d'un groupe de Lie pour lesquels
G -> G/G' est une fibration analytique étant identiques à ses
sous-groupes fermés, on déduit de la proposition (I, 5, 2) la
proposition suivante par la même démonstration qui a permis
d'établir la proposition (I, 3, 3) à partir de (I, 3, 1) :

PROPOSITION I, 5, 3 (10). — Les s.e.f.p, différentiables fermés
d'un e.f.p. différentiable H(X, G) correspondent biunivoquement
aux sections différentiables des espaces H/G', où G' est un
sous-groupe fermé quelconque de G.

6. — Intersection
des sous-espaces fibres principaux différentiables fermés.

La même analyse qu'au début du paragraphe I, 4 conduit
aux définitions et propositions suivantes :

DÉFINITION I, 6, 1. — Une application différentiable d'une
variété Y dans un groupe de Lie G d valeurs dans G'. G" (G' et
G" sous-groupes de Lie de G) est dite différentiablement localement
factorisable dans G'. G", si elle est localement factorisable au

(9) Ceci découle du lemme (I, 6, 2) où G' est considéré comme intégrale du sys-
tème de PfaiT constitué par le champ de plans engendré par translation à gauche à
partir de l'algèbre de Lie G^ de G7.

(10) Cf. J. Frenkel [15], proposition 19, 2.
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sens de la définition (I, 4, 1), les facteurs ga (resp. ga) ^û^
des applications différentiables dans G' (resp. G"),

PROPOSITION I, 6, 1. — Soient H'(X, G') et H"(X, G")
de5 s.e.f.p. différentiables de H(X, G) e( |VAJ un recouvrement
ouvert de X muni de sections locales différentiables ŒA rfe H'
(resp. ŒA de H") Ziees par ŒA(^) = (j^(x).g^(x) (xe VA). Pour
que K == H' n H" soit un s.e.f.p. différentiable de H, il faut
et suffit que les fonctions g^ prennent leurs valeurs dans G'. G"
et soient différentiablement localement factorisables.

Reprenons la démonstration de la proposition (I, 4, 2) avec
ses notations et nos nouvelles hypothèses. Si l'on suppose
K s.e.f.p. différentiable, pa est une section locale différentiable
de H à valeurs dans H' (resp. H") et les fonctions ga (resp. ga)
des applications différentiables dans G à valeurs dans G'
(resp. G") : alors ga (resp. ga) sont des applications différen-
tiables dans G' (resp. G") (n) et g est donc différentiablement
localement factorisable. La réciproque découle de la propo-
sition (I, 5, 2).

DÉFINITION I, 6, 2. — Un couple G', G" de sous-groupes de
Lie de G est dit générique si toute application différentiable
dans G, à valeurs dans G'. G" est différentiablement localement
factorisable.

PROPOSITION I, 6, 2. — Étant donné un couple de sous-groupes
de Lie G', G" de G, pour que Vintersection de deux s.e.f.p. dif-
férentiables H'(X, G') et H"(X, G") de Ve.f.p. différentiable
H(X, G) soit un s.e.f.p. de H dès que p(H' n H") = X — et
ceci quels que soient X, H, H', H" — il faut et suffit que le
couple G', G" soit un couple générique de sous-groupes de G.

Nous allons maintenant établir des conditions suffisantes
pour qu'un couple de sous-groupes fermés d'un groupe de
Lie G soit générique. Nous aurons besoin, pour cela, du

LEMME I, 6, 1. — Soient Vn une sous-variété propre d^une
variété différentiable W^ et g une application différentiable
Sune variété Up dans W^ prenant ses valeurs dans V^ : alors g
est une application différentiable de Up dans V^.

En effet, si l'on suppose seulement que V^ est une sous-

(u) Cf. note (9) page 30.
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variété pas nécessairement propre, pour tout q e V^ il existe
un voisinage 0 sur V^ (pour la topologie propre de V/») muni
de coordonnées locales X1 {i = 1, 2, .... n) et cubique pour ces
coordonnées ( I^—X^I^) , et un voisinage 0' sur W^
muni de coordonnées locales z^a = 1, 2, ..., m) et cubique
pour les z\\^—zï\<^ 6), tels que 0 c 0' et que la restriction
à 0 de l'application identique f de V^ dans W^ soit

^=X1 , ^==0. (/c=l, ..., m—n).

Si de plus V^ est une sous-variété propre, tout ouvert de V^
étant la trace sur V^ d'un ouvert de W^, on peut restreindre
0 et 0' de telle sorte que 0 = 0' n V^. Soit alors r e Up, g(r) == g,
et g, l'application dans V^ définie par g . g-^') étant un ouvert
de Up, il existe un voisinage ouvert (o de r sur Un muni de
coordonnées locales xa(a=l, ..., p) tel que g((o) c 0'. Comme
ê^) c Vn, g(^) c V^ n 0' = 0 et la restriction de g à œ s'exprime
par

^g1^, .., ^)(i=l, .... n); ^=0(/c=l, ..., m—n)

les fonctions g1 étant différentiable pour ^—^[< 6. Alors
SiW = ë r(œ)c0î et la restriction de g, à œ s'exprime par

X1 == g\x\ a48, ..., ^) (i = 1, 2, ..., n) c.q.f.d.

Reprenons, avec les hypothèses actuelles, les notations de
I, 4. La projection naturelle q de G' sur G'/F définit sur G'
une structure d'e.f.p. analytique G'(G'/r, F). Le fibre associé
de fibre G", F opérant sur G" par translation à gauche, est
l'e.f. analytique G"(G') obtenu en prenant le quotient de
G" X G' par la relation d'équivalence p (déf. I, 2, 1) :

(g", gO-d.g", g'.ï-1), g'eG', g"eG^ yer .

L'application de G" X G' dans G

(^ g')->g'.g'

passe au quotient puisque (g'Y-1).^) = g ' . g \ Si a est
l'application naturelle de G" X G' sur GW) l'application
obtenue / de G'(G') dans G

^"^-g'.g'
est une bijection sur G'. G", ce qui définit en particulier sur
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cet ensemble une structure de variété analytique. Soit p
la projection de G"(G') sur sa base G'/F :

p°^W)=?(g')==g.r
d où fo p o a(g", g') == f(g'. F) == g'G".

D'autre part ^/^(g", g') == ^(g'g") == g'. G", c'est-à-dire que
Tt o f = f o p ,

On a ainsi, i désignant l'injection de G' dans G, le diagramme
commutatif

(D)

f étant injective définit aussi sur son image B === ^(G'. G")
une structure de variété analytique. Nous allons montrer
que f et /*' sont des applications analytiques partout régulières
et que par suite G'. G" (resp. B) est une sous-variété analytique
de G (resp. G/G^).

Soit XQ = q(e) et U un voisinage ouvert de XQ muni d'une
section analytique 5 de la fibration ç, avec s{xo) = e. Dans
U, f / = ' ! : o i o s : c'est un produit d'applications analytiques
et f est analytique dans U. Nous noterons 9 l'application
linéaire tangente à une application ç, T^ l'espace vectoriel

•tangent à G'/F en x^ G (resp. G', G", F) les espaces tangents
en e à G (resp. G', G", F). Soit n la dimension de T.,/, de
q os= identité de U découle que s(TJ est de dimension n
et supplémentaire à F; i étant injective, identifions G'
et i (G') ; s(TJcG' entraîne s(TJ n G" c G' n G" = F d'où
^(T^) n G" c s(TJ n F, qui est nul puisque s(TJ est supplé-
mentaire à F : donc s(TJ n G" == 0 et G" étant le noyau
de TT, dim7;(s(TJ) = dims(TJ = n; c'est-à-dire, en revenant
aux notations complètes, quef'(TJ = ̂ oios(TJ est de dimen-
sion n./1' est donc régulière au point x^ Par homogénéité, on
en déduit que f est partout analytique et régulière : en effet,
G' opère à la fois sur G'/F et G/G", transitivement sur G'/F,
ses opérations étant des isomorphismes analytiques des deux
espaces qui commutent avec /*'.

12
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A la section s de G' sur U est associée la carte analytique 0
de G"(G') (cf. déf. I, 2, 1) :

U X G" -> G"(G') {x, g") -> ^(a;, g " ) = a(g", s{x))
d'où

(1) W x , g ' ' ) = s ( x ) . g 1 '

ce qui montre que f est analytique dans l'ouvert ^(U X G").
Si Tg est l'espace tangent à G"(G') au point ^(^o? e) =f~~l(e)^
il découle de (1)

(2) f(T,) = s(TJ + G".
Or, nous avons montré que s(T^) est transversal à G" et

le second membre de (2) est une somme directe d'où
dim f(T,) = dim T,, + dim G" = dim G^G')

ce qui montre que f est régulière au point f^ (e). D'autre part,
comme G' = s(TJ + F et F c G", on voit

(3) t(Te) = G' + G".
Enfin, pour montrer que f est partout analytique et régu-

lière, nous montrerons que l'isomorphisme analytique 9 de G
g-^)-^.^ gi^G', g; e G" fixés, g e G

qui laisse G'. G" invariant, induit sur G"(G') un isomorphisme
analytique. La restriction à ^(U X G") de la transformation
induite ^ -10ÇO/* est définie d'après (1) par

(4) f-^^fo^x, gtt)=rl^M.gff)=f^(g[.s{x).g.g;).

Soient <T la section de G'-^G'/F au-dessus de V = = g ^ . U
y-xr(i/) = gi.sÇg^.y)

et Y la carte associée de G^(G')

(y, g") ̂  Y(y, g") == a(g", a(y)) y e V, g" e G".

Alors, /'o¥(y, g") = <r(2/).g" et si o;e U
(5) f^(g[.x, g".g;) == o(g,^).g//.g;/ = g;.^).g//.g;.

En rapprochant (4) et (5) il vient

rio^Wx,gf)=^(g[.x, g".g-,)



SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES G-STRUCTURES 179

ce qui signifie que, dans les cartes analytiques <I> et T de G"(G'),
f~1 o ̂  o f s'exprime par

{x, g''}^{g[.x, g".^

qui est manifestement un isomorphisme analytique, c.q.f.d.
La proposition suivante nous servira à établir les deux

théorèmes que nous avons en vue :

PROPOSITION I, 6, 3. — Toute application différentiable
dans G'. G", muni de la structure analytique qui vient d'être
définie, est différentiablement localement factorisable,

Une telle application h est une application différentiable
d'une variété W dans G"(G'). Soit |0a| un recouvrement ouvert
de G'/r, chaque Oa étant muni d'une section locale analytique
(^ de G' -> G'/r, et G"(G') de la carte associée ¥,

(rr, g") ->¥^, g") = a(g", Œ^)), x^O^ g- e G-.

Les Wa ==/r"1 op-^OJ constituent un recouvrement ouvert
de W; la restriction ha de h à Wa est une application diffé-
rentiable dans p'^ôo), c'est-à-dire qu'il existe des applications
différentiables x^ de Wa dans Og (resp. g^ de Wa dans G")
telles que

h^z) = ¥,(^(z), g:(z)) pour zeW,.

Alors, />(\(z))=/t[a(g:(z)), ^(z))] =^(^(z)).g:(z), Œ, étant
une application analytique dans G', ga=(Tûoa ;a est une appli-
cation différentiable dans G', ce qui établit la proposition.

Considérons à nouveau le diagramme (D); p et TC étant des
applications ouvertes, et l'image par f d'un ensemble saturé
pour p étant saturée pour IT, il est évident que, si fest un homéo-
morphisme (sur un sous-espace) il en est de même de f\
Réciproquement supposons que f est un homéomorphisme ;
soit s une section de G' —> G'/F au-dessus d'un ouvert U;
V = /"(U) est un ouvert relatif de B == ^(G'. G") et or = i o s o f'^
est un relèvement de i: au-dessus de V continu pour la topolo-
gie induite; c'est donc une section locale de la restriction à B
de l'e.f.p. topologique sous-jacent à G->G/G"$ dans les
cartes locales associées à s et (T, f se traduit par

(^g")->(r(^ g") ^U,g"eG-

et par suite f est un homéomorphisme. Lorsque f et /"' sont



180 D. BERNARD

ainsi des homéomorphismes, G'.^G" est une sous-variété jpropre
de G et (lemme I, 6, 1) une application différentiable g d'une
variété W dans G, à valeurs dans G'. G" est une application
difîérentiable dans G'. G" (exactement, h = f~~~1 o g est une
application différentiable dans G"(G')) : par suite de la propo-
sition (I, 6, 3) g est différentiablement localement factorisable.
Nous avons démontré :

THÉORÈME I, 6, 1. — Soient G' et G" des sous-groupes fermés
du groupe de Lie G. Si G'. G" est une sous-variété propre de G,
le couple G', G" est générique; il en est ainsi en particulier dans
les deux cas suivants:

1° G' (ou G") est ouvert dans G, 2° G'/F (resp. G^F) est
compact.

Les doubles classes V ^ = G / . g . G W (geG) sont aussi des
sous-variétés analytiques de G puisque V^=g.(g'~ l.G'.g).G".
L'espace tangent en e à (g'^.G'.g^G" est d'après la formule
(3) (adj g^G' + G^, et l'espace tangent en g à Vg est donc

(6) T,=L,(adig^.G'+G-)
=D, .G'+^.G W =G' .g+g.G W

avec des notations qui sont claires. Elles constituent un feuil-
letage analytiques îî de V. Un point go e G sera dit régulier
pour le feuilletage 9 s'il existe un voisinage ouvert 0 de go
tel que dim V^ == dim V^, ou dim, Tg = dim T^, pour g e 0.
L'ensemble Q des points réguliers est donc un ouvert. Il est
saturé pour le feuilletage 9 car, si go èst régulier et g, e Vgo,
il existe g, e G' et g', e G" tels que g, == g^.gog;'; 0, = g',.Q.g[
est un voisinage ouvert de gi et, pour ga e O, il existe g e 0 tel
que g, = grg.gï de sorte que V .̂ = V^ et

dim V^ = dim V^ = dim V^.

La condition de régularité équivaut d'après (6) à
dim (adj g~1) G' n G" = dim (adj go-1) G' n G" pour geO.

(adj g'^G^ dépend analytiquement de g; par conséquent une
base étant choisie dans G, la condition précédente signifie
que le rang r(g) d'un certain système linéaire homogène S,
dont les coefficients sont des fonctions analytiques sur G est
constant dans 0. Alors les mineurs d'ordre r(go) + 1 de S
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sont des fonctions analytiques sur G nulles sur un ouvert 0 :
ils sont donc identiquement nuls sur la composante connexe
C^ de G, de sorte que pour tout geC^, on a r(g) <; ^(gr»)-
Si g, e C^ est régulier, le même raisonnement montre que
r(g) ̂  r(gi) pour geC^. Ces deux inégalités entraînent
r(go) == r(gi), c'est-à-dire que, si go est régulier

(7) ^ëo) = ^P^c^g) = ?
soit

(8) dim (adj gp-1) G' n G" = inf^c,, dim (adj g^G' n G".

Inversement, si go satisfait à (7), il y a en go un mineur de S
d'ordre p qui n'est pas nul : ce mineur est différent de zéro dans
un voisinage ouvert 0 c C^ de go, de sorte que, pour g e 0,
r(g) ̂  p et par suite de (7), r(g) == p. Il y a donc identité
entre les points de C^ n Q et ceux qui satisfont à (7) : ceci
montre que 0 n'est pas vide, et que le complémentaire dans
C^ de C^ n 0 est l'ensemble des zéros des mineurs d'ordre c
de S, fonctions analytiques sur C^ non toutes identiquement
nulles : C^ n Q est donc dense dans C^, et il partout dense
dans G.

Supposons e e Q : alors G'. G" c Û et 0 est un voisinage
ouvert de G'. G". Supposons aussi pour simplifier l'exposé
que û et G'. G" sont connexes — sinon les mêmes raisonnements
s'appliquent aux composantes connexes — û ouvert connexe
de G est une variété analytique dont G'. G" est une sous-
variété, et les Vg (g e û) et leurs plans tangents Tg ont tous la
même dimension. Comme d'après la formule (6) Tg dépend
analytiquement de g, le champ de plans T, ge Q ->T^ définit
sur Q un système de Pfaff analytique complètement intégrable
dont les V^, et en particulier Ve == G'. G", sont les intégrales
maximales. Or,

LEMME I, 6, 2. — Soient T un système de Pfaff analytique
sur une variété analytique û et V une variété intégrale de T
dénombrable à Uinfini. Si h est une application différentiable
de classe C^s ==1, 2, ..., oo, co) d'une variété W dans Q, à
valeurs dans V : alors h est une application différentiable C5

dans V.
Cette proposition est démontrée dans Chevalley [11] (ch.

III, § 9, p. 94, prop. 1) pour .?= co : elle s'étend sans change-
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ment pour s quelconque. G étant connexe est dénombrable
à l'infini et sa sous-variété G'. G" l'est aussi (ibid., prop. 2) :
on peut donc appliquer le Lemme (I, 6, 2) à V = G'. G";
une application h différentiable C? de W dans G à valeurs
dans G'. G" est une application différentiable dans Q, et par
suite dans G'. G"; la proposition (I, 6, 3) montre alors que h
est différentiablement localement factorisable.

Enfin, soient gi e G, et le couple de sous-groupes fermés
g^.G'.gi, G"; Soient V1 les doubles classes, «Î1 le feuilletage
et T1 le champ de plans définis à partir de ce couple; 51 et T1

se déduisent de ? et T par translation à droite par g71

V1 — ( e 1 G'^ } 0 G" — ff1 V d'où T1 — p 1 T" g — \ 6 i • ^ ë i y ô - ^ — & i • y g^g u ou s.g—§1 . ig^g.

Par suite, pour que e soit régulier pour 5^, il faut et suffit
que gi le soit pour <î. Ainsi se trouve établi :

THÉORÈME I, 6, 2. — Les couples de sous-groupes fermés du
groupe de Lie G sont « presque toujours » génériques au sens
suivant: soit G7, G" un couple de sous-groupes fermés; Vensemble
des g e G tels que le couple adj g~1 .G', G" soit générique contient
un ouvert partout dense dans G. Pour que ce couple soit générique^
il suffit que g soit régulier pour le feuilletage de G par les doubles
classes G', g. G".

EXEMPLES. — Soient r, r', r", les dimensions de G, G', G".
La condition de régularité est sûrement réalisée au point e si

a) en utilisant la condition (8), dim G' n G" == 0 c'est-à-dire
si F = G' n G" est discret;

b) en utilisant la condition (7), r{e) == ( r—r ' ) + ( ^ — ^ )
soit r' + r" — (r — r{e)) = r c'est-à-dire

dim G' + dim G" — dim G' n G" = dim G
ou dim (G' + G") == dim G ou G' + G" = G;

c) l'un des groupes G'(ou G") est distingué, auquel cas
(adj g~1. G') n G" == G' n G" à une dimension constante et
Q=G; - - - -

d) F == G' n G" est distingué, car alors G' D F entraîne
(adj g-^ D F, d'où (adj g-^G' n G") D F et

dim (adj g-^ n G" > dim (_T = G' n G")

qui entraîne la régularité de e d'après (8).
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REMARQUE. — Le critère de généricité donné par le théo-
rème (I, 6, 3) n'est ̂ nullement nécessaire. Soient par exemple (12),
G = CL^, G" == L^, G' = CL(rii, Mg) groupe des matrices

(o a) A <= CLnl B e CLnt ^ ^~n2 = m^
On voit facilement que le point e n'est pas régulier pour

le feuilletage .7 associé au couple G', G"; pourtant

PROPOSITION. I, 6, 4. — Le couple L^, CL(rii, n^){m = M, + n.^)
e5( un couple générique de sous-groupes de CL^.

Remarquons d'abord que, pour qu'un couple G', G" c G
soit générique, il suffit qu'il existe un voisinage 0 de e dans
G'. G" pour la topologie induite tel que toute application dif-
férentiable dans G à valeurs dans 0 soit localement diffé-
rentiablement factorisable : en effet, si f est une application
différentiable de Y dans G à valeurs dans G'. G" et si gi. g, e /'(Y)
V=gi .0 .g^ est un voisinage de gi.gl' etW ==/^(V) un ouvert
de Y. Soit ç la restriction de f à W et \p == L^1 o D^1 o ç. : c'est
une application différentiable dans G à valeurs dans 0; il
existe donc deux fonctions différentiables g' (resp. g") sur
W à valeurs dans G' (resp. G") telles que, pour y e W,
M = g ^ y ^ ' g ^ y } ' ^Alors,^ 9(y) = g;. g'(y)^. g;'(y). g" ce qui
montre que 9 est différentiablement factorisable. Comme les
voisinages W recouvrent Y, f est différentiablement localement
factorisable et le couple G', G" générique.

Revenons au cas où les groupes sont ceux qui ont été
indiqués au début de cette remarque. L'ensemble 0 des
matrices

g=(^ ^CL, où CeCL,, et FeCL^

est un voisinage de l'identité. Soit f une application différen-

tiable dans G à valeurs dans 0 n G'. G" : f{y) = (^ ^Y
\E(y) V{y}f

les quatre matrices partielles étant des fonctions différentiables.

(12) Nous utiliserons en général, pour les groupes classiques les notations de
C. Chevalley [11]. Toutefois le groupe Gl (n. R) (resp. Gl (n, C)) sera noté Ln (resp.
CLn).
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Quel que soit y e Y, il existe/^ °) e CL(n,, n,) et ( p ̂ ) e 4.
telles que V0 "y \R S/ m

/C D \ / A 0\ /P Q \ / A P BQ\
VE F^ \0 By' ^R S;-(,AR BS;

d'où C = AP (P est donc une matrice régulière) et E = AR
de sorte que C-Œ == P-i R c'est-à-dire que C^E est réelle
De même F^D = S^Q est réelle. Or, on a

/C D \ / C 0\ /E, F-iD\
E F/ \0 F/ \C-Œ E,

Au second membre, les deux matrices sont differentiables
et appartiennent respectivement à CL(n,, n,) et L^ ce qui
établit la proposition.



CHAPITRE II

FORMES DIFFÉRENTIELLES
A VALEURS DANS UN ESPACE VECTORIEL

CONNEXIONS

Pour tout ce qui concerne ce chapitre, le lecteur pourra se
reporter à A. Lichnerowicz [22] dont nous adoptons la plupart
des définitions et des notations, ainsi qu'à A. Aragnol [1].
Nous pensons que Remploi systématique des formes à valeurs
vectorielles définies globalement sur un espace fibre principal
et des opérations que l'on peut définir sur ces formes permet
un exposé particulièrement simple des questions de géométrie
différentielle liées à la théorie des connexions. Sans donner
ici un exposé en forme de ces méthodes, nous avons voulu
en développer certaines règles suffisamment en détail et avec
suffisamment de rigueur — bien que d'un point de vue volon-
tairement « naïf » — pour pouvoir les employer le plus souvent
possible dans la suite de ce travail.

Pour simplifier l'exposé, nous emploierons dans ce chapitre
la même notation pour une application différentiable et son
application linéaire tangente. D'autre part, dans tout ce travail,
la sommation par rapport à des indices répétés ne sera pas en
général indiquée.

1. — Formes à valeurs dans un espace vectoriel.

Soient V une variété différentiable, T ,̂ l'espace vectoriel
tangent à V au point x et Tî son dual. Soit, d'autre part,
M un espace vectoriel réel de dimension finie m. Une forme
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extérieure à valeurs dans M au point x est une application
linéaire Ça. de A T^ dans M, c'est-à-dire un élément de l'espace
vectoriel M ® A T^. Une base \e^\ (A = 1, 2, ..., m) étant
choisie dans M, ^^ peut s'écrire

(1) ?.= S ^A^^A^
A s= l, 2, ...» W

où les 9^ appartiennent à A TÎ, c'est-à-dire sont des formes
extérieures scalaires sur Tç que nous appellerons composantes
de ^a. dans la base [e^. Réciproquement toute somme finie
telle que (1) détermine une forme extérieure à valeurs dans M,
même si les vecteurs e^ ne constituent pas une base de M.
Soient

e/, = ̂ A'MA', e^ = ̂ Mf

les formules de passage de la base \e^\ à la basé | ^ A ' J ? où la
matrice (M^.) est par conséquent l'inverse de (M^'). D'après
la bilinéarité du produit tensoriel

^=e^^= e^'M^ ® ̂  = e^ 0 M^

d'où la relation entre les composantes de 9 ,̂ dans les deux bases

(2) ç^M^.

Une forme extérieure à valeurs dans M, o;c, étant définie
en tout point x e V, si de plus ses composantes o^ dépendent
différentiablement de x et sont de classe Cs — ce qui d'après (2)
est indépendant de la base choisie dans M — nous dirons que
la collection \^^\ définit une forme différentielle extérieure 9
à valeurs dans M de classe C8 sur V et nous écrirons encore,

(3) 9 = ÔA ̂  îA

^ étant la forme différentielle extérieure (scalaire) dont la
restriction à Tç est ^A. On aura encore entre les formes diffé-
rentielles 9^ et c^, composantes de 9 dans les bases \e^'\
et Î ^ A J la relation

(4) ^=M^Y.

Nous utiliserons maintenant la même notation ç, ç.4 pour
9.B? 9^* Si les ̂  sont homogènes et de même degré ç, ce qui est
une propriété intrinsèque d'après (4), ç est une q-forme à



SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES G-STRUCTURES 187

valeurs dans M. Si 9 n'est pas homogène, la décomposition
G = ^^ en somme de formes homogènes obtenue en opérant
cette décomposition sur les composantes a encore un carac-
tère intrinsèque; on désignera par 9 la forme 9 == S(—1)^.

La valeur de la forme 9 pour S e A Tx est

(5) ç(S) = ^A (î^ ®>

où <, > désigne la forme bilinéaire canonique sur (A Tx) X (A T^).
Par abus de langage, il sera parfois commode de noter

(6) 9(S)=<9,S>.

Pour un ç-vecteur décomposable, 6 = t^ A ^2 A . • • A 5ç on
notera aussi

(7) 9(S)=9(î3,,^...,^).

Soit a une application difîérentiable de W dans V; on peut
définir l'image réciproque a*o comme étant la forme sur W
à valeurs dans M telle que

(8) ix*9 = ÇA ® p^
et il découle de (4) que cette définition est intrinsèque. Alors
si ®y e A Ty, y e W, on a d'après (5) et (6)

<a*9, S,> == ̂  (u^, S,> = ^A (^ ̂  ̂ >
soit

(9) <^9,^>=<î^^>-
Enfin soit d le symbole de difîérentiation extérieure; il

découle encore de (4) que la forme à valeurs dans M

(10) df = ÇA ̂  d^

ne dépend pas de la base \e^\ : c'est la différentielle extérieure
de 9.

Les opérateurs a* et d sont linéaires sur R, et satisfont,
d'après leur définition dans une base de M, aux relations
habituelles :

(ii) (^^r=^
(12) d^ = ̂ d.
(13) d . d = 0 .
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2. — Composition des formes a valeurs vectorielles.

A) Soient L, M, P trois espaces vectoriels de dimension
finie, et une application bilinéaire de L X M dans P notée

l, m -> (î, m) l e L, m e M.

A tout couple d'une forme 9 à valeurs dans M et d'une
forme $ à valeurs dans L, on peut associer canoniquement
une forme ($, 9) à valeurs dans P de telle façon que, si

o === ^ ̂  91 €i e M en nombre fini
et $ == h^ 0 001 Aa e L en nombre fini,
on ait

(1) (^ ?)=(Aa, ^^A^1.

Il suffit en effet de prendre pour e^\ (resp. | A a j ) une base
de M (resp. L) ainsi qu'une base \fa de P; si {hy,, e^ = C^/a,
($, 9) est nécessairement d'après (1)

(2) ($, ̂ =f^Wt\^
et l'on vérifie par changement de bases le fait que ($, 9) ainsi
définie ne dépend bien que de 0 et 9. L'opération (<P, 9) jouit
de propriétés évidentes sur (2) par exemple :

a) elle satisfait bien à la formule (1) pour toute décomposi-
tion de 9 et ^ en sommes de produits tensoriels;

b) si ^ est une ç-forme et 9 une ç'-forme, (0, 9) est une
(?+ î')-torme;

c) elle est bilinéaire

(3) (5^ + \^ 9) == X,(^, 9) + XA 9).
(4) (<I>, X^ + X,9.) = X,^, 91) + ^(<P, 9,) ^, X^ R;
d) pour une application différentiable a de W dans V

(5) (x*(0, 9) = (a^>, ^9)
e)

(6) rf($, 9) = ( ,̂ 9) + ̂ ^ ^y) = W 9) + (- W. ^F)
si <t> est une ç-forme.

Nous allons maintenant étudier l'opération ((?, 9) pour dif-
férentes applications bilinéaires Z, m —> (l, m) : ces opérations
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jouiront donc des propriétés a), fe), c), d), e), ci-dessus que nous
ne rappellerons pas.

B) Produit d^une forme sectorielle par une forme homomor-
phisme. — Soient M et P comme ci-dessus et L = Ï(M, P) = P 0 M*
l'espace vectoriel des applications linéaires de M dans P.
Notons h.\ le transformé de X e M par A e L : l'application
A, X ~ > A . X est une application bilinéaire de L X M dans P
et si ç (resp. î>) est une forme à valeurs dans M (resp. dans
Ï(M, P)), la forme <&.c est une forme à valeurs dans P bien
définie par l'alinéa A).

M (resp. P) étant rapporté à la base \e^\ (resp. {fa}), rappor-
tons Ï(M, P) à sa base |&^ associée aux deux précédentes et
définie par

(7) E^.ÔB = Se/a (OB symbole de Kronecker).
On a donc pour toute forme y (resp. 0)

9 == (?B ̂  9®, $ = £^ 0 $1
d'où

^.9 = £^B 0 ̂ 1 A 9" = OB/O 0 ̂ 1 A 9"
soit

(8) ^^a^lAç^

Ca^ où ̂  est une 0- forme. Soit une décomposition quelconque
en sommes de produits tensoriels

(? = hy. 0 ̂ a et y == ^ 0 y1.

D'après les formules (1) et (5, § 1) il vient pour ^ e T^

<$.y, ®.>=^.^<0îA9^ S,>
et comme les <&ï sont des scalaires

<0.9, S,> = (A^î).^, S,) == <]),.<ç, ^>

c'est-à-dire, avec les notations les plus simples,

(9) <^.î, ®,>=î),.y(©,).

Si de plus <I> est une 0-forme constante, c'est-à-dire un homo-
morphisme déterminé de M dans P, il sera commode par la
suite d'utiliser la notation particulière

À . Î = A ( ç )
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et les formules (1), (5), (6) deviennent respectivement
(10) h(e^^==h(e^^

d'où d'après (5, § 1)
<A(9)^>,=^)<9i,b>=/l(9(^))

(11) (^(ç) = A(^)
(12) dh^) = h(df).
C) Cas où P = M et L == Ï (M) espace vectoriel des endo-

morphismes de M. Si g et /ieÏ(M), le produit g.A des endo-
morphismes est une fonction bilinéaire à valeurs dans Ï(M) :
l'alinéa A) permet donc de définir le produit T. $ de deux formes
T et $ à valeurs dans Ï(M), produit qui est encore à valeurs
dans Ï(M). Si l'on rapporte M à une base \e^\ et Ï(M) à la base
correspondante \^\ telle que

(13) ^C=^B
on a $=6^^—nous dirons que (<I>^) est la matrice de $
dans la base [e^\ —et y==£^®Y^, et de la table de multi-
plication dans Ï(M)

M / \ gC -A — gCpA
[ I t ) SD-^B — ^B^D

on déduit la règle de calcul de Y.^ à l'aide des composantes
de ¥ et $

(15) ¥.$=£^^A$Î

c'est-à-dire que la matrice du produit est le produit des matrices.
Outre les propriétés habituelles de l'alinéa A), ce produit est
doublement associatif :

(16) ¥.($.9)==(¥.^) .9
(17) 0.(¥.(P)=(e.¥).0

où 9 est à valeurs dans M; 0, ¥, $ à valeurs dans ^(M).
On a bien entendu un produit ayant des proriétés analogues
$2.^1, d'une forme ^ à valeurs dans li(M, P) par une forme
$2 à valeurs dans Ï(P, Q).

D) Cas où M est une algèbre de Lie L. — Le crochet de
l'algèbre L étant une fonction bilinéaire à valeurs dans L,
l'alinéa A) permet d'étendre l'opération crochet aux formes
à valeurs dans L. Si

(p = £^ (g) (̂  et ¥ = £B^P,
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la formule (1) devient
(18) [0, ̂ [e^^AY8).
En dehors des propriétés de l'alinéa A) ce crochet jouit

d'une propriété de commutation :
(19) [î>, ¥]=(—1)^1 [¥,$]

et satisfait à une identité de Jacobi généralisée :

(20)
(-1) ,̂ [¥, 8]] + (-1W, [9, $]] + (- ir [9, [0, ¥]] = 0
où q, g', ç", sont les degrés respectifs de $, ^F, 0.

Considérons en particulier L == Ï(M) ; en gardant les nota-
tions de l'alinéa précédent on a

$=6^$° Y^eS^^
[(&,¥]=[£â,eS]^(^A¥g)

or d'après (14)
( ç A -Cl _ ^ApC __ ^C-A
^Bî ^J —— OD£B —— ^D

d'où
[^, ¥] == e^ (^A A ¥ê) —£^ (̂  A ¥^)

soit d'après (15)

(21) [ $ , ¥ ] = $ . ¥ — ( — 1)^T.$.

En particulier si <P est une forme de degré impair, on a

(22) [$,$]= 2$.$.

Soit enfin h une représentation fixe de l'algèbre de Lie L
dans l'algèbre de Lie L, : c'est en particulier un homomor-
phisme d'espaces vectoriels et il satisfait aux propriétés de
l'alinéa B). De plus, d'après (10) et (18)

/,([$, Y]) = h{[^ ea]) ̂  ̂ A A ¥" = [À(£A), AM ® ̂  AT8

^(EA)^, ^B)®^8]

c'est-à-dire
(23) W, Y]) = [/»($), W]
E) Soit enfin (o == e< 0 (o1 une 1-forme à valeurs dans M.

Nous désignerons par A œ la ç-forme à valeurs dans A M dont
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q
la restriction à Ty est Aco^. Pour calculer ses composantes,
il suffit de calculer sa valeur pour un ç-vecteur décomposable.
Or, par définition de la puissance extérieure d'une application
linéaire

À o^ A ... A 6ç) = œ(^) A ... A (o(^)
= co11^) œ11^)... co1^) ̂  A... A ̂

== -l^ ̂ ; ::: ̂ (®i) • • •œ^) ̂  A... A ̂

= ̂  <(o11 A ... A coS ®i A ... A 6,) ̂  A ... A ̂

= S <^11 A... A co^. ̂  A... A6g>^ A... A ̂
K<---<i<7

ce qui montre d'après (5, § 1) que les composantes de Aco
dans la base e^ A ... A ^ (^ < • • • < iq) de A M sont co11 A ... A œ1^;
on a donc

(24) ÂO)= S ^ A . - . A ^ ^ c o ^ A . - . A ^
i« < " • < iq

== —j ̂  A ... A e,^ œ1* A ... A «A.

3. — Tenseurs et formes tensorielles
sur un espace fibre principal»

Nous utiliserons la terminologie de A. Lichnérowicz que
nous rappellerons d'abord brièvement. Soient H(X, G) un
e.f.p., M un espace vectoriel et A une représentation linéaire
de G dans M. Un tenseur sur H de type ^A(G) à valeurs dans
M est une fonction continue ( sur H à valeurs dans M telle
que

^.g)=^r1).^), g^G, zeH.
Il y a un isomorphisme canonique entre l'espace vectoriel

des tenseurs sur H de type A(G) à valeurs dans M, et l'espace
vectoriel des sections de l'e.f. M(H) obtenu par modelage de
M sur H, G opérant sur M parîA (G)(cf. déf. I, 2). La section
correspondant à ( dans cet isomorphisme est

x -> a(((z), z), (pz = x)
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qui est bien définie puisque

{t(z.g), z.g) = WrW, ^g)-(^), ̂
Si de plus H(X, G) est un e.f.p. différentiable notons 6/»

(resp. V^) l'espace vectoriel tangent en h e H à H (resp. à la
fibre Hp^ de h). Une y-forme A sur H à valeurs dans M est
dite de type âl(G) si

(1) DîA^Qr1)^.
C'est une ç-forme tensorielle de type âl(G) si de plus

(2) A(S) == 0 dès que pS ==0, Se ÂO^
p représentant ici le qe puissance extérieure de l'application
linéaire tangente à p au point h, notation simplifiée qui sera
systématiquement utilisée dans ce paragraphe pour toute?
les applications linéaires et leurs puissances extérieures.
Considérons un tenseur sur H comme une o-forme, et soit
| Ua j un recouvrement ouvert de H muni de sections locales
«a? telles que

(3) s^(x) = s^{x). g^(x) pour tout x e Ua n Up
où gap est une application différentiable dans G. On établit
que les formes (resp. fonctions) locales sur X à valeurs dans M

(4) A.=^:A
sont liées dans U, n Up par

(5) Ap==gl(gî(O.A.
réciproquement une famille de formes locales Aa satisfai-
sant à (5) détermine une forme unique A sur H à valeurs dans
M et de type âl(G) par la seule condition (4). Cette propriété
consiste à remarquer qu'une forme tensorielle est bien déter-
minée par la forme qu'elle induit sur les sous-variétés trans-
versales aux fibres que constituent les images des sections.
On voit plus généralement qu'elle est bien déterminée par
la forme tensorielle qu'elle induit sur un s.e.f.p. H' c H.

Soit f un X-homomorphisme de H'(X, G') dans H(X, G)
compatible avec un homomorphisme p : G' -> G ; /^A est une
ç-forme tensorielle sur H' à valeurs dans M et de type ^'(G')
où 9V == 31 op . Réciproquement étant donnée sur H' une forme

13
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tensorielle ¥ de type îîl'(G') à valeurs dans M, s'il existe une
représentation linéaire 31 de G dans M telle que 31' == 3{ o p —
et il suffit pour cela si p est surjective que le noyau de 31'
contienne celui de p — il existe une forme tensorielle A sur H
bien déterminée de type 3l(G) telle que ^¥ =f*K. Nous dirons
que Y est projetable sur H suivant A (bien que H' se projette
seulement dans H).

Nous allons maintenant préciser la notion de tenseur associé
à une forme tensorielle A. Soit E l'e.f.p. des repères linéaires de
la variété X (cf. ch. III, § 1) de groupe structural L^ = Gl{n, R) ;
z e E est un isomorphisme de R^ sur Tç. Soit (A, z) e H S E
(puh = PEZ == x) (déf. I, 2, 2,) ; A définit une application linéaire

q
t(h, z) de A Rn dans M par

U{h, z).u=A(S,)
(°) ) . q q

(si S^ e A 6^, u e A R^, z. u === p. î^.

Cette application est bien définie puisque, d'après (2) la
valeur de A (G/») ne dépend que de celle de p®/», et que p est

q
surjective. Sa linéarité étant évidente, t{h, z) e M 0 A Rî. Je
dis que la fonction (, (A, z) ~> t(h, z), est un tenseur sur HEîE;
calculons en effet t{h. g, z. l) l e L^, g e G :

(((A.g, zJ).u=A(SJ
j ueÂR^ , S^eÂe^, (zJ).U=p^.

Soit ^ == L u e A Rn ; alors z. P == p. 6^ == p . D^S^ où
D^.S^eB/»; par conséquent, d'après (6),

t(A,z).^ = A(D^.SJ = ̂ (g).A(^)
et A(SJ = ̂ (g-1).^, z)Ju)] == ((A. g, z.l).u
ou (^(g"1) ° ̂ » z)^l)u= t(h.g, z .1). u

quel que soit ue ARn; c'est-à-dire en revenant à des nota-
tions complètes

(7) t{h.g, z.l)=(R{g-l)^qM}.t{h, z)

te ( est un tenseur de type p(G X L^) avec p(g, l) = 3l(g) 0 A l"'1.
On voit immédiatement à l'aide de sections qu'il est diffé-
rêntiable de même classe que A.
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On peut donner à la relation entre A et ( une forme très
simple. Remarquons d'abord que les relations (6) sont équi-
valentes à

A(S^) = t{h, ^.z-1.^ où p = pu.

Soit f (resp. g) la projection naturelle de H S E sur H
(resp. E). On a évidemment pH°f= p E ° g ' T==/**A est une
forme tensorielle sur H S E projetable sur H, dont la
donnée équivaut à celle de A.

^{^)=W^)=t{h, z).z-W(^))==^ ̂ W .̂.))

or Z^PE est la 1-forme fondamentale 0 sur E (cf. ch. III, 2)
et

Z^PEg^z)) = (g^, ®(h.z)>

de sorte que

TO^))=<(A, z).<g*e, So,.)>=<(.g*o, S(̂ )>
et d'après la relation (9) § 2 ceci exprime Y == ^.g*0. En reve-
nant à des notations complètes, nous énoncerons :

DÉFINITION II, 3. — A étant une q-forme sur Ve.f.p. H(X, G)
de type Si (G) à valeurs dans M, le tenseur associé à A —1\ —
est le tenseur sur H 13 E à valeurs dans M 0 A R"* et de type
p(G X L^), où p(g, l) = âl(g)®Aî~1, défini univoquement par
la relation

(8) rA=((A).(Âg*e).

D'après la formule (24) § 2 les composantes dans une base
[e^i de M, la base canonique de R" et les bases associées des
autres espaces, des trois formes qui interviennent dans (8)
sont liées par les formules explicites

(f^= s (^...^^^..^(g^)
ii<"-<iq

=^((A)t.,/^A...Ae^

où, à la deuxième ligne (<A)^ . . .^ , est antisymétrique en
it, ig, ... iç.
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Dans le second membre de (8) se trouve le produits d'une
ç-forme tensorielle par une o-forme tensorielle — et ce produit
est une ç-forme tensorielle. Plus généralement.

PROPOSITION II, 3, 1. — Si (p est une forme tensorielle de type
p(G) à valeurs dans l'espace vectoriel M, et $ une forme tensorielle
à valeurs dans Ï(M, P) de type tf(G) où tf(g) = gl(g) 0 p(g-1) —
alors, la forme $.9 est une forme tensorielle de type îil(G) à
valeurs dans P.

En effet, d'après la formule (5) § 2

D:(^.ç) = (D^).(D^) = (^r1)^)^^-1).?).
or, ^(g"1).^ ==^(g'~ l)•$•p(g r) (produit de la o-forme constante
p(g) à valeurs dans Ï(M) par la forme $ à valeurs dans Ï(M, P),
par la o-forme constante ^(g~1) à valçurs dans Ï(P) : produit
qui est associatif d'après (C) § 2) et par associativité :

W.î) == WD.^g)).?^-1).? = ̂ (D.^.?)
$.ç est donc de type î%(G). Pour montrer que de plus

<$.y^>=0

pour tout ^ e A 6fc tel que p^ = 0, il suffit de le montrer
pour des ÎD^ décomposables : et c'est évident sur les compo-
santes $1 A yA de $. ç quand on les exprime dans une base
de 8/, dont les premiers vecteurs engendrent V/,.

La proposition (II, 3, 1) contient une réciproque à la défi-
nition du tenseur associé :

PROPOSITION II, 3, 2. — En gardant les notations de la
définition (II, 3), si X est un tenseur sur HE3E à valeurs dans
M <8 A R"* et de type p(G X LJ, il existe une q-forme tensorielle
de type 3l(G) à valeurs dans M unique dont X soit le tenseur
associé, y

En effet, il est immédiat que A g*6 est une ç-forme tenso-
rielle sur HBE à valeurs dans A R" et de type pi(G X LJ

q
où pi(g, l) = = A Î ; si l'on désigne par âl'(G X LJ la représenta-
tion dans M telle quea'(g, l) =gl(g), p(g, l) =âl'(g, l) ® p,(g~1,l-1).
On peut donc appliquer la proposition (II, 3, 1) à la
forme ^ = X. \ A g^ô ), qui est une ç-forme tensorielle sur
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HC3E à valeurs dans M de type 3V(G X LJ. Comme d'autre
part /est un homomorphisme de HC3 E dans H compatible avec
rhomomorphisme trivial ïf G X L^ —^ G et que î%' = S^ °^\^ est
projetable sur H suivant une forme tensorielle A de type âl(G)
à valeurs dans M ; et X = (A.

4. — Connexions.

A) Soit un e.f.p. différentiable H(X, G). H n'étant provi-
soirement pas identifié à son e.f.p. associé ïî(Ch. I), z e ft est
l'homomorphisme différentiable de G sur H^ :

Z : g - ^ Z . g geG, J îeH.

Son application linéaire tangente à l'identité e de G, soit
z, est un isomorphisme de l'algèbre de Lie G de G sur V^.
Pour X e G nous noterons encore z(X) === z .X. Soit ? la 1-forme
sur les fibres de H (et non sur Hj dont la restriction à V^ est
l'isomorphisme inverse z~1 : c'est, sur chaque fibre, une forme
de type « représentation adjointe de G » — nous dirons plus
brièvement « de type adjoint » — :

D:P=(adj g^).p.

Une connexion infinitésimale y sur H(X, G) est définie par
la donnée d'une 1-forme différentielle it sur H à valeurs dans
G qui est de type adjoint et dont la restriction aux fibres
coïncide avec (î.

Cette dernière condition et la simple considération des
dimensions montrent que le sous-espace vectoriel 3ëy == it'^ (o)
de 6^ est un supplémentaire de V^ qui est ainsi décomposé
en une somme directe

e,=v,©^.
Cette décomposition définit deux projecteurs dans 9^ :

V : 6^ —> Vy dit « partie verticale »;
96: 9^ -> ̂  dit « partie horizontale » ;

suivant les conventions déjà employées, nous noterons encore
par la même lettre V (resp. 36) l'extension de ces opérateurs
àAB,.

Enfin, le champ de plans z —> 3 ,̂ ou champ de connexion,
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dépend différentiablement de z et est invariant par les trans-
lations à droite de G. On montre que réciproquement, un
champ de plans 36^ supplémentaire de V^ et jouissant de ces
deux dernières propriétés, définit une connexion infinitési-
male sur H.

Le champ de connexion définit sur H un système de Pfaff :
s'il est complètement intégrable, la connexion y est dite
intégrable. Un chemin dans H, image du segment [0, 1] par
une application différentiable, est dit chemin horizontal s'il
est une variété intégrale de ce système. Le groupe d'holonomie
f^ (resp. groupe d'holonomie restreint o^) au point z e H de
la connexion est l'ensemble des g e G tels que z.g soit joint
à z par un chemin horizontal (resp. par un chemin horizontal
dont la projection sur X est un lacet homotope à 0). On sait
que 0"^, sous-groupe connexe par arcs, est un sous-groupe
analytique de G et, (13) que c'est la composante connexe par
arcs de l'identité de '^. ^ est donc un sous-groupe de Lie
de G (cf. ch. I, 5).

On appelle nappe d'holonomie H^ au point z e H l'ensemble
des z ' e H qui peuvent être joints à z par un chemin horizontal.
Soit p' la restriction de p à H^ ; 1°) p'(H^) = X puisque X
est connexe par arcs et qu'il existe un chemin horizontal
au-dessus de tout chemin de X; 2°) on sait (13) que si z' e H^,
^==^ d'où p'^Qoz') == z'.^; 3° p ' admet des relèvements
locaux qui sont des sections locales différentiables de H :
cela apparaît dans la construction d'une section locale spé-
ciale de H pour la connexion (u), la différentiabilité de la
section se déduisant de celle des solutions d'un système diffé-
rentiel ordinaire par rapport aux données initiales. D'après
la proposition (I, 5, 2) ceci montre que H^ est un '^-s.e.f.p.
différentiable de H. On a là un exemple de s.e.f.p. dont on ne
sait pas en général s'il est fermé ou même propre.

B) Comparaison des connexions. — Soit f un X-homomor-
phisme de H'(X, G') dans H(X, G) compatible avec l'homo-
morphisme p de G' dans G. Soient y' une connexion sur H'
de forme TT' et W son champ de connexion. Soit au point
z === /"(z') e H le sous-espace vectoriel 56^ = /^' c (-)^. De la

(13) A. Lichnerowicz [22] p. 65.
(u) A. Lichnerowicz [22] p. 117.
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seule relation po /*=?' découle que 3ê^ est un supplémentaire
de Vy. ̂  est défini pour tout ze/'(H') et univoquement, car
si z = f(z[) on a
^ = ̂  • g'(g' ̂  G') avec f^. g') = z = f{z'). p(g') = z. p(g'),
de sorte que p(g') = e et D^') === identité de H; alors
Wi\ = D^3ê,. puisque 36', champ de connexion, est invariant par
translation à droite sur H' et

f^ = (/•o D^W, = (D^)O/^ = fW,.
On montre de même que le champ 36 sur /'(H') c H est inva-
riant par les translations à droite par p(G') c G : il s'étend
donc par translation à droite en un champ défini sur
tout H que je note encore Wo. Ce champ, invariant par
translation à droite par construction, dépend différentiable-
ment de z (on le voit à l'aide d'une carte locale de H') : il
définit donc une connexion y == f(Y) sur H que nous appel-
lerons l'image par l'homomorphisme f de y'. Soient p la repré-
sentation de l'algèbre de Lie G' dans G définie par p (appli-
cation linéaire tangente au point e ' ) et ^ la forme de la
connexion y. On voit facilement que

(1) /^ = pM
et cette relation caractérise it.

En particulier, si H'(X, G') c H(X, G) est un G'-s.e.f.p.
de H, l'étude précédente s'applique f (resp. p) étant l'appli-
cation identique de H' dans H (resp. G' dans G) : nous dirons
indifféremment que y == /"(y') est l'extension à H de la H'-
connexion y' où, si aucune ambiguïté n'est possible, que y
est une H'-connexion; la formule (1) exprime alors que r/
est la forme induite sur H' par TT.

Soit maintenant f une G-représentation (Ch. I, § 3) de
H'(X', G) dans H(X, G), induisant l'application a: X' -> X.
On voit de même que, si TC est une forme de connexion sur
H, 'ÏT' == f*^ est une forme de connexion sur H', le champ de
connexion 3ë' étant alors projetable par f suivant 36.

Enfin si y, et yg sont deux connexions sur H(X, G), de
formes -îii et ̂  ^ — r^ = u est une 1-forme tensorielle sur H
à valeurs dans G et de type adjoint; réciproquement, u étant
une i-forme tensorielle de ce type, ^ + u est une forme de
connexion sur H.
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C) Différentielle absolue, formules fondamentales. — A étant
une q-îorme tensorielle sur H(X, G) de type âl(G) à valeurs
dans M, d'après les formules (1) § 3) et (12) § 2), on obtient
par différentiation extérieure D^rfA == ^(g-^.dA. Alors si y
est une connexion sur H de champ 36, les projecteurs associés
dans 6^ étant 96 et V, il est évident que la (y + l)-forme définie
au point z par

(VA),= (d\),o36

est une (q + Informe tensorielle de type 3l(G) à valeurs
dans M. C'est la différentielle absolue de A.

On établit, en utilisant par exemple une carte locale de H,
l'expression globale de VA

(2) VA==rfA+â(n).A
où à désigne la représentation de G dans iî(M) définie par Si.
Le terme â(7c).A désigne donc le produit (§ 2) d'une forme
à valeurs dans M par une forme à valeurs dans l'espace Î{M)
des endomorphismes de M.

La forme de courbure Q de la connexion y sur H est la
2-forme tensorielle à valeurs dans G et de type adjoint

(3) Q=^+^^

Sa différentielle absolue VQ est la 3-forme tensorielle
VQ==dQ +^(TC).Q

où ù est la représentation adjointe de G. Alors si X, p. e G
^(X),a==[X, (x] ~

d'où â(7i).Q=[Tt, Q] ( § 2 )

alors 70 == -j-^, ̂  + [̂  dit] + ̂  [^ [^ ^]]

= t [̂  TC] + -I- [̂  ̂ ] + ̂  [^ [^ 0]

or, Ai étant de degré pair [TC, d^] == — [chc, T:] (19, § 2) et
l'identité de Jacobi (20, § 2) appliquée à trois formes égales
donne [71, [rc, TCJ] = 0. On a donc

(4) 7Q = dû + [î;, Q] = 0

c'est l'identité de Blanchi pour la courbure.
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Si A est une forme tensorielle de type tîl(G) sur H calculons
sa différentielle absolue seconde VA = V(VA). VA étant de
même type que A la formule (2) donne VA == J(VA) + tft(it) .VA
où

dVA = d(A(Tt). A) = (A%(it)). A — â(it). d\ (6, § 2)
= â(rfir). A — A(it). rfA (12, § 2)

et
^(Tt).VA == ^(ii).rfA + ̂ (it).(â(it).A)

or
a(7t).(al(Tt).A) = (â(it).^)).A (16, § 2)

=^-[^),yl(Tt)].A (22, §2)

=^-à([^,Tt]).A (23, §2)
II vient donc

VA == (A (^). A — à (Tt). rfA) + (^ (Tt). rfA + 1 ^([Tt, •"]). A^
i /

=^(^).A+y^([Tt,Tt]).A

= (^(^) + -^- ̂ ([TÎ, it])). A (3, § 2)

=â^+^-[it,it]VA (4, §2 )

soit enfin
(5) 7^=^(0)^.

Nous allons maintenant calculer la différentielle absolue
de la forme tensorielle <&.ç définie dans la proposition (II, 3, 1).
0 est une forme à valeurs dans l£(M, P) de type if(G) où
tf(g) = 3{{g) 0 p(g-i) et

(6) V$ = ^+?(-îr).$.

Si { £ p { (resp. | A, | ) est une base de G (resp. de Ï(M, P)), on a

TT = £, <8) 71?, :î(Tt) = tf(Ê,) 0 TtF, $ == ̂  0 $a

d'où

(7) 5^). 0 = tf(E,). ̂  0 ̂ 0 A ̂
les formes ^ et ^a étant des formes scalaires. On est donc
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ramené à calculer 'f^.h (X eG, / iel{(M, P)). Par définition,
pour u e R

^(X). A = lim -̂ (tf (exp Xu). A — A)
u->o U

Or,
tf(g).A=i%(g).A.p(g-i)

d'où
if (exp Au) ./i = tR.(expXu)./i.p (exp — Xu)

= exp iih (Xu). h. exp p (— Xu)
= [^(0) + u^(X) + ...].A.[p(0) -up(X) + • • • ]
=A+ u[^(X).A—A.?(X)] + • • •

et enfin 3'(X)./i = ^ (X) . / i—/ i . p (X) . En reportant dans (7)
puis dans (6), il vient

j^). 0 = [^(e,). A, — A,. p (£,)] ® irF A î)1

= yl(TC).(P — [/i..p(^)] ® (— l)^1 A IIP
si <P est de degré p ; c'est-à-dire

a'(Tt). î> = â(ît). $ — (— l)"^. p (it)
d'où

Vî> = ̂  + ^(-!t).^ —— (—— l)^.p(n).

Comme, d'autre part
Vç =df + p(Tt).9

on a
V0.9+ (—I)P$.VC =dî).9+ (—l)''0.riç +al(Tt).<l>.o

==(^. 9) +^(iî). (<?.?)
soit

(8) V($.9) ==V$.9+0.7y

si <I> n'est pas supposée homogène.

5. — Formes vectorielles complexes.

Soient N un espace vectoriel réel, N0 son complexifié et M
un espace vectoriel complexe, tous de dimension finie. Si,
fest une application linéaire (sur C) de T^ dans M, fe M ®c (N*3)*,
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sa restriction f à N c N0 est une application linéaire (sur R)
dans M : f e M <X)R N*. Inversement si g e M 0p N*, elle s'étend
par linéarité sur les complexes en une application C-linéaire g
de N0 dans M : tout u e N0 pouvant s'écrire u = x + iy
(x,_y e N; i= \/— 1), il suffit de poser_ g{u) = g{x) + ig{y)
et g e M 0c (N0)*. Ainsi, l'application g -> g est un isomorphisme
canonique d'espaces vectoriels sur C, de M <^R N* sur M <8>c (N0)*.
Si l'on prend pour M le corps des complexes, on trouve que
l'espace C 0R N* des formes sur N à valeurs complexes estcano-
niquement isomorphe au dual (N0)* de N0.

Si N = A Te, N0 = A T^T, espace vectoriel tangent en x
à la variété V). Soit Ça. une forme extérieure (réelle) en x à
valeurs dans M; elle s'écrit: ^===e ,0ç4 (/= 1, 2, ..., 2p),
\6j\ étant une base de M sur R et les c .̂ des formes extérieures
à valeurs réelles. Soient maintenant o^ l'extension de Oj; à
T^ et \e^\ une base de M sur C (A = 1, 2, ..., p) comme
^ e M ®c (A TS)* on a ^ = ̂  ® 9^ où les 9^ sont des formes
extérieures (complexes) sur T^. Alors, ç^ considéré comme
restriction à Ta. de o,ç peut s'écrire 9^ = ^A ^ 9^ où les 9^,
restrictions à T .̂ des ç^, sont des formes extérieures sur Ta;
à valeurs complexes. Nous identifierons désormais ç;p et 9^
(resp. o^ et 9^) de sorte que une forme extérieure à valeurs
vectorielles complexes {dans M) au point x écrite

(1) 9,=^^
où les o^ sont des formes extérieures sur T .̂ d valeurs complexes^
peut être interprétée soit comme application linéaire (réelle)
de A Ta. dans M 5oi( comme application linéaire [complexe) de
A T^ Am5 M.

Enfin, si o est une forme différentielle extérieure sur V à
valeurs dans M, on l'écrira encore

(2) 9=^^
où les ^ sont des formes différentielles extérieures à valeur
complexe; cette notation signifiant simplement, comme au
paragraphe 1, que la restriction à T^ de 9 est donnée par (1).

Ces précisions données, la totalité des opérations étudiées
aux paragraphes 1 et 2 s'exprime, à l'aide des composantes
complexes définies par (2), formellement comme dans le cas
réel.
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On a de même l'équivalent de la définition (II, 3) et de la
proposition (II, 3, 2) :

PROPOSITION II, 5. — Soit A une q-forme tensorielle sur
H(X, G) à valeurs dans un espace vectoriel complexe M et de
type A(G). Le tenseur complexe associé à A, ^A, est le tenseur
sur HBE0 a valeurs dans M^cÂC^ et de type p(G X CLJ
où p(g, l) = î%(g)®AÎ~'1 défini univoquement par

(2) F*A= (^.(ÂG^O0).
Réciproquement t°\ étant un tenseur donné de ce type, il est

le tenseur associé à une forme A sur H bien définie par (2).
Dans cet énoncé, ÎL° est l'espace des repères complexes de

X (Ch. III, § 1) et 0e sa forme fondamentale ; F (resp. G) l'appli-
cation canonique de HEIE0 sur H (resp. E0). Remarquons
que, A définissant une forme tensorielle réelle à valeurs dans
l'espace vectoriel réel sous-jacent à M, (A est un tenseur sur

q
HSE à valeurs dans M ^ R Â R ^ ; on voit que (A est la res-
triction à H ^ E c H B E 0 de ^A ce qui a un sens puisqu'il

q q
y a un isomorphisme canonique de M<»cA 0"* sur M 0nA R"* :



CHAPITRE III

ESPACES DE REPÈRES. 0-STRUCTURES

1. — Espaces de repères réels ou complexes.

Soit T == T(X, FI") l'e.f. des vecteurs tangents à la
variété différentiable X de classe (?. L'e.f.p. associé
E=E(X) = t(X, 4.) est un e.f.p. différentiable (?~1; z e E
est un repère (cf. I, 3) au point x e X de la structure fibrée
de T; c'est-à-dire un isomorphisme d'espaces vectoriels de R"*
sur T^{x = pz). z peut être identifié à l'image \e,\ par z de
la base canonique [f^ de R^ de sorte que E s'identifie à
l'espace des bases des espaces vectoriels T^eX). Nous utili-
serons les deux interprétations. E sera appelé F espace des repères
linéaires réels de X, ou plus simplement espace des repères de X.

L'isomorphisme inverse, 9 === z~1, T^-^R^ est un co'repère
en x : c'est un 1-forme au points à valeurs dans R7" (cf. II, 1).
Ses composantes ç1 dans la base canonique de Rm sont les
1-formes scalaires sur T^ définies par

(1) î=/,^

alors, f, = z-^z.f,) = <y, e,} == f^, e^ . d'où < ,̂ e,} = ̂ :
c'est-à-dire que les m formes ^ sont linéairement indépen-
dantes et constituent la base de Tî duale de la base {e^ j , base à
laquelle on peut donc identifier ç, qui eït pour cette raison
appelé co-repère dual du repère z. Inversement une base \^\
de Tî détermine un co-repère par (1), et le repère inverse
z = ç"~1 est le repère dual de 9.

Soient T$ le complexifié de T, et Ie = \^J T^, ES l'ensemble
, . a-ex

des bases (sur C) de TS et E0 = (J E^. Toute base de T., est
xex
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une base sur C de T^, de sorte que ES ^ E^ et E° D E. Le
groupe CL, opérant à droite sur chaque E^ par

Z =|^| e ES, Z = (;â) e CL, -̂  |^j == zj e E^,

on voit immédiatement (remarque I, 5) que Ec est muni
naturellement d'une structure d'e.f.p. E^X, CL,) pour
laquelle E est un L.-s.e.f.p. de E0.

Soit a la projection canonique de C7" X E0 sur le modelé
C^E0) (cf. définition I, 2), CL, opérant naturellement sur
C" : de l'inclusion R^" X E c Cw X E0, E étant un s.e.f.p.
de E01 et Cm le complexifié de R7", découlent d'une part que
0(1^ X E) = T et d'autre part que la fibre en x de C^E0)
est le complexifié de la fibre Ty de T — c'est-à-dire que
Q^) == T^ qui a donc une structure fibrée T^X, CL,, C^.
Comme CL, est effectif sur C771, l'e.f.p. associé ̂  n'est autre
que E0 et tout z e Ec s'identifie à un isomorphisme de C"" sur
T^. C'est pourquoi E° = E^X) sera appelé l'espace des repères
complexes de X.

L'isomorphisme inverse, ç == z~1, T^ -> Cm, sera encore
appelé le co-repère complexe en x dual de z. C'est un 1-forme
sur TS à valeurs dans l'espace vectoriel complexe C"" : il s'iden-
tifie donc (cf. II, 5) à une application linéaire de Tp dans Cm

qui peut encore s'écrire, ^fj^ étant la base canonique de C"1,
(1) Ç=//^

où les ̂  sont, cette fois, des formes sur Tç à valeurs complexes.
Le même calcul que dans le cas réel montre que ces formes
sont linéairement indépendantes sur les complexes. Inverse-
ment, m formes linéaires à valeurs complexes en x, linéaire-
ment indépendantes sur C, déterminent un co-repère ç par
(1), dont le repère inverse est le repère dual de ç.

Si h est une section locale différentiable de E (resp. E^
au-dessus d'un ouvert U et 0^ = h{x}~1 le co-repère dual de
h(x), la 1-forme sur U à valeurs dans R/" (resp. C7") dont la
restriction au point x est 63; sera appelée par abus de langage
co-repère sur U dual de h. Ses composantes & / ( /= 1, 2, ..., m)
sont m formes de Pfaff réelles (resp. à valeurs complexes)
linéairement indépendantes sur R (resp. C) dans tout U, et
réciproquement m telles formes sont les composantes d'un
co-repère sur U.
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En particulier, si h{x} est le repère naturel en x d'un système
de coordonnées locales a4 (i = 1, 2, ..., m) sur U, le co-repère
dual 0 sur U a pour composantes dx1, de sorte que dO == 0.
Inversement un co-repère 6 sur U tel que dO == 0 est locale-
ment un co-repère naturel de coordonnées locales. Ces remarques
s'étendent aux repères et co-repères complexes en appelant
système de coordonnées locales complexes sur X un système
de m fonctions à valeurs complexes difîérentiables sur U c X
indépendantes sur les complexes.

DÉFINITION III, 1. — Nous appellerons espace de repères
(resp. espace de repères complexes) sur la variété différen-
tiable X, tout sous-espace fibre principal différentiable de l'espace
E des repères linéaires {resp. Ec des repères complexes) de X.
On appelle G-structure {resp. G-structure complexe) sur X
la structure S == S(G, H) déterminée par la donnée d'un espace
de repères H {resp. espace de repères complexes} sur X, de groupe
structural G.

G est donc un sous-groupe de Lie de L,, (resp. CL^). S est
dite de classe C'' si H est un s.e.f.p. de E (resp. E0) de classe C''.
z es Ha; {x e X) peut être appelé repère de X en x distingué
pour la structure S, ou plus brièvement repère distingué de S.
Le co-repère dual d'un repère distingué est un co-repère
distingué. Une G-structure (H c E) sera souvent appelée
G-structure réelle par opposition à une G-structure complexe
(H c E6).

Il découle de la proposition (I, 5, 2) que H — e t S—peut
être déterminé par une famille |Ua, hy,\ où |Uaj est un recou-
vrement ouvert de X et hy, une section locale de E (resp. E0}
au-dessus de Ua avec,

(2) h^x) = h^{x}. g^{x) pour x e Ua n Up
ggû étant une fonction différentiable sur Ua n Up à valeurs
dans G. Alors, si 6a est le co-repère sur Ua dual de Aa, on a
dans Ua n Up,

(3) Oa=gap.ep

avec les notations du chapitre II. Inversement soit une famille
{Ua , Oa| où |Ua| est un recouvrement de X et Oa un co-repère
sur Ua, ces co-repères étant liés par (3) dans Ua n U^ : elle
détermine une G-structure sur X.
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Cette dernière détermination est la détermination locale
la plus courante: cf. S. S. Chern [9]. Un grand nombre de
structures plus ou moins classiques de la géométrie différen-
tielle peuvent être déterminées par la donnée d'une G-struc-
ture : on en trouvera ci-dessous quelques exemples. La mono-
graphie de P. Libermann [20] en comprend une liste abondante.

Premiers exemples. — a) L'e.f.p. des repères orthonormés
d'une variété Riemannienne définit sur X une 0(w)-structure
et réciproquement.

b) Les structures presque produit complexe (resp. réel) —
ou Ti-structures (resp. lin-structures) — ont été envisagées
par D. C. Spencer [25], étudiées en détail par G. Legrand [18]
et, indépendamment, par l'auteur. Si dim X = m = n, + n^
une IT (resp. i^) — structure sur X est définie par la donnée
de deux champs de sous-espaces vectoriels complexes (resp.
réels) Ti de TS (resp. T.,) de dimension ^ (i = 1,2) et supplé-
mentaires. Les bases de T$ (resp. T.,) dont les n, premiers
vecteurs appartiennent à T\, et les n, suivants à Ta constituent
un espace de repères complexes (resp. réels) de groupe struc-
tural CL (^, n,) (resp. L (n,, n,)) (cf. Ch. i, § 6). Réciproque-
ment une CL (n,, n^) — structure sur X détermine une
lî-structure ; une L (n^, n^)—structure réelle détermine une
^R-structure.

c) Une ^-structure pour laquelle Tg est le complexe conjugué
de TI (d'ou n, = n^ = n et m == 2n) définit une structure
presque complexe (cf. [22] § 101). Les bases adaptées de T^,
formées d'une base {^} (a, (3, = 1, 2, ..., n) de T, et de la
base Jcomplexe conjuguée je^ = f5.£, j (a"1 = a + n) de T,,
constituent un espace de repères E^X) c E° ayant pour
groupe structural le groupe CL^ des matrices

(o À7 Qù ^6^TO? A = complexe conjuguée de A,

groupe isomorphe à CL^. Inversement, une CL^-structure S
détermine une structure presque complexe si et seulement si,
pour tout x es X, il existe un repère distingué | e» j (i = 1, 2,..., 2n)
tel que £,. = S.e. pour a = 1, 2, .... n : en particulier une
structure presque complexe sur X est parfaitement déter-
minée par son espace Eb(X).
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Les bases réelles adaptées à la structure presque complexe
sont les bases de T^ déduites des précédentes par

A

ea = \~2 (£a + £a<)î ^ = ̂ 2(£a — £at)

elles constituent un espace de repères réels Ea{X) c E dont le
groupe structural CL^ est la représentation réelle de CL^ dans
L.^, c'est-à-dire le groupe des matrices

( •D r'\
p ^ ) B, C matrices réelles, B + iC = A e CL».—L. £^/

Inversement, une CL^-structure réelle sur X détermine une
structure presque complexe.

d) Soit X = G/H un espace homogène du groupe de Lie
G, p sa projection canonique et E l'e.f.p. des repères de X. Kg
désignant l'opération de g e G sur X, cette opération sé^ pro-
longe à E: si zeE^, Kgoz=gzeEg,, (Kg application linéaire
tangente à Kg), Soit ZQ fixé tel que pp.^o == pe = XQ. Soient
H le groupe linéaire d'isotropie de X en XQ et ft^ c L^ le
groupe Zo^.ÏÎ.Zo isomorphe à Ïî. L'application f de G dans E,
g -> g ' Z o = f(g), est un X-homomorphisme d'e.f.p. compa-
tible avec l'homomorphisme

p : H -̂  L^, h e H -> z,1 o K^Zo es H,, c L^;
en effet, ~

f{g^) = { g ' h ) z , = K^ozo = K ^ o K ^ o Z o
soit f{g,h) =K,oz,o(z,-<oK,ozo) =/>(g).p(/,).

L'image P^(X) = /'(G) est donc (proposition I, 5, 2) un
p(H)-s.e.f.p. de E, c'est-à-dire un espace de repères de groupes
H^. En particulier si G/H est un espace homogène réductif,
H est isomorphe à H, p et f sont des isomorphismes et G
est isomorphe à Pro(X) :

PROPOSITION III, 1. — Si X = G/H est un espace homogène
du groupe de Lie G, il est naturellement muni d'une îl^-structure
où H^ est la représentation du groupe linéaire d^isotropie fl
dans un repère ZQ de X au point XQ = pe. V espace de repères
correspondant^ est homomorphe à Ue.f.p. G —^ G/H : il lui est
isomorphe si G/H est réductif.

14
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2. — (j-Structures définies par un tenseur.

Les trois premiers exemples ci-dessus entrent dans un même
schéma. Soit A une représentation linéaire de L^ dans un
espace vectoriel M et un sous-groupe G c L^ laissant inva-
riant u e M. Soit d'autre part, S(G, H) une G-structure sur X.
L'application constante H -> u est un tenseur sur H à valeurs
dans M et de type A(G) il s'étend donc (ch. II, § 3) en un tenseur
t sur E à valeurs dans M et de type A(L^) : ce tenseur prend
ses valeurs dans la classe d'intransitivité Mu de u pour ^(L^)
puisque, si z s E il existe z' e H tel que z == z'. l (le L^) et
l'on a alors

t{z) = 1(7:. l) = 3l(^1). t{z') = îft(^1). u 6 M.,

Supposons réciproquement que G soit le plus grand sous-
groupe de L^ laissant u invariant (G est alors fermé dans L^)
et soit sur E un tenseur ( de type A(L^) à valeurs dans Mu.
Soit H c E l'ensemble des repères z tels que <(z) == u :

1° p(H) == X car, si Zi e Ea;, ((Zi) e Mu; donc il existe l^ e L^
tel que t{z^) = Jl(^).u et t{z^l^} = 3i{l,-1). t(z^) = u de sorte
que Zi . i, e H ;

2° si z, z'eH^, z'=zj (ieLJ et t(z') = 3l(;-1) ((z) c'est-
à-dire Si(l'~1) u = u et l e G. On a donc H^ == z.G.

D'après la proposition (I, 5, 2), pour que H soit un G-s.e.f.p.
de E il faut et suffit que, de plus, E admette des sections
locales à valeurs dans H. Analysons cette dernière condition.
Soient T; l'application canonique L^ -> L^/G et f l'injection
Lm/G —> M (application différentiable biunivoque sur Mu)
l.G —> ïf{(l)ue M; f est analytique et partout régulière de
sorte que Mu est une sous-variété analytique de M : désignons
cette sous-variété par Mu et identifions-la à L^/G par f de
sorte que

(1) \(l)=l.G=^(l).u
t, application différentiable dans M prenant ses valeurs dans
Mu n'est pas nécessairement une application différentiable
dans Mu. Supposons que H soit un s.e.f.p. de E et soit V un
ouvert de X muni d'une section z à valeurs dans H : pour
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rreV, ^ < = L ^ , <(z(a;)J) = A^-1).^ c'est-à-dire que, dans la
carte de E associée à la section z, l'application (, Ey -> My
s'exprime par

{X, Z)~>TC(^).

application qui est donc différentiable. Pour que H soit un
s.e.f.p. il faut donc que ( soit une application différentiable
non seulement dans M mais aussi dans Mu. Cette condition
est suffisante. Soit en effet V un ouvert de X muni d'une
section s de E; t ^ s = g est une application différentiable de V
dans Mu et, si l'on restreint V de façon que g(V) soit inclus
dans un ouvert de LJG = Mu, muni d'une section locale
(T de L^ —> L/JG, Z ^ = ( T O g est une application différentiable
de V dans L^; x -> z{x) = s{x). l{x) est une section locale
différentiable de E sur V et

t{z(x)) = t{s{x).l(x)) = ̂ {l(x)^).t{s{x)) = ̂ {l{x)^).g(x)

et puisque - ï to<T = identité de L^/G, g{x) = ̂ {l(x)) = R(l(x))u
d'après (1), d'ou t(z{x)) = u et z prend ses valeurs dans H.
Tenant compte du lemme (I, 6, 1) nous avons établi:

PROPOSITION III, 2. — Soient ^R une représentation linéaire
de L^ (resp. CL^) dans un espace vectoriel M, G le sous-groupe
de L^ [resp. CL^) laissant invariant u e M, Mu la classe d'intran-
sitivité de u par L^ (resp. CL^) munie de sa structure analytique
d9 espace homogène L^/G. La donnée sur V^ d^une G-structure
équivaut à celle d'un tenseur sur E(V^) (resp. E^V^,)) de type
^l(L^) (resp. 3l(CL^)) A valeurs dans Mu pourvu que t soit une
application différentiable dans Mu (et non seulement dans M).
Cette dernière condition est toujours réalisée si Mu est une sous-
variété propre de M, en particulier si LJG est compact.

En dehors du cas compact, le problème de l'existence de
sections locales distinguées se pose donc toujours. Reprenons
les exemples du paragraphe précédent.

a) M est l'espace des formes bilinéaires sur FI", u la forme
bilinéaire x^ y e R/" -> ^ x'y1 dont la matrice dans la base

i==l,...,m
canonique de R7" est la matrice identité : alors G = 0(w),
M» est l'ensemble des formes bilinéaires symétriques définies
positives, t le « tenseur métrique » définissant sur V,, la struc-
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ture Riemannienne associée à la 0(m)-structure. Le tenseur (
difîérentiable à valeur dans M étant donné, l'existence de
sections locales orthonormées se montre directement en
construisant une telle section à partir d'une section locale
quelconque de E par un procédé n'affectant pas la continuité,
par exemple par le « procédé d'orthogonalisation de Schmidt ».

b) M = ^(C771), S{[l)y l e CL^, est la transformation canonique
h e M -> 'j{{l).h = l^.h.l, CL (n,, n^) est le sous-groupe de
CL.n laissant invariante la matrice

u ^ 0 ^
<0 -E,,

Mu est l'ensemble des automorphismes de C771 de carré identité
dont l'espace des vecteurs propres correspondant à la valeur
propre + 1 est de dimension n^ ; ( est le tenseur sur E^V^)
qui définit en chaque point x e V^ un automorphisme de T^
de carré identité. La donnée de t équivaut à celle de la
^-structure (10).

c) une structure presque complexe déterminée par une
CL^-structure réelle peut être définie de façon analogue :
M=^(R 2 7 1 ) ; 3{{l) {l e L^) est encore la transformation cano-
nique; alors CL^ est le sous-groupe de L.̂  qui laisse invariante
la matrice

/ 0 E,\u E. 0
Mn est l'ensemble des automorphismes de R271 de carré identité;
( est le tenseur presque complexe.

3. — 0-Structures équivalentes et subordonnées.

A) DÉFINITION III, 3, 1. — Soit une structure S == S(G, H)
{réelle ou complexe). Une structure S' = S'(G', H') est dite
équivalente à S s^il existe l e L^ (resp. CL^) tel que H' == H.Z.
S complexe est dite équivalente au réel si elle admet une structure
équivalente réelle. Si S est réelle (resp. complexe) une structure
S' équivalente à S (H' == îî.l) est encore une G-structure réelle
(resp. complexé) si et seulement si l appartient au normalisateur

(15) Cf. G. Lcgrand [18].
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N(G) (resp. ?(0)) de G dans L^ {resp. CL^) : on dit alors que
S' est une G-structure réelle (resp. complexe) associée à S.

La structure S' d'espace de repères H' == HJ à un groupe
structural conjugué de G dans Cl^, Gf=l^l.G.l', car, si
z e H ^ H,=z .G, H ^ = z . G J = zJ.^.GJ) (.reX). Pour
que G' = G, il faut et suffit donc que ( e N(G) (resp. N^G) ).

Nous verrons dans les exemples ci-dessous et chapitre IV
que les structures équivalentes doivent être considérées comme
définissant une même structure infinitésimale sur X. Une
classe (° de sous-groupes conjugués de L^ étant donnée, on peut
appeler (3-structure l'ensemble des G'-structures équivalente?
à une G-structure donnée (G, G' e (3). Chacune des G'-structures
envisagées étant alors « un représentant » de la (3-structure.
Le problème de la détermination de toutes les G-structures
possibles sur X est résolu par la proposition (I, 5, 3) lorsque
G donné est fermé dans L^ : elles correspondent biunivoquement
aux sections difîérentiables de l'espace E/G. Le problème de
la détermination de toutes les (Ï-structures peut être posé
ainsi : un représentant G e (3 étant choisi, une (3-structure
donnée admet dès que N(G) -=f=. G plusieurs représentants qui
sont des G-structures, et ces structures sont associées; le
groupe N == N(G)/G opère sur E/G ainsi que sur le faisceau F
des germes de sections difîérentiables de E/G que l'on peut
appeler faisceau des germes de G-structures. N étant muni
de la topologie discrète, l'espace quotient ^/N est encore un
faisceau et, si q est l'application canonique 5 -> ^/^? pour
que deux sections de <T définissent deux G-structures associées,
il faut et suffit qu'elles aient même image par q. On peut donc
appeler ^/N faisceau des Q-structures sur X : il y a correspon-
dance biunivoque entre les (3-structures sur X et les sections
de ce faisceau qui ont un relèvement dans ^. La même ana-
lyse est évidemment valable dans le cas complexe.

Exemples. — Reprenons avec les mêmes notations certains
exemples du § 1.

a) Les différentes fl^-structures définies sur un espace
homogène G/H (exemple d) sont équivalentes : Zo étant rem-
placé par Zi == Z Q , I {l e L^) et f par /*i, on a

f^g)=K,.z,=K,.z^l=f(g)^
d'où P,.(X) =P^(X)J.
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b) La CL;;-structure S6 et la CL^-structure S0 définies par
une structure presque complexe (exemple c) sont équivalentes,
car si z== |£a , £<x^ e E^X) est une base adaptée complexe
et z ' =={^x? ^a*| e E°(X) la base réelle correspondante, on a

z'=zJ où l=±(ï^ ^}\2\tE, —tEj

d'où E^X) = E^X)^ et CLï(X) = Î-^CL^X).;, ce que l'on
vérifie immédiatement. S" étant réelle, S^ est équivalente au
réel.

c) l'existence de G-structures non équivalentes au réel est
évidente : il suffit que dim G > m2 pour qu'une G-structure ne
puisse être équivalente au réel. Ainsi une ^-structure (exemple b)
n^est jamais équivalente au réel.

B) DÉFINITION III, 3, 2. — Soient deux structures S(G, H)
et S'(G', H') : on dit que S est subordonnée à S', ou que S' est
une extension de S, si H c H' (d'où Gc G').

G' étant donné, le problème d'existence d'une G-structure
subordonnée à S' est résolu par la proposition (I, 5, 3). Étant
donnée une autre structure S" (G", H") il se pose le problème
de l'existence d'une structure S subordonnée à la fois à S'
et S" : si H' n H" est encore un espace de repères, il définit
une telle structure de groupe F == G' n G" (la plus grande) ;
inversement si H c H' n H", définit une structure subor-
donnée commune, H' n H" = H. F en détermine aussi une.
Notre problème est donc ramené à celui-ci : H' n H" est-il
un espace de repères? C'est pour le résoudre 4^ue nous avons
fait l'étude du paragraphe (I, 6). La proposition (I, 6, 2) et le
théorème (I, 6) permettent d'énoncer:

THEOREME III, 3. — Pour qu'il existe une structure subor-
donnée commune à une G-structure S' et à une Çs"-structure S"
sur X, il faut quelles admettent en chaque point x e X un
repère distingué commun: cette condition est suffisante si le
couple G', G" est un couple générique de sous-groupes de L^
(resp. CL^), par exemple si G'/F' {resp. G"/?) est compact
(F = G' n G"). En particulier, pour qu'une G-structure com-
plexe S soit l'extension d'une structure réelle, il faut que S admette
en chaque point un repère distingué réel: cette condition est
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suffisante si le couple G, L^ est un couple générique de sous-
groupes de CLro, en particulier si G/F {resp. LJF e^ compact.}

La condition d'existence d'un repère distingué en x commun
à S' et S", H^. n H^ 0, peut se mettre sous la forme H,, c H^. G' ;
elle est réalisée pour tout x e X si

(1) _ H'cH\G'.
En particulier, pour que la G-structure complexe S admette

un repère distingué réel en tout point, il faut et suffit, que
(2) H c E . G .

Si z^eE^., la fibre en x de E. G est z^.L^.G et dès que
L^.G=/=CL^ (par exemple dim G < m2) on peut affirmer
qu'une G-structure complexe n'est pas en général l'extension
d'une structure réelle. Au contraire la condition (2) sera toujours
réalisée si et seulement si

L/n.G = CL,,,.

Comme cette condition entraîne que le couple L^, G est
un couple générique de sous-groupes (théorème I, 6, 2) exemple
fc), une telle G-structure est toujours l'extension d'une struc-
ture réelle.

Exemples. — a) 0(m) étant compact, si une structure
S(G, H) quelconque sur X admet en tout point un repère
distingué orthonormé, S admet d'après le théorème précé-
dent une structure subordonnée de groupe G n 0(m) : dans
les cas les plus courants, ce fait peut résulter directement de la
façon dont est déterminé un repère distingué orthonormé —
mais la preuve en est omise par la plupart des auteurs — ceci
découle ici d'un théorème général.

b) une structure presque hermitienne subordonnée à une
structure presque complexe sur X de dimension 2n peut être
déterminée par un espace de repères ^(X) c E^X) ayant
pour groupe structural le groupe U^n) c CL$ isomorphe
à U(n) des matrices

(̂ ) —'•'•
IP(n) = CU n U(2n). Elle peut être aussi bien déterminée par
l'espace de repères réels ^(X) = e^X).^ (l matrice définie
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à l'exemple b) de l'alinéa A) de groupe V^n) == 0(2^) n CL;;.
C'est donc la plus grande structure subordonnée commune
à la structure Riemannienne définie par les repères ortho-
normes £°(X).0(2M) et à la structure presque complexe
définie par les repères réels adaptés e^X^CL;; == E^X).
Inversement, quand on se donne sur X une métrique rieman-
nienne ^ et un opérateur presque complexe <1 tels que, en
tout point x, l'opérateur ^ soit hermitien par rapport à la
métrique <I>a, ($a.(^, ^.w) = <I>^, w) pour tout P, w e Ty), le
fait que l'espace £°(X) des repères réels adaptés en chaque
point à ces deux structures est bien un « espace de repères »
suppose la démonstration (généralement omise) de l'existence
de sections locales de E(X) qui soient à la fois orthonormées
et adaptées à la structure presque complexe : notre théorème,
applicable puisque l'un des groupes est compact, ramène
cette démonstration à celle de l'existence de sections locales
orthonormées pour la métrique ^ d'une part, de sections
locales adaptées à la structure presque complexe d'autre part.

c) Pour qu'une ^-structure S soit l'extension d'une 'ÏTR-
structure, il faut et suffit que S admette en chaque point un
repère distingué réel : c'est ici évident car, le champ de plans
T,(i == 1,2) étant difîérentiable ainsi que le champ Tp, le
champ de plans T( n Ty est aussi difîérentiable ; cela peut
aussi résulter du théorème III, 3 le couple CL (M,, 71.3), L^ de
sous-groupes de CL^ étant générique (proposition I, 6, 4).

C) DÉFINITION III, 3, 3. — Une G'-structure S' est dite
subordonnée au sens large à une structure S si elle est subordonnée
à une structure équivalente à S (ou équivalente à une structure
subordonnée à S). S est alors une extension au sens large de S'.

Etudions en particulier à quelles conditions une structure
complexe S(G, H) est l'extension au sens large d'une structure
réelle : il faut et suffit pour cela qu'il existe l e CL^ tel que
S'(fG.f~1, H./~1) admette une structure subordonnée réelle;
il faut donc d'après (1) qu'il exister tel que H.^c E.(ZG^~1)
soit

(3) H c E J . G .

Cette condition est suffisante si le couple L^, l.G.l"1 est
un couple générique de sous-groupes de CL^.
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Les ensembles E.LG, l e CL^, (doubles classes modulo E : G)
définissent des classes d'équivalence sur E0 qui correspondent
biunivoquement aux doubles classes de CL^ module L^ : G.
S'il existe plus d'une telle classe (c'est-à-dire si L^.G=/=CL^)
il existe sûrement des G-structures complexes n'admettant pas
de structure réelle subordonnée au sens large. En ce sens, les
G-structures complexes constituent une vraie généralisation
des G-structure réelles.

4. — Caractérisation d'un espace de repères
par la 1-forme fondamentale.

DÉFINITION III, 4, 1. — Soit H(X, G) un espace de repères
réels (resp. complexes) sur la variété X de dimension m. On appelle
1-forme fondamentale sur H la 1-forme œ à valeurs dans R^
{resp. C^) qui, au vecteur (resp. vecteur complexe) b, tangent à
H au point z, fait correspondre le vecteur

(1) co(^) = z~1 .pG, e R7" (resp. C^).
La 1-forme fondamentale sur E (resp. E0) sera notée 0

(resp. 6e). La restriction de la forme induite par 0e sur E aux
vecteurs tangents réels coïncide avec 6. Si H c E (resp. E0)
la 1-forme fondamentale G) de H est la forme induite par 0
(resp. 0e) sur H. Quand aucune ambiguïté n'est possible,
0e est encore notée 0.

La 1-forme œ définie dans la définition (III, 4, 1) satisfait
aux deux propriétés

(2) D^=g-i.(0 g e G
(3) Cî b) == o «—>. pb === o

(b vecteur, réel ou complexe, tangent à H). En effet, si o; est
tangent à H au point z, D^ est tangent au point z . g et

<o(D^) = (z.g^pÇD^) = r1^1?^ == g-1^)
d'où (2). D'autre part, (o(b^) = o ^—^ z-i (pt^) == o ce qui
équivaut à p6^ = o puisque z est un isomorphisme de R77'
(resp. C7") sur Tp^ (resp. T^); co est donc une 1-forme tenso-
rielle : nous traduirons la dernière propriété en disant qu'elle
est régulière — et son type en disant que c'est une 1-forme
vectorielle.
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Soit s une section de H au-dessus de l'ouvert U c X ; s*w
est une 1-forme sur U à valeurs dans R" (resp. C"1); si bje T
(resp. TS), «*(•)(€,) = (ri(^) et comme sÇ, est tangent à H au
points^x) ^û)(S,) = (s-^(x).p) (s^) = s-^(x) (to,), c'est-à-dire
que (5û)).,= s » (a;) et que s*(û est le co-repère dual de la
section s. Cette remarque peut servir de définition à œ (cf.
ch. II, 3).

La forme fondamentale caractérise les espaces de repères :

PROPOSITION III, 4, 1. — Soit G un sous-groupe de Lie de
L,. {resp. CLJ pour qu'un e.f.p. H(X, G) soit G-isomorphe à
un espace de repères sur X, il faut et suffit qu'il puisse être muni
d une 1-forme tensorielle w à valeurs dans R" (resp. C") satis-
faisant à (2) et (3). Il existe alors un homomorphisme unique
f de H dans E(X) (resp. E^X)) compatible avec l'application
identique de G dans L^ (resp. CLJ et tel que

w n = œ
où 0 est la 1-forme fondamentale sur E (resp. E6).

Soit d'abord /"un G-isomorphisme de H(X, G) sur un espace
de repères H'(X, G) c E : c'est un homomorphisme dans
E et l'on sait (Ch. II, 3) que o) = /•*0 est une 1-forme tensorielle
sur H de même type ; œ est régulière puisque

œ(b,)=o^0(^)=o^^p^=o^^p^^(p^^^

Réciproquement, H(X, G) satisfaisant aux hypothèses de
la proposition (III, 4, 1), supposons qu'il existe un G-isomor-
phisme /' de H dans E tel que ffi = w. Si ^ e T,, (he H)
ûW-O^) et comme /Ï;, e T^), (0(6,) = [f(h)^p,f^,

(5) ^(^) = [/"WJ-PH^.

Soit (,„ le tenseur associé à o (déf. II, 3) tenseur sur H B E
a valeurs dans R"* ® R» de type p(G X LJ tel que ?(g, l) = g^-i
c est-à-dire tel que t^h.g, z.Z)=g-i.f,,, (^ ^j. n t ̂
défini par les formules ((6) Ch. II, 3) :

(6) \t(h, z).u=w(^)
?si6,6T,, (h, z )6H®E, ueR", z.u=pHb,.

par suite de (3), t^h, z).u = o^-^u = o et (,„(/», z) e L,. (6)
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entraîne (o)(/i, z).z~lpu^)f^ = ̂ (S/i) d6 sorte que (5) équivaut à
(7) t^h, z) . z-^Hb, = [/•(À)]-1. PHb,

et comme pnT/» = Tp^, (7) équivaut à l'égalité entre opérateurs

(8) f(h}=z.[t^(h,z)]^

qui a un sens puisque t^(h, z) e L .̂ Nous avons jusqu'ici
établi que, pour qu'une application f de H dans E satisfasse
à (4), il faut et suffit qu'elle satisfasse à (8). Or, le second membre
de (8) ne dépend pas de z, mais de h seul car si
(A, z') e H13E, ppV -= pîih == PEZ et z' = z.l (l e L^,) d'où
z'.^.z^-^z.^.^.zJ)]-^

(z^)[^(A,z)Jj^==z.[(,(A,z)]-1

(8) définit donc une application unique f de H dans E; elle
est différentiable puisque, au-dessus d'un ouvert U c X muni
d'une section différentiable, s de E, (8) peut s'écrire

f(h}=s(ph).[t^s{ph))]-ï

et que t^ lui-même est une fonction différentiable sur HBE.
Enfin f est un homomorphisme car

f(h. g} = z[^(A.g, z)]-i = z[r^,(A, z)]-1

=z.[(,(A, z)]-^g=f{h).g.

La démonstration s'achève alors immédiatement en appli-
quant la proposition (I, 5, 3); elle s'étend sans modification
aux espaces de repères complexes pourvu que l'on utilise le
tenseur complexe fco associé à co qui est à valeurs dans CL^.

Nous avons établi (Ch. II, § 3 et § 5) une correspondance
biunivoque entre formes tensorielles sur un e.f.p. et tenseurs
associés; nous avons vu que la propriété (3) pour co équivaut
pour t^ à prendre ses valeurs dans L^. Comme les tenseurs
d'un certain type sur un e.f.p. correspondent biunivoquement
aux sections d'un certain e.f. associé, la proposition (III, 4, 1)
a le :

COROLLAIRE. — Soit un e.f.p. H(X, G), où G est un sous-
groupe de Lie de L^ (resp. CL^) (m == dim X). Les structures
d'espace de repères sur H correspondent biunivoquement aux
sections du fibre de fibre L^ (resp. CL^,) associé à H^E
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(r^p. HBE6), G X L, (resp. G X CLJ opérant ^r la
fibre par

(^ ^ t-^g^.t.l g e G ; ^esL, (r^p. CLJ.

Pour une forme tensorielle A sur un espace de repères
H(X, G) on peut avoir une notion plus simple de tenseur
associé que sur un e.f.p. quelconque. Supposons d'abord H
espace de repères réels et A à valeurs dans un espace vectoriel
réel M: (A est un tenseur sur HBE. Soient les applications

i : H ->• E inclusion
/ : H ^ H B E , A e H ^ ( / i , A ) e H ^ E , application qui

identifie H à la diagonale du s.e.f.p. H I ^ H c HBE;
f: H^E->H, ( A , z ) - > A , A e H , z e E , pnh=p^
g : HBE-^E, ( h , z ) ^ z , A e H , z e E , p^h = p,z.
On a donc

(9) /'oy = identité de H et g"/ == i.

^'A- = /^A est un tenseur sur H puisque / est un homomor-
phisme d'e.f.p. De (9) découle A == /7*A et la formule
((8) ch. II, § 3) devient

A = / * [ ( ( A ) . Â ^ o ] = ( ^ A ) . ( Â / * ( ^ e ) )
ou

A = ( < ' A ) . ( Â / Y O )
soit d'après (9)

A = (^.(Â^o)
ou, comme i*0 n'est autre que la forme fondamentale oj de H

(10) A = ( ( ' A ) . ( Â œ ) .

Réciproquement, l'application de la proposition (II, 3, 1)
montre que si X est un tenseur sur H à valeurs dans M0 À R7"'
et de type p,(G), (pi(g) = ^(g) 0 Âg-1), A = À . ( Â c o ) est
une ç-forme tensorielle telle que X == ('A.

De même, si H est un espace de repères complexes et A
à valeurs dans V espace vectoriel complexe M, ^A est un tenseur
sur HBE^ l'inclusion H c Ec permet de définir des appli-
cations I, J, ... analogues a i , / , . . . et (^A = J^A est un ten-
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seur sur H lié à A par une formule analogue à (10), la correspon-
dance entre A et (^A étant encore biunivoque.

Si H est un espace de repères réels et M un espace sectoriel
complexe il se trouve définis deux tenseurs associés sur H
suivant que l'on utilise l'inclusion H c E (ce qui définit ('A

q \
à valeurs dans M ^ R Â R " " / ou H c E0 (ce qui définit t^A à

q
valeurs dans M^cAC"**): la remarque faite au ch. II, § 5
montre que ces deux tenseurs coïncident module l'identification
canonique de M^cAC^ et M^RÂR"**.

Au contraire, si H est un espace de repères complexes et M
un espace vectoriel réel (n'admettant pas de structure complexe
pour laquelle les îft(g) soient des transformations linéaires
sur C) on ne peut définir sur H lui-même un tenseur associé
qui corresponde biuniwquement à A par une formule analogue
à (10). Supposons en effet un tel tenseur À défini, tel que

(11) A = X . ( Â O ) )
alors, nécessairement pour h e H, \(h) e M 0p A C^. Or A
n'est défini que sur l'espace 6/» tangent à H en A et non sur
son complexifié 6^: X(/i) n'est donc astreint par (II) qu'à la
condition

A(b,)=X(A).<Â<o, b,), ^ eÂ0,
=\{h).h-'l.p^

(avec les notations simplifiées du ch. II). Quand S^ décrit
Â6/», pï>h décrit /\T^(x=ph) et h^p^ décrit A/i"1^ où
/r'1!̂  est un sous-espace vectoriel (réel) de 0" de dimension
réelle m: \{h) n'est donc pas complètement déterminée par(H).

Pour définir A par un tenseur sur H on peut cependant
procéder ainsi : soit M' un espace vectoriel complexe tel que
M' D M et M' == M + ^M, et que de plus S{[g) s'étende en un
automorphisme complexe de M'. On peut prendre par exemple
pour M' le complexifié de M : ce n'est pas nécessairement le
plus commode. A est donc une forme tensorielle complexe à
valeurs dans M' et de type 3l(G) qui, pour les secteurs tangents
réels prend ses valeurs dans M c M'. A A sont maintenant
associés les tenseurs (^A (resp. ^A) sur H (resp. HESE^ à
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q
valeurs dans M'^cAO"* — ainsi que (A sur HC3E à .valeurs

q

dans M' ®R A R^. Comme les tenseurs t^A. correspondent
biunivoquement aux y-formes A sur H à valeurs dans M',
cherchons à caractériser ceux pour lesquels A est à valeurs
dans M. Or (^A est déterminé biunivoquement par t°\ dont
la restriction à HE3E est (A (ch. II, 5) : de sorte que (^A est
déterminé par (A. Pour que A soit à valeurs dans M il faut et
suffit que (A soit à valeurs dans V = M 0RÂ R^ c M' 0n A R^;
^A et (^A prennent donc leurs valeurs dans l'orbite de V par
CL^, orbite qui n'est pas en général un sous-espace vectoriel
(réel) de M'^cAC^ de sorte que la condition sur (^A se
traduira en général par une condition non linéaire.

C'est pourquoi dans la suite on ne parlera de tenseur associé
sur H, à une forme A sur H à valeurs dans M que si H est un
espace de repères réels et M quelconque ou H un espace de repères
complexes et M complexe. Il n'y a alors aucune ambiguïté et ce
tenseur sera toujours noté (A. Énonçons

PROPOSITION III, 4, 2. — Soit H(X, G) un espace de repères
réels (resp. complexes) de forme fondamentale œ et M un espace
vectoriel (resp. espace sectoriel complexe). Les q-formes A sur H
à valeurs dans M correspondent biunivoquement aux tenseurs
sur H à valeurs dans M^RÂR""* (resp. M^cAC^) et de type

q
?i(G) où pi(g) = ^A(g) 0 Ag~1. Le tenseur correspondant à A
est le tenseur associé sur H, (A, défini par

(12) A=((A) . (Âœ) .
Dans la base \e^\ de M et la base canonique de Rm (resp. C"*),

(12) s'écrit

(13) AA = -̂  ((A)^.,^)11 A . . . A (̂

où les co1 composantes de œ sont des formes globales sur H
linéairement indépendantes, et les composantes (^A)^_. du
tenseur associé des fonctions à valeurs réelles (resp. com-
plexes) supposées antisymétriques par rapport aux indices ?'.

Si H == E (resp. E°) on retrouve la notion habituelle de
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tenseur canoniquement associé en prenant l'image réciproque
de (13) par des sections locales. En particulier, si l'on applique
(12) à co elle-même, il vient œ = (to).œ, ce qui montre que (co
est le tenseur constant sur H = à l'identité de L^ (resp. CLJ.

5. — Connexions sur les espaces de repères.

A) Nous appelons connexion linéaire sur X (resp. linéaire
complexe) une connexion sur E(X) (resp. E^X)). S(G, H) étant
une G-structure donnée nous appelons H-connexion, ou
S-connexion indifféremment, une connexion sur H. Le groupe
G c L^ étant seul donné, nous appelons G-connexion une
H-connexion arbitraire.

Soit y une H-connexion et y son extension à E (resp. E0) ;
îi et TC leurs formes respectives; un chemin dans H horizontal
pour y est aussi horizontal pour y, puisque TC est la forme
induite sur H par À; de l'unicité du chemin horizontal pour
une connexion au-dessus d'un chemin donné de X et ayant
une origine z donnée, découle alors que la nappe d'holonomie
d'origine z e H est la même pour les deux connexions, et
par conséquent aussi les groupes d'holonomie pour les deux
connexions : en particulier ^ c G. Réciproquement si F
est une connexion linéaire et si, en un point z e E (resp. ÏL°)
le groupe d'holonomie '̂  c G, la nappe d'holonomie H^ étant
un ^-s.e.f.p. différentiable (ch. II, 4) H == Hy.G définit une
G-structure S. D'autre part le champ d'holonomie de F en
tout point z' e H^ étant tangent à H^ donc à H, on voit
immédiatement que le champ d'holonomie de F est tangent
à H en tout point de H : F est l'extension d'une H-connexion.
Nous avons établi :

THÉORÈME III, 5, 1 (16). — Pour qu'il existe sur X une G-
structure S il faut et suffit qu'il existe une connexion linéaire F
sur X dont le groupe d'holonomie en un repère ze E(X) (resp.
E^X)) soit un sous-groupe de G : F est alors l'extension d'une
S-connexion.

Soit maintenant un groupe G tel que les G-structures puis-

(16) Ce résultat conlieî i t ceux de [22] § 118 et de [18] ch. ni, § 5.
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sent être définies par un tenseur ( à valeurs dans M au sens
de la proposition (III, 2) dont nous reprenons les notations.
G étant le sous-groupe des g e L^ tels que ^(g). u = u, G
est la sous-algèbre des X e L^ tels que ^f t (X) .u = 0.

Soient S(G, H) une G-structure, y une S-connexion et y la
connexion linéaire extension de y, r^. et TT leurs formes respec-
tives, V et V les différentiations absolues correspondantes et
t le tenseur sur E définissant la structure. D'après ((2), ch. II, 4)
on a

\7t= dt+ ^(TC).(
d'où, i étant l'injection H —> E

i^t=dn+^{i^).i^
==^+A(7:).^=7^

i*t étant constant sur H et égal à u

(1) i^t=^).u

c'est-à-dire, si n = E p ^ T t » 0 ( | £ p j base de G)

i^t= â(£,).u0^ = 0

ce qui entraîne ̂ t = 0.
Réciproquement soit y une connexion linéaire de forme TC

telle que V< = 0. r^ = 1*7; est une 1-forme sur H de type adjoint
à valeurs dans L^ dont la restriction aux fibres de H coïncide
avec la forme ? relative à H (ch. II, § 4, A) parce que les trans-
lations à droite de G sur H sont les restrictions des translations
à droite de G opérant sur E (déf. I, 5, 2). Pour que TT soit une
forme de connexion sur H, il suffit donc que, de plus, elle
prenne ses valeurs dans G. Soit une base de L^ { e ^ , sJ obtenue
en complétant la base J £ p j de G: T; == ̂  ^ir0 4- ^a(8) ^a- Sur
H, i*^7t est encore donnée par (1) et est nulle par hypothèse;
or a(-î:). u = ̂ (e?). u 0 TC? + ^(ej. u ̂  ̂  == â(e<,). u 0 ̂

puisque £p <= G; notre hypothèse entraîne donc
(2) ^(ÊJ.M^TC0 = 0.

Les vecteurs ^(£a).u sont linéairement indépendants, car
S;^(£j-^=0 entraîne ^^(;^£,). u = 0 c'est-à-dire a% e G
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ce qui est absurde; par conséquent (2) entraîne la nullité des
formes ^a, et T: est à valeurs dans G. Nous avons établi :

THÉORÈME III, 5, 2. — Si la G-structure S sur X peut être
définie par le tenseur t sur E(X) (resp. E^X)), la condition
nécessaire et suffisante pour qu'une connexion linéaire {resp.
linéaire complexe) sur. X soit l'extension d'une S-connexion est
que la différentielle absolue de t dans cette connexion soit nulle.

Ce théorème contient la caractérisation des connexions
linéaires qui sont euclidiennes pour une métrique donnée
([22], § 51), presque complexes ([22] § 109), presque hermi-
tiennes (une structure presque hermitienne étant définie par
deux tenseurs, le tenseur métrique et le tenseur presque com-
plexe, entre dan$ notre classe de structures : deux tenseurs
pouvant être considérés comme un seul tenseur à valeurs
dans la somme directe de leurs espaces de valeurs). Il contient
de même la caractérisation des connexions linéaires complexes
qui sont des it-connexions pour une ir-structure donnée
([18] ch. II, § 6), des connexions linéaires complexes qui sont
des connexions presque hermitiennes au sens large pour une
structure presque hermitienne au sens large donnée (17)
(ibid. ch. III, § 4).

B) Torsion. — Dans ces deux alinéas, H = H(X, G) est
un espace de repères muni d'une connexion y déterminée;
K désigne l'un ou l'autre des corps R ou C suivant que H est
réel ou complexe. L'existence sur H de la 1-forme fondamentale
œ à valeurs dans K" entraîne l'existence pour la connexion y
d'un invariant supplémentaire, la forme de torsion:

(2) 2==V(o==rfa)+îc.(o

(puisque la représentation de G dans K"1 définissant le type
de œ est sa représentation comme groupe linéaire de K"").
Le tenseur tïi associé à ï sur H est le tenseur de torsion de y.
Naturellement 2 et (S sont les formes et le tenseur induits
sur H par la torsion

(3) $ :=^ô=^e+TT.e
(17) Une structure presque hermitienne au sens large est définie par G. Legrand [18]

par la donnée d'une métrique complexe <t> et d'un champ d'opérateurs 3 sur T§ de
carré identité, tels que <î>(Ju, 3c) = —<Ï> (u, v} M, peTS.

15
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de la connexion linéaire Y extension de y et son tenseur cano-
niquement associé tîi. L'identité ((5) ch. II, § 4) fournit la
différentielle absolue de 2

(4) ^=^=û.(^.
C'est l'identité de Blanchi pour la torsion.
C) Dérivée coloriante. Identité de Ricci généralisée. — A

étant une ç-forme tensorielle {q = 0, 1, ..., m) sur l'espace
de repères H(X, G) à valeurs dans l'espace vectoriel M (réel
si H est réel, complexe si H est complexe), nous appelons
dérivée covariante de A le tenseur sur H

(5) DA = (V(A.
L'opération de dérivation covariante est propre aux espaces

de repères, à la différence de la différenciation absolue qui
s'opère sur toute e.f.p. différentiable. y
t\ étant un tenseur de type S^{g) ̂  A g~"1 à valeurs dans

9
M ^ K A (!</"*) V(A est une 1-forme de même type et DA est

î
un tenseur de type 3^(g) ^ A g"1 0 g~1 à valeurs dans
M 0R À K^ (X)K K^. La formule ((12) § 4) définissant le tenseur
associé s'écrit puisque V(A est une 1-forme

(6) 7(A= (DA).(O.
Lorsque A est un tenseur W, comme (W == W, (5) devient

DW = (VW et (6)
(7) VW= (DW).O).
Dans ce cas et si H = E, ou bien si A est une forme de type

identité (image réciproque d'une forme de X) on retrouve la
notion habituelle de dérivée covariante. Quand q > 0, au

î-n
contraire, (VA est un tenseur à valeurs dans M ® A K"1*

94-1

et de type R(g)<8)Ag~1 qui n'a donc aucune raison de
coïncider avec DA. De la relation ((12) § 4)

A=( (A ) . (Âœ)
on déduit, en appliquant la formule de différentiation d'un
produit de ce type ((8), ch. n, § 4)

(8) VA== (V(A).(Âco) + ((A).(vÂ(o).
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Cette formule qui peut aussi s'écrire d'après (6)

(9) VA== ((VA)/ÂO)= ( D A . a ) ) . ( Â œ ) + ((A).(vÂœ)

permettra de calculer la différentielle absolue en fonction
q

de la dérivée covariante et de VA CD.
Appliquons-la d'abord au cas où A == V$ (<D, (ç—l)-forme

tensorielle)

V2^ == ((D7^).a)).(Âœ) + (<7^). (vÂco).

Comme d'autre part V^^^Q).^ ((5) Ch. II, § 4) on
obtient l'identité

(10) ( (DV$) . (o) .Â(o=A(Q).<P—((V$) . (vÂo))
(degré < î > = = ç — l )

à laquelle on peut donner le nom (^identité de Ricci généralisée.
Prenons en effet le cas où <& est un tenseur W {q = 1) ; comme
W == (W et DW = (VW on a

D7W = (V(7<W = <V(DW == lyW

et (10) s'écrit alors

(11) (iyW.(o).<o=^(Q).W—(DW).S.
Cette formule est Y identité de Ricci proprement dite (plus

générale d'ailleurs que l'identité habituelle puisque la repré-
sentation îA est quelconque). Pour le voir écrivons-la expli-
citement lorsque W == V est un champ de vecteurs, en prenant
les notations habituelles pour les composantes de la dérivée
covariante. (11) s'écrit

(12) (I^V.o^.o) = Q.V—(DV) .S

soit

(13) (V^V1^) A ̂  = Q}. V — V^VS*.
Comme, avec les normalisations habituelles

û} = -̂ - R}, ̂  A <ot1 et S* = — S^ A ̂
2t
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R},^ et S^ étant antisymétriques en X et (JL, on obtient
(14)

-j- (Vx^V1 -7,7,V1) ̂  A ̂  = 1- (Rj. ̂  + 7^. Sy ̂  A ̂

soit enfin

V,7,V1 - 7,7, V1 = R}. ̂  + 7 .̂ S .̂

Pour obtenir maintenant la forme explicite de (9) calculons
7A(D. De la définition de Aœ (ch. II, 2, E) et du caractère
tensoriel de (o découle que A(O est une forme tensorielle de
type A (G) et

/ ^ \ / ^ \ ^y / ^ \7(Aœ) =d(Aco) +A(Ti).(A(o)

|^| étant la base canonique de K"*. La formule ((24) ch. II, §2)
donne l'expression de Aœ à l'aide des composantes a)4 de œ
dans cette base

9 iA (o == —^ e^ A ... A e^ 0 (o*1 A ... A œ^

d'où

(15)

rf(Âœ)=-1 , i (—l)*- l^A.. .A^®œ i<A.. .A^A.. .A(o^
?•*=!

D'autre part, un calcul facile montre que dans la base
9 T

B = = | ^ A . . . A ^ , i i < h . . . < i g } de AK111, l'opération A(X)
(X e Ln,, resp. CLp,) est donnée par ses composantes

(A(x));::;:;;==ist:^..^(18)"=* %
où £^:::^ est l'indicateur de permutation et X? les composantes

(18) Une suite d'indices ^ . . . p ... iç représente la suite obtenue en rempla-
. . . . ^ . . A

çant dans la suite i\ ... i\ ... iç, i\ par p. De même une suite i\ .. . i^ . . . iq repré-
sente la suite î  ... iq où le terme i^ a été supprimé.
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de X dans la base canonique de Ln» (resp. CLJ alors les compo-
/ ̂ ^ \

santés dans la baseB de 9 === ^A(Tc ) . Aco^ sont
^s^

9'.-',= 2 AM'.^^AtÂa))'1'"''
** < • " < *ç

=2 2 ^..^A^A ... Aœ1 .fc=in<...<i, ^

== A 2 el;:::̂ ... ;, ̂  A ̂  A ... A (̂
^ • f c = 1 .̂

ou, en faisant passer (D^ et p à la première place

^...t,^ ^ £^,.^(^A^)A^^

puis, en supprimant la sommation par rapport à A*
1

^ '"lq = (q — l) t8^ (TCP A o}r) A œ 4 . . . A ̂

dans cette somme, la somme des termes ou p = l^ est
1

(q—i)ï ̂ ::: ̂  (^ A ^r) A ̂  A ••• A ̂  = «< A (^r) A ̂  A... A ^/ç

et, en procédant de même pour chaque indice l, il vient :
(16)

P
^•••^= ^ ( — l ^ - W ^ A . - . A ^ ^ A ^ A ^ A œ ^ A . - . A ^

Comme cette expression est antisymétrique par rapport
aux l,

j[
9 = 2 ^ A ... A ̂  ̂  91 1 - -^ = — .^ A ... A ̂  ® î1*"^

ii<"'<iq y •

et on obtient, en rapprochant (15) et (16), les composantes
dans B de ( v Â œ )

(17)

(vÂco)'1'"'^ S (—l^^A.- .A^^+^A^A.- .A^
*=i

= 2 (—I)^W<A. . .A^-*A^A(O^-*A. . .A^ .*=i
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Calculons maintenant chacun des termes de (9) dans la
base ^ C A J de M :

(18) (VA)^^^^)^,,,^ ... A^

(19) [(DA.to^Âœ)^
^

= -y ((O^t, t....(,<«*(.) A (rij. A ... A co'î

=(çq^(|/-l)'(DA)•ti....î;...i,)œioA ... AO)^

pour rendre le coefficient de œ'0 A ... A œ1» antisymétrique par
rapport aux i.

D'autre part,

(20) [(^.(vÂo))]*
=^,(<A)^(7Âœ)'--S

=—W,...i,Ï (—l)k-W•A...A(o'*-AS'*A(o'*-A...AœS

= (î^ïT!(tA)PAl - <^ A ̂  A ... A <^.
= —(o^.i), (^A)?^...;^^'» A <»'• A (o'« A ... A (A

=^|(-l)'Sf,M)pA....î;...^itA ... AœS

== (îÀ)* - ̂  2•(-l)fc"S^A)pA...•r*..•?....•,<l)•tA ... AcA
*>(=0,l,...î

par un calcul d'antisymétrisation de type classique. Alors,
dans (18) (19) et (20) les coefficients de (»•• A ... A w1" étant
tous antisymétriques, (9) devient

(21) (^AU,,.,,-^(-I)'(DA)^,,,<Î,..,

=~0 ^ 2(-l)(-')S^A),A,..,..,<î...^.
k, f = = 0 , l , . . . 7

PROPOSITION III, 5. — Sur un espace de repères, le tenseur
associé à la différentielle absolue d'une q-forme A est égal à
Vantisymétrisé de la dérivée coloriante de A dans une connexion
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à torsion nulle; il en diffère par un terme bilinéaire par rapport
à la torsion et au tenseur associé à A lorsque la torsion n'est pas
nulle, suivant la formule (21).

Application. — Si a est une ç-forme scalaire sur X, A == p*a
est une ç-forme de type identité et Vp*a = dp*oi = p*da;
de sorte que Fon obtient, en prenant les images réciproques
des deux membres de (21) par une section locale arbitraire
et en utilisant les notations classiques, la relation qui lie la
différentielle extérieure d'une forme à sa dérivée covariante :

(22) W,,,,,-^Va,.,,î;,̂

= S 2(-ir'Sf,,a,,,^,;^
k<l

J^=0,1,....Ç

6. — Tenseur de structure d'une G-structure.

A) Soit S une G-structure d'espace de repères H et de forme
fondamentale co. On désigne par K (resp. KL^) le corps des
réels (resp. le groupe L^) si S est réelle ou le corps des com-
plexes (resp. CL^) si S est complexe.

Soient y et y' des H-connexions de formes TZ, i:' ; et ^, S'
leurs torsions. Les tenseurs de torsion sont des tenseurs sur H
à valeurs dans P = K1" 0^ À K"1* et de type A(G) où ^ est la
représentation de KL^ dans P telle que

S{{1) = l ® À I-1 l^ KL^

IT' — 7ï = u est une 1-forme tejisorielle sur H de type adjoint
à valeurs dans G. Supposons, si S est complexe, que G est un
sous-espace vectoriel complexe de CL^. Alors (§ 4) u a un ten-
seur associé tu = ̂  sur H — dont la donnée équivaut à celle
de u — à valeurs dans N = NG = G ®K K^* et tel que

(1) u = S . c o

Ç est de type 3(G) où 3 est la représentation de KL^ dans
% = KL^ ®K K771* telle que Q{1) = adj ; ̂  ;-1 (NG c % est
évidemment un sous-espace invariant par °(G)).

Comme % = K"* 0^ K7"* 0^ K^, P peut être considéré comme
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le quotient de % par le sous-espace tf engendré par les éléments
x^f^f (x^K^ /^K^). Soit — A la projection naturelle
% -^ %/j = p x 0 /•0 /" -> ^ ® [f/\ /•'). Dans la base canonique
\e,\ de K^ (et les bases associées des autres espaces) — A se
traduit par

^->(^—4/)
et il est évident sur les définitions que, pour tout l e KL^

(2) ^oQ(l) ==yi(Z)o.k
Dans une base |£p = (ajp) | de G (base sur K), les composantes

de u sont données d'après (1) par

(3) u? = ^W

(^ composantes de Ç dans la base £,0^1 de Ne). D'après la
définition de la torsion ((2) § 5) il vient

X —— ï == (iT' —— 11) . (0 == U. CO

= (e^ 0 u.°). (^ 0 œ*)
= (£? . ̂ ) 0 l̂  A ÎO*

= aĵ  8) SJcî  A œ*

= e, 0 -I- (a^ç; — a}^) (̂  A co'.

La parenthèse étant antisymétrique en /, k, ceci donne d'après
((13) § 4) les composantes de t(^ — ï) dans la base canonique
de P

(4) (^'-^^a^-o^.

Comme les composantes de ç dans la base canonique de %
sont tjk == a}? ,̂ (4) se traduit par

Û'—Û=AoÇ

ou, en appelant A la restriction de ^ à NG c U

(5) Û ' — û = = A o Ç

NG étant invariant par 2(G), (2) devient

(6) Ao3(g)=^(g)oA, geG.

Soient VG = A(No), M = Mo = P/VG et a la projection
naturelle P --> Mo. D'après (6) VG est invariant par ^(G) de
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sorte que la représentation Jl(G) passe au quotient : soit ? la
représentation de G ainsi obtenue dans M$ elle est définie par

(8) p ( g ) o a = = a o ( R ( g ) .

Alors d'après (6) a où' = a o tîi est une fonction (§ sur H à
valeurs dans M (définie globalement et indépendante de la
connexion) et telle que

4(z.g)=a(Ù(z.g)) OseH, g e G ) ;
soit (s(^.g) = a(JÎ(g-i).Ù(z)) = p(g-1).^)-

4 est donc un tenseur sur H à valeurs dans M et de type p(G)
qui ne dépend que de la structure : nous l'appelons le tenseur
de structure de S.

B) Soit réciproquement Si une 2-forme vectorielle sur H
à valeurs dans K"1 : est-elle la torsion S' d'une H-connexion
y'? Supposons remplie la condition nécessaire a o ^ = = 4
et soit y une H-connexion arbitraire. Avec les notations pré-
cédentes, la détermination de y' équivaut à celle de la 1-forme
tensorielle u = ^—^ qui équivaut elle-même (prop. III,
4, 2) à celle de son tenseur associé Ç à valeurs dans N. La condi-
tion imposée à y', S' = Si, équivaut à S' — S == Si — S où
le second membre est une 2-forme tensorielle donnée de même
type S" ; et la condition S' — S = S" équivaut elle-même
d'après (5) à

(9) Ao^==ù".

D'autre part l'hypothèse ao^ == (§ = ao(S équivaut à

(10) ao^"== 0.
Soit N(H) (resp. P(H), M(H)) le fibre obtenu par modelage

(def. I, 2) de N (resp. P, M) sur H, G opérant sur la fibre par
9(G) (resp. ^Â(G), p(G)); et soit N(H) (resp. P(H), M(H)) le
faisceau des germes de sections de cet espace. A la suite exacte
d'homomorphismes d'espaces vectoriels

N -^ P ̂  M -> 0

correspond une suite exacte d'homomorphismes de faisceaux

N^H) -i P(H) -i M(H) ~> 0
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à laquelle correspond elle-même, puisque tous ces faisceaux
sont des faisceaux de germes de section d'e.f. à fibre vecto-
rielle, la suite exacte des groupes de cohomologie

(11) 3ëo(X, N(H)) ̂ o(X, P(H)) -i. ̂ o(X, M(H)) -> 0.

Les tenseurs sur H à valeurs dans N (resp. P, M) et de type
2(G) (resp. ^H(G), p(G)) correspondent biunivoquement aux
sections de N(H) (resp. P(H), M(H)) c'est-à-dire aux éléments
des groupes de cohomologie <%o(X, N(H)) (resp. 3ëo(X, P(H)),
^o(X, M(H))). Soit donc ^e36o(x, N(ÎÏ)) l'élément corres-
pondant à Ç, o-e^Çx, P(H)) celui qui correspond à (S"; (9)
et (10) équivalent respectivement à

(12) Âo( . )==^ ,
(13) W = 0.

La suite (11) étant exacte, l'image de Âo coïncide avec le
noyau de So et s satisfaisant à (12) existe dès que 7 satisfait
à (13). Nous avons donc montré l'existence de la connexion y'.

C) Ces calculs et démonstrations ne s'étendent pas au cas
où, S étant complexes, G n'est pas un sous-espace vectoriel
complexe de CLni. Si d'abord G n'admet pas de structure
d'algèbre de Lie complexe, les adj g (g e G) ne sont pas des
automorphismes d'espace vectoriel complexe de G : et les
formes u sur H à valeurs dans G de type adjoint n'admettent
pas de tenseur associé sur H (cf. § 4). Si même G admet une
telle structure non induite par celle de CLn,, l'espace G 0c C^
des valeurs des tenseurs associé à u ne s'identifie pas à un
sous-espace complexe de CLp, 0c C^ et la démonstration tombe
encore en défaut.

On peut donc penser à procéder comme au paragraphe 4 :
soit G' == G + iG; les adj g (g e G) sont des automorphismes
d'espace vectoriel complexe de G' et u un tenseur associé Ç
à valeurs dans G' (8)c C7"* c %. Les calculs de l'alinéa A) restent
donc valables et permettent encore de définir un « tenseur
de structure » <s ^ mais ceux de B) ne le sont pas car Ç est en
général astreint à des conditions supplémentaires non liné-
aires (§ 4). En fait d'ailleurs ce tenseur t's n'a aucune raison
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de caractériser les torsions des S-connexions : soit G' le sous-
groupe connexe de CL^ engendré par G^ et supposons G lui-
même connexe; alors G'3 G et S est subordonnée à une G'-
structure S', <s n'est autre que le tenseur de structure de S'
de sorte qu'il caractérise les torsions des S'-connexions qui
en général ne sont pas des S-connexions (cf. § 8, D).

D) Nous allons maintenant énoncer les résultats obtenus
et en tirer les premières conséquences.

DÉFINITION III, 6. — Une G-structure est dite de première
espèce si elle est réelle ou si, étant complexe, G est un sous-groupe
de Lie complexe de CL^. Elle est de seconde espèce dans les autres
cas.

Remarquons que la condition : G sous-groupe de Lie
complexe de CL^ (c'est-à-dire l'injection G —> CL^ est une
application analytique complexe) équivaut à G sous-espace
vectoriel de complexe CL^.

THÉORÈME III, 6, 1. — Soit G un sous-groupe de Lie de L^,
ou un sous-groupe de Lie complexe de CL^: K désigne le corps
des réels dans le premier cas, le corps des complexes dans le
second. A ce groupe est canoniquement associée une représenta-
tion K-linéaire p de G dans un espace sectoriel MG, image de

2

P = K"1 0K A K"1* par un homomorphisîne a de telle façon que
1° pour toute G-structure S de première espèce se trouve

défini un tenseur (s de type p(G) à valeurs dans MG sur Vespace
H des repères distingués de S : 4 est le tenseur de structure
de S.

2° la condition nécessaire et suffisante pour qilune 2-forme
vectorielle 2 sur H soit la torsion (Kune S-connexion est

ao^ ==== (5.

Dans certains cas ce théorème prend une forme plus simple,
qui nous le verrons, contient des théorèmes connus :

THÉORÈMES III, 6, 2. — G satisfaisant aux mêmes hypothèses
que dans le théorème (III, 6, 1), supposons de plus que le sous-
espace V = a'^O) de P admette un supplémentaire W également
invariant par ^(G). Pour toute G-structure de première espèce
S, et toute S-connexion, le tenseur de torsion (sur H) est la somme
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de deux tenseurs, (S = (û)v + (û)w à valeurs respectivement
dans V et W :

1° (<2)w ne dépend pas de la connexion et s9 identifie à ts
(p(G) s'identifie à la représentation induite par ïA(G) sur W);

2° (<^)v ne dépend que de la connexion et peut être choisi
arbitrairement par un choix convenable de la connexion: en
particulier il existe toujours une S-connexion dont le tenseur de
torsion soit exactement réduit à ts = (<S)w.

Dans les hypothèses de ce théorème, puisque (<S)v et
(û)w sont des tenseurs à valeurs dans P de type A(G), on a
un énoncé analogue donnant une décomposition de la forme
de torsion en somme de deux formes. D'autre part, soit ir la
forme de connexion d'une des connexions pour lesquelles
(tS)v = 0; alors d'après la définition de la torsion on a glo-
balement sur H

(13)

——IT.ù) + (4). (À Cû)dw
. . 1 .1

ou rfco1 = — -ÎTJ A co1 + o (^s)}^ A (o*
1

ou Ao1 = ajpœ7 A ̂  + ^ (<s)ifc<^ A co^

avec les notations de A); et réciproquement, si TC est une H-
connexion et si l'on peut écrire rfœ sous la forme (13), (§ étant
un tenseur à valeurs dans W, <§ est le tenseur de structure de S.

Dans les seules hypothèses du théorème (III, 6, 1) soit W\
un supplémentaire de V, en général non invariant. Pour une
H-connexion donnée de forme r^ on a une décomposition
t^ = (<^)v + (Û)w/, (^)w,(z) = C(z) étant la projection de
<s(z) sur Wi par la projection naturelle g, P/V->Wi, C est une
fonction sur H indépendante de la connexion et l'on peut
écrire

(14) dco1 = -^ A (^ + -I- (^)v,} '̂ A ̂ + -I- (C)}^A c^.

Comme (û)v(^) e V, pour tout z e H, les équations aux
inconnues r^(? == 1, ..., r; k = 1, ... w)

(^)v, ̂  = ajf.^ — 4 .̂ (i, /, k = 1, .... m; / < /c)

sont compatibles, et, comme elles sont à coefficients constants,
on peut leur trouver des solutions différentiables r^(z) (uniques
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seulement si l'application A est injective). (14) devient alors
puisque TC} == a)^

d^ = ̂  A a}p(^ — Y])^) + 1 C}^ A œ*
z

ou „ d^ = ̂  A a),^ + ̂  C}̂  A c^
(15) t ^

soit dco = — lî ' .co+C. A co
Dans (15) TC' = Sp^Tc'? est une forme globale sur H mais non

canoniquement définie; de plus ce n'est pas une forme de
connexion sur H, sinon C serait le tenseur de torsion de cette
connexion, contrairement à l'hypothèse que Wi n'est pas
invariant par iïl(G). Enfin, dès que l'on a écrit sur H des
relations telles que (15) où la fonction C prend ses valeurs
dans W,, C est la projection sur W\ du tenseur de structure,
qu'elle définit donc parfaitement.

En particulier, si l'on prend pour W, un supplémentaire
de V engendré par un sous-ensemble de la base canonique de
P, et si l'on désigne par Vj-y les coordonnées de P nulles sur W,
et par t}'^' les autres, (15) s'écrit

(16) Ao1 = ̂  A aj^ + i C};̂ ' A œ<
* 2t

Si l'on pose F}̂  = a[^—aj^(r^ e K) (i, /, k = 1,..., m; /</c)
les indices (} )̂ sont caractérisés par la propriété que les
formes linéaires F}̂ " sont linéairement indépendantes et en
nombre maximal : les C}^ sont les premiers invariants de la
structure tels qu'ils ont été définis par S.S. Chern dans [9]
pour le cas réel. Les équations (13), (15) ou (16) peuvent être
appelées équations de structure de S.

Soient r la dimension de G et s le rang de A. On a dim N = mr
2/ __ A \

et dim P = —v—^——- ; s, inférieur ou égal à ces deux nombres,
. i j . j m^m—1) - T . •est égal au rang du système des ——7.——- formes linéaires

F}fc. On peut préciser :

COROLLAIRE III, 6, 1. — Si A est surjective, la torsion peut
être choisie arbitrairement, en particulier, pour toute G-structure
S de première espèce il existe toujours une S-connexion à torsion

„ T^ m^m—1) . . . m(m—1)nulle. Dans ce cas s= ——.——'- ce qui exige r^ x —— /.
À 2i
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COROLLAIRE III, 6, 2. — Si A est injective ( l9), la donnée de
la torsion ^ détermine la connexion^ pourvu que ao^==<s .
^ . i • • • j ^m(m—1) r;. jCeci se produit si s = mr et exige donc r ^—v—,.——' ' bi de

plus on est dans les conditions d'application du théorème
(III , 6, 2) tout G-structure admet une connexion canonique
dont le tenseur de torsion coïncide avec le tenseur de structure
(cf. 8, ex. B, E).

COROLLAIRE III, 6, 3. — 5i A est bijective, ce qui suppose
y == _-^———> d'où, s'il est fermé, G est le groupe orthogonal

JU

ou orthogonal spécial d'une forme quadratique non dégénérée
définie ou indéfinie, d'après des résultats de Weyi-Cartan
(cf. W. Klingenberg [28] — la torsion est arbitraire et
détermine univoquement la connexion : en particulier, il y
a une connexion canonique à torsion nulle.

COROLLAIRE III, 6, 4. — Pour qu^une G-structure S de pre-
mière espèce admette une S-connexion à torsion nulle, il faut et
suffit que le tenseur de structure soit nul.

7. — Calculs du tenseur de structure.

A) Structures équivalentes. — Soient S et S' des structures
équivalentes d'espaces de repères respectifs H et H' = HJ,
de groupes G et G' == l~~1 .G.I. On considère soit S et S' réelles
(l e L^,, K == R), soit S complexe de première espèce: alors,
quel que soit l e CL^, S' est complexe de première espèce
( K = C ) .

Les différents espaces et applications sont notés comme au
§ 6, avec un indice s'ils dépendent de S ou G (N'=NG' . . . ) .
Alors

N' == G' ®K K^ = l^G. 10K K^ == 2(l-1) N
et V = A(N') == Ao^-i^N) = ^(^)A(N) = ̂ (^^V
de sorte que

(lt) Dans le cas réel, cette hypothèse équivaut à celle-ci : 1er groupe déduit de
G = identité (S. S. Chern [9]) ou G de type fini de degré 2 (P. Libermann). Cette
remarque contient donc un théorème de P. Libermann dans [21]. C'est aussi la
propriété (C) de Chern dans [10].
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a) comme rang de A == dim V, on a rang de A == rang
de A' et les deux structures sont dans la même situation pour
les corollaires du § 6.

b) l'automorphisme S{{1"1) de P passe aux quotients, don-
nant un isomorphisme p(î~1) : M = P/V —> M' = P/V tel que
a'o^-i) = p^-^oa.

Soit y une S-connexion et y la connexion linéaire (resp.
linéaire complexe) extension de y : y est aussi l'extension
d'une S'-connexion y' (invariance du champ de connexion par
translations à droite) et, si S et ^' sont les torsions (sur. H
et H') de y et y' :

Û'(zJ) == ̂ -^(z) (zeH)
d'où
^z.^)=a'o^ /(zJ)=a'o^(^l)^'(z)=p(^ l)oaÛ(z)=p(^ l)^

On a donc entre les deux tenseurs de structure la relation

(1) D^s- = p(;-1)^.

En particulier, si S' est une structure associée à S, l = n e N(G)
(resp. N^G)); G' = G entraîne M' = M, a' = a et p(n~1) est
l'automorphisme de M défini par

(2) aogl(n-i) =p(n-i)oa

-p est une représentation de N(G) dans M dont la restriction
à G c N(G) est p.

B) Structures subordonnées. — Soit avec les mêmes nota-
tions, S subordonnée à S'. Alors G c G' entraîne N c N' et
V = .-b(N) c V = c-b(N') de sorte que

a) si A est surjective, A' l'est aussi;
b) si A' est injective, A l'est aussi : c'est-à-dire que, si pour

une G^structure la torsion détermine la connexion il en est de
même pour les structures subordonnées.

Les inclusions V c V c P entraînent l'existence d'une
projection o^ : P/V —> P/V telle que a ^ o a == a' et que
^ o p { g ) = p t { g ) o ^ { g e G ) ' Soient i l'injection H->H'(HcH') ,
y une H-connexion de forme ^ et y' son extension à H', de
forme TC'. Alors co = i*ù/ et TC = i'Y entraînent S = i*S' et
(S = i*(S', d'où, puisque ts=QL°tïi

ai o (g == a^ o a o û == a' o i*t^ = iV o ̂
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soit

(2) a , . (s= i%
ty étant déterminé par sa restriction i*ty à H', (2) définit <§'•

Cependant, si S est la plus grande structure subordonnée
commune à S' et S" (H = H' n H"), N = N' n N" mais, comme
en général ct)(N' n N") =^.L(N) n .^(N'), les tenseurs de structure
de S' et S" ne suffisent pas en général à déterminer celui de S
(cf. 8, E).

C) Calcul local. — Soient U c X, s une section locale dis-
tinguée et Ou le corepère dual sur U. Le champ des plans
tangents à l'image de la section s et de leurs translatés à droite
par G détermine sur Hu une connexion ; celle-ci peut être étendue
en une connexion sur H de forme 'ÎT. Dans cette connexion

^ == rf(o -p 7ï.(o

5*^ = S*d(î) + S*TC.^*CO = rf6u

puisque, par définition, S*T; = = 0 ; on a donc les composantes

(3) (^y=do,=^(c^,&{;Ae,.

où les (Cu)}*, antisymétriques en /, A-, déterminent une appli-
2

cation Cu : U -> P. D'autre part, de S == (<S). A ^ on déduit

(4) s^ = (^S). À Ou ou (^S)1 = -I- (^JA- A 6^.

La comparaison de (3) et (4) donne enfin

5% == 5*(ao(S) == a.^S = a.Cu
d'où

PROPOSITION III, 7. — 6u étant un corepère distingué sur U,
Vexpression de ts dans le repère dual s'obtient ainsi :

(^s)u == a.Cu
1où Cu : U -> P est l'application définie par d^a = -^- (Cu)}fc% A OS.
2à

COROLLAIRE III, 7. — Une G'structure intégrable a un tenseur
de structure nul.
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La réciproque, fausse en général (cf. 8, B), est vraie dans de
nombreux cas (cf. 8 C, D, F et ch. IV, § 3). Aussi poserons-nous

DÉFINITION III, 7. — Une G-structure est dite presque
intégrable si son tenseur de structure est nul.

8. — Applications. Exemples.

A) Soit X = G/H un espace homogène réductif. Sa con-
nexion de Cartan (20) détermine pour chacune des flzo-structures
S définies dans la proposition (III, 1) une connexion à torsion
nulle : ces structures ont donc un tenseur de structure nul.

B) 0{m)-structures réelles. (K = R) G est la sous-algèbre
des matrices (A}) e L^ telles que A} + A{ == 0; N est donc le
sous-espace des ( e U de coordonnées ^ telles que t]^ + ̂  == 0,
Comme d'autre part

,. -. m(m—1) ,. „. m^dn—1) ,. r»dim G = v ——^ dim N = —v———'- = dim P
^ Z

et, pour montrer que A est bijective, il suffit de montrer
que A-^O) = 0. Or, le système d'équations définissant A-^O) :

^ + tik = 0, fly — ̂  = 0

est cramérien (cf. calcul des symboles de Christoffel) et
A~1 (0) = 0. Conséquences :

a) M = 0; toute 0(w)-structure S admet une S-connexion
canonique à torsion nulle : la connexion riemannienne. De plus
(§ 6, B) pour tout groupe G' D 0{m) on a encore M' == 0 :
ainsi pour G' = L^, ...

b) Tout sous-groupe fermé G' c 0(m) étant compact, le sous-
espace Vo'cP invariant par ^A(G') admet un supplémentaire
W également invariant et le théorème (III, 6, 2) s'applique
aux G'-structures réelles S7 : en particulier, il y a une S'-con-
nexion dont la torsion coïncide avec le tenseur de structure
de S'; et comme A' est comme A, injective cette connexion
est unique.

(20) A. Lichnerowicz [23] § 37.
16
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PROPOSITION 111,8,1.— Pour toute G'-structure S'subordonnée
à une structure riemannienne, il existe une S'-connexion
canonique dont la torsion coïncide avec le tenseur de struc-
ture. Pour que le tenseur de structure soit nul il faut et suffit
que cette connexion canonique coïncide avec la connexion
riemannienne.

C) Soit S une structure presque produit réel (K = R) ou
complexe (K = C) G = KL(^, n,). Utilisons les indices a,
P, y, ... = 1 2, .., n, et a', p', y', ... = n, + 1, ..., n, + n,
En notant |e^ (resp. | f j) la base de V^ (resp. la base duale)
G est l'algèbre des matrices sur K

/A 0\
\0 B;

et a pour base | e^ = e, ®/•? ; £||; = <?,. ®/•?• | ; d'où une base de N
{e»®fi'®tl, e.®/"?®/^', e..®/'?'®/ï, <>,, ® /•?' ® /^f' ^ ;

puis de V = A(N)

îe,®/•?A^(P<T),^®^A^,^®/••s•A^,e..®?'A^(P /<Y /)I
V a donc le supplémentaire W, également invariant par G de
base

| <'» ® f^' A /r (?' < y'), <',. ® /•? A /^ (P < y) ^
<s esf c(onc ^ tenseur déterminé par les seules composantes (§<,,-,
fjv rfu tenseur de torsion de n'importe quelle S-connexion.
Dans une connexion dont la torsion se réduit à <s on a d'après
((13) § 6)

d^ = — ̂  A ̂  4- -2- ̂ Y c '̂ A r

d'où

(1)

(fo)-' = — Ttj; A œ?' + ̂ - ̂  M? A T

1
i rfh)2 ^-n^.Y.œ?' A œï' (mod. œi3)
j 1
' (fû)*' =y^<o? A ̂  (mod. û)13')

ce qui permet d'identifier notre tenseur de structure au «tenseur
de torsion de la structure presque produit » défini par
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G. Legrand [18] et les résultats du § 6 contiennent certains
de ses résultats.

D) Soit maintenant une structure presque complexe ^ (nota-
tions : § 1) ( w = 2 M ) C L ^ n'est pas un sous-groupe de Lie
complexe de CLgn et notre théorie ne s'applique pas à la dé-
structure complexe S qui détermine <T. On voit facilement que
CL^ + iCLj; = CL (n, n) et comme CL (n, n) est connexe, la
plus petite structure de première espèce à laquelle S soit
subordonnée est la structure presque produit complexe
qu'elle détermine. Or, dans E^X), (1) devient

. rf^^-^^co^A^^mod.^)
(2) \

1 d^ =: — t^ A coï (mod. o)!3')

relation qui caractérise la « torsion presque complexe ». Celle-ci
s'identifie donc au tenseur de structure de la îc-structure
définie par if.

Il est cependant évident que la seule condition T§»Y«. = tî^,
TK == tî^ ne suffit pas à caractériser les tenseurs T à valeurs
dans P qui sont les torsions d'une connexion presque complexe.
Mais nous allons voir que, dans ce cas très particulier^ les condi-
tions supplémentaires mentionnées au § 6, C) s'expriment
simplement.

Soient les indices i, /, k = 1, 2, ..., 2n et les composantes
TC} (dans la base canonique de CLgn) d'une S^-connexion TC :
d'après la définition de CL^, iiS* == ^S* == 0 et itSÎ == itj. Comme
d'autre part, œ01' == co01, on a pour la torsion

^ = d^ + r^ A œ? et ^ = d^ + ̂ j: A œ^ == X».

Une première condition pour qu'une 2-forme vectorielle sur
E^X) de composantes ï1 soit la torsion d'une S-connexion
est donc : ̂  == E01. Les formes qui y satisfont sont déter-
minées biunivoquement par les 2-forme S sur E^X) à valeurs
dans C" de type vectoriel (CL^ opérant sur C" par le groupe
isomorphe CL^) dont les composantes sont Ï 9 ' = S01, tîi est

2

à valeurs dans Pi = C" ® A (C271)* (coordonnées (^) et de type
^(CL;;).
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D'autre part, si l'on compare les torsions de deux connexions,
il vient ^ /a—^a = uî A œ!3 où les 1-forme u} sont les composantes
de u == T;' — TC dans la base de ÇL^. Les^ seules formes uî
déterminent u puisque u^ = u|f =0, u^ = uj : elles constituent
aussi les composantes d'une 1-forme û à valeurs dans CL^ et
de type adjoint qui, elle, admet un tenseur associé X sur H
à valeurs dans N, == CL,, 0 C2"' == C10 C^ 0 C2^ et de type
^(CLS). Et l'on a û = X . < o soit uj = X^coï + Xj^.
Si %, = C" 0 'C2^ 0 C2"', Ni s'identifie au sous-espace vectoriel
complexe de U,, Xj»^ == 0. On a encore une projeôtion —i^,
l^i -> P {ffk —> tjk — tîj) et la relation de commutation
^i°^i{g) ==^i(g)°^r Alors

(3) ^ — ̂  = (X^coï + H^) A ̂

= 1- (^ — ̂ T)^^ A ̂  — Xj^co? A o^*,

qui s^écrit encore t^—t^=^o\(^ restriction de ̂  à N,).
On voit donc que la théorie se développe comme au § 6, réci-
proque comprise. De plus V^ ==== A(Ni) est le sous-espace de
Pi d'équation tï^ = 0 qui admet le supplémentaire invariant
W d'équations (Sv == tî^ = 0. Ainsi se trouve établie :

PROPOSITION III, 8, 2. — Le tenseur de ((torsion presque
complexe » t (Tune structure presque complexe n^est autre que
le tenseur de structure de la restructure qu'elle détermine. Pour
qu'une 2-forme vectorielle S Sur l'espace E^X) des repères
complexes adaptés soit la torsion d'une connexion presque complexe,
il faut et suffit qu'elle satisfasse aux deux conditions :

1° (tL)^* = <|»Y*»
2° S»' == ̂ a.
On aurait pu, en utilisant l'espace des repères réels E^X)

obtenir cette proposition par simple application du théorème
(III, 6, 2) : il nous a semblé plus intéressant de mettre en évi-
dence d'une part, les particularités d'une structure presque
complexe parmi les G-structures complexes, d'autre part
le genre de difficultés que l'on rencontre pour les G-structures
complexes de seconde espèce.

E) Pour une structure presque hermitienne définie par son
espace de repères complexes adaptés ^(X) c E^X) (notations
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du § 3) on est dans une situation analogue. En conservant
les notations de l'alinéa précédent, les composantes de ù
sont astreintes à la condition supplémentaire uî + u^= 0,
et celles de X à X^ + ̂  == 0 (^ + XJÇ = 0). On a donc
d'après (3) :

^'a _^= l(^ _ ̂ )^ A (oï — X^co? A œr

sans entrer dans les détails, on voit que le sous-espace inva-
riant Va de Pi dans lequel (ï/ — ̂  prend ses valeurs a pour
équations

^T" == ^? ^T === ^ÏP* — '̂r*
qui admet le supplémentaire également invariant W d'équa-
tion tîy* = 0. Alors, pour toute connexion sur ^(X), la
torsion

(4) ^ = 1 a^ A O)T + a^coi5 A (0^ + 1 a^.^ A œ"

admet la décomposition

(5) ^ = (S^w + (^)v,
où

(6) (^)w == ^-(a^ — a^ + a^)^.3 A ̂  + |-a (̂o^ A (o"

(^)v. = ̂ - (a^ — a^)œ? A O)T + a^co? A (ô ..

Comme de plus, en passant aux repères réels de ^(X),
on peut appliquer la proposition (III, 8, 1), on voit que l'on
a retrouvé l'existence de la deuxième connexion canonique
d'une structure presque hermitienne — unique connexion
presque hermitienne dont le tenseur de torsion ne comprenne
que des termes de type (2, 0) et (0, 2) — et l'on peut énoncer
plus précisément :

PROPOSITION III, 8, 3(21). — Le tenseur de structure d'une
structure presque hermitienne s9 identifie au tenseur de torsion
de la deuxième connexion canonique. Pour qu^une 2-forme

(21) Cf. A. Lichnerowicz [22] § 112, 114 et S. S. Chorn [10] et W. Klingenberg [28].
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sectorielle (4) soit la torsion (Kune connexion presque hermitienne^
il faut et suffit que dans la décomposition (5), le terme (6) coïn-
cide avec la torsion de la deuxième connexion canonique de la
structure^ Une variété presque hermitienne presque intégrable est
Kâhlerienne.

On sait en effet que cette dernière propriété équivaut à la
coïncidence de la deuxième connexion canonique et de la
connexion riemannienne.

F) Soit G le groupe indiqué par S.S. Chern dans [9] des
matrices réelles

( u v w\
(7) g= 0 1 0 , ( u>0)

0 0 l /
dim X == 3; soient les indices i, /, k == 1, 2, 3. G est la sous-
algèbre de L.3 d'équations A[ = A| = 0 et N = G 0 R3 le
sous-espace de U d'équations t^ == t^ = O.V = A(N) est le
sous-espace de P d'équations ^3 == 0; le sous-espace supplé-
mentaire Wi d'équations s\^ = s\^ = 0 n'est pas invariant par
3l(G). Pour g e G et s e W,, il vient
Wg)s)^ = g^(r^ (g-^

== g^(g^)l (r1)! -^(g-1)! (g-1)! = gf4
c'est-à-dire que, si l'on identifie W, à R3 en posant X1 = ^3,
la représentation quotient ? dans W, n'est autre que la repré-
sentation de G comme groupe linéaire de R3 : le tenseur de
structure est donc un champ de vecteurs.



CHAPITRE IV

AUTOMORPHISMES D^UNE G-STRUCTURE

1. — Automorphismes locaux.

A) Image et image réciproque (Tune G-structure. — Soient
X et X' des variétés différentiables de même dimension 771,
E et E' (resp. E0 et E'0) leurs espaces de repères réels (resp.
complexes). Si a est une application régulière (partout de
rang m) de X dans X\ son application linéaire tangente au
point x, pLp, est un isomorphisme de Ty sur T,j^ (resp. T^ sur TSLr).
Pour Z6~Ë^ (resp. ES),

(1) a(z) == L^oz

est donc un isomorphisme de R/" sur Toa. (resp. C"1 sur TiL) et
a(z) e Ep.A (resp. E^â). Ainsi p. est une application de É dans
E' (resp. E° dans E^), et l'on voit immédiatement d'après (1) :

(2) y.{z. g) = a(z) .g, g e L^ (resp. CLJ
(3) pE'0?- =^= ^°PE

c'est-à-dire que pi est une L^-représentation de E dans E'
(resp. CL^-représentation de E0 dans E^) (ch. I, § 3) : a est
le prolongement de ;x à E (resp. E^.

Soit 6' (resp. 6) la forme fondamentale de E' (resp. E) :
< a*Ô', 6; > = < 0', pLS; > ; jlb; étant tangent à E' au point a(z)
il vient d'après (1) et (3)

<aT,b,)= ^(z^op^uLb,)
= [^ltz]~l^opE(^) =z~lpF^,) = <0, •R,) soit

(4) " ^e' = e.
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Réciproquement (4) caractérise les représentations p. de E
dans E' qui sont le prolongement d'une application a de X
dans X'.

Soit une G-structure S(G, H) sur X. L'image p.(H) n'est
pas en général un s.e.f.p. parce que, si ut.(^i) = ^(^2)?
(IH^ n (1H^ == 0 en général. Il en est toutefois ainsi d'après la
proposition (I, 5, 2) si m. est un homéomorphisme de X sur
X'. En effet:

1) p . (H, )=pl (z .G)=ui (z ) .G si zeH, , ^ = p z e X ;
2) Si o- est une section locale de H sur V, o-' = [loo-o^-1

est une section locale de a(H) sur j^(V), différentiable car uL
et a"1 le sont dans nos hypothèses.

(3.(H) détermine alors une G-structure S' sur X' qui est
V image de S par V homéomorphisme a. On notera S' = a. S.

a étant toujours régulière, mais pas nécessairement un
homéomorphisme, soit maintenant donnée une G-structure
S'(G, H') sur X'. L'ensemble H = \^J H, où

xex

(5) H,=(p.,)^ H'^ (x^X)

(uLc désigne la restriction à PTp de a) est une G-s.e.f.p. diffé-
rentiable d'après la proposition (I, 5, 2) car

1) H, == z,. G si z, 6 H, d'après (2) ;
2) Si <r' est une section différentiable de H' au-dessus de

U, a === (pLç)"1 o o-'o a est une section locale différentiable de E
à valeurs dans H (il suffit de remarquer que m. est localement
un homéomorphisme). H est l'image réciproque de H' par a,
et il détermine une G-structure S image réciproque de S' par a.
On notera S = u^S' et H = ^*H', H s'identifie d'ailleurs à
l'image réciproque de H' au sens de la théorie des espaces
fibres. Ainsi, en particulier, tout revêtement d'un espace X
muni d'une G-structure est muni canoniquement d'une G-
structure image réciproque. Si OH est la restriction de ul à H,
Û.H est une représentation de H == a*H' sur H' et de (4) l'on
déduit :

(5) OHCO' = œ.

De (5) découle enfin que, sur si S' est déterminée par
|Va? 6a| où |Va| est un recouvrement ouvert de X muni des
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corepères distingués Oa, S = [JL*S' est la G-structure sur X
déterminée par Ipt-'^VJ, [^y,\-

Lorsque a est un homéomorphisme, les relations S'== pi. S
et S = [JL*S' sont équivalentes et la remarque précédente
permet de déterminer S'.

B) Soient X et X' munis de G-structures S et S': un iso-
morphisme de S sur S' est un homéomorphisme différentiable
régulier a de X sur X' tel que aS == S'.

Un automorphisme de S est un isomorphisme de S sur elle-
même.

Si U est un ouvert de X, Hu est un G-s.e.f.p. de Eu et définit
la G-structure Su induite par S sur U (Su = ^*S, si i est l'appli-
cation identique U -> X). Un isomorphisme local de S sur S',
de source U et de but V (U ouvert de X, V ouvert de X')
est un isomorphisme de Su sur Sy. Deux G-structures S et S'
sont localement isomorphes si, pour tout couple x e X, x s X',
il existe un isomorphisme local de S sur S' dont la source
contient x et le but x\

On définit de même un automorphisme local de S. L'ensemble
F(S) des automorphismes locaux de S constitue un pseudo-
groupe de transformations de X (22).

Rappelons enfin (2:{) que S est dite localement homogène si
F(S) opère transitivement sur X, isotrope si le prolongement
F de F(S) opère transitivement sur chaque fibre H^ de H.
Elle est donc localement homogène et isotrope si F opère
transitivement sur tout H : nous dirons par abus de langage
que 5 est transitive.

Un pseudogroupe de Lie transitif du premier ordre peut être
défini (24) comme le pseudogroupe F(S) des automorphismes
locaux d'une G-structure réelle transitive — ou, plus restric-
tivement (25) comme le pseudogroupe F c F(S) des automor-
phismes locaux analytiques d'une G-structure réelle S elle-même
analytique. Nous adopterons plutôt la première définition,
étant entendu que certaines réciproques ne sont acquises
que lorsque les données sont analytiques.

(22) Pour la définition d'un pseudogroupe de transformations, voir C. Ehrcsinann
ou S. S. Chern [9].

(23) P. Libermann [19].
(24) Y. Matsushima [24].
(25) C. Ehreshmann [14] et P. Libermann [19].
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C) G'structures transitives.

PROPOSITION IV, 1, 1 : Une G-structure complexe transitive
est équivalente au réel.

Soit f le prolongement d'un homéomorphisme local diffé-
rentiable et régulier f de X. Si z = z, J, z, e E l e CL^, alors
f(z) = f(z^}. l où /"(z,) 6 E : c'est-à-dire que, si z G E. f, ^(z) e E J.
Soient S transitive, Zo e H fixé et z e H arbitraire : il existe
/'<=r(S) tel que f(z^ = z donc si Zo e EJ, z e E J et HcEJ .
Ceci équivaut à H.^cE et établit la proposition.

Or, soient S' équivalente à S (H' = HJ) et aesI^S);
a(Hu) = HV et Hu == îîu.Ï entraînent

a(Hu)=( l (Hu) . ;= H v . ; = H v

c'est-à-dire piet^S'). Donc

PROPOSITION IV, 1, 2. — Deux structures équivalentes admet-
tent les mêmes automorphismes, elles sont en particulier^ simul-
tanément transitives.

On pourra dire qu'une (3-structure 'J est transitive si une
G-structure S e 'J (G e (3) est transitive, cette propriété étant
indépendante du représentant S choisi.

Il découle de la proposition (IV, 1, 1) que les automor-
phismes d'une G-structure complexe transitive sont ceux
d'une G-structure réelle. De ce point de vue l'introduction
des G-structures complexes n'apporte rien de nouveau et,
dans la suite, une G-structure transitive pourra toujours être
supposée réelle.

La proposition (IV, 1, 2) admet les réciproques partielles
suivantes :

THÉORÈME IV, 1 (26). — Soient une G-structure S et une G'-
structure S' admettant les mêmes automorphismes locaux: a)
si S est transitive^ elle est subordonnée à S' au sens large et par
conséquent G est conjugué d'un sous-groupe de G'; b) si de plus
S' est aussi transitive, alors S' et S sont équivalentes9, c) si G' == G,
S' est associée à S.

En effet : a) Soient z, ^ e H (espace des repères distingués
de S); il existe 9 e F(S) tel que ^(z) = z< et ( e CL,n tel que

(M) D. Bernard [4].
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z = z J e H'. Comme 9 e F(S'), 9(2') = 9(2) J = 3,. f e H' :
Ainsi, quel que soit Zi e H, z, J e H', c'est-à-dire

(6) H ' D H J

S est subordonnée à S7 au sens large et ceci implique
G'D^.GJ.

b) Si S' est aussi transitive on déduit de a) HDH' J^
qui rapproché de (6) fournit H' == HJ et G' = Z-^GJ.

c) Si G' = G sans supposer S' transitive, (6) implique
G D ^ . G J d'où ^ e N ( G ) et S' est associée à H.

Ce théorème montre en particulier que, si F est un pseudo-
groupe de Lie du premier ordre, toutes les G-structures à l'aide
desquelles il peut être défini sont équivalentes, où encore, les
pseudogroupes de Lie du premier ordre correspondent biuni-
wquement aux Ê-structures transitives.

2. — Propriétés relatives au tenseur de structure.

A) Soient S(G, H) une G-structure sur X, a une application
régulière de X' dans X et S' = S'(G, H') l'image réciproque
de S par pi. Notons encore p. la restriction de ul à H' : c'est
une G-représentation de H' dans H et si 'ÎT est une forme de
connexion sur H, u*r. = TC' est (ch. II, § 4) une forme de
connexion sur H'. Soient ù) et co' les formes fondamentales
de H et H'; avec des notations qui sont claires

S == d(û -[- it. G)
^ = d^ + Tt'.O/ == rf(uL*(o) + (;l^).(;Tco)

d'après ((4); § 1) soit
(1) S'=p.^.

En passant aux tenseurs associés (1) devient

(<s').Âû/=(r((<S).Â<o)
soit

((SQ. À (d' = ([l*û). À {TU) = (p^S). A w
ce qui équivaut à

(2) ^' = a*(S.
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Enfin, a étant (ch. III, § 6) la projection de P sur M,
<s' = a.(ï' = a.a*Û = (T(a.^) = a%.

PROPOSITION IV, 2, 1. — 5i S' e5< l'image réciproque de S
par a, son tenseur de structure ^'5 ^st l'image réciproque de <s
par a:

(3) (^s = [l̂ s.

Si l'on applique cette proposition aux automorphismes
locaux d'une G-structure S, on voit que si S est isotrope en
XQ^ ts est constant sur H^$ si S est transitive, (s est constant
sur H.

DÉFINITION IV, 2, 1. — Une G'structure S est dite presque
transitive, si elle a un tenseur de structure constant (21).

B) G'structures presque transitives. Conditions de Cartan. —
S étant presque transitive la valeur constante ( de <s n'est
pas quelconque dans M : en particulier, <s étant un tenseur
de type p(G), ( doit être invariant par p(G).

Exemple. — Soit S une Tt-structure avec les notations de
(ch. III, § 7, C) on a

(?W;T; = gSWr^&r1^ g^G.
Si l'on prend g tel que g^ = Xâï1, gÏ = S;i, il vient

(p(g)0^r;=^;T;-La condition ?{g)t=t exige donc Â^==^;,
quel que soit X d'où t = 0 : une ^-structure presque transitive
est nécessairement presque intégrable {d'où intégrable). Ce résultat
s'applique en particulier aux structures presque complexes
(cf. [9]).

Cette dernière condition n'est pas encore suffisante : des
conditions nécessaires — et dans certains cas suffisantes —
pour que te M soit la valeur du tenseur de structure d'une G-
structure presque transitive ont été déterminées par E.
Cartan ([6] et [7]). Nous allons les rappeler brièvement puis
les interpréter.

Soit W, un supplémentaire de V : les c} ,̂ composantes dans
la base de P de la projection naturelle c = q (<s) de <s sur W,
(ch. III, § 6, D) sont ici constantes. Nous avons vu qu'il existe

C27) Ces structures sont appelées intégrables par S. S. Chern [9] ou Y. Matsushima
[24], ainsi que par l'auteur dans [2] et [5].
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des formes TT'F sur H satisfaisant aux équations de structure
((15) ch. III, § 6) soit

(4) d^ = aj^ A w'? + 1 c}^ A (o*.
Zi

Les formes ^f^ constituent avec les œ1 une base |de 9Î en
tout point z e H ; on a donc :

(5) ^/? = -J-y^ A ̂  + u^ A œ1 + 1 ̂  A ̂

où Y^ = — Y^, u^, ̂  = — ̂  sont des fonctions sur H. Par
difîérentiation extérieure de (4), d (dco1) == 0 donne

(6) o),a^ — a}^ = Y^aîp
(Ci) a}p0^ + a{,c^ + a^F^ == ̂ a^ —^u^
(C,) Cp^ + CpiC^ + C^C^ = a^Em + ^ip^fc + »mp^^.

La relation (6) n'étant autre que [e^, £g] == 7^60, ces premières
équations sont toujours compatibles, les y^ étant les constantes
de structure du groupe de Lie G dans la base | £ c { *

DÉFINITION IV, 2, 2. — Nous dirons que te M satisfait aux
conditions de Cartan relativement au groupe G, si, pour une
base £p = (a}?) de G les relations (C,) et (Cg) sont compatibles,
les cjf, étant les composantes de c = q(t).

Il est évident que la compatibilité de (Ci) et (Cg) ne dépend
pas de la base |£^.

Une condition nécessaire pour que ( soit le tenseur de struc-
ture d'une structure presque transitive, nous l'avons vu, est
p(G)( = ( d'où, si X e G, p(X)( = 0; soit, comme ( = a.c

(7) p(X)a.c=0 XeG .
Comme ao^R(g) === p(g) oa(ge iG) on à aussi ao^R/(^) = p ( X ) o a

et (7) équivaut à a^A(X)c == 0 c'est-à-dire ^(X)c e V. Comme
V == A(N) cette condition s'exprime ainsi : il existe \ e N
tel que

(8) ^(A)c = A($).
Or, (^(X)c){, = À}.^ - ̂ \\ — c^ = X}̂  + À{c,, + Xi.4

et (8) s'écrit :
(9) A^, + A;^ + ̂  = <^f - a;̂
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de sorte que les équations (Ci) ne sont autres que cette condi-
tion (9) appliquée à tous les éléments s; de la base de G ;
(Ci) exprime donc que p ( X ) ( = = 0 pour tout X e G . Cette inter-
prétation n'est pas essentiellement différente de celle donnée
par E. Cartan dans [6], § 36 mais elle s'exprime plus simple-
ment grâce à la notion de tenseur de structure.

Soit maintenant Q la courbure d'une S-connexion. C'est
une 2-forme tensorielle à valeur dans G, et si R = tu est son

2

tenseur associé à valeur dans G ® A Rîi, on a

Q== R.Âco.
Les composantes Q? de Q dans i^i sont donc

Q^-J-Rf^Aœ"

(Rf^ composantes de R) et l'on en déduit, puisque Q == £„ (g) QF,
les composantes de Q dans la base canonique de L^ :

(10) iîj = o)pQ? = ̂  4Rf^ A oA

Soit toujours S une G-structure transitive, plaçons-nous
dans le cas où W, est invariant par <A(G) de sorte qu'il existe
(th. III, 6, 2) une S-connexion y telle que t^ = <s (= cons-
tante). Dans cette connexion cherchons la forme explicite
de l'identité de Blanchi

(11) VS==Q.œ.

Les deux membres de (11) sont des 3-formes tensorielles
dont il s'agit de calculer les tenseurs associés.

Pour le second membre il vient

(Q.co)1 = Qt A (o* = -t a^R^1 A o^ A ̂

= ̂  (aj^RL + a^RL + a^R^o/ A ̂  A a)"

soit
(12) (<(Q.œ))L = a^RL + ai,R^ + a^R^.

Pour le premier membre, (V^ est donné par la proposition
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(III), 5). Toutefois, la formule (21) se simplifie puisque,
(S étant constant, DS == (V(S = 0. Les composantes de û == (§
étant toujours notées c} ,̂ on a aussi c^ = — 25} ,̂ et la
formule (21) donne

(13) (tVS)L == ̂ m + ̂  + 4,̂

de sorte que l'identité de Blanchi (11) s'écrit

^m + 4^ + 4n^ = <Rfm + aJpR^ + O^R^

ce qui montre que les équations (Cg) sont nécessairement
compatibles en Vf^ et admettent la solution Vf^ = Rf^.
Nous énoncerons.

PROPOSITION IV, 2, 2. — La condition de Cartan (Ci) exprime
V invariance de t par p(G) et peut s'écrire p(£ç).(==0. La
condition (C^), dtan5 Z^5 hypothèses du théorème (III, 6, 2), est
la simple traduction en termes de tenseurs associés de l'identité
de Bianchi.

3. — 0-Structures analytiques involutives (28).

A) Soient S(G, H) une G-structure analytique presque tran-
sitive et a un automorphisme local de S, de source U et de
but V, U étant restreint de façon à être muni de sections
locales. pL désignant le prolongement de (JL à H, cou 6t (Oy les
restrictions de co à Hu et Hv, on a d'après ((5), § 1) (i*(0v == <^u.
Soit Œ une section U -> Hy et f l'application U -> Hu X Hy :
x -> (o"(aQ, (l(îr(a;))). Alors

/**(œu — œv) = ^(Ou — a•'ttp•'tt(0v = ^(œu — p-^v) = 0

f définit donc une variété intégrale du système de Pfaff

(1) cou = œy ou (DU = ûûV (^ = l? 2, ..., m),

variété intégrale à m dimensions « n'introduisant aucune rela-
tion entre les (DU )) (ou « à variables indépendantes a?1 » coor-
données locales de x).

Inversement une telle variété intégrale s'identifie à une

(28) Nous ne rappellerons pas la théorie des systèmes différentiels en involution
renvoyant le lecteur à [6], [8] et [9].
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application f: U-> Hu X Hy, x -> (<r(^), g{x)) telle que
/^((Ou—cov) == 0; celle-ci définit elle-même une application
p.: U -> V, [JL = p o g dont on vérifie facilement que c'est un
automorphisme local de S.

Le système (1) se ferme en ajoutant les équations
dw\j = rfoûy

soit, d'après (15) (ch. III, § 6) et l'hypothèse de presque tran-
sitivité

1 1
a}Fû){j A ^i? + Y^œ{; A (^ == o^o/v A ̂  + yc}k(o< A ad-

équations qui, compte tenu de (1) s'écrivent
(2) aj^{ A (^F — r^) = 0.

Les critères d'involution montrent que l'involution du
système fermé (1), (2) par rapport aux variables indépendantes
x\ ... x"1 ne dépend que des coefficients a}? — et même qu'elle
ne dépend que de G et non du choix particulier de la base
£p = (a}?) : lorsque ces conditions sont réalisées, G est dit
involutif. Une G-structure S est involutive si G est involutif.

On peut alors donner du 3e théorème fondamental de
E. Cartan l'énoncé suivant :

PROPOSITION IV, 3, 1 (E. Cartan). — Si G est involutif, les
conditions de Cartan sont suffisantes pour qu^il existe une
G-structure analytique presque transitive de tenseur de structure t.

On peut d'ailleurs voir sur les critères que, si G est involutif,
ses conjugués dans L^ le sont aussi de sorte que l'on peut
parler de ^-structures involutives — où de pseudogroupes de
Lie involutifs.

B) LEMME IV, 3. — G étant involutif, si S et S' sont deux
G-structures analytiques presque intégrables telles que t% == <s'?
il existe un isomorphisme local de S sur S' appliquant un repère
distingué arbitraire z de S sur un repère distingué arbitraire
z' de S'. En particulier, ces structures sont localement isomorphes.

En effet, en gardant les notations de A, la détermination
d'un tel isomorphisme local pi, revient à celle d'une variété
intégrale « de dimension m à variables indépendantes x1 »
du système fermé (1), (2) passant par le couple (z, z'). Ce



SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES G-STRUCTURES 257

système étant en involution par rapport aux x\ comme il
n'a pas d'équations finies, tout couple (z, z') e Hu X Hy est
un point intégral — et comme le système des formes cou — ̂ l
est partout de rang m, c'est un point intégral régulier : et ceci
suffit à affirmer l'existence de notre variété intégrale. On en
déduit :

THÉORÈME IV, 3 (29). — Si G est involutif, une G'structure
analytique S presque transitive est transitive, presque intégrable
est intégrable.

La première affirmation est une conséquence immédiate
du lemme. Soit d'autre part S presque intégrable. Sur R/"
la G-structure S' définie par le s.e.f.p. H'= ^ R y . G j , y e R/"
où Ry est le repère naturel en y des coordonnées canoniques
y1, est intégrable et analytique. Comme ty === (§ == 0, le lemme
montre que, pour tout x e X, il existe un isomorphisme local
f: U c X —>• V c F^, où x e U. Alors, le corepère dy = [dy1^
étant distingué pour S', le corepère 0 == f*dy est distingué
pour S. Ses composantes sont O1 = f*dy1 = d{f*y1} = dz\
f étant un homéomorphisme difîérentiable régulier, les fonc-
tions z1 = f*y1 sont des coordonnées locales sur U : ô est donc
un corepère naturel de coordonnées locales distingué pour
S, qui est donc intégrable.

Tous les cas d'intégrabilité de G-structures analytiques
presque intégrables rencontrées jusqu'ici rentrent dans l'appli-
cation de ce théorème, leur groupe étant involutif : structures
presque produit, presque complexes, exemple F) ch. III, § 8,
structures presque symplectiques (30).

C) Pseudo groupes de Lie localement semblables (31). — Soit
L le sous-espace des te M qui satisfont aux conditions de
Cartan pour un certain groupe G c L^. Si S est presque tran-
sitive, d'après la formule ((1) ch. III, §7) il en est de même des
structures équivalentes : c'est une propriété de la fi-structure
[ S . En particulier, toutes les G-structures S' associées à S sont
presque transitives et leurs tenseurs de structure ty e L appar-
tiennent à une même classe d'intransitivité de M pour le
groupe G* == p(N(G)) (ch. III, § 7, A).

(29) D. Bernard [2] et [5].
(30) G = Sp (w, R). Cf. P. Libermann [19].
(31) Résultats de [2] à la présentation près.

17
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Réciproquement soient, S(G, H) et S'(G, H') des structures
presque transitives sur X et X' telles que ts' == ts module G*.
Soit n e N ( G ) tel que ^^(n-1)^; S"(G, H") étant définie
par H" == H.n on a ty = p(n- l)<s = <s', et, si l'on suppose G
involutif S" est, d'après le lemme (IV, 3), localement isomorphe
à S'. On peut donc dire que la condition ty=t^ module G*
est nécessaire et suffisante pour que S soit équivalente à une
structure localement isomorphe à S' : toutefois le résultat
est plus clair si on l'exprime à l'aide des pseudogroupesr(s') et F(S)= r(s").

Soient en effet, f: U -> V un isomorphisme local de S" sur
S'. Fu (resp. Fy) la restriction à U de F(S) (resp. à V de F(S')).
Si ge Pu, sa transmuée ^ = fogof-^ étant un produit d'iso-
morphisme locaux de G-structures (S' -> S" -> S" ~> S') est un
automorphisme local de S' : ç e Fy. On en déduit Fy = f^ Fu0/'"'1.
Nous dirons, par analogie avec les groupes de transformations
que Fu et Fy sont semblables et que :

DÉFINITION IV, 3. —Deux pseudogroupes de transformations,
F sur X, F' sur X' sont localement semblables si pour tout couple
x e X, x ' e X' il existe un voisinage U de x et un voisinage V
de x ' tels que les restrictions Fu et Fy soient semblables.

S" et S' étant localement isomorphes, on voit que F(S) et
F(S') sont localement semblables. ts= ty, module G* entraîne
donc : « F(S) localement semblable à F(S') ».

Réciproquement soient S et S' deux G-structures presque
transitives telles que F(S) et F(S') soient localement semblables.
f: U -> V réalisant la similitude de Fu et Fv, la G-structure
sur U, /**S'v admet les mêmes automorphismes locaux que Su :
elle lui est donc associée (th. IV, 1). On en déduit ty = ts
modulo G*. Si l'on appelle ts (ou les composantes cjk de c = q{ts))
un « système de constantes de structure de t^S)"» (E. Cartan).
Puis la classe d'intransitivité de ts modulo G* la « famille des
systèmes de constantes de structure de ["(S/'» (Matsushima [24])
ou plus simplement la famille caractéristique de F(S) on peut
énoncer

THÉORÈME IV, 3. — Pour que deux pseudogroupes de Lie
du premier ordre transitifs et iwolutifs soient localement sem-
blables, il faut et suffit qu'ils aient même famille caractéristique.
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De ce théorème, du théorème (IV, 1) et de la proposition
(IV, 3, 1) on déduit:

COROLLAIRE. — Les pseudogroupes de Lie du premier ordre^
transitifs et inwlutifs^ correspondent biunivoquement aux couples
(Kune classe de groupes linéaires inwlutifs conjugués et, un
représentant G étant choisi dans chaque classe, (Kune classe
d1intransitivité de L par G* :

Exemple. — m = 3 et G groupe indiqué à l'alinéa F,
ch. III, § 8. Nous avons vu que l'on peut choisir le supplé-
mentaire W de V de façon que c = ç((s) ait pour compo-
santes X1 == 4, (i == 1, 2, 3) et c;2 = 4 = 0. C'est-à-dire que
les équations de structure sont

d^ = ̂  A ̂  + ̂  A ^3.

Les conditions de Cartan sont \1 = 0. L est donc un sous-
espace de dimension 2 de W de coordonnées X2, X3. N(G) est
le groupe des matrices

/ ^ P Y \
n=( 0 y Y (det.n^O)

\o ^ y /
et p(n) opère sur L par

(3} œ r}^ (^ - Ê -̂LÊ^ ^-Y^+ï^^ ( X • X ) - ( À -PY-YT' -PY-ïPÏ
Les formules (3) définissent le groupe G*. Il n'a que 2 classes

d'intransitivité de représentants CQ = (0, 0) et c^ = (1, 0).
A CQ correspondent les pseudogroupes de Lie localement

semblables au pseudogroupe opérant dans R3 d'équations
finies

X = f(x), Y = g(x) + y , Z = h{x) + z

(/>, g, h fonctions analytiques arbitraires).
A Ci correspondent les pseudogroupes localement sembla-

bles au pseudogroupe défini dans le demi espace y>0 de R3,
d'équations finies

X = f{x), Y = g{x) .y, Z = g[x) .z + h{x).
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4. — Automorphismes infinitésimaux.

A) Dérivées de Lie. — Soit Y] un champ de vecteurs, ou
transformation infinitésimale (t. i.) sur X. Le groupe local
à un paramètre de transformations qu'il détermine sera noté
exp. ((y;) (32) et la dérivation de Lie par rapport à Y), l-t(^).

0 (resp. 9) étant une forme sur X à valeurs dans ^(M, P)
(resp. M) (ch. II, § 2), comme Ï(r,) est une dérivation de degré
zéro sur les formes scalaires, on voit immédiatement

(1) Ï(ïl)(î).?)=W/l)(I)).î+^.(^)î)•

De même qu'une transformation a de X à un prolongement
a à E(X) (cf. § 1), de même, une t.i. r\ sur X à un prolongement
Y] à E(X); il peut être défini par

exp. (^) = (e?Î7Ïï]))
et satisfait par conséquent à

(2) p o exp (^) = exp (tr^) o p
d'où

(3) ^W0^-/^0^).
Si ^ est une forme tensorielle sur E(X), la forme ^(r))^ est

appelé « dérivée de Lie de <I> par rapport à Y] » et souvent notée
^(Yj) 0 : nous éviterons d'employer cette notation. Soit 9u
un corepère sur U c X : c'est une 1-forme sur U à valeurs dans
R^l^y^Ou est donc aussi une 1-forme à valeurs dans R" de
sorte que, si Zu est le repère dual de Ou, (Ï(Y]) ôu)^°Zu(^) est un
endomorphisme a\]{x) de R" et

(^yi)eu).=au(aQ.Zu1^)
c'est-à-dire qu'il existe une fonction au, U -^ L^, telle que

(4) Wu=au.ôu.

Réciproquement, la fonction locale au détermine le trans-
formé du corepère Ou par une transformation finie du groupe
à un paramètre engendré par Y) :

(5) (exp (<Y))X). == (exp^au[^(T)]^).(Ou).

(32) Dans tout ce paragraphe, les notations qui ne sont pas totalement explicitées
ici, se trouvent définies dans A. Lichnerowicz [23].
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où x(^} = exp(TYi).:c et où, au second membre, exp désigne
la représentation exponentielle L^ —> L^.

Soit gu la fonction sur Eu à valeurs dans L^ c L^ définie
par la carte locale associée à Zu ; z == Zu(p^). gu(z) pour z e Eu.
Si gu~"1? est la fonction z -> (gu(z)"'1), on a donc dans Eu
la représentation suivante de la forme fondamentale 0 de
E(X) :

(6) e^u-1./^;
or de |l*e == 0((4)§ 1) découle ^(pL)0 =0 et,
en appliquant (1) (3) et (4), la dérivation de Lie de (6) donne

W = TOgu' + gïïVau)]p^
d'où

(7) •lW^'=-gïï'.(p*a»)
et

(8) :^)g«==(p*au).gD.

Soit alors <î> une forme tensorielle sur E(X) à valeurs dans
un espace vectoriel M et de type .^(L^). On a dans Eu une
représentation locale de $ analogue à (6) :

(9) <P=^(gïï').p*$u où 0u=zî^.

Par un calcul simple on déduit de (7)

(10) ^)(gu')=-^(gïï').^(p^)
puis de (9)

(11) <^)$ = ̂ ^^^^^-^(au).^]

soit

(12) WWv = ÏWv — ^(au).^>u.
Enfin, si TC est une forme de connexion sur E, on a localement

dans Eu
(13) 7: = (adj gu1)./^ + gu'.dgu

d'où l'on déduit par un calcul faisant intervenir seulement les
formules déjà établies

(14) ^)7C==(adj gïï^.pWl^u+^u, au]+^ul
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où TTu=zî j iT ; ceci met en évidence le caractère tensoriel de
^(•^ii et peut s'écrire

(15) WWv = ̂ (r^u + [^j, au] + da^

B) Automorphismes infinitésimaux (a. i) d'une G-structure S.
Une (.i. de X est un a.i. de S si exp ((Y)) est un automorphisme
de S pour tout ( pour lequel il est défini. Si (DU est un corepère
distingué de S sur U, la fonction au à valeurs dans L^ définie
par (4) telle que ^(r,)o)u = aucou prend ses valeurs dans G.
Réciproquement d'après (5), si au est à valeurs dans G,
exp ((y^œu est un corepère distingué de S et Y; est un a.i. ~

Parmi les G-structures, nous avons considéré (ch. III, § 2)
les « G-structures définies par un tenseur ». En reprenant les
mêmes notations, nous allons établir :

PROPOSITION IV, 4, 1. — Si S est une G-structure définie
par un tenseur t sur E(X), pour que Y; soit une a.i. de S il faut
et suffit que ^(Y])( == 0.

En effet, d'après (12), on a dans un ouvert V c X muni
d'un corepère distingué coy de S, (^(^)<)v = Ï (^ )<v—A(av)<v ;
(OY étant un corepère distingué, 4 = u est constant et ^(ï])(v == 0.
Pour que ^(^)t = 0 il faut et suffit donc que A(av)u == 0 : or,
pour cela, il faut et suffit que a^-(x) e G c'est-à-dire que Y] soit
un a.i. c.q.f.d. Ceci montre en particulier qu'il y a identité
entre les isométries infinitésimales d'une structure riema-
nienne et les a.i. de la 0(m)-structure qu'elle détermine.

Soit ô le groupe des matrices A . g (X réel > 0, g s G) et
S la G-structure extension de S : un automorphisme (resp. a.i.)
de S peut être appelé transformation conforme (resp. transfor-
mation infinitésimale conforme : t.i.c.) de S. En particulier,
une transformation conforme a est une « homothétie » s'il
existe X e R tel que, pour tout corepère distingué cou de S,
1 .— a*cou soit encore un corepère distingué de S. Pour que r.soitÀ

une homothétie infinitésimale, c'est-à-dire que exp. ((Y)) soit
une homothétie quel que soit (, il faut que Ou == kl + Oy,
o^a(x) e G. Cela suffit d'après (5) car alors

f^W] à- = ktl + ̂ ^[x{^ = kt ï + Pu(^, t) [3u(^ t) 6 G
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et exp. {ktï + (^(o;, ()) == ^. exp (^(rr, () puisque kt\ et
Pu (a;, <) commutent. On a donc
(exp (^)*(0u)^ = e^.exp ^(rc, ()(œu^ où exp pu(^, <) e G

c'est-à-dire que e-^exp (<Yi)*(Ou) est un corepère distingué et
Y) une homothétie infinitésimale.

Les définitions données ici coïncident encore avec les notions
usuelles dans le cas Riemannien.

Soit S' = SJ une G'-structure équivalente à S. Si (Ou est
un corepère distingué de S, (Ou = Z^.cou est un corepère dis-
tingué de S'. Pour une t.i. Y) on a

^(YJ)(OU = Z-I.Ï(Y))(OU = ̂ .au.cou = ̂ .au.Lcou.

Si au e G (resp.ô), ^ .au.^eG' (resp. ô') de sorte qu'il y a
identité entre les a.i. (resp. t.i.c.} des structures S et S' : ce
sont les a.i. (resp. t.i.c.) de la Ci-structure déterminée par S
et S'. Il en est de même pour les homothéties infinitésimales.

Si S' est une extension de S tout a.i. (resp. (.i.c.) de S est
aussi un a.i. (resp. <.i.c.) de S' : la réciproque n'est évidemment
pas vraie en général et conduit au problème

PI : S étant subordonnée à S', dans quelles conditions peut-on
affirmer qu'un a.i. de S' est aussi un a.i. de S?

Si pour le groupe G, les G-structures S admettent une
S-connexion canonique de forme 'ïis (c'est-à-dire telle que
a^Ts' = ^s pour tout isomorphisme u. d'une G-structure S sur
la G-structure S') un a.i. de S est une t.i. affine de TCs puisque
exp W^s == ^s entraîne ^)^ = 0. La réciproque, généra-
lement fausse même lorsqu'il existe une S-connexion canonique,
pose le problème

P.2 : y étant une S-connexion, quand une t.i. affine pour y
est-elle une a.i. de S?

Ces deux problèmes bien connus dans le cas du groupe
orthogonal et de certains de ses sous-groupes (cf. [23]) ont
été étudiés avec des hypothèses assez générales par R. Hermann
([16] et [17]) : nous allons pour terminer reprendre la méthode
d'Hermann et en déduire des résultats en général plus larges
que les siens.

C) Lemme d'Hermann. — Soient les sous-groupes G c G' c L^.
Supposons G réductif dans G' et soit une décomposition en
somme direct G' = G e M, où adj\(G)M c M. Soient S une
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G-structure subordonnée à une G'-structure S' et Y; un a.i.
de S'. (Ou étant un corepère distingué de S, sa dérivée de Lie
est ii(Y])œu == Ou. (DU. Décomposons au suivant

^u = bv + Cu, fcu(^) e G, Cv{x) e M.

PROPOSITION IV, 4, 2. — 1° Les Cu définissent un tenseur C
rfe <î/pe adjoint — c'est-à-dire un champ d'endomorphismes de
V espace tangent à X — dont la nullité est la condition nécessaire
et suffisante pour que Y) soit un a.i. de S; 2° si de plus Y) est une
t.i. affine d'une S-connexion y, C est à dérivée covariante nulle
dans y.

Le changement de corepère distingué de S étant défini dans
U n V par (Oy = Muvcou (Muv fonction sur H n V à valeurs
dans G), la fonction au se transforme en

av = (a^Muv) au + i^) (rfMuv(Muv)-1) (33)
d'où, en prenant les parties à valeurs dans M des deux membres

Cy = (ad Muv) eu

ce qui démontre le premier résultat.
Si Y) est une t.i. affine de la S-connexion y de forme TC, en

prenant la partie dans M des deux membres de la relation (15)
il vient

['TCU, eu] + dcv = 0 c'est-à-dire (7C)u = 0

ce qui établit le second résultat.
D) Sur le problème P, nous allons établir

THÉORÈME IV, 4, 1 (34). — G étant un sous-groupe de 0(w)
et S une G-structure presque intégrable sur X, il y a identité
entre les isométries infinitésimales de la structure riemannienne
définie par S et les a.i. de S dans les cas suivants :

1° X est compacte',
2° X n^admet pas de 2-forme à dérivée covariante nulle —

par exemple X est irréductible et n'admet pas de structure
kàhlerienne ;

3° X irréductible est kàhlerienne à courbure de Ricci
différente de 0;

(33) i(v\) <î> désigne le produit intérieur de la forme <t> par le champ de vecteurs v\.
(34) Le théorème 5 de [17] donne seulement ce résultat si X est compacte, le deu-

xième nombre de Betti étant nul.
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4° X complète admet, au moins en un point, une courbure
de Ricci non dégénérée.

G est réductif dans 0(m) pour la décomposition 0(m) = G + M,
où M est l'ortho-complément de G dans 0(m) pour la métrique
définie sur 0(w) par (a}). (a^) == ^ a}a'}. S presque intégrable

. . l*^admet une S-connexion y à torsion nulle qui induit donc une
connexion euclidienne à torsion nulle, c'est-à-dire la connexion
riemannienne. Une isométrie infinitésimale ^ étant un (.1. affine
pour la connexion riemannienne, c'est une (.1. affine pour y et
on peut lui appliquer le lemme.

(QU étant un corepère distingué de S sur U c X, gardons les
notations du lemmc : il s'agit de montrer la nullité de C dans les
différentes hypothèses. C tenseur de type adjoint à valeurs dans
M c 0(m) à des composantes C} antisymétriques et a^y = g^C}
sont les composantes d'une 2-forme a à dérivée covariante
nulle (puisque Vg = VC = 0). Ceci montre le théorème dans
l'hypothèse 2°) (pour l'exemple voir A. Lichnérowicz [22],
p. 266). Dans les hypothèses 3° où 4° toute 2-forme à dérivée
covariante nulle détermine un élément de l'algèbre de Lie
du groupe d'holonomie homogène (cf. A. Lichnérowicz [22]
p. 250 et [23] p. 104) donc Cu(^) c a^ ̂  c G puisque, Zv(x)
repère dual de (œu)^ est un repère distingué de S : et Cu(^) e G n M
entraîne C = 0.

Plaçons-nous dans le cas compact et utilisons les notations
abrégées suivantes : co1 composantes de œu, T:} composantes
de iiu = zî^ (i: forme de connexion de y) a} (resp. C}) compo-
santes de au (resp. Cu). ^ étant la connexion riemanienne, on a

(16) ^ + ̂  = 0
(17) d^ + ̂  A ̂  = 0,

or, li(Y])cou = ^u.^u c'est-à-dire
(18) di^1 + i(Yj) d^ = a}^

mais i(Tl)co1 = y]1 sont les composantes de Y) dans la base Zu(.r)
et (17) donne

l(Y]) dco1 + (l(Yi)^) . ̂  —— ̂  = 0

(18) devient donc
(19) a}o^ == drf + ̂ k— (iW^ = (V.Yi1—^)^)^
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d'où l'on déduit

(20) ^-V^-^lM.
Tout d'abord le fait que Y) soit une isométrie infinitésimale

équivaut à au s 0(m) donc à a} + ai = 0. Comme (i(Yj)^}) e 0(m)
on retrouve la condition nécessaire et suffisante pour que YJ
soit une isométrie infinitésimale :

(21) Vyri1 + V '̂ = 0.
D'autre part, y étant une S-connexion et (Oy un corepère

distingué pour S, (z(r\) TC}) e G. On déduit donc de (20) avec des
notations qui sont claires

(22) C} = (a})M = (V^%.

Soit le champ de vecteurs S; = C.Y; de composantes dans
z^(x) ^l = C}r/; alors

ViS1 = c}(V,r/) puisque V,cj = 0

et d'après (21)

ViS1 = - ÎW) = - S c)(c} + (V^Oo)

soit, d'après l'orthogonalité de M et G

v^-S^)2^-^
*.y

Si X est orientable et si v est l'élément de volume, il vient

0=J;(Wv=-J^v<0,

ce qui exige C2 == 0 et C == 0. La proposition est alors démon-
trée. On se débarrasse de l'hypothèse X orientable en passant
éventuellement au revêtement orientable de X muni des
structures images réciproques.

On aurait aussi pu déduire notre théorème de l'étude du
groupe de Kostant engendré par Y] (cf. A. Lichnérowicz [23]).

E) Sur le problème P.^.

THÉORÈME IV, 4, . — G étant réductif dans L^, soit X
munie d'une G-structures S et d'une S-connexion y dont le groupe
d'holonomie est irréductible dans le complexe. Alors toute t.i.
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affine pour y est une homothétie infinitésimale de S. De plus
^ est un a.i. de S dan^ les cas suivants:

1° G est invariant par homothétie (6 = G);
2° X est compacte, G unimodulaire et y sans torsion (35).
Le champ de tenseurs C étant à dérivée covariante nulle,

l'opérateur C^ qu'il définit sur Ta. appartient au centralisateur
de '̂  (groupe d'holonomie homogène) dans l'algèbre des endo-
morphismes de ̂  (cf. [22], § 54). Soient h e ̂  (A.C,= C^.A)
et ^ e Ta; un vecteur propre de C^ pour la valeur propre k
(réelle ou complexe), et E^ l'espace des vecteurs propres
pour la valeur propre /c. On a

C^ = kv et C^(A^) = AC^ = hkv = khv

c'est-à-dire que v e E^ entraîne A ^ e E ^ ; Ej^ est invariant par
'̂  et, par suite de l'irréductibilité, Ej^ == T^; C^ = k^ quel
que soit v e T^ et C.e=/c(a;). I(a;). C étant à dérivée covariante
nulle il vient k(x) == k constante sur X et C = /c.I . Alors
^u = bv + ^-I? ^u eG, c'est-à-dire que Y) est une homothétie
infinitésimale.

Si de plus G est invariant par homothétie (ô = G) C = kï
entraîne Ce G c'est-à-dire C == 0 et Y) est un a.i. Si enfin G
est unimodulaire, feu e G entraîne tr &u = 0 et par conséquent
tra\j = (rCu == mk. La nullité de la torsion de y entraîne par
un calcul déjà fait (formule (20))

a)==7^—i(ïi)^

IT étant une forme à valeurs dans G, trr^ = ̂ \ = 0 et il vient
tra\j = VfY)1 c'est-à-dire

(23) m/c=V^.

X est orientable puisque G est unimodulaire; si donc elle
est compacte, v étant l'élément de volume, l'intégration de
(23) fournit

mkf^=f^W)^=0

d'où k = 0; puis C = 0 de sorte que Y) est un a.i., c.q.f.d.

(35) Ce dernier cas de notre théorème fait l'objet du théorème IV de [17] dans des
hypothèses un peu différentes.
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