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CONTRIBUTION DU CUP-PRODUIT
DE LA FIBRE DE MILNOR
AUX POLES DE |f*

par Daniel BARLET

Introduction.

Dans cet article, nous considérons un représentant de Milnor
f: X > D d’un germe a l'origine de C"*! de fonction holomorphe non
constante.

Aprés avoir montré dans [2] que tout bloc de Jordan de taille k (*)
pour une valeur propre exp (—2inu) de la monodromie T agissant sur
H*(X(s0),C), la cohomologie a coefficients complexes de la fibre de
Milnor X(s,) de la fibration C*® localement triviale
f: X —=f710) > D — {0}, produit effectivement un pdle d’ordre au
moins k en un point congru & — umodZ dans le prolongement
méromorphe de la distribution |f]?*, jai essayé d’améliorer ce résultat
dans le cas ou u = 0 (valeur propre 1 de T). En effet, le prolongement
méromorphe de |f|?>* admet toujours (méme si df ne s’annule pas sur X)
des poles simples aux entiers strictement négatifs. Une interprétation de ce
fait est, 2 mon avis, que 1 e H°(X(s,),C) (si X(s,) est non connexe, ce 1
désigne la moyenne des composantes connexes de X(s,)) est vecteur
propre pour la valeur propre 1 de T. Comme je pensais que le fait que 1
soit valeur propre de T en degré strictement positif devait affecter le
comportement du prolongement méromorphe de |f|?* aux entiers négatifs,
j’ai cherché a prouver le résultat suivant de « contribution sur-effective
pour la valeur propre 1 de la monodromie » : si en degré > 0 T admet un
bloc de Jordan de taille k pour la valeur propre 1, alors le prolongement
méromorphe de |}f]|?* admet un pole d’ordre au moins k + 1 aux entiers

(*) Cest-a-dire tout systtme libre {e,...q} de H*(X(s,),C) vérifiant
(T—e 2™Id)e; = ¢;_, pour j=>2 et (T—e *™Id)e, = 0.
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négatifs assez grands (en valeur absolue). Ce résultat est le corollaire 1 du
théoréme 1.

Aprés avoir prouvé ce résultat, je me suis apergu que ceci pouvait
s’interpréter comme une intéraction non triviale, via le cup-produit, entre le
bloc de Jordan considéré et le vecteur propre 1 e H°(X(s,),C) de T pour
la valeur propre 1. L’idée d’étendre alors cette démonstration a deux
blocs de Jordan pour une méme valeur propre de T, en degrés p et q
avec p+q =1, dont les vecteurs propres e, et ¢, vérifient
e, v e_l # 0 dans H?*9(X(s,),C) s’imposait alors et ceci ne demandait en
fait qu’un effort technique.

A ma connaissance, c’est la premiére apparition du cup-produit de la
fibre de Milnor dans I’étude des pdles du prolongement méromorphe de
|fI** et le résultat du théoréme 1 éclaire d’un jour nouveau les relations
entre monodromie et polyndme de Bernstein-Sato.

Pour terminer cette introduction, précisons le plan de cet article : aprés
un court §0 ou l'on énonce le théoréme 1 et ou I'on en déduit deux
corollaires, le §1 est consacré a la preuve du théoréme 1 dans le cas
particulier ou k =1 =1 (les deux blocs de Jordan sont réduits a leurs
vecteurs propres). Le § 2 est une digression destinée & prouver le théoréme 2
qui précise encore la contribution « sur-effective de la valeur propre 1»
dans le cas d’une fonction a singularité isolée. Elle est placée 1a étant donné
le lien étroit qu’il y a entre la preuve du théoréme 2 et celle qui est donnée
au § 1.

Le § 3 donne la démonstration du théoréme 1 dans le cas général.

Je remercie M. Herrera d’avoir bien voulu détailler dans ’appendice la
preuve de la positivit¢ des exposants caractéristiques (résultat di a
B. Malgrange).

0.

Soit f: X - D un représentant de Milnor d’un germe de fonction
holomorphe (non constant) a l'origine de C"*!. Nous nous proposons
d’établir le résultat suivant :

THEOREME 1. — Soit so€D — {0} un point base et notons par T
l’'opérateur de monodromie sur H*(X(sy),C). Supposons que T admette
deux blocs de Jordan e, ...,e, endegré p et €, ...,€, endegré q pour
une méme valeur propre exp (—2inu); supposons de plus que l'on ait

p + q =1 etquelecup-produit e, U E; soit non nul dans HP*1(X(s,),C).
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Alors le prolongement méromorphe de la distribution |f|** admet un péle
d’ordre au moins k + £ en un point de la forme — u — v pour v entier
assez grand.

Avant de passer & la démonstration du théoréme 1, donnons deux
applications immédiates dans le cas ou la valeur propre est égale a 1:

CoroLLAIRE 1 (« Contribution sur-effective pour la valeur propre
1 »). — Si, avec les notations ci-dessus, T admet en degré p > 1 un bloc
de Jordan e,, ...,e, pour la valeur propre 1, alors le prolongement
méromorphe de la distribution |f|** admet un péle d’ordre au moins k + 1
aux entiers négatifs assez grands en valeur absolue.

COROLLAIRE 2. — Avec les notations ci-dessus, les blocs de Jordan de T
pour la valeur propre 1 sont au plus de taille (n,n).

Ce dernier résultat a été obtenu, dans le cas d’une singularité isolée, par
Steenbrink voir [S]).

Preuve du corollaire 1. — On prend dans le théorémel ¢ =1,
g, = 1e H°(X(s50),C) et donc q = 0; I’hypothése e, ug, # 0 dans
HP*9(X(s,),C) est clairement satisfaite puisque I'on a e, Ul =e,. Le
corollaire 1 n’est donc qu’un cas bien particulier du théoréme 1.

Preuve du corollaire 2. — Un bloc de Jordan de taille au moins
(n+1,n+1) pour la valeur propre 1 de T provoquerait, d’aprés le
corollaire 1, un pdle d’ordre au moins n + 2 en un entier négatif pour le
prolongement méromorphe de la distribution |f]??. De maniére précise, il
existerait une forme différentielle @ € C®(X) de type (n+1,n+1) telle
que le prolongement méromorphe 4 C de la fonction holomorphe pour
Re(z) » 0

z > _[ If1%o
X

ait un pole d’ordre au moins n + 2 en un entier négatif. Si K est le
support de @, il existe meN tel que 'on ait

™t <« Q% A df au voisinage de K(*).

(*) C’est le Nullstellensatz puisque df = 0 implique f= 0 sur X (une seule
valeur critique pour f sur X :0); de plus, X est de Stein et on peut supposer K
holomorphiquement convexe.
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Alors il existe une forme Y e C®(X) de type (n,n) vérifiant
/1> = V¥ A df A df sur X.
On aura donc également un pole d’ordre au moins n + 2 en un entier
négatif pour le prolongement méromorphe de J 122y A df A df.
X
Mais par Fubini, on a:
J Lf12¥ A df A d]'=J [s|*ds Ads | V.
X C f=s
Donc le développement asymptotique en s =0 de la fonction

s — ¥ (voir [1]) contient un terme non nul du type
I=s

Is|** (Log ss)"*/  pour  jeN*,

ce qui contredit le théoréme de développement asymptotique de [1], d’ou le
corollaire 2.

1. Démonstration du théoréme pour k =/ = 1.

En vertu du lemme A de [2], nous pouvons supposer données deux
formes holomorphes w, et w, sur X, de degrés respectifs p et q,
vérifiant :

4
f
ii) wy A Wylx, #0 dans HP*(X(s),C)

i) dw;=(mj+u) = Aw;, j=12

ou m; et m, sont deux entiers positifs. Quitte & multiplier w; et w, par
des puissances convenables de f, on peut toujours se ramener au cas ou
m, = m,(= m); c’est ce que nous ferons dans la suite.

Définissons le courant T de type (p,q) sur X, en posant, pour
neC¥(X) de type (n—p+1,n—q+1):

(Tm) = Pf(2=—m—u,J /1wy A w, A m)
X

ou Pf(z=a,F(z)) désigne le coefficient constant du développement de
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Laurenten z = a de la fonction méromorphe F. Il résulte du lemme 1 de
[2] que ceci définit bien un courant sur X.

Le lemme que nous allons donner maintenant n’est pas logiquement
indispensable pour la preuve du théoréme 1 danslecas k = £ = 1 puisque
son résultat sera conséquence du lemme 1 qui le suit. Mais il met en
évidence la maniére dont nous allons relier notre hypothése a I’existence
d’un péle d’ordre au moins 2 pour le prolongement méromorphe de |f|?.

LeEMME 0. — Si, avec les notations introduites plus haut, on a
idd"T #0 sur X, alors il existe une forme différentielle o e C®(X) de
type (n—p+1,n—q+1) telle que le prolongement méromorphe de la fonction

holomorphe pour Re(z) » 0 z — J Lf1**w; A w, A a ait un pole d’ordre
X
au moins égal @ 2 au point z= —m—u— 1.

Précisons que par construction T]|y. coincide avec la forme
différentielle C® de type (p,q) |fI 2™*“w, A W, qui est d-fermée vu
nos hypothéses et dont la restriction a X(s,) ne peut étre d-exacte. La
preuve du théoréme 1 dans le cas k = £ = 1 serait donc achevée si de
I’égalité id'd"T = 0 sur X on pouvait déduire que T est d-exact sur X.
Ceci sera I'idée générale de la démonstration que nous donnerons. La
réalisation technique sera plus compliquée; en particulier, nous montrerons
seulement que le pdle d’ordre au moins 2 apparait nécessairement en
z=—m—u—r—1 avec r = Sup {p,q} + 1 c’est-a-dire strictement a
gauche de —m —u — 1.

Démonstration du lemme 0. — Soit Be CP(X) de type (n—p,n—q)
vérifiant

Gdd'T,By = 1.

Une telle forme existe d’aprés notre hypothése id'd"T # 0.
On aura donc:

1=(T,idd"B)=Pf(z=—m—u, J If1%*wy A wy A id'd"B).
X

Pour Re (z) » 0, on peut appliquer (deux fois) la formule de Stokes a
I'intégrale

f Lf12*w, A w, A idd"B,
X
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ce qui donne:

(- l)"“‘f 122wy A wy A id'd"B =f id (f1**wy A w, A d'B)
X X

4

—i(z+m+u)J |f|2’f Aw A w, Ad'B

et
(—1yptatt f LA wy Ay A dB =
L
f d”(lflzszwal/\v_Vz/\B)
(z+m+u)J |f|2’dfr ‘;f wi Aw, AB
car
o=y ff A wy Ay AB) = |f|2=‘;f ‘;f/\ Wi Ay A B

4

+ (—1)"“|f|2’7 Awyg Adw, AB

+ (—1)v+4“|f|2=‘-1f[ Awy AW, Ad'B

et dw, = (m+u)‘}—f

A w, donne pour le second terme :

af
f

af

l)”“lflzzf Awg A(m+u)=Aw, A\ B=

'(m+u)lf|2“;{ ‘j{/\ wi A w, AB.

On a donc au total, pour Re(z) » 0

f If1%*w, A w, A idd'B =
X

AY
f

Comme la partie finieen z = — m — u du premier membre vaut 1, le

- 1(z+m+u)2f |f|2z Aw Aw, AB.
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prolongement méromorphe de f Fiks ; f A w; A wy, A B admet un

pole d’ordre >2 en z= —m —u etenposant o = B A df A df, le

prolongement méromorphe de J [f1?*w; A w, A o aura un pble d’ordre
X

22 en z=—m—u—1, ce qui achéve la preuve du lemme 0.
Pour jeZ et 1yeC®(X) forme differenticlle de type
(n—p+1,n—q+1), posons:

{G;Y> = Res (z=—m—u, f IfPF 7w Aw, Ay)
X

et

<gj97> = Res (Z= —m-—u, J lflzzf_j—lwlAwZAY)

X

ou Res (z=4a,F(z)) désigne le résidu en z = a de la fonction méromorphe
F. Le lemme 1 de [2] montre que les &; et ¢ ; sont des courants de type

(p,g) sur X. Comme pour ye C®(X*) la fonction J- 1f1%*w, A w, Ay
X

est entiére, les supports des courants &; et &, sont contenus dans
{f=0}. On a de plus les relations évidentes fG;,, = &; et fG;., =0,
VieZ.

LEMME 1. — Sous [I’hypothése que pour toute forme différentielle
ae C¥(X) de type (n—p,n—q+1) et que pour toute forme différentielle
BeC®(X) de type (n—p+1,n—q) les prolongements méromorphes des
fonctions

P
|f|2=f‘f“5f’j Awi AWy A

9

Iflz‘f 7 Awi Awy Ao

Iflz’f = lj[A wi Aw, AB

et

Iflz’f" ‘]j:/\ wi Awy AP

JXxX

n’aient pas de pdles d’ordre supérieur ou égal a 2 en z = — m — u pour
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Jj <Jjo, ou joeN est donné, on aura les égalités suivantes entre courants
sur X:

d’&-} =0, d”é‘j= —(i+l) de 6}‘*’1’ d”T=df’/\ 50
et

d'C;=0, d6;=—(j+1)dfAT;,,, dT=df N T,

.pour tout j < j,.

Démonstration. — Pour Re(z) >0 et @eCP(X) de degré
2n+1—(p+q), on aura:

enﬁﬂﬁﬁ?ﬁ*mA%Aw=fdww‘ﬁwm@ﬂm
X X
—zf|ﬂ"gfﬁ*wlszA¢

M

- (Z—j—l)J |f|zzf_j—li]"/\ wi Aw, Ao
X f

—mmem“ﬁﬂgAmA%Aw

- (—1)"J‘X 122 f 77wy A (m+u)g/\ wy A o.

On aura donc, au moins pour Re(z) » 0:
(—l)"“’f 1227 7wy A wy A do =
X
2z df -j-1 Y
—(z+m+uw) | |f] 7]' wi Aw, Ao
X

Y

— (z+m+u—j—l)f Lf1%f 7 Aw, Aw, Ao.
X

Ce qui donne, vu notre hypothése de poles d’ordre
Zz=—m—u pour j < j,

N

en

(=1P*%T;,do> = (+ DA AT ;4 1,0) .
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De méme, on a:

dT,@) = (—=1)?*1*1(T,d¢) et pour Re(z) » 0
(=1)pte L If1%*wy A wy, A do = j d(If1**wy; A wa A @)
(z+m+u)j |f|2’df Aw, Aw, Ao
—(z+m+u) Llf]“7 Aw, Aw, Ao.

Ce qui donne, puisque j, = 0

<d”T,‘P>= —Res (Z= —m-—u, J\ |f|22]"-l df/\ Wy AWZA(p)9
X
soit

dT=df NG, et dT=df A&,.

Le calcul pour les & ; est tout a fait analogue. Ceci achéve la preuve du
lemme 1.

Nous allons maintenant donner une généralisation du lemme C, de [2]
sous une forme qui nous permettra (outre I'utilisation immédiate que nous
allons en faire) d’améliorer le corollaire 1 (dans le cas k=1) pour une
singularité isolée (voir le théoréme 2).

Lemme C). — Soit p, q, r des entiers naturels vérifiant r > p + 1.

Soit V une variété analytique complexe vérifiant
H((V,Q) =0 pour 1<i<p et g<hsp+gq-—1.

Soit f: V — C une fonction holomorphe sur V et soit (T));.n, des
courants de type (p,q) sur V, (uj);cq0, des nombres complexes, satisfaisant
les égalités suivantes entre courants sur V

dT; =u;df AN T;;; pour je[0r—1]
(ceci équivaut, vu les types, & d'T; =0 et d'T; =u;df A T;., pour

j€l0,r—1]). Alors il existe des (p+q) formes holomorphes (S));cp,—, et
des courants (U));c,-, de degré p + q — 1 sur N vérifiant

et dS;=u;df A S;,, pour je[0r—p—1].
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La preuve est tout a fait similaire a celle du lemme C,; de [2]. Nous la
donnons pour étre complet.

Démonstration. — Si p = 0, les courants T; sont d'-fermés et de type
(0,9); d’aprés le lemme de Dolbeault-Grothendieck, les T; sont des
conjugués de formes holomorphes et on peut donc prendre S; =T; et
U; =0 pour je[0,r].

Pour p > 1, T; est un courant d' fermé de type (p,q) sur V. Donc
T, définit une classe dans H?(V,Q%) via la résolution de Dolbeault de Q.
L’hypothése donne donc I'existence de courants U?~'4 de type (p—1,9)
sur V pour je[0,] et vérifiant d'U?~'4 =T; pour tout je[0,r].

Supposons construits, pour ke[l,/] avec 1</ <p—1 des
courants U?~%4*k~1 de type (p—k,q+k—1) pour je[0,r—k] vérifiant
sur V

(_*_) d:Uf—k.q+k—l = d"Uf_k+l'q+k_2 _ “j df/\ Uf;f+l'q+k-2
pour
jelor—k] et ke[l/].

Calculons alors, pour je[0,r—¢—1]
d/[drluf—(,q+l—l _ uj d]’/\ U}’;lf-q+/-|].

Pour 7 =1, on obtient, puisque d'd’ + d'd' =0

— d'd'UP~Y 4y df A dUR 1
soit
- d”Tj + qufA Tj+l = 0.

Pour ¢ > 2, on obtient de méme

— d”d'Ujp—{vq-#(—l + uj de d,u;—(.q+(_1
- — dll[dllU;'l+l,q+/—2_ujde U;:]l+],q+l—2]
+ uj df'/\ [d/ruf;(+l.q+/—2_ujdf/\ U;::+I.q+{—2]
= — U d]’/\ dnU;;ll+l.q+l—2 + ujdf/\ d"U’.'_,+l’q+’_2

j+1
=0.
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Pour / < p—1, on peut donc trouver (puisque H?~‘(V,Q1*)=0)
des courants U;’" M+ de type (p—¢—1,g+¢) sur V pour
je[0,r—£—1] qui vérifient

ryP—¢—Vq+¢ __ gnyp—¢q+i—1 _ p—C,q+{—1
aur =d'u u;df A U :

Jj+1

Ceci achéve la construction des U]’.’"""“""l pour je[0r—k] et
ke[l,p—1] vérifiant ().

Pour ¢/ = p, on a encore
d’[d”Uj.’"’"""—ujd]'/\ Uj.’fl"""] =0
pour je[0,r—p]. En posant, pour je[0,r—p]
8= U g d A U

on obtient que S; est un courant de type (p+4¢,0) sur V d"-fermé. C’est
donc une forme holomorphe de degré (p+q) sur V d’aprés Dolbeault-
Grothendieck. De plus pour je[0,r—p—1], on a

" — ny 10.p+q—1
d'S; = udf A U

j+1

= ujdf/\ Sj+l’

Posons maintenant pour j e [0,r—p]
4 k—1yp—kg+k—1
U; = 21:(— 1) U]. .

Alors Uj; est un courant de degré p+q— 1 sur X et on a
< k-1 gup—ka+k-l
dy; = ;(—1) I

p—1
= d'Uf‘l.q + 2 [(_l)k d'Uf—k—l'q“‘ + (_1)k+1 d"Uf_k'q"'"‘l]
1

+ (_ l)p—l duU?,q+p—1
p—1

de = Tj + Z (_l)k[d'Uy—k—-l_duUf_k,q.H‘_l]
1
+ (=P8, +u df AU,
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d’ou puisque je[0,r—p] en utilisant ()
dUJ = T.I + ujdf/\ Uj+1 + (_l)p—lSj,
ce qui achéve la démonstration.

Remarques. — 1° On obtient un résultat analogue en conjuguant le
lemme précédent.

2° On obtient immédiatement une variante vectorielle du lemme C)
(pour des courants a valeurs dans C*, les u; étant alors des matrices
(k,k) a coefficients complexes; cf. la remarque suivant le lemme B, de [2]).
Elle sera utilisée pour le cas général du théoréme 1.

Posons r — 1 = Sup{p,q} =j,. Alors le lemme C), sous les
hypothéses du lemme 1, nous fournit des (p+q)-formes holomorphes
(Q)jc,—, et (Qj)js,_q des courants de degré p+q—1 (U et

Jjsr—p

(V))j<r—q Vérifiant
&; =(—1yQ;+dU; - (+1)df A U;_,
(% %) dQ; = — (+ D df A Q;4,
) = (=D%y +dV, — G+ df A Vyy

J
;= — G+Ddf A Q;,; pour j<O.

En fait, seules vont nous intéresser les égalités (% %) pour j = 0.
Nous allons montrer que I'on peut choisir Q,, Qy, Q,, Q, les U; et
les V; de maniére a satisfaire de plus les relations

fﬁl=90’ fQ1=Qo-
Ceci va résulter immédiatement de la généralisation suivante du lemme
C, de[2]:

LeMME C,. — Dans la situation du lemme C}, si on a
2 1

f Ty =T; pour je[0r—1]
et
Ujpy = u; — 1 pour  je[0,r—1]

alors dans la conclusion, on peut choisir les (p+ q)-formes holomorphes
(S))jcpny vérifiant de plus

f8j+1=8; pour jel[O0r—p].

La preuve est la méme que celle du lemme C, de [2].
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Remarque. — On a également une variante vectorielle « évidente »
pour ce lemme; elle sera utilisée dans la démonstration du cas général du
théoréme 1.

Comme les hypothéses du lemme C;, sont vérifiées par les &@; (resp. par
les ¢ j» quitte & conjuguer), on obtient les relations désirées, qui donnent
en fait:

df
Q= — = A Q

i, = -Yrs,.

Alors les relations d(fQ,)=0 et d(fQ)=0 montrent que Q, et &,
induisent des sections nulles sur D* du fibré de Gauss-Manin
s » HP*9(X,,C).

Comme df A Q, et df A Q, sont (holomorphes) d-fermées sur X, il
existe des formes holomorphes A et A de degré p + g sur X vérifiant

dA =df N Q, et dA =dfAQ,
puisque X est de Stein et contractible.

La proposition suivante nous permettra de montrer que A et A
induisent également des sections nulles sur D* du fibré de Gauss-Manin
s - HP*(X,,C).

ProposiTiON (Positivité des exposants caractéristiques; due a B.
Malgrange). — Dans la situation de Milnor f: X - D si A est une r-
forme holomorphe relativement fermée sur X avec r > 1 et si y(s) est une
section horizontale multiforme sur D* du fibré de Gauss-Manin
s - H,(X,,C), alors on a

lim J A=0(%.
610 Jy(s)

La preuve pour un germe a singularité isolée est détaillee dans [M,].
Le cas général avec r = n est trait¢ dans 'appendice de [M,] dans le
cadre algébrique. Malgrange dit en remarque dans [M;] que la preuve
dans le cas général avec 1 < r < n est analogue a celle de [M,]. Il m’a
paru intéressant et utile de demander 4 Herrera de détailler la preuve de ce
résultat en appendice.

(*) Pour préciser le sens de cette limite, on peut, par exemple, fixer un secteur
angulaire d’ouverture < 2n en 0.
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Application. — Comme on a dA =df A Q, et dA =df A Q, et
r=p+q=1 dans notre situation, on aura pour toute section
horizontale multiforme y(s) du fibré de Gauss-Manin s - H,, (X,,C)

9 A=J VA=J‘ Q, =0
08 Jyo 0) O)

(resp. -?—J‘ A=| VA=| Q, = 0)
08 Jys ) )

ou V désigne la connexion de Gauss-Manin, puisque I’on a vu que Q, et
Q, induisent 0 dans H?*(X,C) pour tout seD*.

On en déduit que '[ A et A sont constantes sur D*. Elles sont
1) )
donc nulles d’apres la proposition ci-dessus, ce qui montre bien que A et

A induisent 0 dans H?*9(X,,C) pour tout seD*.

Toujours sous les hypothéses du lemme 1, les relations entre courants
sur X:

dT =df NGy = (—1)Pdf A Qy + df A dV,
et

d'T=df NGy = (—1)1df A Qo + df A dU,
donnent

d(T+A+dfAVo+A+df AU, =0,

c’est-a-dire la fermeture sur X du courant de degré p + ¢
T+A+A+dfAVy+df AU,.

Comme HP*Y(X,C) =0 (puisque p+qg=>1 et puisque X est
contractible) et que le complexe de De Rham des courants est une
résolution fine du faisceau constant C sur X, il existe un courant W sur
X de degré p + q — 1 vérifiant

T=+A+A—dfAVy—df AUy +dW sur X.

Comme A et A (et donc A) induisent 0 dans H?*¢(X,,C) pour
w, Aw,

seD* etcomme T|y. = TS

n’induit pas 0 dans H?*9(X,C) par

hypothése, nous allons montrer (par un argument directement dérivé du
lemme D de [2]) que les hypothéses du lemme 1 conduisent 4 une
contradiction, ce qui achévera la preuve du théoréme 1 pour k=7 = 1.
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Reprenons les notations du lemme D de [2]:

Soit .
F: f71(Dg) —— X(so) x Dy

NI

une C® trivialisation de f au-dessus d’un disque D,, assez petit de centre
so € D*. Soit ¢ une forme C*® a support compact de degré 2n — (p+¢q)
sur X(so) vérifiant do =0 et représentant le (p+gq)-cycle
c(so)eﬁ,,+q(X(so),Z) (*) via la dualité de Poincaré

H, 1 (X(50).€) 3 HZ""#*9(X(s0),C).

Alors F*(pr(9)) est une 2n — (p+g)-forme C® sur f~'(D,) qui
induit c(s) sur X(s) pour seD, ou c désigne I'unique section
horizontale du fibré de Gauss-Manin s - H,, ,(X(s5),C) sur D, qui vaut
c(sp) en so. Si g est une fonction de CP(D,) vérifiant

i/2j gis)ds ANds = 1.
Do

Posons § = f* (—;— g(s)dsA d§> A F*(pr¥(o)).

Alors Y est une forme C® a support compact dans f~!(D,) vérifiant
Ay =0,y Adf=0 et yAdf=0.

On a degré¢ () =2n+ 2 — (p + q). Montrons que V¥ représente
I'image de c¢(s;) (via la dualitt de Poincaré) dans
H2"*+2-0+9(£~1(D,),C).

Si 0 est une (p+g)-forme C® d-fermée sur f~!(D,), on aura

f YAO= I ig(s) ds A dEJ‘ F*(pri(p)) A O
r=op 002 X(s)

d’aprés Fubini (pour un produit !). Comme c¢(s) et c(s,) sont homologues
dans f~!(D,) pour seD,, on aura

J‘ 9 = J‘ 9 s Vs € Do
c(s) o(sg)

*) H,+q(X(s),Z) désigne I'image de H,, (X(s),Z) dans H,, (X(5),C).
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(car d6=0) et comme F*(prf(p)) représente c(s) dans
H2"~P*9(X(s5),C) pour seD,, on a

j F*(pri(e)) A 6 =J 0 =J 6
X(s) <(s) c(sp)

On obtient donc finalement

f \11/\9=J Le(s)ds A ds e=j 9,
7~y Do 2 cls) c(s)

ce qui prouve notre assertion.

Aw
| fllz("' +a qui est bien C* d-fermée de degré

p+q sur f~1(Dy) (pourvu que 0¢D,), on obtient

w, A w, . w, A w,
Tramrs = (=17 "J TrmTs NV
c(s) lﬂz( +) =Dy |f’2( i

= (=1 9 +A+A—dfAVy—df AUy +dW, V).

Maintenant pour 6 =

Mais on a (A, y) =0 et (A¥) =0 puisque | représente c(s,)

dans H2"*2-(*9(f-4D,),C) et que I'on sait que A= A=0.
c(sg) o(sg)

Par ailleurs, les relations Y Adf=0 Y Adf=0 et dy=0
montrent que l'on a

CAfAVo,¥> =0 dfAUQ ) =0
et AW Ny = 0.

wy A w,
‘ f|2(m+u)
contredit ’hypothése (puisque

On a donc J = 0 pour tout c¢(so) € A, ,(X(so),Z), ce qui

f...i.. induit e, dans H?(X(s,),C) et —= f"‘*"
induit ¢, dans H%X(s,),C) avec des choix convenables de
déterminations de Logf sur f~1(D,)).

Ceci achéve la preuve du théoréme dans le cas ou k=7 =1.

Remarque. — On a en fait prouvé que si m est I'entier que I'on a
introduit au début de la démonstration (en fait m = Sup (m,,m,) avec les
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notations d’alors), un podle d’ordre au moins égal & 2 apparait en
z=—-m—u—r—1 avec r=Sup{pgq} + 1 pour le prolongement
méromorphe du courant |[f|**w, A w,.

2.

Avant de passer 4 la démonstration du théoréme 1 dans le cas général,
nous allons montrer comment un examen attentif de la preuve que nous
venons de donner pour k = ¢ = 1 permet d’obtenir le résultat suivant :

THEOREME 2. — Soit n un entier strictement positif.

Soit f: X->D un représentant de Milnor d'un germe
£ (C"*1,0) > (C,0) de fonction holomorphe a singularité isolée. Soit w
une n-forme holomorphe sur X vérifiant

a) dw = md—fA w ou meN*,

f

b) w induit un élément non nul de H"(X(sy),C) pour un sy, e D*.

Alors il existe un entier r > 0 et une n-forme holomorphe w sur un
voisinage ouvert U de 0 telle que pour p e C®(U) valant identiquement 1
au voisinage de 0, de prolongement méromorphe de

J L1257 .ow A W A df A df

ait un pole d’ordre = 2 en un entier négatif (assez grand en valeur absolue).

Remarque. — Comme par Fubini, on a

I |s|?%s" ds A ds prfv’=J. If1%%fdf A df A (pwAW).
c X

S=s

Le théoréme 2 montre que pour w vérifiant a) et b), il existe w

holomorphe au voisinage de 0 telle que la fonction s — I pw A w
admette un terme non nul en §'|s|?* Log (ss) pour ke N assez grand. Ce
résultat est la clé de la non-dégénérescence de la forme hermitienne

canonique sur la fibre de Milnor d’une singularité isolée (voir [3]).
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Démonstration du théoréme 2. — Posons V = X — {0}; comme df ne

s’annule pas sur V, le prolongement méromorphe de j |fI**¢ pour
v
toute forme différentielle ¢ e C¥(V) de type (n+1,n+1) n’a que des

poles simples (au pire) aux entiers négatifs. Mais on a de plus H'(V,0) = 0
pour 1 <i<n-—1 (on a suppos¢ n>1).

Nous allons montrer que si pour j < n + 1 les courants &; définis par

{@;,9) = Res (z: _m,J Vi m—j—lw/\(p>
X

pour ¢ € C®(X) de type (1,n+1), n’ont pas tous des restrictions a V
qui sont d’-exactes. Sinon on applique la stratégie de démonstration du
théoréme 1 (cas k=/=1) en posant: w, =w et w,=f"
(e,=1€H°(X(s,),C), donc q=0 et p=n); les courants &, ne seront
pas utiles ici car on a

G0 = ReS< = —m,f Ifl”]'"'f""w/\<0>
=Res(§=0, J |f|2‘f—""””’wf\¢),

donc (%,,¢) =0 pour ¢ € C*(V) puisque df ne s’annule pas sur V
(on est ramené par un argument de partition de 'unité a voir que pour

0e C2(C) J |s|**s~v0(s)ds A ds n’a pas de poleen z = 0 pour veN,
X

ce qui résulte aisément d’'un développement de Taylor et d’un calcul en
coordonnées polaires).

Donc sous 'hypothése que les @]y soient pour j < n + 1 d-exacts
comme courants sur V, on peut appliquer le lemme C;. Le pas suivant
consiste 4 montrer que la forme holomorphe de degré n + 1, d-fermée
df A Q, sur V est d-exacte et que la forme holomorphe A sur V qui
vérifie dA = df A\ Q, se prolonge holomorphiquement & X. Ceci résulte
immeédiatement de I'hypothése n > 1 et de Hartogs (on utilise ici a
nouveau le fait que X est contractible). En poursuivant ainsi le
raisonnement, on contredira ’hypothése w|y., # 0 dans H"(X(s,),C).
Donc il existe j, < n + 1 tel que Zio induise une classe non triviale dans
H"(V,0) (ce qui revient a dire que &, n’est pas d'-exact sur V). Mais
comme V=X-{0}, on a (avec n>1) classiquement
H"(V,0) ~ Hii *(X,0) qui est le dual fort du dual de Fréchet Q35! des
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germes de formes holomorphes de degré n + 1 en 0 dans C**!. Cest-a-
dire que H"(V,0) s’identifie & ’espace de Fréchet des fonctionnelles
analytiques de degré 0 a support I’origine dans C"*!. Le lemme suivant va
nous permettre d’identifier la fonctionnelle analytique associée au courant

go|v :

LEMME 2. — On conserve les notations ci-dessus. Soit & un courant de
type (O,n) sur X vérifiant d"¢ =0 sur V=X —{0}. Alors la
fonctionnelle analytique Z associée, via l'isomorphisme

H'(V,0) 3 Hif!'(X,0)

et la dualit¢ Hi'(X,0) 3 (Q%5"), a la classe de & dans H"(V,0)
(calculée a la Dolbeault) est donnée, au signe prés, par

(E,@) = (d'7,po)

pour ®@eQh!, ou @ est un représentant de @ défini sur l'ouvert U,
contenant 0 et ou peC>2(U,) vérifie p =1 au voisinage de 0.

Démonstration. — Vérifions déja que (Z,®) est bien définie; pour
cela, considérons un autre représentant de ®, disons ®, sur 'ouvert U,
contenant 0, etsoit p, € C*(U,,) vérifiant p, =1 présde 0. Alorsla
forme p,0, — pw est dans C®(X) et vaut identiquement 0 prés de 0.
Comme Supp (d"¢) < {0} on a bien

Kd"C,po) = {d"G,p,0,).

Donc E est bien une forme linéaire sur Q};'. Vérifions sa continuité :
si @, —»0 dans *1, alors il existe un ouvert U contenant 0 et
des représentants ®, des ®, sur U qui convergent vers 0 uniformément
sur tout compact de U. On a alors (par la formule de Cauchy)
convergence uniforme sur tout compact de U de toutes les dérivées et si
peC2(U), pw, -0 dans C?(U) pour sa topologie habituelle. On a
donc (d"%,po,> = (E,0,) qui tend vers 0. Remarquons d’autre part
que E ne dépend bien que de |y et pas du prolongement & a X que
I’on s’est donné : si &, est un courant sur X vérifiant &,|y = &|y, alors

&, — & est a support I'origine et donc
—Kd"(@,-0),p0) = &,—-6,d"(pw)) =0

car po est holomorphe au voisinage de 0 (pour p vérifiant p =1 au
voisinage de 0!).
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—

Montrons maintenant que Z est bien la fonctionnelle associée & &
par le procédé décrit plus haut:

En Dolbeault la dualit¢ H"(X—{0},0) ~ (Q;')' est classiquement
décrite comme suit :

si @eC®(V) est de type (0,n) et d’-fermée et si o représente
®e Yt et est définie et holomorphe au voisinage de la boule fermée de
centre 0 et de rayon € > 0, on pose

Aolwy = L oA®

4
ou S, est la sphére de centre 0 et de rayon €.

Pour 0 < ¢ < €, on a, par Stokes

J‘q)Am—J.(pAmz-[ dlpAw) = 0.
Se S ke

Donc pour peC2(]0,+o[), d’intégrale égale 4 1 et a support
contenu dans ]0, g[, on aura aussi

lolw) = L e Ao Adp

ou p désigne la fonction radiale définie par p (p € C2(V)).
Si [¢] = [¢] dans H*(V,0), ona & = ¢ + d’'n ou m est un courant
de type (O,n—1) sur V. On aura alors
j oA oAdp=(F,0Adp) + {dM0Adp).
v

Mais comme ® est de type (n+1,0) et holomorphe, on a
d(po) = d"(pw) = d'pAe =dp A ©.
D’ou
(olw) = + <d"?.pw),
ce qui achéve la démonstration du lemme 2.

Récapitulons : 11 existe donc, sous les hypothéses du théoréme 2,
jo<n+1 telque ¢ j, ait une classe non nulle dans H"(V,0), ce qui se
traduit, grace au lemme 2, par I'existence d’un ouvert U contenant 0 dans
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X d’une (n+1)-forme holomorphe ® sur U telle que pour toute
fonction p e C*(U) valant identiquement 1 au voisinage de 0, on ait

<dn€j0, p(o> =1 N
ce qui donne en conjuguant
<d'5,.0,pa>> =1,

ou e€ncore

Res (Z:—m,J‘ |f|22 m_jO—lw/\d'(p(;))) = —1.
X

Comme on a d'(pw) = d(pw), pour Re(z) » 0, la formule de Stokes
donne

(-1 f 1750w A d(pw) =
‘[ 2z fFfm—jo—1 g J‘ 2z Fm—j —ldf g
d(|f1>2f" " wA pw)—(z+m) | |f] T AwA po,
X X f
ce qui donne

Res <z= ;-m,(z+m)'( |f1%* ""jo"de/\ wA pE)) #0.

. d -
Donc le prolongement méromorphe de J. |f1%* "'"0"7f AwApo a
X
un pdle d’ordre au moins égal & 2 en z = — m.

Maintenant en utilisant le Nullstellensatz, il existe /eN et w
holomorphe de degré n au voisinage du support de p, vérifiant

fipo = pw' A df.

Alors le prolongement méromorphe de

‘[ If1* m‘jO"fjj[A—‘;—j.rA pw A w'

aura un pole d’ordre > 2 en z= —m et p est dans C*(X) et vaut
identiquement 1 au voisinage de 0. Ceci achéve la preuve du théoréme 2,
en prenant r = Sup (—m+j,+¢,0); en effet pour m —j, — £ <0,
I’assertion ci-dessus équivaut a I’existence d’un péle d’ordre > 2 en
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E=—jo—¢—1 pour j If1?%fpw A W A df A df  (poser
X

E=z—14+m—j,—¢). Pour m—j,—¢ >0, remplacer w par

fmh~‘w et prendre r =0.

3.

Passons a la démonstration du théoréme 1 dans le cas général.

En utilisant le lemme A de [2], on peut trouver des p-formes
holomorphes w, ... w;, et des g-formes holomorphes w; ... w, sur X
vérifiant

. d d
i) dw; = (m+u)~[ Aw;+ 4 Awi_y, Vie[lk]
f f
avec la convention wy, =0
d d
dw; = (m+u)—'f A w; + 4 Awi_y, Vje[l/]

f

avec la convention wp = 0
i) w, A »_v'llx(,o) définit un élément non nul de HP*Y(X(s,),C).

f

On peut choisir le méme entier m pour les w; et les w; en multipliant
par des puissances convenables de f: si on a

N

dw; = (m+u)f Aw;+ T Awi_y, Vje[lk]
(toujours avec wo=0) en posant v~vj = f'w;, on obtient
~ a  ~ df , ~
dw; = (m+r+u)7f A w; + Tf A w;_y, Vie[lk].

Définissons alors le courant T sur X, en posant pour ae C*(X) de
type (n—p+1l,n—q+1)

k-1 ¢-1

Ty = Y, Y (=D)**Puuy(z=—m—u, L 12" War 1 AWpay A (¥).

a=0b=0

1
(*) Py(z=2z4,F(z)) désigne le coefficient de G2 dans le développement de
—<o.
Laurent de la fonction méromorphe F en z,.
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On a alors I’'analogue du lemme 0 pour le cas k = £ = 1 qui montre
comment nous allons faire apparaitre des poles d’ordre > k + ¢ pour le
prolongement méromorphe de |f]?*.

LEMMEOQ bis. — Si on a id'd"T # 0 sur X, alors le prolongement
méromorphe de |f|** a un péle dordre au moins k + { en
z=—m—u—1.

Remarquons que comme dans le cas k=7 =1 on a
Tlxe = If172" Y, A W)
puisque pour tout ¢ > 0 le support du courant Pc(z=zo,j If lzzu) est
X
contenu dans {f=0}:

En effet, pour ¢ e C®(X*), la fonction f [f|**¢ est entiére.
X

Preuve du lemme 0 bis. — Pour Be C®(X) de type (n—p,n—q) et
Re (z) » 0, appliquons la formule de Stokes pour calculer

(_1)p+qj |flzzwa+1 A Wyyy AN idd'B = j~ id[|f|2’wa+1/\ﬁ;;,+l Ad"B]
X X
. 2 df o "
—iz+m+u) | |f] 27' A Wesy A wyy Ad'B
X

- if YL A we A Wy A B
iy

et

(_1)P+q+1J‘ |f‘22‘fl'_f/\ w, A ‘_V;Hl A d"ﬁ =
X

f (m"ff/\ W, Aw,,HAB)

(z+m+u)f |f|2=‘jf ffA we A Whei A B

-J|f|2zd7f/\d7f/\wc/\w;,/\ﬁ
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toujours avec la convention wyo =0 et wp=0 (ici ae[0,k—1],
bel[0,/—1] et ce[l,k]).

On obtient donc, pour Re(z) » 0,

f Ilezwlﬁrl A ;_V;H-‘ A id’d”ﬁ =
X

d
+ l(z+m+u)2f mz:f f]v'/\ Wart AWy AB
+ i(z+m+u)j |f|z‘f A gl\ Worr AW, AB
+:u+m+wf1ﬂ“ ?- wo A Whiy AP

jmhdf/\d?f/\w A w, A B.

On a donc, par prolongement méromorphe
Pa+b<z= —-m—u, J 1P Wa sy AWpy A id’d”B>

d
lPa+b+2<z——‘m u, I Iflzz ]]:A Wa+1AWb+1/\B>

+ iPa+b+l<z= —m—u, J; |f|227 /\ 7 /\ Wart AWy A B)

+ iPa+b+l(z= —m—“,J. |f|22d—f/\ g/\ Wa/\‘—"lbﬂ/\ﬁ)

A df
+ 1P,,+,,(z——m u,J' |f1? 7 f A w,A ,,/\B)
En sommant, on obtient
k—1 ¢-1

i Y Y (D" [Porpea(@tLb+1)

a=0b=0
+ Poipii(@a+1,b) + Poyyyy(a,b+1) + P, y(a,b)]

ou 'on a noté

P.(a,b) = Pc<z= —m—u, L IfIZ’j,—f A g/\ W, AWy A B);
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on a donc
-1 /-1

i z Z ( )a+b+2Pa+b+2(a+1 b+1)
=0

k-2 ¢-1

+i Y Y (=1 P, a(a+ L+ 1)

o
-0
~ o
N o

k

+i 2 z (=1D)"** 1P, pia(@a+ 1,b+1)

+i Z Z (—l)a+bPa+b+2(a+l’b+l)

a=0b=0

(SN}
~ &

= 8
N o

en réindexant, compte tenu des égalités P,(a,0) = P,(0,b) =0 Va,b,c,
puisque wy, = wy = 0 par convention.

Il reste alors seulement

i(— 1)"+’Pk+l<2——m ujlfl” ‘;jr' wiAw /\B>

Si (id'd"T,p) # 0, on a donc

Pk+,(z= —m—u, j |f|==i’]5/\ iffA WA, A B) 40,

c’est-a-dire un pole d’ordre >k +¢ en z=—m—u—1 pour le

prolongement méromorphe de J Lf1**w, A W, A o. Ceci achéve la
X

démonstration du lemme 0 bis.

Introduisons maintenant les courants suivants sur X : pour a e C2(X)
de type (n—p+1,n—q+1), posons

k-1

GENED) (—1)“*"P,.+,+.-_,(z= —m—u, lfl”f"'"wm/\i’;,“/\a)
JX

a=0

et

-1 ~
G Z (= l)a+bpk+b+i—l<z= —m—u, | /PP W AWy A a).
b=0 JX

Pour ieN*, jeZ et ae[—1,k—1],be[—1,/—1] (ils sont nuls pour
a=-—1o0ou b=-1).
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On a la généralisation suivante du lemme 1 :

LEMME 1 bis. — Supposons que le prolongement méromorphe de |f|**
n’ait jamais de péle d’ordre au moins k + ¢ en un point congru a — u
modulo Z. Alors on a les relations suivantes entre courants sur X :

AT = — G+1).d AT, + df A [G571+5451Y)

et de?* =0 pour bel0,/-1]
Aoy = — (j+1).df A &51, + df A 65511 +6547"
et d”gj" =0 pour ac[0k—1].
On a de plus
dT =df A &% 11
d'T =df NG,
Démonstration. — Avec des notations analogues a celles utilisées dans

la preuve du lemme 0 bis on a, pour pe C2(X) de type (n—p,n—q+1):

TRy = (—1)P***(T,dB)
k-1 7-1

=Y ¥ [(=D"""Perpir(@a+Lb+1)+(=1)"*"P,,,(a,b+1)]

a=0>b=0

ou P.(ab) désigne ici Pc<z=—m—u,J' Iflz‘gff-/\ w,Aw, A ﬁ).
X

On a donc, comme plus haut

-1 ¢-1
WTPy = T T (~1F*rpe(at L)

a=0b=0

k-2 ¢-1
+ z Z (_l)a+b+1Pa+b+l(a+l9b+l)
a=0b=0

‘-1

= z (=D***71P 4 p(k,b+1)
b=0
= (NGB
Le calcul pour d"T est analogue.

Calculons d'@%*: pour BeC®(X) de type (n—p,n—q+1), on a

dT;By = (-)P* KBy,
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ce qui donne, avec la convention

P.(ab) = Pc<z= —m—u, j |f|2=f—i-ld7f/\w,/\“v;,/\ a)
X

k-1,
("' 1)a+b[Pa+l+i(a+ lab+ l) + Pa+t+i-l(a9b+ 1)]
a=0

= (=17 1P (kb +1),

dT;’,By

ce qui vaut 0 car i > 1 et |f|** n’a pas de pdle d’ordre > k + ¢ en un
point congru & —u modulo Z (ici on utilise par exemple
z=—m—j—1—-u).

Pour le calcul de d"¢%®, prenons a e C®(X) de type (n—p+1,n—gq).
Nous utiliserons ici I'identité

P,z=—m—u,(z+m+u—j—1)F(2))
=P,s1z=—-m—uF(2)—(+1)P,(z= —m—uF(2)

pour F méromorphe dans C.

k-1

@Gty = 3, (=" [Porri(@+ Lb+ 1) =G+ )Py (@+ 1, +1)
a=0
+ Poirpimi(@+1,b)]

ou ici
. d -
P (a,b) = P,(z: —m—u,J' lfl“]'""—f/\ w, A w},/\a).
x f
On a

k-1
Y (1P, (a+1b+1) = FAGIEIY0)
a=0
k-1
Y (=1)"*P,, i@+ 1,b+1) = AT 0
a=0

et

k-1
Y ()P (@ + 1,b) = KAFATRT o)
a=0
d’ou

G = — G+ 1) df AT, + dF A [GE0 4571,

Les calculs pour les Z“}"' sont analogues. Ceci achéve la preuve du
lemme 1 bis.
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Considérons maintenant les é'j-"’ pour ie([l,k] et be[0,/—1] comme

les composantes d’un courant vectoriel &; a valeurs dans C*® C’.
(o}

Si u; est 'endomorphisme de C*® C’ défini par
C

uj(0,@wp) = — (+1)v, @ W + [V+1@Wp+0,OWg_4]

ol v, ...v, et w, ... w, désignent les bases canoniques de C* et C’
avec les conventions v,,, =0 et wy = 0 (qui correspondent aux faits
que &?"=0 pour b=—1(wo=0) et pour i>k+ 1 car alors
a+¢{+i—12k+<¢ pour tout ae[0,k—1] et I’absence de pole
d’ordre >k + / montre que tout est nul sous les hypothéses du
lemme 1 bis), on aura alors, toujours sous les hypothéses du lemme 1 bis

dl j = 0 et d”gj = uj-df/\ 51'.,.1 .

De méme en définissant les courants & ; a valeurs dans Ct® C’ avec

C
comme composantes les &%' pour ae[0,k—1] et ie[l,/], on a de
maniére analogue (mais avec maintenant les conventions v,=0 et
w1 =0) et u; défini par

l;j(va®wﬁ) = - (j+l)vu ® wﬂ + [va—l®wﬁ+vu®wﬁ+l]
d”gj=0 et d,gj=;‘1df/\ f”‘j+l°

En appliquant la variante vectorielle du lemme C; aux @; et aux & s
on obtient des formes holomorphes vectorielles (Q)); (ﬁj)je 2 de degré
(p+q) sur X et des courants vectoriels de degré p +q—1 sur
X (Upjez (Vj)jez avec les relations

&; = (=1, + dU; + u;df A Uj,,
dQ; = u;df A Q4,4
&; =(=1DQ; +dV, + u;df AV,
dQ; = u;df A Q4.

Comme pour le cas k = ¢ = 1, seules ces relations pour j = 0 vont
nous étre utiles; nous avons également

dT = df A &% 1
et
d'T = df A Gh-t.
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Comme les formes holomorphes df A Q' et df A Q&1 sont d-
fermées de degré p + g + 1 sur X, elles sont d-exactes et on peut trouver
A et A formes holomorphes de degré p 4+ g sur X vérifiant

dA = df A QY- et dA =df A Q51 sur X.

Maintenant en utilisant la variante vectorielle du lemme C), ce qui est
possible car on a les relations « évidentes »

f51+1=61 et fgj‘*'l:@.

J

pour tout jeZ, on peut choisir les Q; et Qj pour avoir
le = Qo et le = Qo.

Supposons montrer que Qi° induit 0 dans HP*4(X,,C) pour tout
seD* avec i — b = v (C’est certainement vrai pour v=k). On a alors si
i—-b=v-—-1

dO = — df A QI + df A [+

et en tenant compte de la relation fQ, = Q,, cela donne

Qi = — ‘;—f A Qi+ de[Qi,“qugb-l]

ou encore d(fQY) = df A [Q5F1P+QiP1].

Si V dénote la connexion de Gauss-Manin, ceci se traduit par
V(5 = Q5P + Qb1 Clest-a-dire que fQi est horizontale sur D*
vu notre hypothése de récurrence (i+1—b=i—(b—1)=v). Comme c’est
une (p+q)-forme holomorphe sur X, la proposition de Malgrange (voir
p. 87) nous donne que fQ® et donc Qf® induit 0 dans HP*9(X,,C)
pour seD*.

On obtient alors que Q"' (resp. Q¢ !'!) induisent 0 dans
H?*9(X,,C) pour se D*. Etdonc,commedanslecas k =/ =1,A et
A induisent également 0 dans H?*9(X,,C) pour se D*. Mais on a la
relation

dT = + dA + dA — d(dfAUY-Y) — d(@dfAVE 1Y),
c’est-a-dire la fermeture sur X du courant

T+A+A+df AU +df AVE L
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On conclut alors, comme précédemment, que les hypothéses du lemme
1 bis conduisent a contredire ’hypothése du théoréme 1. Ceci montre qu’il
existe un pole d’ordre au moins égal & k + / pour le prolongement
méromorphe de |f]?* en au moins un point congru & — u modulo Z.
Ceci achéve la preuve du théoréme 1.

Remarque. — Sous I’hypothése du théoréme 1, il est facile de voir que
e, UE,...,e,UE, €t e, UE,...,e UE, sont des blocs de Jordan
pour T agissant sur H?*9(X(s,),C) pour la valeur propre 1. Donc
I’hypothése du théoréme 1 ne peut étre satisfaite que si le polynome
minimal de T en degré p + q contient un facteur (X—1)" avec
r = Sup (k,£).

Appendice par M. Herrera (d’aprés B. Malgrange).

L’objet de cet appendice est de donner une démonstration de la
proposition de la page 87, aucune référence autre que la remarque de
Malgrange dans [M,] n’étant accessible.

Considérons donc un représentant de Milnor f: X - D d’un germe
non constant de fonction holomorphe f:(C"*!,0)— (C,0).

FEtant donné s,eD désignons par [0,5,] le segment fermé
{zeClz=tsy,t€[0,1]}. L’ensemble Y =f1([0,s0]) est alors semi-
analytique, et X(0) étant contractile, le champ de vecteur construit par
Milnor dans [.#] page 52 lemme 5.9, permet de voir que Y est également
contractile (*).

Nous allons continuer maintenant la ligne de démonstration de
Malgrange [M,], mais sans faire appel aux triangulations semi-analytiques
explicites de cette référence, qui sont peu adaptées aux raisonnements « a la
limite » qui vont suivre.

Il est convenable donc d’introduire le complexe des chaines semi-
analytiques a support compact S.(«/,C), a coefficients complexes, de
différentielle notée b., associé par Herrera ([B.H.] et [C.H.] ch. 1) a tout
ensemble semi-analytique (localement compact) & d’une variété W.

(*) Si V est un voisinage contractile de X(0) dans X, lidentité de Y est
homotope a une application continue envoyant Y dans V n X. Ce raisonnement
s’étend & f~1(S) pour tout secteur S compact de sommet 0 et d’ouverture
< 2m.
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Nous utiliserons les propriétés suivantes de ces complexes :

1° On a un isomorphisme canonique

2° L’inclusion &' = &/ d’un sous-ensemble semi-analytique fermé o/’
de & induit un homomorphisme différentiel

S.(#',C) - S.(#,0)

donnant un diagramme commutatif

H, (S(#,C)) — H,(#,C)

H,(S(#',C)) — H,(«',0)

3° Soit U un ouvert semi-analytique de . Il existe un
homomorphisme S.(#,C) - S.(0,C) a - a n U, obtenu par restriction
a U des chaines sur & (cf[H] 1.3), qui n’est pas en général compatible
aux différentielles. Pour

a e S,(#,C) vérifiant bo N (0-U) = &

on a
b,(anU) = (ba) nU + B
ou
boeS, (#,C) et BeZS,_,(U-U,0).
4° Pour toute forme C® ¢ de degré g sur W et toute chaine
aeS,(«#,C) on peut définir I'intégrale I ¢ par intégration sur les points

simples de o (en tenant compte, bien siir, des orientations et des
multiplicités données par ). Sien outre @ = dy ou Y est C*° sur W
de degré g — 1, on a (cf[C.H.]1.6.7.) la formule de Stokes:

Id\ll=J; V.

5° Supposons que ¢, forme C de degré g sur W, ait une
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restriction nulle sur les points simples de /. Alors
j ¢ = 0 pour toute ae S (+#,C) (cf[CH]1.6.1).

Reprenons le fil de la démonstration de Malgrange: soit
Iy € S,(X(s0),C) un cycle représentant y(sy) € H,(X(s0),C). L’homologie
de Y étant triviale (et r>1) on a une chaine AeS,,,(Y,C) telle que
br+ IA = l-.0 :

Pour chaque se[0,s,] posons

Ay =f"'[0s) N A
et A= f71(]s,s0) N A.

Il est clair que I'on a A, + A, = A et donc que
by A+ by A =T,
De cette égalité et de la propriété 3° ci-dessus on déduit :
byiy Ay =T —T, et b, A =T,

ou I';e ZS,(X(s),é). On en déduit alors que I'y est un représentant de
v(s) e H,(X(s),C) et la formule de Stokes donne (propriété 4°)

I(s)=J A=J A=Jl dA.
v(s) T A

Si dans cette égalité on fait tendre s vers 0, on obtient par un
raisonnement de la théorie classique de l'intégration

limj dA =J‘ dA
s—=0 Aq g

ou A, désigne la variété des points (r+1) lisses de X(0) n A, avec les
orientations et multiplicités induites par A. La restriction de dA sur les

points simples de X(0) étant nulle, on obtient bien J dA =0 par la
Ay
propriété 5° ci-dessus (*). Ceci achéve la preuve de la proposition.

a

(*) Si f n’a pas de facteur multiple on peut remplacer I’hypothése de fermeture
relative de A par la condition dA A df = 0 qui suffit pour conclure.
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