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SUR UNE EXTENSION
DU PROBLEME DE GLEASON

DANS LES DOMAINES PSEUDOCONVEXES

par Joaquin M". ORTEGA

Introduction.

Soit D un domaine borné pseudoconvexe dans C"; soit A(D)
l'espace des fonctions holomorphes dans D et continues dans D et soit
a e D. Le problème de Gleason consiste à trouver, pour une fonction
/eA(D) donnée, n fonctions g ^ , . . . ,^eA(D) telles que

/(z)-/(a)= igi(z)(z,-a,).
1 = 1

Le problème fut résolu par Leibenzon (voir [5]) dans le cas de la boule et
par Henkin([5]), Kerzman-Nagel ([7]), Lieb ([9]) et Ç)vrelid ([13]) dans le
cas D strictement pseudo-convexe. Dans ce cas aussi, Ahern et
Schneider ([!]) prouvent que la correspondance /-^ ( g ^ , . . .,^) peut
être faite de façon linéaire et que les g ^ , . . . , gn, regardées comme des
fonctions des variables (z,a) e D x D, sont holomorphes dans D x D et
continues dans D x D\{(z,z) : z e bD}. Jakôbczak ([6]) prouve, pour les
domaines bornés strictement pseudoconvexes à frontière C°°, que toute
fonction /eA°°(D) = espace des fonctions holomorphes dans D dont
toutes les dérivées sont continues jusqu'au bord, a une décomposition

/(z)-/(w)= t ^(z,w)(z,-w,)
1=1

avec ^.eA^DxD).

(*) Ce travail a eu une subvention de la « Comisiôn Asesora de Investigaciôn
Cientifica y Técnica. Ministeriô de Educaciôn y Ciencia. Espana».
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Dans ce travail nous prouvons ce résultat pour les domaines
pseudoconvexes à frontière réelle-analytique et également pour les
domaines pseudoconvexes à frontière C°° pour lesquels le résultat soit
valable localement. En particulier on retrouve le théorème de Jakôbczak
par des méthodes très différentes. La technique que nous utilisons est une
combinaison des résultats de Nagel([ll] et [12]) sur la platitude et la
structure des idéaux fermés, du résultat de Kohn sur la résolution du 3 ([8])
et finalement, celui de Grothendieck ([4]) sur le théorème de Kùnneth.

Résolution du ~ê dans les produits
de domaines pseudoconvexes.

Il s'agit ici d'étendre le résultat de Kohn de résolution de l'équation 3
pour les formes à coefficients dans C°°(D), D pseudoconvexe borné à
frontière C°°, aux produits des domaines de ce type.

THÉORÈME 1. — Soient D^, D^ des ouverts bornés de R" et R"*,
respectivement. Désignons par C°°(Df) l'espace des fonctions à valeurs
complexes indéfiniment dijférentiables au sens de Whitney sur D( . Alors on a

C°°(Dp<D7) ^ C°°(Di) g) C°°(D2).

Preuve. — Le théorème d'extension de Whitney implique que C°°(Di)
est un quotient de C^R"). Considérons la suite exacte

0 -^ r(DO -^ C^R") -^ C°°(Di) -. 0

où F(Di) désigne l'idéal des fonctions de C^R") qui s'annulent à l'ordre
infini dans Di . Par nucléarité de C^R") et en utilisant l'isomorphisme
C^R" x R"1) ^ C^R") ® C^R"), on trouve la suite exacte

0 ~> nDO^C^R^ -^ C^R^xR"*) -^ C^D^ÔC^R"1) -^ 0.

De façon analogue on a une autre suite exacte

0 -^ C°°(Di) ® F(D2) -> C^DOÔC^R'")
-^ C^DOÔC0^) ^ 0.

On en déduit donc que la suite

0 -> r(DO (g) C^R") -h COO(Rn) ® F(D2)
-^ COO(RnxRW) -> C^DOÔC^D^ ^ 0
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est exacte. L'idéal 1 = F(D,) (g) C^R^+C^R") (g) r(D^ est alors
fermé. D'autre part ses éléments sont des fonctions plates sur D^ x D^
qui ne s'annulent simultanément en aucun autre point. On a donc
1 = F(DI x D^), ce qui prouve le théorème. C'est clair que le résultat est
valable pour le produit de deux algèbres de fonctions différentiables au sens
de Whitney sur deux compacts quelconques.

COROLLAIRE. — Soit D un domaine de C", A^(D) l'espace des
(p,q)-formes à coefficients dans C°°(D), et A°°(D) = CA^(D). Si D^,

P.4

D^ sont des domaines de C" et C" respectivement, on a

A^Di x Dî) ^ A^DO g) A^D^).

Dans cet isomorphisme l'opérateur ^ ^D s'identifie avec
^D Ô 1 -+- 'n ® 3^ où T| est la multiplication par (-1)4 sur les formes
de A^(D,).

THÉORÈME 2. — 5'o^nt Di, D2 des domaines de C" et Cw

respectivement, et désignons par H(A°°(Df)) (a cohomologie de A°°(Df)
par rapport à 3^ . Alors on a

H(A°°(D,xD2)) ^ H(A°°(DO) ® H(A°°(D2)).

Preuve. — II suffit d'utiliser le résultat de Grothendieck ([4]) qui établit
que si E et F sont des espaces gradués de Fréchet, avec dérivations à! et
à " , et l'un des deux est nucléaire, alors à = à' ® 1 + r| (g) à" munit
E ® F d ' u n e s t r u c t u r e d 'espace d i f f é r e n t i e l et
H(E®F) ^ H(E)® H (F). Dans notre cas il suffit de prendre
E = A°°(Di), F = A°°(D2), S = ̂  et à" = 3^.

THÉORÈME 3. — Soient D^ et D^ des domaines bornés pseudocon-
vexes de C" et Cw respectivement, à frontière C°°. On a alors
A°°(DixD2) ^ A°°(Di) ® A°°(D2) ^ toi^? forme de A^D^xD;,),
q > 0, î-fermée est î-exacte.

Preuve. — II suffit d'utiliser le théorème 2 et le résultat de Kohn ([8])
qui établit que H(A°°(D,)) = A°°(D,).

Ce dernier résultat admet une «localisation». Soit A^(Di xD^) le
faisceau des germes de (p,^)-formes dont les coefficients sont des fonctions
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définies sur des voisinages U relatifs à D^ x D^ , appartenant à A°°(U).
Pour simplifier l'écriture nous posons cfi/00 au lieu de À(S°o(Di xD^) .

THÉORÈME 4. — Soient Di ^t D^ des domaines bornés pseudocon-
vexes de C" et C", respectivement, à frontière C°°. La suite suivante est
alors exacte :

0 -^ ^°° -^ Â^DixD^) -^ Âg^DixD^) ^ .. .
-. ÀUDixD^) - 0.

Preuve. — En effet, on trouve le résultat en utilisant le théorème 3 et le
fait que, étant donné un voisinage d'un point relatif à D,, il existe un autre
voisinage plus petit qui est pseudoconvexe et à frontière C°° (lemme 1.1 de
Amar [2]).

Le problème de Gleason généralisé
pour des domaines pseudoconvexes

à frontière réelle-analytique.

THÉORÈME 5. — Soit D c: C" un domaine borné pseudoconvexe à
frontière réelle-analytique. Toute /eA°°(D) admet une décomposition

f(z)-W= igi^w)(z,-^)
i=l

avec ^.eA^DxD).

Preuve. - Nous allons utiliser un résultat de Nagel ([12]) qui affirme
que si E est un domaine relativement compact tel que

(a) pour ze fcE , E est 3-exact en z (au sens de [12]).
(b) E a une base de voisinages qui sont des domaines d'holomorphie.
(c) H^E.ja^E)) = 0 pour q > 0,

si fi, .. .,/p e ̂ (E) et si 1 est l'idéal engendré par /i, .. .Jp dans fl?(E)
alors

IC^nA^E) = IA°°(E).

Ceci entraîne que si IC^E) est fermé alors IA°°(E) est aussi fermé.
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Nagel prouve aussi que ce dernier fait est vrai si E est à frontière réelle-
analytique par morceaux avec les hypothèses suivantes : si

E = {zeC":r ,(z)^OJ=l, . . . ,m}

Yfc = {zeC"; k fonctions au moins parmi les rj s'annulent en z}.

X, = Y, n E

alors la frontière de Xj^ dans Y^ est Xj^+i et X^, Yj^X^ sont
régulièrement séparés.

Nous appliquons ce résultat à E = D x D. Les théorèmes 4 et 3
fournissent respectivement les conditions (a) et (c). La condition (h) est
aussi vérifiée parce que tous les domaines pseudoconvexes à frontière réelle-
analytique ont cette propriété ([3]). Finalement, que la frontière de D x D
remplit toutes les conditions antérieures est aisément vérifié en tenant
compte de la caractérisation de -fcojasiewicz des fermés régulièrement
séparés (voir par exemple le théorème 5.5, chap. 1 de [10]).

Considérons maintenant les fonctions Yf(z,w) = z, — w,. On aura donc
que l'idéal engendré par (z,—H\.) dans A^DxD) est fermé. Puisque
f(z) —/(w) appartient à l'idéal fermé engendré par (z^—Wf) dans
C°°(DxD) (voir Chap. II de [10]), on conclut que f(z) -/(w) a la
décomposition annoncée.

Réduction du « problème de Gleason généralisé »
à un problème local.

Dans ce paragraphe D désignera un domaine borné pseudoconvexe de
C" à frontière C°° et tel que D a une base de voisinages {îîj qui sont
des domaines d'holomorphie.

DÉFINITION. — On dira que D vérifie localement le problème de Gleason
généralisé en un point (zo,Wo)eD x D si pour chaque f définie dans un
voisinage U de (zo,Wo) relatif à D x D, appartenant à A°°(U) et telle
que /(z,z) = 0 pour z eO , il existe un voisinage V de (zo,Wo) relatif à
_______ n
D x D et des fonctions ^eA°°(V) telles que /(z,w) = ^ g/(z,w)(z,—Wf)
dans V.
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LEMME. — Pour tout (z,w) e D x D , l'anneeau des germes ^^^ est
un (P^^-module plat.

Preuve. — En effet, le théorème 2.10 de Nagel ([12]) donne ce résultat
compte tenu du théorème 4, puisqu'alors, si 1 est un idéal de (P(z,w) »
I^ï.w) n ^(?,w) = I^(?,w) et Par conséquent ^/(?,w) est fidèlement plat sur
^)-

THÉORÈME 6. — *SÏ D uéri/îe localement le problème de Gleason
généralisé dans tous les points de D x D, alors il est vérifié globalement,
c'est-à-dire, pour toute /eA°°(D) il y a une décomposition

/(z)-/(w)= E ^(z,vv)(z,-w,)
1 = 1

avec ^eA^DxD).

Preuve. — Considérons D c: 0, ft domaine de C* et la suite exacte
de faisceaux

0 -> ^(0x0) -^ ^(0x0)» -^-> /a -^ 0

où ^n est le faisceau d'idéaux de ff(tîxQ) correspondant à la variété
^^ = w, , i = 1, . . . , n , v|/ est le morphisme naturel

^C/i» • • -»/n) = E^2»'"^) et ^ est le faisceau des relations. On1=1 ____
considère alors la restriction de la suite ci-dessus à D x D et on fait le
produit tensoriel par le faisceau j3/°°(DxD). Du lemme antérieur découle
alors que

(1) 0 -^ ^(tîxîi^ja^DxD) -. ^(DxDy
o

A®^°°(DxD) ^ 0
c?

est exacte.

On va montrer maintenant que pour (z,w) e D x D les germes du
faisceau ^(^^^(DxD) s'identifient avec Fidéal des germes de

____ €

^^(DxD) définis par des fonctions qui s'annulent pour z = w. En
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effet si l'on tensorise par j^^(DxD) la suite

0 ^ I(^) ^ ,̂.)

ï(z.w) désignant l'idéal de ^.no des germes des fonctions nulles sur z = w,
on conclut, par la platitude de ^(^H,) que l'application

I(Z.W) ® ̂ (^) -^ J<^

(F

est injective. D'autre part, le fait que l'image soit précisément les germes de
fonctions nulles sur z = w est justement la condition que le problème de
Gleason généralisé soit vérifié localement.

On va montrer ensuite que

H^DxD.^tixQ^.fl^DxD)) = 0.

Ceci est une conséquence de la preuve du théorème 5.8 de [11]. En effet, un
examen de cette preuve montre que le résultat

W(E,^(g)^°°(E)) = 0 , q^\

où y est un faisceau cohérent défini au voisinage de E, est valable si
H^E^^E)) est 0 pour q ^ 1 et si E a une base de voisinages que
sont des domaines d'holomorphie. Dans notre cas, prenant E = D x D,
la première condition est assurée par le théorème 3 et la deuxième par
l'hypothèse faite sur D.

En prenant alors les espaces de sections dans la suite (1) on obtient la
suite exacte

A^DxDy —-—> le -> 0

n ____
où v|/tei,. . . ,^)= ^ gi(Zi-\Vi) et le est l'idéal de A°°(DxD) des

1=1
fonctions nulles sur z = w. Ceci termine la preuve du théorème.

COROLLAIRE. — Si D est un domaine borné strictement pseudoconvexe
à frontière C, etsifeA(T>), il existe g^ . . . , ^eA(DxD) telles que

f(z)-f(w)= i^(z,w)(z,-w,).
1=1
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Preuve. — Puisque localement D peut être identifié à un domaine
convexe (auquel on peut appliquer la méthode de décomposition de
Leibenzon), il est clair que le problème de Gleason généralisé est vérifié
localement en tous les points de D x D . D'autre part il est bien connu
que D a une base de voisinages que sont des domaines d'holomorphie. De
cette façon, avec le théorème 6 nous retrouvons avec une preuve différente
le résultat de Jakôbczak.
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