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LE DUAL DE L’ESPACE
DES FONCTIONS HOLOMORPHES INTEGRABLES
DANS DES DOMAINES DE SIEGEL

par David BEKOLLE

Soit 2 CC” un domaine de Siegel symétrique de type IL
V désigne la mesure de Lebesgue dans $2. L’espace de Bergman
AP (), 1<p< +oo, est le sous-espace de LP (dV) constitué
par les fonctions holomorphes dans £2.

Une caractérisation du dual de A'!' est bien connue en
dimension un, Q=7*={z€C:Imz>0}. Dans «*, tout
élément du dual de A' peut étre représenté par une fonction
holomorphe et cette fonction holomorphe est dans un certain
sens la projection de Bergman d’une fonction bornée. Dans [3],
R. Coifman et R. Rochberg donnent une démonstration de ce
résultat (voir remarques consécutives a la démonstration du
théoréme 2’ de [3]) et ils posent le probléme de sa généralisation
en dimension supérieure.

Dans [1], nous avons généralisé cette caractérisation du dual
de A' comme projection de Bergman de L au transformé de
Cayley de la boule unité de C" ,n > 1, donné par

{£=¢,,¢hecxcr ! :Im¢, > I¢'12}.
Le but de cet article est le suivant :

1) établir les mémes résultats pour le complexifié R"*! + il
du cone sphérique I' de R"*! défini par
T'={(yo,¥1:V2:--->V,) ER™ 1

Yo¥: —¥:—...—y2>0,y,>0};

2) démontrer que ces résultats s’étendent a4 un produit de

domaines du type précédent (demi-plan supérieur, transformé
de Cayley de la boule et complexifié du cone sphérique).



126 D. BEKOLLE

Rappelons briévement la situation. Soit £ un domaine de
Siegel symétrique de type II. En vertu du théoréme de Hahn-Banach,
tout élément L du dual de A'(2) peut étre représenté par une
fonction bornée £.

Comme le projecteur de Bergman P de £ reproduit les
fonctions de A'(§), alors quel que soit fE€ A'(2), ona:

L(f)=(, )=, Pf).

Puis comme le projecteur de Bergman est auto-adjoint, on
est tenté d’écrire : L(f) = (PR, f).

Mais, dans tout domaine de Siegel (symétrique de type II),
le noyau de Bergman B({, z) n’est pas intégrable par rapport a

z, ce qui entraine que I’expression PL(¢) =‘/;1 B, z) 2(z)dV(z)

n’a pas de sens. Néanmoins, lorsque $2 est le complexifié du
cone sphérique de R"*!, nous définirons la projection de
Bergman de R2€L”(2) comme en dimension un ( = 7*)
et pour le transformé de Cayley de la boule (voir [1]) : nous
déterminerons un noyau B,($, z) , “assez proche” de B({, z)
quand z tend vers I'infini, qui vérifie les propriétés suivantes :

1) relativement a §, B,({ , z) est une fonction holomorphe,
orthogonale &3 A'(dV(}));

2) relativement a4 z, B,({,z) satisfait I'estimation
(B—By) (&, z) EL! (dV(2)).

En plus, quel que soit £ €L™ (£2), I’expression
P2E) = [ (B —By)(, 2) Uz) dV(2)
Q

définit une fonction holomorphe dans £ : nous I’appellerons
la projection de Bergman de la fonction bornée 2.

La définition de la classe de Bloch de £ est liée a un
opérateur différentiel défini dans €2, D'opérateur de Riemann-
Liouville. Lorsque £ est le complexifié du cone sphérique
de R"*!', cet opérateur est l'opérateur des ondes o défini

02 0?2 0?2 ,
par o, =4 22, o2, 222 222 :  nous Iappellerons

(3 299

carré”. Désignons par m le plus petit entier strictement

supérieur a 2 ; nous dirons qu’une fonction g, holomor-
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phe dans £, est une fonction de Bloch, si elle satisfait

m
n+

“n+1
sup {lo®™) g(z)| B (z,2)}<+o0, ou o™ =po...o0n est
ze

le composé m fois de O.

Nous démontrerons que la projection de Bergman d’une
fonction bornée £ est une fonction de Bloch et qu’elle définit
une forme linéaire qui coincide avec la forme linéaire définie
par . La classe de Bloch sera I’espace-quotient des fonctions
de Bloch par les fonctions holomorphes qui annulent 0®™)

Dans la premiére partie de cet article, nous déterminons
le noyau B, (§ , z) a retrancher du noyau de Bergman B({, z)
du complexifié £ du cone sphérique de R"*!, en vue de
définir la projection de Bergman d’une fonction bornée. Ici,
dés que n>1, le choix du noyau B, ({ , z) est moins trivial
que dans le cas du transformé de Cayley de la boule. Nous
déduirons d’abord de résultats généraux de S.G. Gindikin [4]
deux expressions du noyau de Bergman de $£2: I’'une est explicite,
I’autre est une transformée de Fourier (§ 1).

Dans le deuxiéme paragraphe de cette partie, nous démon-
trons une condition suffisante pour qu’une fonction holomorphe
soit orthogonale a3 A'(f). Rappelons que dans le cas n=1, les

b
constantes, c’est-a-dire les fonctions f vérifiant -&- f=0, sont
orthogonales 4 A'!'. Ici, on remplace l'opérateur différentiel

]

5? par lopérateur de Riemann-Louville de £ : le carré, O.
Puis, a partir de Dexpression du noyau de Bergman comme
transformée de Fourier, nous construisons un noyau B:,(g',z)
vérifiant o B{,( ¢ ,2z)=0, qui sera le premier terme du noyau
B,($, z) aretrancher du noyau de Bergman B({, z).

Nous corrigerons convenablement le noyau B(,( ¢, z) pour
obtenir un noyau B,({ , z) qui vérifie les bonnes estimations (§ 3).

Dans la deuxiéme partie, nous pouvons alors définir dans
Q la projection de Bergman d’une fonction bornée et comme pour
le transformé de Cayley de la boule, nous établissons que le dual
de A!'(2) coincide avec la classe de Bloch.
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Dans la troisiéme partie, nous étendons ces résultats a un
produit de domaines de trois sortes : 1) demi-plans, 2) transformés
de Cayley de boules, 3) complexifiés de cones sphériques (§ 1).

Au paragraphe deux, £ est encore un produit de domaines
du type précédent. On désigne par A'"(2) [I'espace de Bergman
de £, relatif 4 la mesure B~ "(z,z)dV(z), constitué par les
fonctions holomorphes dans £ et intégrables relativement a la
mesure B~ 7(z,z)dV(z) dans : pour que AM"(Q)# {0},
il faut la condition r>—eg, ou €y est une constante
strictement positive ne dépendant que de §2. Nous démontrons
que comme dans le cas classique du disque unité du plan
complexe, quel que soit r>—e€g, le dual de AT (Q) coin-
cide avec la classe de Bloch et ne dépend donc pas de r: ceci
répond a une autre question de R. Coifman et R. Rochberg dans [3].

Une partie des résultats de cet article a été annoncée dans [2].

Dans tout le texte, nous adoptons la convention d’utiliser

la méme lettre “c” pour désigner des constantes qui peuvent
étre différentes d’une ligne a I’autre.

Nous remercions vivement A.Bonami : cet article a béné-
ficié de son attention constante et de son bon conseil. R. Coifman
doit également étre remercié pour ses remarques et ses suggestions.

Enfin, ’auteur exprime sa gratitude a ses collégues de Brest,
M. Broise, Y. Déniel et P. le Bihan, pour leur assistance au cours
de ce travail, et @ Mesdames D. Gac et A. Nicolle qui ont initialement
assuré une excellente réalisation dactylographique du manuscrit.

I. LE CAS DU COMPLEXIFIE DU CONE SPHERIQUE :
DETERMINATION DU NOYAU B,

A RETRANCHER DU NOYAU DE BERGMAN

Dans cette partie, nous désignons par £ le domaine
Q=R""!' +iI', ou I' estlecone sphérique de R"*! :

I'= {(yo,yl ,yz,...,yn)ER”“ :
YoV _yg—--v_y: >0, Yo >0}
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En dimension deux, £ est le bi-demi-plan (7*)> et son
noyau de Bergman B({, z) est le produit de deux noyaux de
Bergman du demi-plan supérieur :

B(§,2)=C(§‘ _71)-2 ({2 _—2.2)—2 ,§=(§1 sgz), z =(Zl ,22)'

Dans ce cas, on trouve facilement, a partir des résultats sur
le demi-plan, le noyau B,({,z) a retrancher de B({,z) pour
définir la projection de Bergman d’une fonction bornée. On prend
B, telque
(B —Bo) (",2) = C[(fl —;1)_2

—(i_;l )—2] [({2 _;2)_2 - (1 _;2)—2]'

En dimension supérieure, la situation est différente; le
domaine £ est irréductible, c’est-a-dire qu’il n’est pas biholomorphe
a un produit de domaines de dimension strictement inférieure. En
particulier, £ n’est pas biholomorphe au produit de n + 1 demi-

plans complexes. Pour ces résultats, on consultera I’article de
synthése de S. Vagi [7].

Dans la suite, nous supposerons n = 2.

1. Détermination du noyau de Bergman
de Q et rappels de résultats.

2 étant un domaine de Siegel symétrique de type I (donc de
type II), on peut lui appliquer les théorémes généraux de S.G.
Gindikin [4] et R. Coifman et R. Rochberg [3]. On obtient les
expressions suivantes pour le noyau de Bergman de 2 :

ProrosITION I.1.1. — Le noyau de Bergman B({,z) de K2
est donné par

(HBE,z) B 3 B B
=cn[(§o —zo)(§1 _zl)_(§2 —22)2 —"({,, _zn)2]—(n+l)
@ = [N TN = T R
r
\ _ $o —Z, $, —Z
o (A, §—Z)=1, -12——9 + )\1-—‘2——‘-

TN E, —Z) +.. 0, 6, —2).
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Dans la suite, nous utiliserons fréquemment cette notation
<,>.

On définit les espaces de Bergman avec poids

1
APT(),0<p<+oo,r>— s
n+1
par AP"(Q) =LP (B~ " (z,2)dV(z)) NH(Q),

ou H(S2) est 'espace des fonctions holomorphes dans £. Nous
utiliserons la proposition suivante qui est un cas particulier d’un
résultat de R. Coifman et R. Rochberg (proposition Al de I’appendice
de [3]):

ProrosiTioN I.1.2. — Soit r>— Une fonction f

n+1
appartient @ A*'" () si et seulement si f s’écrit :
f2)=c [ Fy e an,
r

ou f est une fonction définie dans T' qui vérifie I'estimation

SIFOR QA =N = =)= 0E D < + oo,
r
Cette derniére intégrale est alors égale d

c,f If(z)? B-"(z,2)dV(z).
(Y]

Nous utiliserons également le lemme suivant, démontré dans
le cas général par S.G. Gindikin [4] :

LemMME L.1.1. — Soient p,,p, deux nombres complexes tels

n—
que Rep, > et Rep, >0 etsoit z un pointde Q.
On a l'identité :
t’o*-ﬂi—l .
=c, _/1:7\21-90 Ao, —)\§ _"‘—7\:) 2 gl g

ouz=0(2y,2,,25,--+52,).
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Nous nous servirons également du lemme suivant :

n—1
t >r+ —m—, :
- et a>r Sn ¥ 1) ona

LEMME 1.1.2. — Si r>—

[ 1BG. 2" B~ (z,2)dV(z) = C, , B (£,9),

ou C, , nedépendpasde §.
Démonstration, — En vertu de la proposition 1.1.1 et du

lemme L1.1, [B(,z)] 2" sécrit :

l+ta

B2 (£,2)=c [ —Zo) &, —Z,) — €, —2,)

_(m+1(1+a)
—.. =&, —7,)%] 2
(n+ta
=c;jp‘(xo>\,—>\§—...—>\:) 2 dNE-D g\,

Maintenant, en vertu de la formule de Plancherel donnée par
la proposition I.1.2,on a :

LB, ) Bz, 2)dV(2) =,
L 0on =2 — .. —n)er D) =0 g\ = m§.
r

Il suffit alors de démontrer que cette derniére intégrale
converge; on conclut en vertu du lemme I.1.1 parce que

-1
a>r+5?n;:—1;. On obtient :

[ I1BG,2)'** B (z,2)dV(z) = ¢, B}, 9).
Q
Le lemme est démontré.

Remarque. — On remarque que si 'intégrale

fn|B(§,z)|“°‘B—'(z,z)dV(z)

converge quels que soient «, r, a>r>— dans les

n+1’
cas du demi-plan supérieur (n =1) et du transformé de
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Cayley de la boule unité de C”, elle ne converge dans le
n—1

complexifié du cone sphérique de R"*! que si a>r+ ———,
2(n+1)

r>—

T 1 contrairement a ce qui est affirmé dans [3].
n

Nous démontrons ensuite le lemme suivant :

-1
LEMME 1.1.3. -S8i m > -n—z——, alors quel que soit w€ES,
ona:

nt+2

L e =2, =D IB(w, )P dV(z) < + o0,

ou w=(Wy, W, ,Wy,...,W,).

Démonstration du lemme. 1.1.3. —En vertu de I’homo-
généité de S2, on peut prendre w =e, ou e=(i,i,0,...,0).
La démonstration est semblable a celle du lemme 1.1.2.

Envertu du lemme I.1.1, ona:

m—1 n+2 m—1

(i—-zy) * [B(e,Z)]“””’=Cn.mj;"1 ’

m
X Mg\, —A2 —... =A%) eihe-D g\,
Ainsi, en vertu du lemme I.1.1, on a I’égalité :

n+2
[ li=Zg 17 [Be, z) [ dV(z)
(1)

+
montl

=Cn,m ‘/I" x.1-‘(1"—1) (XO 7\1 '—)\g _..._)\3') N e_()‘0+)‘l) dnA.

On conclut parce que en vertu du lemme I.1.1, cette
derniére intégrale converge : le lemme 1.1.3 est démontré.
—1
LemMMmE L1.14. - Si m> L B alors quel que soit w dans
Q,ona:

Ints

1
f lwo — 2, n 3)IB(W,Z)P("“)dV(z)<+c><’.
a

Démonstration du lemme 1.1.4. — La démonstration est la
méme que celle du lemme 1.1.3 : nous I’omettrons.
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Nous démontrons ensuite le lemme suivant :

LeMME L1.5. — Si m>%, alors quel que soit w dans S

et quel que soit k =2,...,n, ona:
A

Démonstration du lemme 1.1.5.—11 suffit & nouveau de
prendre w =e = (i,i,0,...,0). Nous écrirons la démonstration
pour Kk =2. Ona:

Iw, —Ek|2 3n:7
[B(w,z)P*1) dV(z) < + oo,

_3m+1 _3n+7
7,(i—Zy) ¢ [i—Z)(i—z,)—z3—...—Z%] ¢
9 —3mii1 _3n*1
=Cn,mx-£-(i—io) ¢ [(i—-z)(i—Z,)—z3—...—z2] ¢°.
2
Envertu du lemme I.1.1,0na:
_3m+1 _3n+1
(i—z,) ¢ [(i—Z)(i—Zz,)—Zz3—...—z%}] ¢
_3m+1 m_1 -
=C, xfr AS QoA A2 - —A2)E S ehe-Digy

En vertu de la proposition 1.1.2, on obtient :

f |z, I* [i —7Z,
Q
1 n+1
m—3—

—(m+d) 1
=Com X [N MO N )T

_ 1 3n+17
™+3) |B(e, )@ D av(z)

e=PotAD) g .

Il suffit pour conclure de démontrer que cette derniére
intégrale converge ; désignons-la par I .

Estimons I.; nous intégrons d’abord par rapport a A, en
effectuant le changement de variable

U=NA —A = N
on est amené a calculer

2 2
n+i utAZ+ +h

l +oom—l—
—f u 3 2?2 e A du .
A
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o 1 +
Cette derniére intégrale converge parce que m — 5 _r12_1 >—1;

on la calcule en effectuant le nouveau changement de variable

u
— . On obtient
x1

I.=C f
r s
e (A1 A2, ..., Ap)ERT xR 1

2 2
nt1 A+ a2
3 —_— K +A‘
e 1 d\, d\, ... d\

n *

'v=

-2
M

On intégre ensuite par rapport a A,,...,\, en effectuant
le changement de variables

N =VN Uy, A =V Us - N =V Uy,

on obtient I, =C, . j;+7\;2/3 e"Md\.

On conclut ainsi que I, est fini, ce qui démontre le lemme
LL5.

Enfin, nous utiliserons le lemme suivant, démontré dans
le cas général dans [3], lemme 2.3 :

LEMME 1.1.6. —d désigne la distance de Bergman sur S.
Il existe une constante cg telle que si z, §, §, sont trois
pointsde Q etsi d(§,%,) < 10, alors :

’B(K,Z) _

B(,.z2) 1|<°" €. 50)-

2. Résultats préliminaires.

Comme nous I’avons souligné dans [lintroduction, le
probléme est de trouver un noyau B,({,z)

EY

1) holomorphe relativement a la variable § et orthogonal
a A'(dvQ)),

2) vérifiant de bonnes estimations relativement a z.

Ici on pourrait démontrer qu’on ne peut pas effectuer un
choix trivial de ce noyau By({,z) a retrancher du noyau
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de Bergman, en prenant par exemple une fonction ne dépen-
dant que de z, ou encore un noyau ne dépendant que de $o
comme fonctionde § = (§,, §,, &,,...,8,)-

Soit O (carré) 'opérateur différentiel défini sur & par
0?2 9?2 9?2
38, 0F, 883 154

et soit m le plus petit entier strictement supérieur a

o, =4

n—1

Nous choisirons un noyau By({,z) qui annule I’opérateur
différentiel 0  obtenu en composant m fois O; pour
justifier ce choix,nous démontrons le lemme suivant :

LeMME 1.2.1. — Soit F() wune fonction holomorphe dans

Q, telle que a t€T fixé, { =s+it, F(s+it) est borné,
k

ainsi que toutes les dérivées partielles — F(s +it) d'ordre

os*
lk| < 2m — 1. On suppose en plus que 0™ F=0.

Alors F est orthogonal @ A'(2).

La démonstration de ce lemme utilise les deux lemmes
suivants :

LemME 1.2.2. —Si f est une fonction holomorphe dans S,
ona D;f=cc1,f, ¢=s+it.

LeMME 1.2.3. — Toute fonction f€ A'(QQ) s'écrit f=a™ h,

ou h est une fonction holomorphe dans S dont, d t fixé,
k

a_k h(®) dordre |kl<2m—1

s

tendent vers zéro quand s tend vers l'infini.

¢ =s +it, toutes les dérivées

Démonstration des lemmes 1.2.2 et 1.2.3. — Le lemme 1.2.2
découle immédiatement des conditions de Cauchy-Riemann.

Pour démontrer le lemme 1.2.3, on utilise le fait que le noyau
de Bergman reproduit f€ A'(2) ; ainsi :

@) =fn B(¢,z)f(z)dV(z).
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En utilisant le lemme I.1.1, on obtient aisément que
sup |B(§,z)I =B(,$);
ZEQ
d’autre part, il est facile de vérifier que

m

o [B(t,z)] "*1 =c¢, . B(t,2).
On prend alors

Q) =ik [ BE, T T f(2)av (). 3)

L’estimation sur la régularité de h a l'infini est de vérification
immeédiate.

Démonstration du lemme 1.2.1. — En vertu des lemmes [.2.2
et 1.2.3, il s’agit de montrer que quelle que soit la fonction 4
de la forme (3),ona: (F($), 0™ n($)) =0, § =s +it.

On intégre d’abord par rapport 4 s. Deux intégrations par
parties permettent d’écrire :

[E@) o™ k() ds = [0, F(§)om =D h(t) ds;

en effet, les termes tout intégrés sont nuls, du fait que, en vertu du
0
lemme 1.2.3, 0™ —1 4 ainsi que g—ug"'-’)h, j=0,1,2,...,n,

tendent vers zéro quand s tend vers I'infini.

En renouvelant I’opération, on obtient :
[F@ o™ h@)ds= [oP FQ)ofm -2 h(®)ds = ...
= [a™ FE) h(t) ds.

On conclut parce que par hypothése, 0™ F=0. Le lemme
1.2.1 est ainsi démontré.

Nous pouvons maintenant expliquer le choix du noyau
B,($,2) a retrancher du noyau de Bergman B({,z). Considérons
I’égalité (2) de la proposition I.1.1 :

ntli

BG.2) =y [N =N —...mX2) 2 ME-Pan. ()
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Le noyau B,({,z) doit étre “assez proche” de B({,z)
quand z tend vers l'infini. Pour obtenir B,, nous allons remplacer
la fonction exponentielle de ’expression (2) de B par un “polyndme
exponentiel” solution holomorphe de I’équation homogéne o™ =0
et qui est “assez proche’” de la fonction exponentielle de (2) quand
z tend vers l'infini.

Intégrons I’expression (2) de B({,z) par rapport 3 A, en

faisant le changement de variable u =\ A, —A} —...—2A%;
nous obtenons :
v nt1 ;, $0-7%o
—%\2 — 0
th , Moy = = =) 2 2 d),
2+...4202 , ,
A2+ +a2 g7, =
A 1 N2 n S0~ 20 w N+l .u §g-2z
' =—¢ A 2 x f+ u? e T gy
A, A .
Nous intégrons ensuite en faisant le nouveau changement de
u ¢ z
variable v = — — 2—=0.
A, 2
il s’ensuit que
-
BE.2)=¢c,G—Z) ° [ A’
(A1, A2, ..., Ap)ERT xRN
AL+ +A% ¢, —z ¢, —2Z
, . 0 0 1 1
X exp ( i + A, —
p{ [ A 2 1T

+ A&, —Z) . N, —Z,)| (AN, dA, ... d),.

n

On remarque alors que le carré de l’intégrale précédente est
nul, parce que I’exponentielle qui y figure est de carré nul (par
rapport 4 {); on remarque aussi que quel que soit k =1,2,...,m,
ona:
ofO 1 (g —Zg) !

+...+A2 to-2 -z _ _
. —Lx—l—ﬂi%iq O R VY (7 I S MRS W) | S

0.

De tels “polyndmes exponentiels” solutions de o*) = 0 sont
également considérés dans [6], ou F. Tréves caractérise toutes
les solutions de cette équation homogéne.
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Nous prendrons pour premier terme du noyau B, ({,z) :

B(f,Z) _ nt3 m—
%“o*zo)z e
2434 mo
(i—zy) ?
n+3
2 +m—1 at3,.
+ 11 (i—go)(go "70) 2
+3 +3
(== +m—1)(==+m—-2) s
2 2 ) ) _ 5 tm-3
+ 2 (lo—go) ({o_Zo)
n+3 n+3 n+3
(T m=1) (T 4m—2) ()
+...+
(m— D!

n+3
(=)t (o —Z,) ? §
et nous lui ajouterons des termes indépendants de §,.§,,....¢$,

en vue d’obtenir lestimation (B — B,)({,z)€L' (dV(z)) qui
permet de définir la fonction

PL(§) =fn(B —By) (§,2)R(2)dV(z), R€EL”(Q)-

3. Le lemme principal.
Plus précisément nous démontrons le résultat suivant :

LEMME PRINCIPAL. — Soit dans S le noyau B, défini par
(B—By)(,2)=QK,2) {B(,2)—B((§,,i,0,...0),2)},

ou §=Cos81:82,---580), 2=(2gs215255.-+52,) et

__+_3+m__ __"—+3+m_
Qe.2) = (=7 T D g

+
nt3 .1 n+3

—(§0 —Z,) ? T ) G — ) et

(";3+m—1)(”;3+m—2)...("2+3+1 es

Pty (=8 6= 20) 7§,
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B, posséde les propriétés suivantes :

1) relativement a §, By(Y,z) est une fonction holomorphe qui
annule o™ ;

2) relativement a z, le noyau By(§,z) satisfait ['estimation
(B —B,) (¢,z)EL (dV(2)).

Démonstration. — La vérification de la propriété 1) est élémen-
taire. Démontrons la propriété 2) .

En vertu de I’égalité (1) de la proposition I.1.1, ona:
I(B—B,) ¢,2)1 =1QG, 2 x [ —Z) §; —7,)
¢, )~ = ¢, —Z, )P
— (€ —Zy) (i—F,)—F2 —...—F2] ™D

L’estimation suivante découle immédiatement de la formule
de Taylor ; quel que soit z €S2, ona:

1QE,2)I<CQ) — -
li — 24!
En utilisant 1’identité
a— (nt1) — p—(n+1) = (b —a) i g~ (n*t1-k) p—(k+1) ,
k=0
on déduit que
. |§o —il" , =
I(B—By)(,2)I <CE® It——fl"' UGE—=8) @€ —7Z4)
0

+E2 .2+, Sz, D

n+l—-k k+1

kg‘.o IBG,2)[™* T IB((§y,i,0,...,0),2)F T . (4

Remarquons que quel que soit zE€K, on a |[i—Z,|=>1

—Z
et quels que soient ¢ et z dans 2, ona: !ﬁ?——z‘_oll < C().
(1]
Ainsi le second membre de (4) est inférieur a
C'(®)[B,(§,2) + B,(§,2)], ou:
r Btik k+1
B,,2)=1i—ZoI~ "D ¥ |BE,2)l "*' IB(¢,.i,0,...,0),2)" T,
k=0
(2,1 +... +1z,)¥? & e Lad

IB(,2)l "1 B((¢,,i,0,..., L

B2(§,Z)=



140 D. BEKOLLE

Il suffit alors de démontrer que B,(,z) et B,({,z2)
appartiennent a L!(dV(z)), ou encore que quel que soit
k=0,1,2,...,n,0na:

n+l-k k+1

fnai—ioﬂm—‘)m(r,z)l "1 B((y,4,0,...,0),2)" 1 dV(z) < + o;
&)
f (2,12 + ... +1z,1)"? nt1—k
— IBE,z)l "*1
2 li—z,I™ ) K+1

|

IB(§.7,0,...,0),2)"*1dV(z) < + o, (6)

Démontrons d’abord (5). En vertu de I’inégalité de Holder, le
premier membre de (5) est inférieur a

n+2 nt+i-k

(L =z, m=0 BG, )T av(2) ™7
nt2 k+1

x (f li=Zol" ™D B, 0,...,0),2) 7T aV(z))" .

On conclut en vertu du lemme 1.1.3.

Démontrons ensuite 1’inégalité (6). En vertu de linégalité de
Holder, le premier membre de (6) est inférieur au produit

k+1 ntl-k

[B,()1"* ! [B,()] "*T , ou:

(Iz, 12+ ... +1z, )2 n+2
B,() =/, TR IB(Q, ,7,0,...,0),2)["*1dV(2),
0
Iz, +...+1z,P)"? n+2
B = [, = S BG,DITT aV ().
o

Nous allons démontrer que quel que soit { €, B, (§) < + o,
k=34.

Démontrons-le d’abord par k = 3. Nous découpons 2 en
Q=Q,UQ,, ou:

Q, = {Iz, 1 +...+ Iz, < (li—Z4) 1€y —Zo) (i —Z,)

—32—... =22 )
et

Q, ={lz,* +... +1z,? > (i —Z,1 1o —Z) (i —Z;)

22— ... =R},
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Dans 2, , lafonction a intégrer est inférieure a
m—1 3nt+s
li—Zz4 3 IB((&,i,0,...,0),z)P0"*D
et son intégrale sur {2, converge en vertu du lemme 1.1.4,

Maintenant dans £2,, la fonction a intégrer est inférieure a :

lz, 12 +...+iz, 2 amen
IB(¢,i,0,...,0),2)3¢*D

m +

li—z," "3

n .
Remarquons que m = -2-; on conclut que son intégrale sur

2, converge, en vertu du lemme I.1.5.

Maintenant, pour terminer la démonstration du lemme prin-
cipal, il reste a démontrer que 'intégrale

(Iz I2 +.. + ]z, )2 n+3
B,() =) — o IB(,z)"*1 dV(z)
O

converge, quel que soit { €. Mais, en vertu du lemme I.1.6, il
existe une constante C({) telle que quel que soit zE€E, on a :

IB(,2)I <CQE) IB((§,,i,0,...,0),2)l.

I sensuit que B,(§) <C()B,;(§) et nous venons de
démontrer que quel que soit ¢ dans £, B,(§) est fini. Ceci
achéve la démonstration du lemme principal.

II. DUAL DE A' ET FONCTIONS DE BLOCH
DANS LE COMPLEXIFIE DU CONE SPHERIQUE

Dans cette partie, 2 désigne le complexifié du cone sphérique
I'de R""', n>2.

Le lemme principal nous permet de démontrer le théoréme
suivant. Les notations sont celles du lemme principal.
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THEOREME IIL.1. — Quelle que soit la fonction bornée L, on
définit une fonction holomorphe dans S en posant :

PR(S) =/;) [B(.z) —Bo(§,2)]1R(z)dV(z),§ €Q. ey

Nous appellerons projection de Bergman de la fonction
bornée R, I'expression PL définie par (1).

Démonstration. — En vertu du lemme principal, I’expression
PR définit bien une fonction. Pour obtenir que cette fonction
est holomorphe, il suffit de prouver que l'on peut prendre les

0

dérivées 3 sous le signe intégral, c’est-a-dire que l'on a
j

le lemme suivant :

LemMme II.1. — Quand ¢ parcourt un compact de K, il
existe une fonction M(z) intégrable dans S telle que quel que
soit j=0,1,2,...,n:

9
0§,

Démonstration du lemme 11.1. — Nous écrirons la démonstra-
tion pour j=0; pour j=1,2,...,n, la démonstration est
la méme, avec des simplifications notables.

(B —By) (§,2)| < M(z).

Soit Q(¢,z) le polyndome défini dans I’énoncé du lemme

0
principal. On a ? B—By)(E¢.,z)=1+1I, ou
0

n+2

I=—@+1)QE,2) {§&, =z, [BE, )" s

— (i—Z%,)[B((¢y,i,0,...,0),2)]"* 1}
et

]
II= |:5?- Q({,z)J {B¢.,z) —B(($,i,0,...,0),2)}.
0
Maintenant, en raisonnant sur I et II comme dans la
démonstration du lemme principal, on remarque que ces termes
se comportent bien mieux que (B —Bg)({,z): le lemme II.1
découle de ces remarques et le théoréme II.1 est ainsi démontré.

Remarque. — En vertu de la démonstration du théoréme II.1,
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on peut dériver sous le signe intégral l’expression (1) de 1la
projection de Bergman PR d’une fonction bornée £: pour cela
n—1

2

la condition m > est nécessaire. En effet, comme

nt+l+m

o™ B(,z)=C, , [B¢,2)] "1

ona:
nti+m

o(m Psz(§)=C,,,,,,fn [BE,2)] "*T 2)dV(2) ;

mais pour que cette intégrale soit bien définie, on doit avoir

nt+tl+m

/;; IB(§,2z)l """ dV(z) <+ oo,

n—1
ce qui, en vertu du lemme I.1.2, suppose m >T-. Ainsi,
par exemple, pour n =2, on prendra m=1; pour n=3,

m =2, etc.

Nous introduisons ensuite une classe de fonctions holomor-
phes dans 2 : la classe de Bloch.

DEFINITION. — Nous dirons qu’une fonction g, holomorphe
dans S, est une fonction de Bloch si elle satisfait

_m_
gl = sup {B "*1(z,z)|00™ g(z)]} < + oo.
z

Désignons par 9U [I’ensemble des fonctions de Bloch qui
annulent o) ; nous appellerons classe de Bloch @3 1’espace-
quotient des fonctions de Bloch par 9T.

La classe de Bloch (3 posséde la propriété suivante :

ProproSITION II.1. — Munie de la norme induite par ||l ll«, la
classe de Bloch @3 est un espace de Banach.

La démonstration de cette proposition repose essentiellement
sur le résultat suivant ([6], p. 477) :

LeMME 11.1.2. — Soit m wun entier naturel strictement positif.
Si h est une fonction holomorphe dans S, il existe une fonction
f, holomorphe dans S, telle que o™ f=p.
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Le résultat suivant est une conséquence immédiate du
théoréme II.1 et du lemme 1.1.2 :

CoROLLAIRE II.1. — Quelle que soit la fonction bornée L dans
2, sa projection de Bergman PR est une fonction de Bloch.

Maintenant, nous allons démontrer que toute fonction de
Bloch (en particulier, la projection de Bergman d’une fonction
bornée) définit une forme linéaire bornée sur A'(Q); le résultat
est le suivant :

THEOREME 11.2. — (i) Quelle que soit la fonction de Bloch g
(en particulier, si g est la projection de Bergman d’une fonction
bornée), g définit une forme linéaire bornée sur A'(S) par

_.m_ _
8()=C, . [ 0™ g@)B T (2,2)F(2)dV(2), FEA D).
ii) Dans le cas ou g est la projection de Bergman PR d'une
fonction bornée L, -cette forme linéaire coincide avec la forme

linéaire associéea 2: (R,f) = fn 2z) f(z)dV(z).

Démonstration. — Ce théoréme se démontre de la méme
fagon que son analogue dans le transformé de Cayley de 1la
boule (voir [1]) ; nous n’indiquerons que les traits essentiels de la
démonstration.

(i) Si g est une fonction de Bloch, alors

—m_
o g(z)B **1(z,z)EL” ()
(ii) En vertu du théoréme I.1,si g =PR, ona:

ntlt+tm

ol g(z) =c,,,,,,[ [B(z,w)] "*T f(w)dV(w).
7/ Q

On conclut parce que quel que soit fE A'(R2), ona:

ntl+m

fw)=Cpp [ BG, W] ™ F()B " (z,2)dV ().

Comme dans le transformé de Cayley de la boule, on
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conclut que le dual de A' coincide avec un sous-espace de la
classe de Bloch, en vertu du corollaire suivant :

CoROLLAIRE I1.2. —Si g, et g, sont les projections de
Bergman respectives des fonctions bornées L, et L, et qu'on
ait o™ (g, —g,)=0, alors 2, et %, définissent la méme
forme linéaire sur A' ().

Nous allons maintenant démontrer la réciproque, c’est-a-dire
que toute fonction de Bloch g s'écrit g =P+ A, ou PR est
la projection de Bergman d’une fonction bornée £ et A est

une fonction holomorphe qui annule [I'opérateur différentiel
o(m)

_m_
Comme 0 g(z)B "*!(z,z) est borné quand g est
une fonction de Bloch, il suffit de démontrer que la fonction

h(§) =84)=C,pp [ 0 g@)B " (2,2)(B—By) §,2)dV()

annule o(™ . Nous démontrerons cette propriété sous la forme
équivalente suivante (comparer avec le cas du transformé de
Cayley de la boule [1]) :

ProrosiTION I1.2. — Quelle que soit la fonction G, holomor-

_m_
phe dans S et vérifiant sup {|IG(z)|B "*1(z,z)} <+ oo, on
a l'égalité : 2€0

n+l+m

—m_
G®) =C, [ G B ™ (2,0 [BG, 2] 7T V().

Démonstration. — Nous allons nous transporter sur une
réalisation bornée de §2, en utilisant le lemme suivant :

LemMME I1.3. — Dans CN, tout domaine de Siegel symé-
trique de type II est biholomorphe @ un domaine borné D qui
posséde la propriété suivante : si z=(z,,...,2y) est un point
de D et si les nombres complexes o, vérifient Ia,i <1,
i=1,...,N, alors (o, z,,...,0¢2zy) est aussi un point
de D. En plus, si By($,z) désigne le noyau de Bergman de D,
il existe une constante C, non nulle telle que B,(0,z) =Cj .
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La premiére partie de ce lemme a été démontrée par A. Koranyi
et JLA. Wolf [5]. Quand a la deuxiéme partie, elle est démontrée
dans la preuve du lemme 2.3 de [3] (lemme 1.1.6 ci-dessus) ; cette
preuve, que R.Coifman et R.Rochberg doivent a A.Koranyi,
utilise entiérement le lemme II.3.

Démontrons la proposition I1.2. Soit ® une transformation
biholomorphe d’un domaine borné D, associé 4 §2 par le lemme
I1.3, sur £, qui envoie l'origine 0 au point e=(i,i,0,...,0).

Les noyaux de Bergman B, et B, , de D et & respecti-
vement, sont liés par la relation suivante :

By (§,2) = By (P(5), 2(2)) [J2()] [JP(2)], (2)
ou J®(w) désigne le jacobien de ® au point w,

En vertu de (2), la proposition IL.2 est équivalente a la
proposition suivante :

PropoSITION 11.3. — Quelle que soit la fonction 'é, holomor-
phe dans D et vérifiant

2m

sup {iG(z)IBp™* 1 (z,2) J®(z)["* 1} < + o0,
z€D

ona:
nti+tm nti+tm

GO e "t =C,, [ G(z) J@(z)] "+

n+l+m

% [By(€,2)] ™1 Byiti(z,2)dV(z), tED.

Démonstration de la proposition 11.3. — Le noyau de Bergman

_m atltm
de D relatif 4 la mesure By"*! (z,2) est C, ,, x [By (§,2)] "*!

Il suffit alors, pour conclure, de démontrer que la fonction
ntl+m

ntl - m _m_
holomorphe G(z)[J®(z)] **! est dans L'(By"*! (z,2)dV(2)).

~ 2m_ _ m_
Mais, par hypothése, la fonction G(z) [J®(z)]"*! By"*! (z,2)
est bornée, il suffit maintenant de démontrer le lemme suivant :

nt+l+m

LEMME 114, —j; J®(z) "F T dV(z) < + .
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Démonstration du lemme 11.4. — Nous transportons le probléme
sur le domaine §. Sil’on pose ¥ = &~ !, on est amené i prouver

ntit+m

que ntJ‘I’(z)I T 4V (z) < + oo

Nous utilisons la relation (2) sous sa forme équivalente :
Bo (§,2) =B (¥(), ¥Y(2) J¥()] I¥(@)]; (@)
en vertu de (2°) et du fait que ¥(e) =0, ona:

BQ (Z 32)
J¥(0)B, (0,¥(2))

Mais en vertu du lemme II.3, B,(0,¥(z))=Cy; ainsi, on

-1

conclut parce que, en vertu du lemme I.1.2, comme m > n_i__ ,
n+l+m

ona ‘/;IIBQ(e,z)I ntl gv(z) <+ oo,

JW(z) =

Ceci achéve la démonstration de la proposition II.3 et par
suite, 1a proposition II.2 est démontrée.

Résumons cette partie ; nous avons établi le théoréme
suivant :

THEOREME I1.3. — Dans le complexifié S du cone sphérique
de R"™' n>1, le dual de A'(SY) coincide avec la classe
de Bloch @B des fonctions holomorphes dans S) et le projec-
teur de Bergman P, pris au sens de (1), est un opérateur
continu de L™ (2) sur @3 .

Remarques. —1) Pour chaque entier « strictement positif,
on pourrait définir une classe de Bloch @3, de la maniére
suivante. Une fonction g, holomorphe dans §2, est une fonction
de Bloch d’ordre « si

e
lella, = sup {00 g(x)IB "** (z,2)} <+ co.

Désignons par 9T, [Iespace des fonctions holomorphes
qui annulent o(®; la classe de Bloch @3, est définie comme
I’espace-quotient des fonctions de Bloch d’ordre o« par IC,.
En particulier, la classe de Bloch @ de I’énoncé du théoréme
IL.3 est la classe @3,, ou m est le plus petit entier strictement

2

supérieur a
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On démontre facilement que si « <, alors B3, C @B .

Dans le cas du demi-plan supérieur #*, il est bien connu
que toutes les classes de Bloch @3, coincident et ce résultat se
généralise au transformé de Cayley de la boule de C” ,n > 1. Mais,
dans le cas du complexifié du cone sphérique de R"*!, dés que
n =3, nous ne savons, en utilisant ce qui précéde, démontrer

— 1
P’égalité entre les classes @3, quesi a > L >

2) Le fait que le noyau de Bergman B({,z) du complexifié

Q du cone sphérique de R"*' n’appartient 4 LP(dV(z)) que
> 3n+1
P2 2m+ 1)
problémes, lorsque n = 2 :

si (lemme 1.1.2, r=0) pose également deux

(i) déterminer pour quelles valeurs de p, 1<p <+ oo, le
projecteur de Bergman de 2 s’étend en un opérateur continu de
L? dans lui-méme ;

(ii) caractériser le dualde AP , 1 <p < + oo,

L’examen de ces problémes fera 1’objet d’une publication
ultérieure.

3) Il n’est pas nécessaire de définir la projection de Bergman
de L™ pour démontrer que le dual de A'(£2) coincide avec
la classe de Bloch de 2. En effet, quelle que soit la fonction
bornée 2, si G désigne la fonction holomorphe définie par

L
6 =f B P (¢,2)0(z)dV(2),

alors quel que soit fEA'(), ona:

L@ r®ave =c [ 6o FOB T ¢.HavE).

En vertu du lemme II.1.2, désignons par g une solution
holomorphe de o) g =G: g est une fonction de Bloch parce
m

que G(z)B "*1 (z,z) €EL” (). On conclut ainsi que le dual
de A!'(2) coincide avec un sous-espace de la classe de Bloch

de . La réciproque découle immédiatement du théoréme
I1.2@i).
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III. GENERALISATION

1. Le cas d’un produit de domaines.

Dans cette partie, $2 désigne un produit de domaines
Q=Q, x....x8y, ou & ,k=1,...,N, est l'un des
domaines suivants :

1) le transformé de Cayley de la boule unité de C"*, n, > 1;

2) le complexifié du cone sphérique de R"**', n, > 1.

Nous allons étendre les résultats des parties I et II & un tel
produit de domaines.

Désignons par @, [lopérateur de Riemann-Liouville de
Q, , c’est-a-dire

3
1) (@) =5 si , = (€L, ¢)ECXxC* 1 Im ¢l >4 %)

est le transformé de Cayley de la boule unité de C"* ;

2) (@), = n("‘k) si §, est le complexifié du cone sphérique

de R"k*! et mk désigne le plus petit entier strictement supérieur
—1
2 .
Désignons par B, (§;,z,) le noyau de Bergman de £, et
par B, ,(§;,2,) le noyau a retrancher de B,({;,z,) pour dé-
finir dans £, la projection de Bergman d’une fonction bornée.
Rappelons qu'ona: (@) By (8, ,2,) =0

2l

Lopérateur de Riemann-Liouville ® de £ est donné par
» = II w,, et le noyau de Bergman de 2 est
B(S’,Z) H B (&’k,zk) ou §=(&,....8n) et z=(z,,..:,zy)
sont deux pomts de II Q. =Q.

Pour définir la projection de Bergman d’une fonction bornée

dans £, nous retrancherons du noyau de Bergman B({,z) le
noyau B,({,z) donné par

(B=Bo) €. 2)= M (B, ~By ) G, 2)-
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En vertu des résultats des parties I et II, on obtient facilement
la proposition suivante :

ProrositioN III.1.1. — Le noyau By($,z) posséde les
propriétés suivantes :

1) relativement a §, B,($,z) est une fonction holomorphe
qui annule l'opérateur ® ;

2) relativement a z, on al’estimation :

fn I(B—B,) (£,2)1dV(z) < +oo.

Nous pouvons alors définir la projection de Bergman d’une
fonction bornée :

THEOREME IIL.1.1. — Quelle que soit la fonction bornée L dans
Q, on définit une fonction holomorphe dans 2 (la projection de
Bergman de %) on posant :

PR(}) =fn (B —B,) (¢,2) 2(z)dV(z). (1)

Nous introduisons ensuite la classe de Bloch de £2. Quel que
soit k= 1,...,N, nous désignerons par m, [Ientier strictement
positif défini de la maniére suivante :

n,— 1
2

1) m, est le plus petit entier strictement supérieur a
si £, estle complexifié du cone sphérique de R"%*! ;

2)m, =1 si . est le transformé de Cayley de la boule
unité de C"% .

DEFINITION. — Une fonction g, holomorphe dans S, est
une fonction de Bloch si elle vérifie

N Mk
lglls = sup § II B, ",*1(z,,z,)|@g(z)| { <+ oo,
zEN k=1
La classe de Bloch 33 de §2 est I’espace-quotient des fonctions

de Bloch par les fonctions holomorphes qui annulent ® . Munie
de la norme induite par || ll«, la classe @ est une espace de Banach.



DUAL DE LA CLASSE DE BERGMAN A! 151

En vertu des résultats des parties I et II, on obtient le résultat
suivant :

THEOREME III.1.2. —Si 2 est un tel produit de domaines, le
dual de A'(Y) coincide avec la classe de Bloch @ de S et le
projecteur de Bergman P, défini par (1), est un opérateur continu
de L™ () sur @.

2. Le dualde A" .

Dans le cas classique du disque unité D du plan complexe, si
I'on désigne par A""(D),r > — 1, I’espace de Bergman relatif
a la mesure (1 —|z[>)"dV(z), il est bien connu que le dual de
A" ne dépend pas de r: quel que soit r>— 1, cet espace
coincide avec la classe de Bloch de D. Nous rappelons que dans
D, une fonction holomorphe g est une fonction de Bloch si
sup {(1 —1z?) I1g'(z)|} <+ > et la classe de Bloch de D est
z

I’espace-quotient des fonctions de Bloch par les constantes.

Dans [3], R.Coifman et R.Rochberg posent la question
de savoir s’il en est de méme pour les domaines de Siegel. Nous
allons démontrer que si 2 est un produit de domaines de la
forme définie dans la partie III (en particulier si §2 est le trans-
formé de Cayley de la boule ou le complexifié du cone sphérique),
la réponse est affirmative.

Dans cette partie, $2 désigne & nouveau un produit de

N
domaines £ = II £, et les notations sont les mémes que
k=1

dans la partie III. En plus, nous adoptons les conventions suivantes :
soit a = (o, , ..., ay) unélément de RN ; nous poserons :

B BE, 2 = T (B, Gy, 201 5

(i) a > — si, quel que soit k=1,...,N, on a
1 n+1
o > — .
k n, +1
_m_ m, my
Ent“m,nousposons.n_i_1 ("x +1"”’nN+1)'
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1
Désignons par A"'(Q),r>——_;7, I’espace de Bergman
n

A' de Q relatif 4 la mesure [B(z,z)]""dV(z). Nous allons
démontrer le résultat suivant :

1
THEOREME III.2.1. Quel que soit r>—;1—+—1, le dual de

AV"(Q2) ne dépend pas de r: il coincide avec la classe de Bloch
@B de Q.

Démonstration. — Démontrons d’abord que la classe de Bloch

1
@B est un sous-espace du dual de AV'(Q),r>— 7 Soit g
n

une fonction de Bloch; il est facile de vérifier qu’elle définit un
élément L, dudualde A"" par

L(f)= fn ®g(z)[B(z,z)] "*T f(z)[B(z,z)]""dV(z),

FEAV(Q) ;
deplus, IL,II <ligll«.

La démonstration de la réciproque est moins immédiate. Nous
nous contenterons d’en esquisser les grandes lignes.

En premier lieu, il convient d’établir 1’analogue avec poids
du théoréme III.1 relativement a la mesure [B(z,z)]""dV(z). Le
noyau de Bergman B, relatif a cette mesure est

B,(§,2) =c,[BE,2)]'"".

Comme précédemment, il s’agit de trouver un noyau B, ,({,2)
possédant les propriétés suivantes :

1) relativement & §, B, ,(§,z) est une fonction holomorphe
telle que @, B, ,(§,2) =0;

2) relativement & z, B, ,(§,z) satisfait 'estimation :

j;l I(B, — B, o) (£,2)| [B(z,2)]"" dV(z) < + 0.

Il suffit de résoudre ce probléme pour N =1: £ est alors
un transformé de Cayley de boule ou un complexifié de cone
sphérique. On raisonne comme pourlecas r = 0:

1)si & est un transformé de Cayley de boule, on prend
B, o(§,2) =B,((i,0),2));
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2)si © est le complexifié du cone sphérique I' de R"*!,
on détermine (comme dans le cas r=0) le noyau B,, en
utilisant I’expression du noyau de Bergman B, comme transfor-
mée de Fourier ; en vertu du lemme I.1.2, ona:

2 R m GRS PN
B,(;,z)=c,,,,fr(>\o>\l—xz—...—x,,) e M= gy

Maintenant, pour N > 1, lexpression de B, o(§,z) se déduit
du cas N=1 comme quand r =0 (partie III). On démontre
de méme que quelle que soit la fonction bornée £, on définit
une fonction holomorphe (la projection de Bergman de £,
relativement a la mesure [B(z,z)]""dV(z)) en posant :

P, 2() =‘/‘; [B,(§,2) =B, ((§,2)12(z) [B(z,2)]7"dV(z).

On vérifie facilement, en vertu du lemme 1.1.2, que P, ¢ est
une fonction de Bloch. De plus, quelle que soit la fonction bornée
¢, on alégalité :

fnsz(z)f(z)[B(z,z)l-'dV(z)=c,

—_m_
><fnfD"er(z)[B(z,zn "*1f(z)[B(z,2)]""dV(z), FEA'(Q),
ainsi que I'estimation ||P, &I« <C, [I2]l., .

1
On obtient ainsi que le dual de A""(2), r>— -—+—1, est
n

a son tour un sous espace de la classe de Bloch @3 ; par suite, les
deux espaces coincident : le théoréme est démontré.
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