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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
10 (1960), 61-151.

PHENOMENES DE PERTURBATION SINGULIÈRE
DANS LES PROBLÈMES AUX LIMITES

par Denise HUET (Dijon).

INTRODUCTION

Initialement, notre but était l'étude des deux problèmes
suivants, où Q désigne un ouvert de R", et £ un paramètre
réel strictement positif.

PROBLÈME 1. — Étant donnés deux opérateurs différen-
tiels A et B, avec ordre de A supérieur à ordre de B, que fait,
quand £ —> 0, la solution d'un problème aux limites sur Q,
relatif à (eA + B)ug == /*, où f est donnée. En particulier, Ug
converge-t-elle vers la solution u d'un problème aux limites
relatif à Bu = f.

PROBLÈME 2. —- Désignant par t une variable réelle ^ 0,
par D l'opérateur (ô/ô(), par A(() et B(() deux opérateurs
différentiels en rc, (x e R"), dépendants du temps, avec ordre
de A(() supérieur à ordre de B(() pour chaque (, que fait,
lorsque s -> 0, la solution Ug d'un problème de type mixte
relatif à (eA(() + B(t))ûe + Dug (resp. D2^) == /*, où f est
donnée. En particulier, Ug converge-t-elle vers la solution u
d'un problème de type mixte, relatif à B(t)u + Du (resp.
Wu) = f.
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Pour étudier ces deux problèmes qui entrent dans un
nombre important de problèmes de physique mathématique
et de mécanique, (cf. Friedrichs [2]) nous avons utilisé systé-
matiquement la méthode de résolution des problèmes aux
limites de M. Lions (voir la bibliographie). Ceci nous a
amenés à faire entrer les problèm es 1 et 2dans des problèmes
plus généraux :

PROBLÈME 1 bis. -— Etant donnés une famille d'opérateurs
Bg et un opérateur B, à quelles conditions la solution d'un
problème aux limites relatif à BgUs == /', converge-t-elle, vers
la solution d'un problème aux limites relatif à Bu = f.

PROBLÈME 2 bis.—Étant donnés un opérateur dépendant du
temps B(() et une famille d'opérateurs dépendants du temps
Bg((), à quelles conditions la solution d'un problème mixte
relatif à Bg(()us + Du; (resp. D2^) == f converge-t-elle vers
la solution d'un problème mixte relatif à Bu 4~ Du (resp.
Wu}=f.

Le chapitre i étudie le problème 1 bis et le chapitre n le
problème 2 bis.

CHAPITRE 1.
Après avoir rappelé au n° 1, la méthode de résolution des

problèmes aux limites de M. Lions, nous établissons au n° 2,
les théorèmes de convergences. On se donne trois espaces de
Hilbert, V, W, et H, avec V c W c H, et V dense dans H.
On désigne par Y(W) l'adhérence de V dans W, muni de la
topologie induite par W. On prend sur V (resp. W) une famille
de formes sesquilinéaires continues b (£ ; u, ^) (resp. une forme
sesquilinéaire continue fc(u, v} ), qui définit une famille d'opé-
rateurs B; (resp. un opérateur B), soit N; (resp. Nn) l'espace
attaché à 6(&; u, ^) sur V (resp. à b (u, (/) sur V(w>). Le théo-
rème 1. 2, (resp. 1. 3) établit la convergence dans W faible
(resp. W fort) de u^ solution de B,u; == />, u^ e N;, f donné
dans H, vers la solution u de Bu == /*, u e Nu. Dans le cas
particulier du problème 1, on obtient un résultat très simple :
si a(u, ^) est une forme sosquilinéaire continue sur V, et si
b(i', u, ( /) == £û(u, ^) -|~ ^(^? ^)ï alors, si />(u, ^) est elliptique
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sur V(W), et si £a(u, ^) + fe(u, v) est elliptique sur V, pour £
assez petit, la solution Uç de BgU, = f, u; e N;, converge
dans W fort vers la solution u de Bu = /*, u e Nn, c'est l'objet
du théorème 1. 4.

Le n° 3 donne des exemples d'application de ces résultats
aux équations aux dérivées partielles et aux systèmes diffé-
rentiels.

Dans les n° 4 et 5, nous avons essayé d'améliorer (dans le
cas du problème 1) les résultats du théorème 1. 4, en faisant
des hypothèses de régularité supplémentaires sur Q, A, B et
/*, et en utilisant les résultats de Friedrichs [1] Nirenberg [l],
et Browder [1]. Les résultats du n° 5, étudiant la convergence
à la frontière sont quelque peu négatifs.

Dans le n° 6, nous étudions, dans le cas général, la conver-
gence des valeurs propres et des fonctions propres de Bs.

CHAPITRE 2.
Reprenant les notations du chapitre 1, et désignant par

3)^.((; E), l'espace des distributions en (, à valeurs dans un
espace de Banach E, à support limité à gauche, on établit
dans le n° 1, la convergence dans ^(<; W) de la solution Ug
du problème mixte BgUg + Du, (resp. D2^) == T, u, e 3)̂ . ((; Ns),
où T est donnée dans 3)^_ ((; H), vers la solution u de Bu + Du
(resp. D2^) = T , u e ,^((; Nu).

Les numéros suivants concernent des opérateurs et des
conditions aux limites dépendant du temps. On obtient l'opé-
rateur Bg(() (resp. B(()) et l'espace Ng(() (resp. NB(()) à partir
de la famille de formes sesquilinéaire 6(£; (; u, v) (resp.
b(t\ u, ^)). Le n° 3 établit des théorèmes de convergence
fine pour chaque < ̂  0, dans W, et dans L2 ((0, s) ; W)
de la solution u,{t) e Ng(() de B,(t)u,{t) + Du,(t) (resp.
D2^)) === h(t), avec les conditions initiales u,(0) = 0 (resp.
u,{0) = u's(O) = 0) vers la solution u{t) e Nn((), de

B(()u(() + Du{t) (resp. D2^)) = h(t),

avec les conditions initiales u(0) == 0 (resp. u(0) == u'(0) == 0),
où h(t) est une fonction donnée à valeurs dans H. C'est
l'objet des théorèmes 2. 8, 2. 9, 2. 10 et 2. 11. Le n° 4 donne
des applications et des exemples.
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L'essentiel de ce travail a été résumé dans D. Huet [1]
et t2!- .Je suis heureuse de pouvoir remercier très vivement M. Lions
de m'avoir suggéré ces problèmes et de m'avoir apporté une
aide constante tout au long de ce travail. Ses nombreuses
remarques m'ont permis des améliorations très sensibles.
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CHAPITRE PREMIER

PERTURBATION SINGULIÈRE D'OPÉRATEURS ELLIPTIQUES

1. — Préliminaires.

Nous rappelons dans ce numéro les éléments essentiels de la
méthode de résolution des problèmes aux limites de M. Lions (1)
que nous utilisons constamment dans la suite.

On se donne un espace de Hilbert H dont on note la norme
par \u\ et le produit scalaire par (u, ^). Soit V un espace de
Hilbert avec (2)

(1, 1) V c H et V dense dans H.

Soit a(u, ^) une forme sesquilinéaire continue sur V.

Espace N et opérateur A associés à a(^, u) sur V.
On appelle espace N associé à a(u, ?) sur V, l'espace des

u e V tels que l'application v —> a(u, v) soit continue sur V
muni de la topologie induite par H. Comme V est dense dans
H, pour u e N, il existe Au e H tel que

(1, 2) a(u, v} == (Au, v) pour tout v e V

ce qui définit l'opérateur A application linéaire de N dans H.
On munit N de la topologie la moins fine rendant continues
les applications u -> u de N dans V et u —> Au de N dans H.

(1) Voir Lions [1) chapitre i.
(2) E et F (''tant deux espaces vectoriels topolo^iques, EcF signifie que E est

contenu dans F et posseï! ' une topologie plus fine que celle iinlnite par F.
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Formes a(u, v} Y-elliptiques.

DÉFINITION 1. 1. — Nous dirons que la forme a(u, v) est
V-elliptique^ s'il existe un nombre a > 0, tel que

(1, 3) Re[a{u,u)] > oi^y pour tout u e V (3)
Posons

(1, 4) a,(u, v) == J- (a(u, ?) + a(p,'u))

et

(1, 5) a,(u, ^) = ̂  (a(u, P) — a(^ u) ).

Alors a(u, ^) = ai(u, ^) 4- ic^{u, v). De plus Oi(u, v) et ag (u,^)
sont hermitiennes. Dire qae a(u, (/) est elliptique sur V, revient
à dire que Oi(u, v} définit sur V un produit scalaire équivalent
à (u, ^)v.

Théorème d'isomorphisme.
On peut se poser les problèmes suivants :

PROBLÈME 1. 1. — f étant donnée dans H, existe-t-il u dans
N tel que PLU = f?
et

PROBLÈME 1. 2. — f étant donnée dans H, existe-t-il u dans V
tel que

(1, 6) a(u, v) == (/", v) pour tout p e V
On a alors les résultats suivants (4) :

PROPOSITION 1. 1. — Les problèmes 1. 1 et 1. 2 son( équiva-
lents.
et

T H É O R È M E 1. 1. — Si a{u, v) est N-elliptique^ A est un iso-
morphisme topologique de N sur H.

Par suite, si a(u, v) est V-elliptique, le problème 1. 1 admet
une solution et une seule.

(3) [\e «Ipsignc la partie réelle. Pour tout espace de Hilbert V, (n, v)y désigne
le produit sralîiire, et |JM[|v la nonne dans V.

(4) Voir Lions [3j, p. 22.
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Problèmes non homogènes.
On suppose qu'il existe une espace vectoriel topologique

E, et un opérateur A, application linéaire continue V dans
E, tel que À h = Ah pour tout h e N.

Soit f donnée dans H, et h donnée dans V tel que A/i e H.
Soit le

PROBLÈME 1. 3. — Trouver u dans V tel que

ku=f\ u — A e N .

On pose U == u—h\ on alors AU = AU = f—Ah e H.
On est alors ramené au problème 1. 1 Par suite, si a(u, ^)
est V-elliptique, le problème 1. 3 admet une solution et
une seule

Opérateur de Green.
Dans le cas où a(u, ^) est V-elliptiquo, A est un isomor-

phisrnc de N sur H. L'opérateur G, inverse de A, isomorphisme
de H sur N est appelé opérateur de Green de la forme a(u, (^).

Cas particuliers.
Soit Q un ouvert quelconque de R1 ; ^)(Q) désigne l'espace

des fonctions indéfiniment dérivables à support compact,
sur Q, muni de la topologie limite inductive habituelle (°);
3)'(Q) est l'espace des distributions sur Q.

Un cas important pour les équations aux dérivées partielles
est celui où V et H sont tels que

(1, 7) 3)(0) c V c H et 3)(Q) dense dans H.

On peut donner alors une autre caractérisation de N et de A.
Pour u fixé dans V, ç» -> a(u, 9) est une forme semi-linéaire
continue sur îS(Q), donc définit .^u e 3)'(Q) tel que

(1, 8) a(u, 9) = <.W, y)

(le crochet désignant la dualité entre 3)(Q) et 3)'(Q)) ce qui
définit .L comme application de V dans ÛD'(Q). Soit U l'espace
des u e V avec .^eH et

(1, 9) a(a, ^) == (.l)U, ^) pour tout ^ e V.
(6) Voir Schwartz [1].
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On munit U de la topologie la moins fine rendant continues
les applications u -> u de U dans V et u -> *^u de U dans H.
On a alors la (6)

PROPOSITION 1. 2. — N == U e( A = .k
Sous l'hypothèse (1, 7), si a(u, ^) est V-elliptique, la restric-

tion de l'opérateur de Green à ®(Q) est une application liné-
aire continue de 3)(Q) dans 3)'(Q) et réciproquement la restric-
tion de G à 3)(Q) définit complètement G puisque ®(Q) est
dense dans H. Mais d'après le théorème des noyaux (7), G
définit un élément G^y de ^'(Qj; X ûy) : On appelle G^y
le noyau de Green de la forme a{u, ^) sur V.

Un autre cas important pour les systèmes d'équations aux
dérivées partielles est celui où (8) :

(1, 10) (^(W c V c H c (3)'(Q)r
avec (^(Q)Y dense dans H (9).

• Le théorème 1. 1 permet de résoudre de très nombreux
problèmes aux limites elliptiques (10). La résolution de ces
problèmes nécessite l'introduction d'un certain nombre d'es-
paces fonctionnels dont nous allons parler brièvement main-
tenant.

Espaces H^Q), pour k entier >.0.
Pour k == 0, H° (Q) est l'espace, en général noté L^Q), des

classes de fonctions de carré sommable sur Q, espace Hilber-
tien dont on désignera le produit scalaire par (u, (^)o et la
norme par |u|o. Pour k entier > 0, H^(Q) désigne l'espace des
ueL^Q), tels que D^eL^Q), pour tout |p|</c, (n)
muni du produit scalaire (u, p)^ = ^ (Dpu, D^o qui en fait

IPKk
un espace de Hilbert. On désigne par HS(Q) l'adhérence de
3)(Q) dans H^Q), muni de la topologie induite. Soit K^Q)
l'orthogonal de ^(Q) dans ?"(0).

(6) Voir Lions [3] p. 29.
(7) Voir Schwartz [4].
(8) De façon générale E étant un espace vectoriel topologique, E^' désigne lé-

produit Ex . . . xE : N facteurs.
(9) Voir Lions [l], p. 36.
(10) Voir Lions [l], [2J, [3J, [4], Lions-Schwartz [1]; Schwart/. [2] et [3].
(n) On utilise la notation condensée: p == ^ p ^ , . . ., pn) ; j p i == Pi + • • • + pn

ôl/»!et DP ==
ôa-^ .. . ôa '̂1
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On désigne par F la frontière de Q. Dans tout ce qui suit,
on suppose que F est une variété indéfiniment différentiable,
de dimension n — 1. Soit L2 (F) l'espace des classes de fonc-
tions de carré sommable sur F pour la mesure superficielle ds.

Espaces ?"(1') et H^F) (12).
Opérateur y^.
On sait qu'il existe une application linéaire continue et

une seule u —> ^QÛ de ?(0) dans L^F), telle que ^QU coïncide
avec u sur F lorsque u e C(Q), espace des fonctions qui sont
restriction à Q de fonctions de ;J)(R/1). Si maintenant u e FT^Q),
et si on désigne par ôu/ôv la dérivée normale de u par rapport
à F, on pose y^u == yo (ô^u/ô^), 0 ̂  k ̂  m — 1, ce qui défi-
nit une application linéaire continue de ?(0) dans L^F).
On définit encore pour u e IP^Q)

y(u) = (vou, Y,U, . . . , Ym-^^LW.

Espace H^F).
Il est facile de voir, en utilisant une partition de Funité,

puis un système de coordonnées locales, que, pour toute
fonction /^(â^F))^ il existe une fonction P(f) e H'"(Q) telle
que

T(P(/")) = f'
Soit h (f) la projection de P(f) sur K/^Q). Alors h(f) est Punique
élément de K^Q) tel que

YW))- f-
On peut donc définir intrinsèquement, sur ^(F))^ une struc-
ture préhilbertienne en posant :

(i, ii) (/•, g)H"(D = m, h(g)^
H^(F) est l'espace de Hilbert, complété de (^(F)^ pour la
structure (1, 11). C'est un espace de fonctions.

On a la

PROPOSITION 1. 3. — Inapplication u —> yu de C(Q) dans
(^(F))" se prolonge par continuité en une application linéaire
continue u -> y u de H1" (Q) dans H^F).

(12) Voir Lions [2].



72 DENISE HUET

Espace H^ (F), /c < m—1.
Soit /*eD(r). On pose /\ == (0 ,. .., 0, /*, 0, . . . , 0) et

A- — 1 m —k
P^(/*) == P(/\). Alors on a y^(P^(/')) == /*. Soit V\ le sous-espace
orthogonal dans H^Q) du sous-espace des u tels que y^u == 0.
Si on désigne par h^f} la projection sur V^ de P^/*), hf,(f) est
uniquement déterminé et est l'élément de V^ vérifiant
^{W=f.

On désigne par H^F) l'espace de Hilbert complété de 3)(F)
pour la structure

(1, 12) (f,g)n^=W). W)^
On a la
PROPOSITION 1. 4. — L'application u -> y^ de C(Q) dans

ÎJD(F) 5e prolonge en une application linéaire continue, encore
notée u - ^ Y f c M de H^Q) dans H^r).

Donnons enfin quelques définitions sur les opérateurs de
dérivation transversaux, utiles dans les problèmes de dérivées
obliques.

Soit un opérateur différentiel
B =^b,(x)D^

p
dont les coefficients bp(x) sont indéfiniment diiïérentiables,
bornés dans R71 ainsi que leurs dérivées d'ordre ^ m. Dans le
cas où Q est l'ouvert x^ > 0 de frontière x^ = 0, Voràre de
trans^ersalité de B par rapport à V est le plus grand p^ pos-
sible pour lequel bp{x^ . . . ^n_i, 0) ne soit pas identiquement
nul. Si l'ouvert û a pour frontière une variété indéfiniment
différentiable de dimensions n — 1, quelconque, on définit
l'ordre de transversalité de B en un point a e F, ut-(a), de façon
évidente, à l'aide d'une carte locale, déterminée par x —> ̂ (x) == ^
en prenant pour ^ la distance de x à F. L'ordre de transver-
salité de B par rapport à F est le plus grand des nombres
y.(a) quand on parcourt F.

Opérateurs B1^.
On définit une application u -> B1^ de C(Q) dans îî(F},

par B1 u = Yo(Bu). Kn imposant certaines conditions à B et
à F, on peut prolonger celte application en application linéaire
continue de H"(î:2) dans H'? (F) dual de H^(F).
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2« — Position du problème. Théorèmes de convergence.

Soit V et W deux espaces de Hilbert, avec
(1, 13) V c W c H, V dense dans H.

On désignera par V(w), l'adhérence de V dans W, muni
de la topologie induite par W.

On prend sur V (resp. W) une famille de formes sesqui-
linéaires continues 6(e; M, (^), 0 < £ < £ o (13), (resp. une forme
sesquilinéaire continue 6(u, ^)). On dira que l'hypothèse
(1, 14) (resp. (1,15), (1,16), (1,17)) est vérifiée si on a

(1, 14) £ - > & ( £ ; M, ^) est continue sur £<; £o, pour tout M, ^ e V
(resp.

(1, 15) 6(£; u, v}->b{u, ^) pour tout u, v e V quand £->0
(1,16) (condition d'ellipticité) il existe a (£)>0, a(£)-^0

avec £ et (î > 0, tels que :

R<?&(£; u, u)>a(£)||u||2v+ ̂ \\u\\^ pour tout u e V et £<£o
(1, 17) condition d'ellipticité sur b(u, ^) : il existe y > 0 tel

que
Reb(u, u) > Y||u||w pour tout (u e V(w))

Soit f donné dans H, et une famille /*., de H, £ <; £g. Nous
dirons que f, vérifie (1, 18) (resp. (1, 18') (1, 18")) si on a

(1, 18) f, —>- f dans H quand £ -> 0
(resp.

(1, 18') f. -> f faiblement dans H quand £ -> 0
(1, 18") f, est bornée dans H).

Soit N, et B, (resp. NB et B) l'espace et l'opérateur attachés
à &(£; M, ^) (resp. à b(u, ^)) sur V (resp. V(w)).

Sous l'hypothèse (1, 16), soit u, la solution dans V de

(1, 19) 6(£ ; u, v) = {f,, ̂  pour tout v e V ; £ < £o.
(n) Dans tout ce travail, £ désigne un nombre réel > 0. On le ne répétera plus.
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(ou ce qui est équivalent, d'après la proposition 1. 1, la solu-
tion de

(1,19') B^=^; u,6N,).
Nous nous proposons d'étudier le comportement de u^

quand & —> 0 (14).
Nous avons le premier résultat suivant :

PROPOSITION 1 .5 .— Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16)
et (1, 18"), Ug solution de (1, 19) est borné dans W, et \b(e, u,, u,)\
est borné. De plus (a^))^2 Us est borné dans V.

DÉMONSTRATION. — Ecrivons (1, 19) pour v == Ug :
&(£; M,, Ug) == (/*g, Ug).

On en déduit
l&(£;^^)l<!A|l^|<Kj^||H|w.

où KI est indépendante de £. Donc, en particulier :
Reb(t, u,, u,) < KJ^Ulugllw

On en déduit facilement la proposition, en utilisant (1, 16)
pour minorer le premier membre, et (1, 18") pour majorer le
second.

Notons que l'on a :
(1,20) |Mw<K,iy,|.
Où Kg est indépendante de £.
Soit^_ maintenant, sous l'hypothèse (1, 17), u la solution

dans V(W) de
(1, 21) b(u, ^) = (/; ^) pour tout v e Y(W)

ou, ce qui est équivalent de
(1,21') B u = / ' ; a e N B .
Nous avons alors le premier théorème de convergence :

THÉORÈME 1. 2. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16),
(1, 17) (1, 18'), et

, Pour toute famille w, de V, pour laquelle \ b(e ; Wg, We) |
(1, 22) est bornée b(s.'y Wg, v}—b (w,, ^)—> 0, pour tout

I v e V, quand £ -> 0
( l4) Certains aspects de ce problème sont étudiés dans Visik-Liousternik [1] dans

le cas du problème de Dirichlet.
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Ug solution de (1, 19) converge, dans W faible vers u solution
de (1, 21).

DÉMONSTRATION. — D'après la proposition 1. 5, M; est
borné dans W. De toute suite u^., on peut donc extraire une
sous-suite Ug., convergent, dans W faible, vers w\ mais on a

&(£/; ̂  ^) = (f^ ^) pour tout P e V.

Le second membre, d'après (1, 18') converge vers (/*, v).
Le premier membre peut s'écrire :

|^î ̂  ^) —— b(u^ V}\ + ^c,, ^).

D'après la proposition 1. 5, on peut appliquer (1, 22) à Ug.
Par suite le terme entre accolade tend vers 0. D'autre part,
comme u^.—>w dans W faible, 6(ug, v) —> 6(w, ^).

On a donc

b(w, v) == (/*, ^) pour tout ^ e V donc pour tout v e V(w).
Par suite w = u, ce qui démontre le théorème.

Nous avons enfin le théorème de convergence forte :

THÉORÈME 1. 3. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16),
(1, 17), (1, 18), (1, 22) et ^ ^

(1, 23) {resp. (1, 23')) : il existe o(£), ï(t) —> 0 avec £, (resp.
^(e), S(£) —> 0 avec £, et \ > 0) tel que

Rej6(£; v, v) — b{v, v)\ + â(£) Refc(^, P) > 0

(r^p. Rej6(£; ,̂ v) — b{v, v}\ + S(£)Re6(^, (/) > ̂ (^ll^ll^)

pour tout v e V.
Afor5 u^ —> u dans W /br< (resp. u^ —> u dans W /br< e<

(a^2 u, -> 0 rfan5 V).

DÉMONSTRATION. — On a
(1, 24) Re | 6(£ ; Ug, Mg) — 6(u,, u,) + 6(u, — u, u, — u) j

= Rej (/g, Ug) — (/*, Ug) + b(u — u,, u) \.

D'après (1, 18) et le théorème 1. 2, le second membre de
cette égalité tend vers 0. Quant au premier membre, il est
minoré, d'après (1, 17) et (1,23) (resp. (1, 23')) par

— 8(£)R^(u,, u,) + y \\u, — u[|w
(resp. Xa(£)||u,||^—â(£)R^(u,, u,) + y||u,—u||w).



76 DENISE HUET

D'où le théorème, puisque, u, étant borné dans W, et S(e)
convergent vers 0, â(£)Re6(M,, u,) converge vers 0.

Cas particuliers.

1° Cas où 6(£; u, v) est linéaire en £. — On prend V et W
avec (1, 13), puis sur V (resp. W) une forme sesquilinéaire
continue a (u, v) (resp. b (u, v)) et on fait les hypothèses
d'ellipticité suivantes :

(1, 25) 6(£; M, v} == £a(u, v) + b(u, v) est elliptique sur V
pour e <: £o.

(1, 26) 6(u, (/) est elliptique sur V<w).

Nous avons dans ce cas le théorème de convergence très
simple suivant :

THÉORÈME 1. 4. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 18),
(1, 25) et (1, 26) la solution u, de (1, 19) converge, quand £-^0,'
dans W, vers la solution u de (1, 21). De plus ^u, -> 0, dans \\

DÉMONSTRATION. — Nous pouvons, sans nuire à la géné-
ralité, supposer que £o = 1. L'hypothèse (1, 25), écrite pour
£ == 1, signifie qu'il existe y. > 0 tel que

(1, 27) Re{a{^ v) + b(v, v)) > uijl^ pour tout v e V.

Comme pour tout p e V, Reb(v, v) > 0, on aura :
(1, 28) F^(£a(^, P) + è(ç., ç.)) > ^[|ç.||^

pour tout v e V et tout £ ̂  1.
Cependant, si Rea(^, ^) < 0, pour £ < 1, on a

ç.Rea(v, v) > Rea(v, ?),
donc

(1, 29) Re(ea(^ v) + b(^ v)} > UL||^|^ pour £ < 1,
et tout v e V vérifiant Rea(^, v) < 0).

L'hypothèse (1, 26) signifie qu'il existe y > 0 tel que
Reb(v, v) ̂  Y l l ^ j lw

pour tout v e V(w). On a donc aussi :
(1, 30) Re{Ea(v, P) + b(v, v)) > y||^|2^ pour £ < 1

et tout ^e V vérifiant Rea(v, p) > 0.
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Réunissant (1, 29) et (1, 30) on voit qu'il existe v > 0,
tel que

(1, 31) R<£a(^, v) + b{^ P)) > v|H|w

pour tout v e= V et £ ̂  1
Réunissant (1, 28) et (1, 31) on déduit :

(1, 32) ^(^ ^ + b^ ^ > f6!!^ + ylHlw.
pour tout v e V et tout £ ̂  1.

Par suite l'hypothèse (1, 16) du théorème 1. 3 est vérifiée.
D'autre part, si Re(£a(ws, Wg) + b(w.^ Ws)) est borné, alors,
d'après (1, 32) C^w^ est borné dans V, donc sa(wg, ^) --> 0
pour tout ^e V, ce qui n'est autre que (1, 22).

Enfin, d'après (1, 27) on a :
(1, 33) Re|£a(^, v)\ + £Re fc(p, ^) >a£||^||2. pour tout ( / e V

et £ < 1.
ce qui n'est autre que (1, 23'). Le théorème 1. 4 résulte donc
du théorème 1. 3.

REMARQUE. — Posons u, — u = £1/sv.. On a, pour tout
Ç / e V

£a(u,, P) + ̂ ^(^ ^) = 0.

Donc, après division par ^^ puisque ^^ u, —> 0 dans V,
on obtient lim b (^g, ^) = 0 pour tout ^ e V.

E->-0

2° Cas où 6(£$ u, ^) — &(u, (^) es( elliptique sur V. — Expli-
citons encore le théorème, dans ce cas :

THÉORÈME 1. 5. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 15),
(1, 17), (1, 18) et

(1, 16') : il existe os.{e) > 0, a(£) -> 0 avec £ tel que
R^fc(£;^) — h{v^}\ > a(£) 1 ) ^ 1 1 ^ pour tout v e V.

Alors u-. solution de (1, 19) converge dans W ^ers u solution
de (1, 21) ^ (a^^'U^O dans V.

DÉMONSTRATION. — II nous suffit de montrer que (1, 15)
et (1, 16') entraînent (1, 22). Posons

a(£; a, v) == 6(£; u,^) — fc(u, v) pour u, (^e V.
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D'après (1, 16') Re a(e, v^ v) définit sur V, une norme (dépen-
dant de e) équivalente à ||̂ ||v D'autre part, d'après (1, 15),
la norme de l'application M, ^->a(£; u, ?), dans l'espace des
formes sesquilinéaires continues sur V X V, est bornée. Par
suite

|a(£; ^, ^ ) | < K (Rea(£; ^, w,))1'2 (R<?a(£; ^ ç^))172

où K est indépendante de £.
Or, dans ce cas, d'après (1, 16'), si Wg e V vérifie [&(£ ; Wg, Wg)|

borné, alors, on a Rea(£; Wg, Wg) borné. D'autre part, a(£; ^, v}
converge vers 0, d'après (1, 15). D'où le résultat.

3° Cas où fc(£; M, v) et b{u, v) sont hermitiennes. — Nous
nous bornons ici au

LEMME 1. 1. — Si 6(£; u, ^) et fe(u, ^) sont hermitiennes^
les hypothèses, (1, 15), (1, 16) et (1, 23) entraînent (l, 22).

DÉMONSTRATION. — D'après (l, 23),

C(£;U, ^) = (fc(£; M, (/) —— fc(M, ^)) + S(£) fc(u, ^)

est alors une forme hermitienne positive. On a donc d'après
l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

K£; ̂ , ^| < (C(£; ̂ , ^))1/2(C(£; ^ Ç.))172.

Or, si Wg vérifie |6(£; Wg, Wg)| borné, alors c(£; Wg, w,) est
aussi borné, d'après (1, 16), et c(£; ^, ^) -> 0 avec £ d'après
(1, 15). Par suite c(£; w-^ v) -> 0 pour tout ^ e V , d'où le
résultat.

Cas particulier des équations aux dérivées partielles.
Soit Q un ouvert de R". Prenons V, W et H tels que

(1,33) 3)(Q) c V c W c H ; 3)(Q) dense dans H.

Nous reprenons ensuite les hypothèses du théorème 1. 3.
Soit Gg (resp. G) l'opérateur de Green attaché à &(£; u, ^)
sur V (resp. à 6(«, ^) sur W). Désignons par G, (resp. G) la
restriction de G; ^resp. G) à ^(Q^), et par G;, y (resp. G / y )
le noyau de Green défini par G. (resp. G).
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II résulte de (1, 20) que les Gg forment un ensemble
équicontinu de Ï(H; W) (15). D'autre part, d'après le théo-
rème 1. 3, Gg —>G dans ^(H; W). Par suite, les ôg forment un
ensemble équicontinu de Ï(®(Q,,); 3)'(û^)) et Gg-> ô dans
1Ï,(3)(Q^); S)'(Qy)). Mais, sur un ensemble équicontinu de
Ï(®(û.c); 2)'(Qy)) la topologie de la convergence simple et la
topologie de la convergence uniforme sur les parties précom-
pactes de ®(Q;c) sont identiques (16). D'autre part, sur ®(Qa.), les
ensembles bornés et les ensembles relativement compacts sont
aussi identiques (n). Par suite, G,->G dans ^(®(Q^); 3)'(Q^)).
Comme d'autre part les espaces lHa)(Q^) ; ®'(Q^)) et 3)'(Q^ X ûy)
sont isomorphes topologiquement (18), G^ y -> G .̂ y dans
3)'(Q, X Qy). D'où le

THÉORÈME 1. 6. — Sous les hypothèses (1, 33), (1, 16),
(1, 17), (1, 22) et (1, 23), le noyau de Green G^y défini par
6(e; M, v) sur V, converge dans 3)'(Q,c X iïy) vers le noyau de
Green G^ y définie par 6(u, ^) sur Y(W).

Problèmes aux limites non homogènes.
Reprenons les hypothèses et les notations du théorème 1. 3.

Supposons en outre

(1, 34) II existe un espace E (resp. un espace E;, £ -^ £o) et
un opérateur B e ^(W, E) (resp. Ê, e H(V, Eg) tel
que Bh == Bh pour tout h e NB (resp. Bg/i = Bg/i
pour tout h e Ng).

Soit A e W et une famille Ag e V, tels que

(As ~> h dans W
(1? 35) j B^, e H ; Bh e H et B,A, -> Bh dans H quand s ~> 0.

On a alors le

(15) De façon générale, E et F étant deux espaces vectoriels topolo^iques, ^(E; F)
désigne l'espace des applications linéaires continues de E dans F. Si on munit cet
espace de la topologie de la convergence simple (resp. hornéel. fVoirhourhaki [1 ] )
on le note ^(E; F) (resp. ^(E; F»).

(le) Voir Bourbaki j l j rhap. tii, p. 'J3, proposition 5.
(1 7) Voir Schwartz, [l], t<»me I, p. 70, théorème VII.
(lit) Vuir Scliwurtz [9], p. 'J.'î, proposition 2.').
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THÉORÈME 1. 7. — Sous les hypothèses du théorème 1. 3
ainsi que (1, 34) et (1, 35) la solution u, de

BeUg==/g ; ^ — ^ e N g
converge dans W (W5 la solution u de

Bu = /*; u — A e NB.

DÉMONSTRATION. — Posons Ug == Ug — Ag et U = u — A.
Alors Ug (resp. U) est solution de

B,U, = B,0 = f, — B,h, = F, e H; U, e N,
(resp.

B u = = B U = / ' — B / i = F e H ; U e N n
diaprés (1, 18) et (1, 35) F, -> F dans H. Le théorème 1. 7
résulte donc du théorème 1. 3.

Propriétés de continuité de l'application £->Ue.

THÉORÈME 1. 8. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16) et
(1, 18 bis) l'application £ ~> f, est continue de ]0, £o] dans H et

, Pour tout £^ e ]0, £o] et toute famille w; bornée dans
\ V pour £ assez voisin de £.,

f l 22') /

^ (^;^^)-^i;^,^)->0)
çuanrf £ -> £,, pour (ou( p e V (cm entraîne (1. 14))

^
Pour (ou< £, e ]0, £o], il existe o(£, £1) > 0, o(£, £1 ) ->0

. quand £->£i, ̂  eue
(1 23")
v ) / R^fc(£;^^)—6(£i;^^j+â(£;£OR^(£i;^^)>0,

pour (ouf v e V.

A^or5 l'application £ -> Ug définie par (1, 19) es( continue
de ]0, £o] rfans V.

La démonstration est celle du théorème 1. 3, avec V === W.

COROLLAIRE 1, 1. — 5ou5 les hypothèses du théorème 1.3,
ainsi que (1, 18) bis (1, 22'), et (1, 23"), £->u, ^ commue de
[0, £o] rfan5 W {avec u, == u, solution de (1, 20)).

R E M A R Q U E . — Les hypothèses (1, 22') et (1, 23") sont en
particulier vérifiées si on suppose que £ -> h (£ ; u, ^) est



P H E N O M E N E S DE PERTURBATION S I N G U L I È R E 81

continue pour tout u, v e V, et uniformément sur les ensembles
bornés de V, i.<?. pour tout £^ e ]0, £o], il existe /c(£, £ < ) > 0,
convergent vers 0 quand £ —>• £,, telle que
| fc(£; U, Ç ^ ) — — & ( £ i ; a, ^)|<:/(•(£, £i)||u||v|H[v pOUr tOUt U, V 6= V.

3. — Exemples d'application du théorème 1. 3.

Naturellement la théorie s'applique à tous les problèmes
aux limites couverts par la théorie de Lions. Nous n'en
citerons que quelques exemples concernant les équations aux
dérivées partielles et les systèmes différentiels.

D'autre part, nous ne considérons que des conditions aux
limites homogènes, étant bien entendu qu'à chaque problème
homogène correspondent des problèmes aux limites non homo-
gènes.

Nous désignons toujours par Q un ouvert de R71, quelconque
sauf mention expresse du contraire, de frontière F.

1° Nous prenons H == L^Q).
Puis W = ?(0). Sur W la forme

b{u, ̂  = ((a, ̂  + (u, ̂  (19),
i==n ô2

définit l'opérateur — A + 1, où A = ^ —^ et est elliptique.
i == i ̂ i

Nous prenons pour V des sous-espaces V» fermés de V
formé des ueH^Q) tels que AaeL^Q), muni de la norme
(IH|H<(Q) + lAu];;)^2. Nous prenons a(u, v) = (Au, A^)o, qui
définit l'opérateur A2.

Alors pour tout £ > 0
6(£; M, V) = £(AO, A^)o + ((^, ^))i + (^ ^)o

est elliptique sur '0.
Soit f donnée dans L'^Q).
Alors (4 désigne la solution dans V; de

s.\'u[ — Ai4 + i4 = /*; ^ e Ni
cl çv\ la solut ion dans V^ de

—— AW, + î =:= /' î e i>sl"-

'••"'«••"•-i'&s).-
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II nous reste, dans chacun des quatre exemples qui suivent
(i = 1, ... 4) à préciser les espaces V< et V^ et à interpréter
les conditions u\ e N^ et w, e Nfe. Pour cette interprétation
nous utiliserons les formules de Green formelles suivantes

(A^u, ^ = f ô (Au)ç^ — f Au ̂  <fc + (Au, A^)o
j r ov »/ r ôv

et

{^^=f^ds-{(u, .)),
On en déduit

((eA2 — A + 1)", P)o == r-^eAu—u)?^_j r ô^

'"^Jr^^"^6^"' AP)0+((M' ^^(^ p)o•

Exemple i. 1 : Problèmes de Dirichlet (20). — V. = H'(Q),
alors VKW)=H^(Q).

Les conditions aux limites formelles, d'après les formules
de Green précédentes sont alors, pour u^ :

ul =0 et ^ =0
r ôv r

et pour Wi
^lr=0.

Exemple 1. 2. — Va est Je sous-espace de ^ des ueHo(Q)
tels que Au e L^Q). Alors Va(w) = HÎ(Q). Par suite Wg == Wi.

Quant à u\ il vérifie les conditions aux limites formelles
i^lr = 0 A^jr = 0.

Dans les deux exemples qui suivent, nous supposons que
F est suffisamment régulière pour que H^Q) soit dense dans
?(0) (^).

Exemple 1. 3. — Nous prenons \, == '0; par suite V3(w)= ?(0).
Les conditions satisfaites par u{ sont :

^(£A^—ui)|r=0 et A^|r=0.

(20) Ce cas est étudié dans Morgenstern [1].
(21) On ignore si pour m > m' > 0, H^û) est dense dans H^û), quelque soit

l'ouvert Q. C'est vrai si la frontière de û est assez régulière.
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Tandis que Wg satisfait (condition de Neumann)

^ __Q

ôv r
Exemple 1. 4. — V\ est le sous-espace de ^ des u qui vérifient

^ = 0 (22). Alors V,(w) = ?(0) et ^ = ^3.

Les conditions satisfaites par i^ sont :

^ =0 et ^(A^)1 =0.
ôv r ôv' ' j r

Dans chacun de ces exemples, d'après le théorème 1. 4, u\ -> w^
dans ?(0).

Remarque 1, 2. — Le problème 1, 3 nous montre que les
conditions aux limites du problème perturbé peuvent dépendre
de £.

Remarque 1, 3. — Les exemples 1, 1 et 1, 2 (resp. 1, 3 et
1, 4) nous montrent que deux familles u\ et u\ (resp. u{ et
u^) de solutions de problèmes aux limites distincts peuvent
avoir la même limite w^ (resp. ^3).

2° Nous prenons H, W, b(u, v) et '0 comme dans 1°, puis
6(e; u, ^) = £(AM, A^o—e2^, ^))i + ((u, ^))i + (u, p)o

qui définit l'opérateur eA2 + e2^ — A + 1.

Exemple 1. 5. — Soit /"donnée dans L2(Q). Soit Mg la(23)
solution dans V de

(eA2^ + ^u) —\u,+u,=f u, e N,

pour £ assez petit et w la solution dans ?(0) de
— \w + w = /"; w e Ne

les conditions aux limites sont, pour u;

0 (sAît, + s2^— u,) =0 et Au,|r = 0

ôw /.et, pour w = 0.
ôv [-

(22) Ceci a un sens : voir Lions f l ] , p. 71.
(23) 6(£; M, 1 )̂ est elliptique sur 'D pour e < 1.
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II est facile de voir que nous sommes dans les conditions
d'application du théorème 1. 3. Par suite u, -> w dans ?(0),
quand £ —> 0.

3° Nous prenons H = 1^(0).
Puis W = H-7 (Q) et

(1.37) b(u^)= S {b^u, D^)o
IPI,171^m'

avec fr^eL^Q). (1^(0) est l'espace des fonctions essentiel-
lement bornées sur Q.) On a alors

(1,37') B= ^ (—I^ID^V^).
mi7i^W

On suppose b{u, ^) elliptique sur ?"'(0).
On prendra pour V des sous-espaces fermés V; de ?"(0),

m > m', et sur V

(1.38) a ( £ ; u , ^ ) = = 2; (ap,(£)D^, D^)o
ipf.m^m

avec a^(£) e L^Q), a^(£) convergent vers 0 dans L^Q) quand
£ ~^ 0.

a(£; u, ^) définit Popérateur :

(I, 38') A, = S (— I)'PID^(£) D^).
' P J I ^ I - ^ W

On suppose que, pour £ assez petit, a(£; u, v) est elliptique
sur ?"(0) (24), et on prend

6(£; u, v) = a(£; M, (/) + b(u, v).

Soit /"donnée dans 1^(0).
On désigne par i4, la solution dans V; de

(I, 39)
l S (- 1)^ D/)(a^(£)D^) + S (- l^'D^D^I) == /:
} / ' • '/ ^m IPI !71^W( ^ <= Ni
et par ^ la solution dans V^w) de

( 1- W) S (— l^'D^D^.) = /•; ^ e No.
/' q \ < m'

l^.vemple 1, 6. — Problèmes de Dirichlet.
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On prend V, = H^Û); alors V,(w) - H?'(Û).
Les conditions aux limites pour u\ sont :

ôfcul =0 /c==0, l , . . . ,m—l
ôv p

et pour w,
ôfcw; ==0 /c=0,l, . . . , m — l .
ôv r

Dans les deux exemples qui suivent nous supposons que
F est une variété indéfiniment différentiable de dimensions
n—1. Nous utilisons alors pour interpréter les conditions aux
limites le résultat suivant (25) :

Pour / c==0 , 1, . . . , m — 1 (resp. k = 0, 1, . . . , m'— 1)
il existe S^u'g unique dans H'^ (F) (resp. T^ui (ou T^)
unique dans ïl^'ÇF)} tels que

((A, + B)i4 ^)o - a(£; î4, ^ + fc(^, ^)

+ S <S^,y^>+ S <T,ui,Y^>
fc=0 fc=0

et

(Bw,, p)o == b{^ ^ + S < T,^, Y^ >.
fc=0

Exemple 1. 7. — Problèmes de Neumann.
Nous prenons V, = ?"(0). Donc V^w) == ?"'(0).
Les conditions aux limites correspondantes sont donc,

pour uj :

(Si 4- Tfc)ul = 0 sur F pour k = 0, 1, . . . , m' — 1,
Sj|î  = 0 sur F pour k= m, m' + 1, . . ., m — 1

et pour w^ :
. T\w, = 0 sur F pour k = 0, 1, . . . , m' — 1.

Exemple 1. 8. — Problème de Dirichlet-Neumann mêlés.
Soit Fi un sous-ensemble fermé de F de mesure positive.

Désignons par Ci (resp. Ça) le sous-espace de C(Q) des fonctions f
qui vérifient y^/*) = 0 sur I\ pour A* = 0, 1, ... m — 1 (resp.
pour k == 0, 1, ..., m' — 1).

(25) Voir Lions [2], p. 228.
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_0n prend pour ¥3 l'adhérence dans ?"(0) de Ci. Alors
Vs(w) est l'adhérence de C, dans H^Q). Cet espace est iden-
tique à l'adhérence dans ?"'(0) de C^.

Alors u\ satisfait les conditions :

^==0 sur F, /c=0, 1, ..., m-1

(Si + T,)u,3 == 0 sur [(F,) / c = 0 , 1, . . . , m — 1 (2C)

W = 0 sur [ (F,) /c = m', m' + 1, .. ., m

c'est-à-dire les conditions de Dirichlet sur F, et les conditions
de Neumann sur f (F,).

Tandis que w^ vérifie
0^3 /. p \^T=0 sur F,

et ^=0 , 1, . . . , m'-l

T^=0 sur [ ( r , ) ^

c'est-à-dire les conditions de Dirichlet sur [\ et les conditions
de Neumann sur | ([\).

L'exemple suivant fait intervenir des dérivées obliques. On
suppose toujours que F est une variété indéfiniment difîé-
rentiable de dimension n — 1.

On se donne m (resp. m') opérateurs différentiels
AQ, Ai, . .., A^_i

(resp. Bo, Bi, . . . , B^_i) à coefficients indéfiniment difîéren-
tiables, bornés ainsi que leurs dérivées jusqu'à l'ordre m
(resp. m') avec A^ d'ordre 2m — 1 — /c, m — 1 fois trans-
versal à F, tel que Aj|' €E ^H^Q), H^F)) (resp. B^ d'ordre
2m' — j — 1, m' — 1 fois transversal à F, avec

Brei^H^Q); Hr(F)).
Nous prenons sur H'"(Q),

bi(u, P) = '"f1 <Bjru, Y^> + &(", ^
k=0

où 6(u, ^) est donné par (I, 37). Alors b^u, v) définit encore B
donné par (I, 37').

(2<) C ( '̂1) désigne le complémentaire de r\.
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Nous supposons 6,(u, v} elliptique sur H"*' (Q).
Nous prenons sur HP" (Q) :

*=m-l

a,(£;u,^)==£ S <Afu, Y^>+a(£ ; u, P)
»=o

où a(£; u, (/) est donnée par (I, 38). Alors a,(£; u, (/) définit A,
donné par (I, 38'). Nous supposons Oi(£; u, v) elliptique sur V
quand £ —> 0.

Dans ces conditions i4 est encore la solution de (I, 39) et
Wj la solution de (I, 40).

Exemple 1. 9. — Soit k,, k^ . . . , / ( • „ des entiers distincts
avec 0 < ki < m — 1. Désignons par €3 le sous-espace de
C(Q) des f vérifiant ^(f) = 0_sur F, pour i== 1, 2, . . . , n
et par 64 le sous-espace de C(Q) des f telles que y^f) = 0
sur F pour tous les i tels que A-; ̂  m' — 1.

Prenons V, adhérence dans ?(0) de C,. Alors V. w) est
l'adhérence dans ?'(0) de C^.

Les conditions aux limites sont alors, pour u^ :
W^4) == 0 sur F pour i = 1, 2, . . . , n.

(S^—£An^=0 sur F
pour /c == m', m' + 1, ... m — 1, et /c -^ k,.

(^ + T,) u[ — (£AF + Bf) ̂  = 0 sur F
pour /c= 0, 1, . . . , m'—l et k-=^k^ et pour w, :

T*,(W4)=0 sur F pour tous les ^ avec k^m'—1.
T^—B^=0 sur F

pour <c == 0, 1, ..., m' — 1, et k ̂  k,.
Dans ces conditions aux limites interviennent des dérivées

obliques. Dans chacun de ces exemples de 3°, nous sommes
dans -les conditions d'applications du théorème 1. 5, et par
suite u\ -> Wi dans ?'(0).

4° Exemples de systèmes. — Nous prenons H == (L^Q)/,
r entier positif quelconque. Nous désignons par (î, ̂  le pro-
duit scalaire dans^^Q))'. Nous prenons ensuite W ==(?^(0))'
et

bÇi^)= 2 (Bp,D^ D^),,
'Pll^! m'
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où B^ est la matrice (^), i, j = 1, 2, . . ., r et ^eL"(0).
On a alors

B = S (— lyiD^B^).
I P 1 1 7 K W

On suppose &(î, ^) elliptique sur (H^û)^.
On prend pour V des sous-espaces fermés de (H^Q)^ avec

m > m' et

ap,^)= S (A^D^, D^
1 P i ' ï 1 $ m

où Ap, est la matrice (a'/^i, j = 1, 2, . .., r et a^><==L"(Q).
On a alors

A = S (-1)""D"(A^D»).
1 P I. ! V 1 ̂  m

On suppose £a(^, ^) + &(^, ^) elliptique sur (?"(0)^ pour
e -> 0.

So^t f donnée dans (L2^: /• == (/^ . . . , / ^ ) , /leL^Q).
Soit Ug la solution dans V du système

(ÊA+B)^^; ^eN ,

et w la solution dans V(W) du système :

Bw=f', ^ e N n .

En fait u^ est de la forme (uf, u|, . . . , u6.) avec u6 e H"" (Q)
et w est de la forme (w,, w^, . . . , ^) avec w; e H7"^). Les
systèmes précédents s'écrivent :

s ^ (— 1)'"^ 2 a^D^j + S (— l)'^ i fc^D^u} = /•,
IP'. iyKw y — 1 l , P \ < J \ < n ï ' j — \

1=1, 2, ..., r
et

^ (_ ly/.-^- ^ ̂ D^, = f, i = i, 2, ... ,r.
Pll î l^w y==i

Exemples 1. 10. — Prenons r = 3, et V == V, X Va X V, avec
V,, i = 1, 2, 3 des exemples de 3°.

Alors V(w) = V,(w) X V,(w) X V;;(w).
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les conditions aux limites sont donc pour ~u^ :
y^e
ôvp1 == 0 sur r P01111 P == 0, 1, ..., w — 1.

89

(£S,+T,)u||r==0
8^2 r = 0

ô^

pour k = 0, ..., m'
pour A- = m', ..., w

=0, /f==0, m— 1;

1;
1.

^S, + T,)ui

S^u^
/r<) =0, /c=0,. . . ,m'-

=0, /c == m\ ..., m.

-1;

et pour w
ô^

=0 p = = 0 , 1, ..., m ' — l ;

T^w, =0 sur F pour k = 0, ..., m ' — l .
et

^=0 T^=0 sur [(l\) / c=0 , 1, . . . , m'-l.
Nous étudions, dans les deux numéros qui suivent, le cas

particulier où &(£; u, v) = ea(u, (/) + fc(u, (/), et où (I, 33) est
vérifié. Nous allons, dans ce cas, compléter les résultats du
théorème 1. 4 en faisant des hypothèses de régularité supplé-
mentaires sur Q ou sur les opérateurs A et B (A est l'opéra-
teur défini par a(u, P) sur V.)

4. — Théorème de convergence locale
pour des opérateurs A et B « réguliers ».

Espaces H*(27).
Pour k réel quelconque, PP est l'espace Hilbertien des

Te;) ' (:)' est l'espace des distributions tempérées) telles que
(1 + r2)^2 t e L2 (t étant la transformée de Fourier de T)
muni du produit scalaire

(S, T)^ == ((1 + r2)^2 §, (1 + r^Do (28).

(27) Pour les espaces H^ et .^(û). Voir Scliwartz [5] pp. 2 et 39.

(28) r" ̂  rr?.
1=1
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Nous noterons \[T\\k la norme de T dans H\
Pour k entier positif, nous retrouvons l'espace introduit au

n° 1, avec ù = R". L'espace H"^ est alors formé des distri-
butions de la forme T == S DYp, où les /p <= L2. Le dual

IPIQ
de H\ muni de sa structure d'espace de Banach est isomorphe
à H-\

Rappelons quelques propriétés des espaces H\ Si k ^ > k ' ,
H* c H*'. L'espace 2)(R71) est dense dans H\ La dérivation
Dr est une application continue de H* dans H*-1''1. Enfin,
si a(:r)e® et si T e H\ alors a{x)T e H\ et l'application
T -> a(x) T de H* dans H* est continue.

Espace ^(Q).
C'est l'espace des distributions u telles que w e H^ pour

toute 9 e 2)(Q). Des Uy -> 0 dans ^(Q) si et seulement si
^Uj -> 0 dans H^ pour toute 9 e 3)(Q).

L'ouvert Q est quelconque dans R". Nous prenons

(1.41) A = S (—l)'^ D^(a^) D^)
IPII^KW

(1.42) B= S (— l^lD^fe^D^)
IPIl9«m'

où ctpq{x) et &pg(a;) sont des fonctions indéfiniment dérivahles sur
Q. On suppose aussi m > m'.

Nous faisons sur A et B les hypothèses d'ellipticité sui-
vantes : il existe des nombres positifs a et ? (e) tels que l'on
ait

(1, 43) Re(By, 9)o> a||9||2, pour toute 9 e 3)(Q).
(1, 44) 6R^(Â9, 9)0 + R.(B9, 9)0 > (î(e)||9||2,

pour toute 9 e ®(Q) et £ assez petit.
Soit, pour £ assez petit, Mg e ̂ (Q) vérifiant

(1,45) ^A+B)^^/*.
Nous savons, d'après Friedrichs [1] que si /*e^(Q), alors

Mge^'^Q). Nous allons montrer la

PROPOSITION 1. 6. — Soit A (resp. B) un opérateur de la
forme (1, 41) (resp. (1, 42)) avec les conditions d'ellipticité (1, 43)
et (1, 44) et fdonnée dans ^(Q), k entier quelconque. Si u, e ̂ (Q),
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vérifiant (1, 45), est borné dans ^'(Q) et si i112^ est borné dans
^(Q), alors Ug est borné dans ^2m '"^(Q), e^u; e5( borné dans
^•^'•^(Q) ^ £Ug e^ fcorne Am5 1X^(0).

Démonstration. — Soit 9e®(Q). Posons Wg == ipMg. Il nous
suffit de montrer

a) IVwg est borné dans H"*' pour | / j ^ A * + m',
b) ê 2!)̂  est borné dans H"1 pour |/| ̂  A* + m',
c) ÊÏVwg est borné dans Hw pour j / | ̂  k 4- m.
Calculons tout d'abord, pour |/| ̂  k-{- m, (eA + B) IVws.
Nous utilisons le résultat suivant : A étant un opérateur

différentiel d'ordre 2[JL, à coefficients indéfiniment dérivables
sur Q, on a

(1, 46) A(iy(9u)) = D^Au) + iy(A,u) + A^u).
où Ai (resp. Ag) est un opérateur d'ordre 2a + |/|— 1 (resp.
2a — 1) à coefficients indéfiniment dérivables (resp. indéfi-
niment dérivables à support compact) sur Q.

En effet en utilisant la formule de Leibnitz, on obtient :

A(IV(9u)) — iyA(yu) = Ai(çu)

où Ai est un opérateur à coefficients indéfiniment dérivables
d'ordre

2(x+1/1-1
et

A(<pu) = ç(Au) + AgM
où Ag est un opérateur d'ordre 2m — 1 à coefficients indéfi-
niment dérivables à support compact. D'où (1, 46).

On en déduit :

B(rV^) = IY(îBu,) + WB^u, + B(>,
où B^ (resp. B^)) est un opérateur d'ordre 2m'+ |/ |—1
(resp. 2m' — 1)) à coefficients indéfiniment dérivables (resp.
indéfiniment dérivables à support compact) et

A(D^) = IV(9AuO + IVA^u, + A^,

où A^ (resp. A^) est un opérateur d'ordre 2m + 1 /1—1
(resp. 2m — 1) à coefficients indéfiniment dérivables (resp.
indéfiniment dérivables à support compact).
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D'où finalement, en tenant compte de (1, 45)
(1, 47) (sA + B)D^ == EW) + D/((eA^ + B%)u,)

+ eA<V + B0^.
Montrons maintenant les assertions a) et b) par récurrence (").

Elles sont vraies pour / = 0, par hypothèse. Supposons qu'elles
soient vraies pour tout r avec |r| < |/| — 1 et montrons les
pour/ avec |/'| < k + m'. Il résulte des propriétés des espaces
H*, des propriétés des opérateurs A^, A(%, B<°, B(% et des
hypothèses de récurrence que D^e'/'A^u.) + e1/2^1^ (resp.
D/(B(^U) + B0^) est borné dans H-" (resp. H-»'). D'autre part
D^y) est dans H*-'-", donc dans H-"', puisque | / |<À-+TO'.
On déduit donc de (1, 47) :

(1.48) |<(£A+B)D/^,D^>-|<||Iy(^)||_,,!|Iy^||^
+ CJ|iy(e^)||^ + C,[|D |̂|,,

où le crochet désigne la dualité entre H" et H-"1^0), et où les
constantes Ci et Cg sont indépendantes de e et de f. Or, on
déduit de (1, 43) et (1, 44) : il existe a > 0 et |3 > 0 tels que
l'on ait :

(1.49) Re(B9, 9)0 > a|J9||;,, pour toute 9e®(Q)
et

(1, 50) R^(e(A9, 9), + (Bç, 9)0) > pell^,
pour toute 9 e 3)(Q) et tout e <: 1.

Par suite, si Re(A.f, 9)0 > 0, on a

(1, 51) Re(e(A9, 9)0 + (B9, 9)0) > -|- (a||9^ + p^).

et si Re(Â9, 9)0 < 0 :

(1, 52) R<^(A9, 9)0 + (B9, ?)o^> Pl^||.
On déduit facilement a) et b) de (1, 48), (1, 51) et (1, 52),

comme il est fait dans la démonstration du théorème 1. 4.
Nous montrons c) également par récurrence, puisque cette

assertion est vraie d'après b) pour |/'|</c+ m' (3)). Reprenons
(") Nous supposons k + m' > 0. En effet, si nous avons A' + m' < 0 alors

a''"'(û)cy2'">+*(û) et ïm(û)ca''"-*-m>+*(Q). " '
(3()) Pour TeH-» et ce H", on a

<T, y) = ((1 + r')->'«T, (1 + r»)-"^). et |<T, ç)| < ||T||_,,||ç||,,

(3l) On peut aussi supposer k -j- m > 0.
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(1, 47). Pour 1/K/c+w, D^/*) <s H—, chacun des termes
dans l'expression de B(D•/Wg) est borné dans H-^, d'après a),
et d'après l'hypothèse de récurrence, £(D/A%Ug + A^Wg) est
borné dans H-7". Par suite A^D^g) est borné dans H-"*. Mais
d'après (1, 50) et 6), on a

(1, 53) P||£D^<|<£AD^g, £D^g>| — Ke
où K est une constante indépendante de £. D'où le résultat.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème de conver-
gence locale suivant

THÉORÈME 1. 9. — Soit A (resp. B) un opérateur de la forme
(1, 41) {resp. (1, 42)) à coefficients indéfiniment dérivables sur
Q, avec les conditions d'éllipticité (1, 43) et (1, 44) et f donnée
dans 1^(Q) k entier quelconque. Si lorsque £ -> 0, Ug e ̂ (Q),
vérifiant (1, 45) converge dans ^'(Q) vers w vérifiant

(1, 54) Bw == f
et si ̂ u, -> 0 dans ^(Q), alors Ug -> w dans ^^(Q), e^Ug -> 0
dans ^^'^(Q) e( £Ug-> 0 dans ^^(Q).

Démonstration (32). — Soit 9 e ̂ (û). Posons ûg = 9Mg et
çy = (pçv.

Par hypothèse, ûg (resp. s.112 ù,) est borné dans H'"' (resp. H^).
Par suite de la proposition 1.6, ûg (resp. s172 ûg) est donc
borné dans H2^ (resp. H7"^^). De toute suite ûg,, on
peut donc extraire une sous-suite ûg , telle que ûg (resp.
Sp^ùg^) converge faiblement dans îïîml^k (resp. H'71"^^^) vers
une limite qui ne peut être que w (resp. 0), puisque ûg -> w
dans IP' (resp. s.112^ -> 0 dans H") par hypothèse. Mais on a,
d'après (1, 45) :

(1, 55) B(D^) == D^) + B<1^ + D^(B^).
D'où, en tenant compte de (1, 47)
(1, 56) (eA + B) Wù, = B(rVw) + saj + 6;

avec

(1, 57) a] = ry(Ag^) + A<%
et

(1, 58) />;. - I^B^^a, — ^)) + W\ù, —çv).
(32) On peul supposer k + w' > 0.
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Nous raisonnons par récurrence. Supposons que ûg ->• w dans
H^^l-1 et que e^g -> 0 dans H1"^1--1, où l /K/c+w' .
Alors e^aj -> 0 dans H-"1 et bj ->0 dans H-< D'autre part,
on a :

^AD^g, D^)+(Biy(ug—w), D^ûg — w))
==<BD^+£aj+&j, D^)+<Biyw, D^—i;g))—(BD^, D^>.
Il résulte des propriétés de aj et b^ de la proposition 1. 5,
et de la convergence faible Û£-»-w dans H2^""*, que le second
membre converge vers 0.

Or, comme D^ûg est borné dans H"*', on a d'après (1, 49)
et (1, 50) :
(î||^D/û^ - K£ + a||D^- ̂  ______

<Re|£<AD^ig, D^>+<BD^g—w), D^—w)^
où K est une constante indépendante de £. On en déduit
donc que ûg -> w dans H^^^l et que e^û, -> 0 dans H7"'^1.

Supposons enfin que eûg ->0 dans H"14'^1"'1, avec |/|^À'+ ryl•
Alors ea^ -> 0 dans H""1. De plus, d'après les résultats précé-
dents, H ainsi que B(D/(ûg — w)) convergent vers 0 dans
H"^, et par suite de (1, 56) A(£D'Wg) converge vers 0 dans
H-^ D'où le résultat, d'après (1, 53).

Applications aux problèmes aux limites.
Reprenons les hypothèses et les notations du théorèmes 1. 4.

Chaque fois que la topologie de V (resp. W) coïncide locale-
ment avec la topologie de W (resp. H"*'), et que a{u, v) (resp.
fc(u, v)) définit un opérateur de la forme (1, 41) (resp. 1, 42),
à coefficients indéfiniment dérivables sur Q, on aura le théo-
rème suivant :

THÉORÈME 1. 10. — Dans les conditions précédentes, pour
tout ouvert borné avec ex c Q, pour lequel f e H^el), k entier^
alors u,->w dans H^^cX), ^u, -> 0 dans ^"^"^ (a) et
£Mg -^0 dans H^^a).

Exemples. — Reprenons les exemples 1-1, 1-2, 1-3 et 1-4
du n° 3. La topologie de V coïncide localement avec celle de
H2. Par suite pour tout ouvert borné a avec a c Q, pour
lequel /*<= H^el), on aura u\ —> w,, pour i'. = 1, . . ., 4, dans
H2-^).
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Remarque. — Les résultats précédents s'appliquent aux
systèmes différentiels du n° 3 dans lesquels on suppose que
les 6^y et les a^ sont indéfiniment dérivables sur Q.

5. — Théorème de convergence à la frontière
pour un ouvert régulier et des opérateurs A et B réguliers.

Nous faisons les hypothèses suivantes :
a) Q est borné et sa frontière F est une variété indéfini-

ment dérivable de dimension n — 1 ;
b) W = H^Q); V = H^Q) (resp. H?(Q))w>w'.
Nous prenons sur W (resp. V) 6(u, v) définie par

(1, 59) 6(u, ^ = S (&pçD^, D^)o
IPIIî'^m'

(resp. a(u, v) dé-finie par

(1.60) a(u^)= S (a^u,D^)o
'Pl l î l^m

avec
c) a^ et 6pç sont indéfiniment dérivables sur Q.
d) b(u, v) est elliptique sur ?'(0),
e) £a(u, (/) + b(u, v} est elliptique sur ?(2) (resp. H^(Q))

pour £ assez petit.
Soit f donnée dans H^Q), k entier ̂  0.
Soit Ug la solution de
(1.61) ^eH^Q) (resp. Ho^Q))

et
sa(u,, (/) + b(u,, v) = (/•, (/) pour tout v e ?(0) (resp. H?(Q))

et w la solution de
(1, 62) we H^Q) (resp. Ho^(Q))

et
6(w, ç/) = (/•, ç/) pour tout ^e ^'(Q) (resp. H;" '(Q)).

Nous savons d'après Nirenberg [1] et Browder [1] (3 Î) que
^eH^^Q) et que w e H^^Q).

(33) Cf. aussi une démonstration dans Lions [3].
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On pourrait croire que, lorsque £ —^ 0, a; —>w dans H^'^Q).
Ce résultat est faux en général comme le montre l'exemple
trivial suivant :

Nous prenons V == ?(0) (resp. H^(Q)) et W == L^Q).
a(u, v) = (u, v\ qui définit l'opérateur — A.

b(u, ̂  = (u, ^)o.

Soit f e H^Q) et u, la solution dans ?(0) (resp. H;(Q)) de
— sAug + Us, = /*; Mg e Ng

alors u^-> w = f dans L^Q). Supposons que u^ -> w dans
H^Q), /c > 1. Comme M£ satisfait la condition aux limites
(ôUg/ôv)r == 0 (resp. Uç, |r == 0) on aurait

(ôw/ôv)r = (ô//ôv)r = 0 (resp. w == [r == /'!? == 0)
ce qui est absurde puisque f est quelconque dans H^Q).

Cependant nous obtenons le résultat suivant sur la conver-
gence des dérivées tangentielles, notées D{:

THÉORÈME 1. 11. — Sur toute carte locale U, sous les hypo-
thèses a), 6), c), d), e) :

D{ûg -^ Diw dans H^U) pour ( /1 < k + m
£1 '^u, -^ 0 dans Hm(U) poar | / | < k + m'

eD^g-^O rfan5 H^U) pour tout | / | < / c + m .

Démonstration. — Nous faisons la démonstration pour
V == H^Q) et W == H"^)^ II n'y a pas de difficulté à l'étendre
au cas où V = ̂ (Q) et V^w) == ^(Q).

Soit 0 un ouvert le long de F, applicable par un homéo-
morphisme indéfiniment difîérentiable '̂  sur W(*) défini par
|0< $,< 1, i== 1, ..., n — 1 et — 1 < ^ < 1 J ; tel que
U = 0 n Q s'applique sur W4- défini par J O < Ç, < 1, i == 1
2, . . . , n j et O n F sur Wo = W n ^ = = 0 ^ .

Pour tout o > 0, désignons par Wg" l'ensemble défini par
i o < ^ < l — o , i = l , 2 , . . . , M — l , 0 < S n < l - o i . Soit
U,=^i(W^).

Par transport de structure (34), ^ définit un isomorphisme
de ?(11) sur H^W-^), pour tout s entier > 0. De même ^
définit un isomorphisme entre le sons-espace Hf(lJ) de H'YU)

(:t4) Voir Sctiwart/: [(»), r. 2 1 .
(*) Aucuite contusion n'est possible <(VPC l'espace de HilherL W qui çst ici H^^Q).
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des fonctions identiquement nulles près de ôU — F (35), et
le sous-espace Hf(W+) de I-P(W') des fonctions identique-
ment nulles près de ôW4' — Wo.

Soit S > 0. Il existe $1 avec 0 < ûi < §. Alors, toujours
par transport de structure, ^ définit un isomorphisme entre
le sous-espace C§ des fonctions de C(u), égales à 1 sur Ug
et identiquement nulles sur U — Ug, et le sous-espace C§
des fonctions de c(w4') égales à 1 sur W§" et identiquement
nulles sur W4- — W^.

La forme sesquilinéaire b(u, v} définit par restriction une
forme sesquilinéaire continue sur H^U). On peut donc
définir, l'image par ^ de b{u, v), soit fc(û, v) = 6(^-lli, ^-1^),
qui est une forme sesquilinéaire continue sur H^W'h. On
définira de même sur I-T^W4-) l'image par f^ de a(u, v)
soit â(û, ?) == a^^u, ^-1^). Par définition même â(û, v)
et 6(û, v) sont de la forme :

(1, 63) â(û, ?) = S {à^ù, D^)o
I P 1 1 9 K m

et

(1, 64) fc(u, ^ = S (^D^, D^)o
IPIJî'^m'

où àpq et ^ sont indéfiniment dérivables sur W4".
Désignons par (u,)u, (w)u et (/*)u les restrictions à U de Uç

w et /*. D'après (1, 61) (resp. (1, 62)) nous avons

£a((ae)u, ^) + 6((u,)u, P) == ((^u, ^)o pour tout ^ e H^U)
(resp. 6((w)u, ^) = ((^u, ^)o pour tout ^e H^U))

et, par suite, en désignant par ûg, w et f les images par ^
de (Ms)u, (w)u et (/*)u :

(1, 65) £â(ûs, P) + b(ù,, ^) = (f, ^)o pour tout v e ^(W-^-)
et

(1, 66) 6(w, ^) = (f, v\ pour tout ^ e H^ÇW-^).

Remarquons enfin que b{u, v} (resp. &a(M, ^) + fc(u, ^))
étant elliptique par restriction sur H;"'(U) (resp. H^U) quand
£ -> 0) b{ù, <?) (resp. s.à(ù, Ç} + fc(û, ^)) est elliptique sur

(35) Pour un ouvert û, ôQ désigne la frontière de û.
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H^1^ (resp. Hi"(W+) quand e -> 0). Par suite il existe a > 0
et p > 0 tels que

Re(ê(M,u))>a||u||în, pour tout u e Hm>(W+) (36)
Re(â(u, u) + l{u, u)) > p||M||̂  pour tout u e H"(W+).

On en déduit comme au n° 3, pour e -̂  1 :
(1, 67)

R (̂u,u)+ ,̂u))>{(allu|i,+ |̂|u|pĵ ^

et
(1, 68) R^â(u, u) + l{u, u)) > p||u||̂

pour tout u e H^W-^) avec Re(a(u, u)) < 0.
Enfin, si u est dans un borné B de H^^W"*") pour lequel

Re5(u, ù) < K, alors
(1, 69) R<eâ(u, u) + S(^ w)) > a|H|^ + (S£|H|^ - K£

pour tout u <= B, w e ̂ (W4-).
Nous devons montrer que pour tout S > 0, étant donnée

9 e Co, alors D^u,) -> D{(cu) dans ^'(U) pour |/| < k + m'
etc..., ce qui revient à montrer, d'après ce qui précède que
D{ç(û, — w) -> 0 dans H^(W+) et D^e172^) -> 0 dans H^W-^)
pour | / | < / c+w ' et que £D{(yû=)-> 0 dans H^W4-) pour
| , | < / c + m , o ù , = ( / \ , . . . , /^,0) (").

Nous savons que u^H^'^Q). Par suite û,e Hlm*<t(W+).
Calculons pour |/'| <; k + m, et pour v e C(W"1'), identiquement
nulle près de ôW-^ — Wo :

£a(D{(îû,), ̂  + S(D{(yû,), p).

D'après la formule (1, 46) du n° 4, on aura pour |p| \q\ ̂  m'

(1, 70) ^D^) == ^(S^D^,) + DP^) + B^>(yù,).
ou

et

Bp;;^) = - S ^D^fr^D^-D^^,)
l^lrl^iy!

B^(û,)=^ S iW?)^-^).
l^iri^içi

(36) On dési^np par [ j ^ j j s hi norme de u dans H^W'*').
(37) ? ==; ^(?)' l^ns l'espace des j ?,• j nous notons par D^ toute dérivée avec

5 == Sp . . ., ^-i, 0).
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On aura de même pour |p||ç|^w.
(1, 71) à^D^Ù,) = D^D^) + D{(A^) + A^ (9^)

avec pour A^ et A^ des expressions analogues à celles de
RW pf RO)Dpq ei npç.

D'autre part, puisque y et (/ sont identiquement nulles près
de ôW*—Wo, nous avons pour |p||çi<m' (resp. |p||î|<w):

(1, 72) (D{(^yD^), D^)o =: (-l)i^l(^D^,, yD^D^)o
(resp.

(1, 73) (D{(a^D^), D^)o = (- 1)'̂ ^ yD{D^)o.
Mais, d'après la formule de Leibnitz, pour |p| ̂  m:

yD^ = D^(y^) + C .̂
où

(1.74) C ^ = — S ^D^D^D^.
l^Irl^P

On en déduit finalement, en tenant compte de (1, 65)
(1.75) ea(D{(9Û,), ̂  + S(D{(y^), ?)

== (— in/; W)o + £^(û,, P) + ̂ (û,, (.)
où

(1.76) a/û,,p)= S (D{(A^û<)+A^(yû,),D^),
IPIlîKm +(-l)yl(o„D'a„4p).

et
(1, 77) è/(û,, P) = 2 (IWû<) + B (̂yû,), D )̂,

IPI;7K'»*'
+ (- l)i^D^Û, C/,P),.

Nous savons que Us -> w dans ?'(0) et que e172^ -> 0 dans
?"(0). Par suite, ûg -> w dans H^W") et e^ûg-^O dans
^(W^).

Montrons tout d'abord la :

PROPOSITION 1. 7. — Û{(9Û.) (re5p. e^^yûg)) est borné
dans H^V^) (r^p. H^V^)) pour ; / | < / c + m ' .

Démonstration. — Nous raisonnons par récurrence, la pro-
position étant vraie pour / == 0. Supposons la démontrée
jusqu'à l'ordre / — 1, / ^ A* + m'.
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II résulte des hypothèses de récurrence, des propriétés des
opérateurs A^ et A^ que pour | p 1 1 q | ̂  m :

^TOA^) + A^ (yû,)]

est borné dans L^V^). D'autre part, (a^D^ùg, C^)o est,
d'après (1, 74) somme de termes de la forme :

(V^D^), DP-DH avec | r |>l ,

ce qui s'écrit encore, au signe près :

(D^-^D^D^), D^)o avec \s\^i et |a[<w.

Or d'après l'hypothèse de récurrence f,ll2Dj^~s(àpqDrQDgùg),
pour \s\ ̂  1 est borné dans L^W^).

Par suite, il existe une constante indépendante de £ et de v
telle que

(1.78) R^a/^^KK.^IHI^

pour tout v e C(W^) identiquement nulle près de ôW^ — Wg.
On montrerait de la même façon que,

(1.79) |R^U,,P)|<KJH|^

pour tout v <= CÇW"") identiquement nulle près de ôW^ — Wo,
Kg, étant indépendante de e et de v.

Enfin pour \j\^k-^mf^ nous pouvons écrire (f, 91)^)0,
au signe près, sous la forme

(D^ç/), D?^) avec s < k et a|< m'.

Par suite :

(1.80) |R.(^ D^)o|<K3|H|^,

pour tout ^ e C(W^), identiquement nulle près de ôW""—Wo.
Les inégalités (1, 78), (1,79) et (1,80) sont encore vraies

pour ^ == D^a;) ce qui donne en tenant compte de fl , 75)

(1, 81) R^a(D^), D^û,)) + W^ù^ D^ae)^
< K,||D^)!|, + K.lle1^^^)!!,.

D'où le résultat, en tenant compte de (1, 67) et (1, 68).
Nous sommes maintenant en mesure de montrer la :
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PROPOSITION 1. 8. — Quand s —> 0,
D{(çû,) -^ D^) (r^p. ^'(yû,)) -> 0)

dans Hm'(W+) {resp. dans Hm(W+)) pour \j\^k+?n.

Démonstration. — D'après la proposition 1. 6, de toute
suite u^ on peut extraire une sous-suite u^ telle que D{(e/û^ )
(resp. (e^D^yû^)) converge dans H^W-^ faible (resp. H^W4-)
faible) vers une limite qui ne peut être que D{(yw) (resp. 0)
puisque yûg->yw dans I-T^W"^ (resp. ^çûe-^O dans H^W'^)).

Pour montrer les convergences fortes nous raisonnons par
récurrence: supposons la proposition établie jusqu'à l'ordre
/ — 1, avec 1/1 ̂  k + m\

Nous avons pour v e C(W+) identiquement nulle près de
ôW+ — Wo,

6(^(y^), ̂  = (- Wf, y^)o + b^ ^
donc
£a(^(yû,), ^ + 6(D{(yu,), p)

=S(D{(çw), ^)+£a/i;s, v)+bj{ù,—w, P)
et

6a(D{(yû,), D{(yû,)) + &(D^(y(^ — ̂ )), D{(y(û, - ̂ )))
= £a/û,, ̂ (yû,)) + 6/(û,—^), D{(?û.)) + 6(I '̂(9(w-û,)), D^^).
La proposition 1. 7 sera complètement démontrée, d'après
(1, 69), si nous montrons que la partie réelle du second membre
tend vers 0.

Or, d'après la convergence faible S(D{y(w — ùg)), (D{(yw))->0.
D'autre part, il résulte des hypothèses de récurrence, de la
proposition 1. 7 et de l'expression même de ay(u, ?) et de
&/u, v) que

' R^ea/û,, D{(yû,))+A(ÛE — ̂  D{(çû,))|->0

d'où la proposition.
Il nous reste à montrer que pour | / [^Â l + m ? £D{(çûg)—>-0

dans H^W^). Ceci est vrai pour | / | .^/c+^'? d'après la
proposition 1. 8, et par suite nous pouvons raisonner par
récurrence. Supposons donc que £Df(yûg) —>0 pour tout
H< | / | - l , | / |< /c+m.
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Montrons d'abord que eD^yûg) est borné dans H^W^.
Reprenons (1, 75) et multiplions les deux membres par £.
Nous savons d'après la proposition 1. 7, que e^D^yûg) -> 0
dans l-P'̂ W4') pour | / |^A*+^. O11 a donc en particulier
|R^(u,, ç/)| < K^IHI,.

D'autre part, d'après l'hypothèse de récurrence :
|R (̂̂  p))| < K,£ |Hk

Enfin (y^, D{(^))o P6111 s'écrire au signe près (D^f), D^o
avec \s\ ̂  k et |a| <^ m. Donc

|R.e(f,yD^)|o<K3£|H|,,
Finalement on obtient

R^a(D{(9Û,), D{(yû,))+^(D{(TÛ,), D{(9Û,))
<K^2||D{(yû,)||^+KJ|£^(yû,)||,.

D'où le résultat en tenant compte de (1, 67) et (1, 68).
Il en résulte que £D{(yûg) -> 0 dans ^(W4") faible. Par suite :

(f, yDTO«.)) -> 0
D'autre part, d'après la proposition 1, 8

R^fc/u,, D{(9û,)) -> 0.
Enfin, d'après l'hypothèse de récurrence et le fait que eD^yûg)
est borné dans H^W-^.

R^a/u,, D^'(9û,)) -> 0.
Donc

R^^(I^(^)^ ^(^)) + £6(D{(^), D{(9û,))|->0.

D'où le résultat d'après (1, 69).
Le théorème 1. 11 est ainsi complètement démontré. Bien

entendu nous n'avons pas de théorème analogue pour les
dérivées normales, car on pourrait alors par recollement des
morceaux, obtenir la convergence U g — ^ u dans H^^Q) et
nous avons vu que cela était impossible, en général.

6. — Valeurs propres et fonctions propres.

Préliminaires. — Soit K un espace de Hilbert, dont le
produit scalaire est noté (rc, y) et la norme par ||.r||. Soit A
un opérateur dans K, hermitien, complètement continu, posi-
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tif et tel que Ax = 0 entraîne x = 0. Alors A possède un
spectre dénombrable

(1, 82) X, > \ > > ̂  >. . . -> 0.
Soit ^i, ^, ..., ^, les vecteurs propres correspondants avec

(1,83) A^==X^ et (^)==0y(38)

Notation: ^, ^, ..., /„ étant n vecteurs de K linéairement
indépendants, nous désignons par R"^) le sous-espace de
K engendré par les n vecteurs f^. La proposition suivante
est classique (39) :

PROPOSITION 1, 9. — On a

\= Sup [ Inf ^A~\
/,,..../^eiL.ceB"(//) |F|| J

A? • • • A» é^rit linéairement indépendants dans K.
Reprenons alors les espaces de Hilbert H et V, avec (1, 1),

puis sur V une forme sesqui-linéaire continue hermitienne,
a(u, P) qui définit l'opérateur A et l'espace N. On pose la

Définition 1, 2. — a(u, v) est dite elliptique sur V au sens
de Garding (40) s'il existe a > 0 et S tels que :

a(u, u) + Ç \u\1 > aijul^v pour tout u e V.

Si a(u, v) est hermitienne et elliptique sur V au sens de Gar-
ding alors

((u, ^)) = a(u, ^) + E(u, P)

définit sur V un produit scalaire équivalent à (u, ^)v.
Il est également classique (41) que l'on a

THÉORÈME 1, 11. — Soit f donnée dans H. Si a(u, v) est
hermitienne et elliptique sur V au sens de Garding, et si V injec-
tion de V dans H est complètement continue, alors le problème:

(1,84) Au—ait^/*; ueN

(SB) S(y, symbole de Kronecker.
(8t) Voir Courant-Hilbert [1].
(40) Voir Garding [1].
(41) Voir Courant-Hilbert [1].
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admet une solution unique sauf pour un ensemble dénombrable
de valeurs de pi

^i < P--2 < • . • < P-n < • . •

qui constituent le spectre du problème, et on a

(1,85) a,= Inf [Supf^n
/i,...,/nev L^^/OL ^ JJ

Perturbation singulière. — On reprend V, W et H, avec
(1, 13) et

(1, 86) L'injection de W dans H est complètement conti-
nue (42).

On prend sur V (resp. W) une famille de formes sesqui-
linéaires continues &(&; u, v) (resp. une forme sesqui-linéaire
continue b(u, ?)).

On suppose que 6(£; M, v) et b(u, ^) sont hermitiennes,
qu'elles vérifient (1, 15) et que l'on a les hypothèses d'ellipticité :

(1,87) II existe a(e) >0, a(&) -> 0 avec £, Y](£), Y)(£) -> Y)
quand £ -> 0, et ? > 0 tels que pour tout u es V et
tout £ ̂  £o, on ait :

fe(£; u, u) + ï](£)|u|2 > a^Hul^v + PIMIw
et

(1, 88) Ô(M, v) est elliptique sur V^w» au sens de Garding,
i,e,. il existe S et y > 0, tels que pour tout
u e V(W), on ait :

6(u,u)+W>Y||u||w.

Soit B (resp. Bg) et Ne (resp. Ng) l'opérateur et l'espace atta-
chés à fc(u, ^) (resp. é(£; u, ^)) sur V(w) (resp. sur V).

Soit X^(£) la n1^6 valeur propre du problème
(1, 89) BgUg = X(£)ug; u, e N,; |u,| = 1;

£ assez petit avec

W < ̂ (e) < • • • < W < '
Soit ^(£) les vecteurs propres associés, auxquels on impose
de former un système orthonormé dans H.

(42) II en résulte que l'injection de V dans H est aussi complètement continue.
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Soit p.,i la n1^ valeur propre du problème
(1,90) B U = = ( X M ; u e N B u | = l

avec
(A! < (̂ 2 < < ^n <

Soit w^ les vecteurs propres associés auxquels on impose de
former un système orthonormé dans H.

THÉORÈME 1, 12. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 86),
(1, 15) où 6(e; u, v) et b{u, v) sont hermitiennes, ainsi que (1, 87),
(1, 88) et

(1, 91) I I existe S(e) et ï(£) convergent tous deux vers 0 avec
£, tels que

6(£; u, u) — b{u, u) + â(£)&(u, u) + T(£) \u\2 > 0

pour tou( u e V e( £ a55ôz pe(i<.
Xn(£) converge vers a^, quand £ -> 0.

Démonstration. — D'après le théorème 1, 11, on a :

W- Inf [ Sup '-î'.-"']
/<,/».. ../n€vLa€R"(/,) |U| J

et
y p r c &(u, u)'i^= Inf Sup -̂ —r-7 .

/../..../nev^LueR^) M -1

Mais d'après (1, 91), on a pour tout u e V
&-(^>[l-^)]^-^)

d'où il résulte :
lim Inf ^(&) ̂  (Ji,.

e ^ o

II nous suffit alors de montrer que
lim Sup \{i) <; pL^.

€ •>• 0

Or, en désignant par e^ e^ ..., e^ les n premiers vecteurs
propres de B, normalisés dans V(w)? on a

c r^?u)'}
an= Sup P.^7 •

aeR^L |U| J
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Pour 5 > 0 donné, il existe un espace à n dimensions dans V,
R^gi) tel que l'on ait

Or

c r°(u. un ^ , ^sup \\ÙÏ\<^n+s^~b(u, u)
aeR"(^) L |U| J

X,(£) < Sup r616^]
u€R"(^)L |U| J

donc, d'après (1, 15)

lim Sup X,(£) < Sup b^u)- donc < a, + S
£•^0 BER^) |̂ |

d'où le résultat puisque S est un nombre positif quelconque.

THÉORÈME 1. 13. — Sous les hypothèses du théorème 1, 12,
?„(£) -> w, rfans W.

Démonstration. — 1° Supposons que u^ est valeur propre
simple du problème (1, 90). Alors, d'après le théorème 1, 12,
pour £ assez petit, X^e) est aussi valeur propre simple du
problème (1, 89).

On a

6(£;^(£),^(£))=^(£), (K(£)|== 1).

Il en résulte, en tenant compte du théorème 1, 12, que
^î ^(£)) ^n(£)) est borné, et en tenant compte de (1, 87), que
^(&) est borné dans W. De toute suite v^} on peut donc
extraire une sous-suite ^(£y) convergent dans W faible vers w.
Montrons que w = Wy

On a

(1, 92) b{^ p,(^), p) = X,(^) (^,(£,), ^) pour tout v e V.
Posons :

C(£; U, ^) == fe(£; U, (>) —— 6(U, (.) + â(£)Ô(M, ^) + -(£) (u, (.).

D'après (1, 91), c(£; u, (/) est pour £ assez petit une forme
hermitienne positive. On a donc d'après l'inégalité de Cauchy-
Schwartz :

K6; ̂  ^1 < (c(e; ^(s), ^(s))172 (c(£; ^ ç.))1^)

mais c(£; ^(£), p,(£)), est borné, et c(£; ^, ?) ̂  0 (en tenant
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compte de (1, 15)). Par suite c(e; ^(e), v) ->0 pour tout ^ e V.
Il en résulte que &(£; ^(e), ^)—fc(Pn(£), v) -> 0 pour toutç^vn.

Or

&(^; ^n(^), ^)—— &(W, ^

= ( ;̂ ̂ ), ̂ )-&(^), ^)+ (^n(^), ^)-&(^ ^).

où le second membre converge vers 0.
D'autre part, le second membre de (1, 92) converge vers

[j^(w, v). On a donc :

b^Wy v) = uin(w, P) pour tout ve V donc pour tout v e V(w).

Par suite w = w^.
Il nous reste à montrer que ^(e) -> w^ dans W fort.
Remarquons tout d'abord que la convergence ^(e) vers w^

dans W faible entraîne, d'après l'hypothèse (1, 86), la conver-
gence dans H fort.

On a de plus

&(£; ^(£), ̂ (£)) - fc(^(£), ̂ (£)) + &(^(£) - ̂ , ̂ (£) - ̂ )

= ^(^) + ̂  — bW. ̂  - b^n, ^(e)).
Le second membre converge vers 0 avec £. Quant au premier
membre il est minoré d'après (1, 88) et (1, 91) par :

-S(e) &(^),^))-^)+TlK(£)-^l|w-S|^)-^

D'où le résultat.
2° Supposons que u^ est dégénéré, d'ordre de multiplicité p.

On a donc :

P.n-1 < E^n == V-n^i = " • = ̂ .n.p-l < ^n.p-

Rien ne permet d'affirmer que

W == \^l(s) = • • • = = ^n.p-l(s)

Mais on a lim ^n-./6) = (^n pour / = 0, 1, ..., p — 1.
6»"0

Soit ^./(£) 1e vecteur propre correspondant à X^y(s), et
w^ ^ i = 0, 1, ..., p—1 les vecteurs propres correspondants
à ̂

(43) Comparez lemme 1. 1, page 22.
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En utilisant la démonstration de 1° on voit que pour tout
/ 6 (0, 1, .. . ., p — 1) il existe i^ (0, 1, ..., p — 1) tel que
llm ^^(£) = ̂ n^ij dans W. De plus si /^/c, on a i^ i\,

puisque (^,/e), ̂ ^o = 0. Pour simplifier l'écriture, nous
appellerons w^ la limite, quand s -> 0, de ^(e). Moyennant
cette notation, le théorème 1, 12 est complètement démontré.

On en déduit immédiatement le

THÉORÈME 1, 14. — Sous les hypothèses du théorème 1, 13,

^-> ç^Am.W, quand E-> 0.

Les résultats de ce n° 6 complètent, dans une certaine
mesure, les résultats de nombreux auteurs : voir Kato [l],
Moser [l], Morgenstern [l], Glasko [l], Kostomarov [l], Visik-5

Liousternik [1].



CHAPITRE II

APPLICATION AUX PROBLÈMES MIXTES

Dans tout ce paragraphe, t désigne une variable réelle, et,
pour tout espace de Banach E, ^P'((, E) (resp. 3)+(t; E)) désigne
l'espace des distributions en ( à valeurs dans E (resp. l'espace
des distributions en (, à valeurs dans E, à support limité à
gauche) ("). On pose D = (ô/ô().

1. — Convergence, au sens des distributions delà solution
d'un problème mixte relatif à Bg + D (resp. Bg + aD2 + 6D,

avec a et & réels et a > 0).

a-préliminaires (^). — On se donne comme au n° 1 du
chapitre i, un espace de Hilbert H, puis un espace de
Hilbert V, avec

(2, 1) V c H et V dense dans H.
Soit a(u, ^) une forme sesqui-linéaire continue sur V, à laquelle
sont attachés, l'espace N et l'opérateur A.

PROBLÈME 2, 1. (resp. 2, 2). — Soit T donnée dans Dl^; H).
Existe-t-il u avec

(2,1) A u + D u = T ; a6Li)^;N)
(resp.

(2, 2) Au+00^ + 6Du==T; ue ^((; N); a et b réels).
(44) Voir Schwartz [8], [9], ou [3]. Les résultats essentiels utilisés concernant

ces espaces, sont également rappelés dans Lions, [1] chap. n, § 1.
(45) On rappelle dans ces préliminaires les résultats, utilisés dans la suite de

Lions [1] chap. n et Lions [5].
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Définition 2, 1. — Nous dirons que a(u, v) vérifie l'hypo-
thèse (É) sur V, s'il existe c > 0 et a > 0 tels que

Re a(u, ù) + c |u|2 >. a Hul^ pour tout ue V.

THÉORÈME 2, 1. — Sous l'hypothèse (2, 1) 51 a(u, ^) (wi/i<? (E)
sur V, (resp. est hermitienne et vérifie (E) sur V) l'opérateur
A + D {resp. A + ûD2 + bD, avec a et b réels et a > 0) 6&(
un isomorphisme de 3)+((; N) sur ®+((; H) e( par suite le pro-
blême 2, 1 (resp. 2, 2) admet une solution unique.

Remarque 2, 1. (46). — En posant S == e~^u, on peut tou-
jours supposer, pour résoudre le problème 2. 1 (resp. 2, 2)
au lieu de (E)

Re a(u, u) ̂  a||u||^ pour tout u e V

(i.e. a(u, (/) est elliptique sur V au sens de la définition 1, 1).

Distribution de Green.
Sous les hypothèses du théorème 2, 1, il existe une distri-

bution unique Gi (resp. Gg) élément de ^((î Ï(,(H; N)) telle
que la solution u^ (resp. u,) du problème 2,1 (resp. du pro-
blème 2,2) soit donnée par Ui = Gi * T (resp. Ug = Gg * T). On
appelle Gi (resp. Gg) la distribution de Green de l'opérateur
A 4- D (resp. A + aD2 + bD) relativement à l'espace N.

Problèmes non homogènes. — On suppose comme au cha-
pitre i, p. 13, qu'il existe un espace vectoriel topologique E, et
un opérateur ÂeÏ(V; E) tel que Â/i = AA pour tout he N.
soit T donnée dans 2 .̂ ((; H) et h donnée dans 3)^((; V) avec
Â/l€5^((; H).

PROBLÈME 2, 3. (resp. 2, 4). — Trouver u avec
(2,3) À U + D M = = T ; u — / i e ^ ( ( ; N )

(resp.
(2, 4) Au + aWu + bDu == T; u — /ie^((; N.)

On se ramène au problème 2,1 (resp. 2, 2) en posant U = u—h.

(46) Cf. par exemple Lions [6] p. 8.
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b) Perturbation singulière : opérateurs de la forme Bg + D.
— On reprend les notations du chapitre i, n° 2, avec les
hypothèses (1, 13), (1, 16) et (1, 17).

Soit Te2)^((; H) et une famille Tge®^((; H) tels que
(2,5) T,->T dans 2)^; H)
Soit Ug (resp. u) la solution de
(2, 6) B,u, + Du, = T,; u, e 2)^; N,)

(resp.
(2, 7) Bu + Du = T; u €E ®^((; Ne).

(On rappelle que NB est l'espace attaché à fc(u, v) sur Y^).)

THÉORÈME 2. 2. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16), (1, 17)
ainsi que (l, 22), (1, 23) et (2,5), la solution Ug de (2, 6) converge
dans ^+{t9, W) vers la solution u de (2, 7).

Avant de donner la démonstration de ce théorème, notons
le lemme :

LEMME 2. 1. — On pourra toujours se ramener aux hypo-
thèses (1, 16) et (1, 17) si on a

(2, 8) II existe Ci(e) > 0, Ci(e) < Ci, a(e) > 0, avec a(&) -̂  0
avec £ et (3 > 0, teZs çuô

R^(e; a, u) + c,(6)|up > 0(6)11^ + (î|H|w

pour tout u e V.
e< _

(2, 9) &(u, (/) vérifie (E) sur V(w)? i.̂ . ^ ô^te Ça > 0 ̂  Y > 0
tels que

Reb{u, u) + c^\u\2 ^Yll^j lw pour toM< M e V(w).

Ce lemme résulte de la remarque 2, 1. Il suffit de poser

S, === e-'^u, et S == e^u

et de choisir A ̂  Sup (c^, c^).

Démonstration du théorème 2-2.
D'après f2 , 5;, T; et T ont leur support limité à gauche

par un point fixe que nous pouvons toujours supposer être
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l'origine. Alors u, et u ont aussi leur support dans (0, + oo)
et il nous suffit de montrer que Mg -> u dans 2)'((; W).

1° Supposons que Tg et T aient leur support dans un même
compact de (0, + oo). Remarquons qu'il résulte alors de (2, 5) :

(2, 5') Tg-^T dans ê'((; H), espace des distributions en ^
à valeurs dans W à support compact, muni de
sa topologie habituelle (47).

Dans ce^ cas Tg et T admettent une transformée de La-
place (48) t,(p) et t(p), p == Ç + ,Y). Soit û,{p) (resp. û(p))
la transformée de Laplace de u, (resp. u). Il existe alors
So > 0, indépendant de £, tel que dans le demi-plan P, Ç > ̂
Ts(p), T(p), ûg(p) et û(p) soient des fonctions holomorphes de
p à valeurs dans H (pour tç(p) et t(p)), V et W.
_Pour peP, ûe(p) (resp. û(p)) est réiément de V (resp.
V(w)) vérifiant :

(2,10) fc(£; û,(p), ç.) + p(û, (p), ç.) = (t,(p), ̂
pour tout P e V
(resp.

(2, 11) ^(û (p), ̂  + p(û(p), ^ = (t(p), ̂
pour tout ^ e V(w)).

Puisque Rep > 0, il résulte du théorème 1. 3, appliqué à
61(6; u, P) = = & ( £ ; M, ^ )+p(^ (;) que, pour chaque p e P,
u,(p) -> û(p) dans W. 1- -i ^ .

De plus d'après (1, 20) nous avons la majoration :

(2, 12) ||û,(p)||w < K |t,(p)| où K est indépendante de £.
Or, d'après (2, 5'), |î\(p)| est majoré par un polynôme

en |p| indépendant de £. On a donc

(2^13) ll^(p)l|w<^(|p|)

où ^(|p|) est un polynôme en |p| indépendant de £.
Il résulte de (2, 13) et des propriétés des fonctions holo-

morphes, que sur tout compact de P, les û,(p) forment un
ensemble équicontinu de fonctions à valeurs dans W. Par

(47) Voir Schwartz [1] tome 1 p. 89.
(48) Voir Schwartz [7] ou [8] p. 48 ou [3] exp. 2.
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suite la convergence ûg(p) —> û(p) dans W, pour tout p e P,
entraîne

(2, 14) ûg(p) -> û(p) dans W, uniformément sur tout com-
pact de P.

Il résulte de (2, 13), (2, 14), des propriétés des fonctions
holomorphes et de la transformation de Laplace, que Ug —> u
dans â)^; W).

2° T et Tg sont quelconque dans 3)+(<; H).
Soit Gg (resp. G) la distribution de Green de l'opérateur

Bg + D (resp. B + D) relativement à l'espace Ng (resp. Ne).
Nous devons montrer que Gg * Tg-^ G * T dans ^(t-, W).
Pour tout /, considérons une fonction aj(t) es ®_ (espace des
fonctions indéfiniment dérivables à support limité à droite)
avec dj{t) = 1 pour t < /. Alors aj(t)T et Oy(()Tg sont dans
ê'((; H) et ont leur support dans un même compact de
(0,+oo). Par suite d'après 1°, Gg * a/()Tg-> G * a/()T dans
2)'(<; W). Or a/()Tg—Tg et o,(()T — T ont leur support
dans t > /. Par suite, sur l'ouvert t < /, Gg * Tg, (resp. G * T)
coïncide avec Gg * a/()Tg (resp. G * aj{t)T). Donc la restriction,
à l'ouvert << / , de Gg * Tg converge, dans ®'((</$ W) vers
G * T. D'où le résultat puisque / est quelconque.

c) Perturbation singulière. — Opérateurs de la forme
Bg + ^D2 + &D où a et b sont des constantes réelles, avec
a > 0. — On reprend les notations de b) avec l'hypothèse
(1, 13), ainsi que

(2, 15) &(£$ u, P) et 6(u, P) sont hermitiennes.
et (1, 16) et (1, 17). Soit T donnée dans 3)^; H) et une famille
Tge3)^((; H) avec (2, 5). Soit Ug (resp. u) la solution de

(2, 16) BgUg + aD'Ug + 6Dug == Tg; u, e £!)̂ ; Ng)
(resp.

(2, 17) Bu + aD'u + bDu = T; ue: D^(<; Ne))
avec a, b réels et a > 0.

THÉORÈME 2. 3. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 15), (1, 16)
(1, 17), (2, 15), (1, 23), (2, 5) la solution Ug de (2, 16) où a
et b sont réels positifs, converge vers la solution u de (2, 17)
dans ̂ t, W).

8
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Notons le lemme :

LEMME 2. 2. — On pourra se ramener aux hypothèses (1, 16),
(1, 17) et a, b réels positifs, si on a (2, 8) (2, 9), a réel positif,
b réel quelconque.

Démonstration. — Posons Sg = Ug^-^, S = ue"^, X réel.
(2, 16) (resp. (2, 17)) devient:

(2, 167) ÊgSg + aD'Sg + fiDSg = e-^Tg; Sg e 3)^; Ng)

(resp.

(2, 17') ES + aD'S + fiDS = <?^T; S e a)^((; Ne)

avec

6, = B, + 6X + a^; Ê = B + h\ + aX1; fi = 2aX + 6;

Posons
fi(u, ^) = 6(u, (/) + (6^ + a^) (u, ̂

et
fi(e; u, <.) = 6(e; u, (.) + (&X + aX1) (u, ?).

Il est alors toujours possible, d'après (2, 8) et (2, 9) de choisir X
de façon que fi(e; u, v) vérifie (1, 16) et fi(u, v) (1, 17), et que
Fon ait fi = 2Xa + b > 0.

Démonstration du théorème 2-3.
Comme dans b) les Ug ont leur support limité à gauche

par un point fixe que nous supposons être l'origine. Il nous
suffit de montrer que Ug -> u dans 2)'((; W). Nous faisons la
démonstration uniquement dans le cas où T et Tg ont leur
support dans un compact fixe de (0, + 00). L^ cas où Tg
et T sont quelconques s'en déduit exactement comme dans b).

Supposons donc Tg et T à support dans un même compact
de (0, 4- °°)î et faisons une transformation de Laplace. On
reprend les notations de &, 1°. Il existe Ço ^> O» ^e! (îueî pour
p e P, demi-plan Ç > Eo? ^(p) (resp. u(p)) soit la solution
dans V (resp. dans V(w)) de

(2, 18) &(£ ; û,(p), ?) + (ap2 + bp) (û,(p), P) = (t,(p), ^

pour tout P s V
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(resp.
(2, 19) b(û{p), P) + (ap» + bp) (û(p), P) = (t(p), ?)

pour tout v s V(w).
Nous allons montrer que l'on a :
(2, 20) pour chaque p e P, û((p) ->• û(p) dans W

et
(2, 21) ||û.(p)||w<2(lp|), où î(|p|) est un polynôme en |p|

indépendant de e.
Si Rep2 > 0, (2, 20) résulte du lemme 1,1 et du théorème 1. 3

appliqué à &i(e; u, ?) = 6(e; u, v) + (ap2 + bp) (u, ?), et
(2, 21) de (1, 20) et (2, 5').

Cas où Rep2 < 0, i.e. \r\\ > ç > So.
En écrivant (2, 18) pour p = û,(p), en prenant les parties

réelles des deux membres, on obtient
(2, 22) 6(e; û.(p), û,(p)) < (|t,(p)| |u.(p)| + ̂ \û,W)

et en prenant les parties imaginaires des deux membres

(2>22'» l-WKç.tfe)-
On déduit alors facilement (2, 21), de (1, 16), (2, 22), (2, 22')

et (2, 5'). Il n'y a pas de difficulté à montrer, par adaptation
convenable de la démonstration du théorème 1. 2 (en tenant
compte du lemme 1, 1), que ûg(p) converge pour tout p e P,
vers û(p) dans W faible, donc aussi dans H faible. Mais on
a alors :

lim|».(p)|' == Km Im^ û^ - |ÛW H
c^o c^o ^açf\ + br\

donc ûg(p) —> û(p) dans H fort.
Mais alors,

6(£; û,(p), û,(p))-fc(û(p), û(p))+ 6(û,(p)-û(p), û,(p)-u(p))
converge vers 0, d'où (2, 20).

On déduit alors, comme dans &), de (2, 20) et (2, 21) que
u^ —> u dans 3)'(t; W) d'où le théorème.

(4t) Im désigne la partie imaginaire.
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Problèmes non homogènes. — Reprenons l'hypothèse (1, 34).
Soit Te et T avec (2, 5). Soit h donnée dans 2)^; W), et une
famille h, de 3) ;̂ V) telle que h, -> h dans 3) ;̂ W), avec
Ê/16®^; H), ÊgAge3)^((; H), ÊgAg convergent vers Bh dans
U\.((; H) quand £-^ 0.

Soit, sous les hypothèses (1, 16) et (1, 17), Sg (resp. Ug)
la solution de

(2, 23) ÊgSg + DSg = Tg; S, — h, e 3).̂ ; Ng)
(resp.

(2, 24) ÊgUg + aW, + feDUg == Tg; U g — A g e ®^; Ng)
et S (resp. U) la solution de

(2, 25) ES + DS = T; S — h es ®^; Ne)
(resp.

(2, 26) EU + aWV + bDV = T; U — A e 3) ;̂ Ne).
On a alors :

THÉORÈME 2. 4. — Sous les hypothèses du théorème 2. 2.
(re5p. 2. 3) la solution Sg cfe (2, 23) (reyp. Ug rfe (2, 24)) converge
dans 3)^t', W) vers la solution S <fe (2, 25) (resp. U <fc (2, 26)).

Démonstration. — On se ramène facilement au théorème 2. 2
(resp. 2. 3) en posant
5g==Sg—Ag et 5== S—A(resp. Ug == Uç—Ag et u=V—h).

REMARQUE. — Les résultats du théorème 2. 3 se généra-
lisent à Faide des transmutations (50), à des opérateurs de la
forme :

Bg + D'+ r(t)D + s(t).
Exemples. — 1° On prend un ouvert Q de R", de fron-

tière F. Puis H = L^Q), W = H1 (Q) et
b(u, ^ = ((a, v)\ + (u, ^)o qui définit — A + 1.

Exemple 2. 1. — Prenons V == H^(Q), donc V(w) = Hi(Q).
&(£; U, ^)=£((AM, ^)o——((u, P))<)+((^, ^))l+(^ ^0

définit £(A2 + A ) — A + 1.

(50) Voir Lions [7].



PHENOMENES DE PERTURBATION SINGULIÈRE 117

Soit T62)^((; L^Q)).
Soit Ue la solution de

e(A2 + A)ug — Aug + Ug + Dug = T; ^ e ̂ ((; Ng)

et u la solution de

— A U + U + Du=T; M €=3)^; Ns).

Alors, d'après le théorème 2. 2, Ug -> u dans 2^.((; ?(0)).
Il reste à interpréter les conditions aux limites.
La condition u^x^ ()e3)+((; Ng) signifie que pour toute

fonction <p(() de l'espace 3)-, <Ug(;r, (), ç(()> est dans Ng, donc
ici :

<u ,̂ (), 9(()>|r =,0 et ^<u ,̂ (), 9(()> r = °-

La condition ue3)+(t', Ns) signifie ici, pour toute 9 e 3^_,
<u(rr, <), 9(()>|r = 0.

2° On pourrait reprendre tous les exemples du chapitre i,
n° 3. Bornons-nous à l'un d'entre eux:

Exemple 2. 2. — On suppose F régulière, et on prend H,
W, et 6(u, v) comme dans 1°. Prenons ensuite V == ̂  espace
des u e L^Q) avec Au e L^Q) muni de la norme (|u|^ + lAu)^)171.
Alors V^ = ?(0). On prend

6(e; u, „) = e(Au, Ap)o — e^u, ?)). + &(u, ?)

qui définit eA2 + (£1 — 1)A + 1.
Soit T donnée dans D^. (^; H).
Soit Ug la solution de

eA2^ + (^ — 1)A^ + ^ + D2^ = T ; ue 6 ̂ ((, N,).

Les'conditions aux limites sont ici: pour toute 9(<) e 3)_,

-^(£<AM^, <), 9(()> + (e2 — l)<u^, (), 9(()» r = 0

et <Au,(a;, (), 9(()>|r == 0.

Soit a la solution de

—Au+u+D^=T;u€:a)^; Ne)
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pour laquelle les conditions aux limites sont : pour toute
9 e 3L, on a ^<u(rc, (), 9(<)> r = 0.

Alors, d'après le théorème 2. 3, Uç->u dans 3)^(<; H^Q)).

2. Problèmes mixtes fins pour des opérateurs de la forme A(() 4- D ;
théorèmes d'existence et d'unicité (61).

On se propose dans ce numéro, d'étudier l'existence et
l'unicité de la solution de problèmes mixtes pour l'opérateur
A(() + D? par la méthode de Galerkine, utilisée par de nom-
breux auteurs ("), pour les opérateurs du 2e ordre en (.

On reprend H comme au n° 1, puis V séparable avec (1, 1).
On se donne sur V, une famille de formes sesquilinéaires

continues, a(t\ u, ^), < ̂  0, u, peV.

Espace N(() et opérateur A(() associés à a((; u, ^).
Pour t fixé, N(() est l'espace des u e V tels que l'application

v -> a(t\ u, v) soit continue sur V muni de la topologie induite
par H. Comme V est dense dans H, il existe A(<)ueH, tel
que a((; u, v) = (A(()u, v) pour tout pe V. On munit N(() de
la norme

IMk)=(IMrv+|A(Ou^1

qui en fait un espace de Hilbert. Alors A(() 6Ï(N((); H).
On dira que a(t\ u,. ^), vérifie sur V, l'hypothèse (2, 27)

(resp. (2, 28) ) si on a
(2, 27) t—>a(t\ u, ^) est deux fois continûment diffé-

rentiable.
(resp.

( pour tout c > 0 il existe a(c) == a > 0
\ et X(c) = X tels que, pour tout

(2, 28) (ellipticité) < (e (0, c) et tout u e V on ait

[ Rea(t, u, u) + X |u|2 > OL\U^.

(51) Les résultats de ce n° 2 ne sont pas nouveaux; ils sont implicitement contenus
dans Trêves [1] et Lions [6]. Nous les donnons ici explicitement pour la commodité
du lecteur.

(M) Voir Lions [6], Faedo [l], Visik [1] et Visik-Ladyzenskaia [1].
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De (2, 27) résulte :
/ Pour tout c>0 il existe (Ai(c) = ̂  et ^(c) = [̂

tels que, pour tout t e (0, c) et tout u, v e V,
on ait(2, 29)

|a'((; u, ^)|<^||u||v|H|v
et |a^;u^)|<(xJ|uHv|H|v(83)

Nous désignons par 61 (resp. 62) l'ensemble des applications
continues (resp. une fois continûment différentiable) de t ̂ 0
dans H, avec A' e L^o, 5); H)(84) (resp. A'eL2 ((o, 5); H)
pour tout s > 0.

Nous avons le :

THÉORÈME 2. 5. — Soit h(t) e(°,, wec A(O) € N(O). Sous les
hypothèses (2, 27) et (2, 28), i7 e*ti5te une fonction et une seule
t -> u{t), une fois continûment différentiable de t ̂  0, dans
V, solution de :

(2, 30) A(()u(() + Du(t) = h(t), u(t) e N(()

pour ( > 0 et u(0) = 0.
De plus u, u' et u" sont dans L2 ((0, s} ; V) pour tout s > 0.
Il nous suffit de montrer le théorème pour.te (0, c), c fixé

quelconque.
LEMME 2. 3. — On peut toujours remplacer (2, 28) par
/9 '̂n ^ po^" to^ c > 0 iZ existe a(c) === a > 0, tel que
,̂ ôl) ^ R^((; ̂  ̂ ) ̂  alluH'v pour tou( u es V et tout ( e (0, c).

Démonstration. — Pour X réel, on pose v(t) == e~"^u((). Il est
facile de voir qu'on peut toujours choisir X tel que

a((; u, v) + X(u, ^)
vérifie (2, 31).

Démonstration du théorème 2. 5. — Nous nous plaçons sur
l'intervalle (0, c), c fixé, et nous supposons que a(t\ u, v)
vérifie (2, 27) et (2, 31).

(M) On pose a'((; M, v} = Da((; M, ?); o^ft; M, ?) = D'ajl; M, v} et plus généralement

a(-)((; M, P) ^D^att; M. t»)).

(l4) L' ((o, «); H) est l'espace des fonctions de carré sommable sur (0, s) à valeurs
dans H, muni de sa structure Hilbertienne naturelle.
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Démonstration de Vunicité. — Nous supposons dans (2, 30)
h(t) = 0, et nous devons montrer que u(t) == 0. Or, on a

a((; u(t), u{t)) + (u'((), u(t)) = 0.

On en déduit, en tenant compte de (2, 31) et de la condi-
tion u(0) = 0,

2a F \\u(t)\^ dt + \u{s)\2 < 0 pour tout s e (0, c).
Jo

Par suite u(t) est nulle pour tout ( e (0, s) donc pour tout
(e(0, C).

Démonstration de l'existence. — Soit w^, Wg, . . . ,w^,.. . une
suite totale dans V, telle que pour tout p, Wi, ... Wp soient
linéairement indépendants. Soit g^{t) la solution du système
différentiel :

(2, 32) D^i S g,(<)a(<;^,^)+ S g;^)(^, ̂ ,)Î=DW), ̂ )
' 1 = 1 i=i ;

/=!, 2, ..., n
avec

(2,33) ^(0)=0; g,(0)=P, avec S (Î^->A(0) dans V
n i=1

^n(0)=^ avec Sï^i->A'(0)—A(0)/i(0) dans H.
i=l

Le système admet une solution unique g^ qui est deux
fois continûment différentiable de ( ̂  0, avec g^ e L2(0, s)
pour tout s > 0.

Posons

(2, 34) u,(f)=Sgi,(()^..

On déduit de (2, 32):

a((; <(<), u;(())+2a'((; u,((), u:(())+a"((; u,((), u;(())
+«((), u:(())=(r(<), u;(()).

D'où, en prenant les parties réelles des deux membres et en
intégrant de 0 à s :

2^Rea{t;u:{t), u:(f))^< |u:(0)|2

+f^Re{{h"(t), uW) -2a'(t; u^t), ̂ (t}~)-a\t; u^t), u;(()) \\dt.
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D'où, pour s s (0, c), en tenant compte, d'une part de (2, 29)
et (2, 31), d'autre part de

(2, 35) llu,̂  < <JJKW àx (puisque u,(0) = 0)
et

(2, 36) IK ÎI2^ 2 IKWv + ̂ JjK^v dx.
^f, KW dt <|<(o)|" + (̂  + WWv

+ (^JJK(()||2^) + K^/JA'W A)1'2 (JJKW^)1'2

où les constantes /c,, /Cg, À-s et K ne dépendent que de c.
En tenant compte de (2, 33) on en déduit qu'il existe SQ,

ne dépendant que de c, tel que

^°iiu:(t)irv^<c(.o).
On en déduit, d'après (2, 35) et (2, 36) :

T^IKW + ll^nW + \\UnWdt < C(.o).

On peut donc extraire une sous-suite Uy, telle que Uy, u'y, Uy,
convergent faiblement dans L2 ((o, 5o)$ V). Soit u la limite
de Uy; alors u est une fois continûment difîérentiable de (o, So)
dans V, et pour chaque (e(o, ^o), u^(t)->u{t) et u^^-^u^^)
dans V faible.

Intégrons alors deux fois (2, 32) en tenant compte de
(2, 33). On obtient:

a((; u,((), ̂ ) + (u^), ̂ -) = (À((), ̂ ) + W) -/i(0), ̂ ,)
+(a(0;^(0), ^)+((u:(0)—A'(0), ^).

Prenons n == v et faisons tendre v vers l5 oc. Le premier membre
de l'égalité précédente tend vers :

a((; u(t), ̂ ) + (a'((), ^).
Le deuxième membre tend vers (A(<), Wy) puisque, d'après

(2, 33) i^(0) ̂  A(0) dans V, et que, d'autre part :

a(0; ^(0), ^)->a(0; A(0), ^) = (A(O)A(O), ^).
puisque A(0)eN(0) .

Par suite u{t) vérifie:

(2, 37) a(t, u((), Wj) + (u'((), Wj) = (A((), wy) pour tout /.
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Par suite u(() est solution de (2, 30), pour te (0, ^o).
Désignons par u^{t) la solution de (2, 30) dans (o, 5o). Nous

sommes amenés à chercher une fonction u^t), définie sur
(^So/2, une fois continûment différentiable de t^s^ï dans V,
vérifiant :

(2,38) A{t)u,(t) + Du,(t)=h(t} ; u,(() e N(() ; u^o/2)=u^o/2).
Soit p(t) une fonction indéfiniment différentiable, avec

p(() = 1 pour ( < (5o/2) + T, T < 5o/4, p(t) = 0 si ( > SQ — T.
Posons ^(() == p(t)u^t). Pour tout ( > 0, (^(() e N((). Posons
w^(t) = u^(t)—^i(t). Il est équivalent de chercher u^(t) solution
de (2, 38), ou de chercher w^t), une fois continûment diffé-
rentiable de ( ̂  5o/2 dans V, vérifiant :

f2 39) i^)^) + D^(() = ^(<) ; ^(<) <= N((), ^(^o/2) = 0
v ? / (avec h^(t)=h{t) (!—?(())— p\t}u^{t}.
Or, À2(<) est une fonction une fois continûment différentiable

de ( > «o/2 dans H, et h[ e L2((5o/2, ^) ; H) pour tout s > 5o/2,
puisque u^ e L2((0, 5o); H). De plus h^[s^Ï) == 0, donc est dans
N(W2).

Le problème (2, 39) est donc équivalent au problème (2, 30)
avec 5o/2 à la place de 0. Par suite il existe une solution unique
de (2, 39), dans (5o/2, Inf (3$o/2, c)), et ainsi de suite si c > 35o/2.

On peut obtenir un théorème analogue au théorème 2. 5,
en affaiblissant les conditions sur h(t), mais en faisant des
hypothèses supplémentaires sur a((; u, ^). De façon précise,
nous posons :

(2, 40) a(t, u, v) = Oo((; u, v) + Oi((; u, v)

avec
(2, 41) a^(t\ u, ^) == Oo((; ç^, u) pour tout u, p e V

et, nous supposons :
( pour tout c > 0, il existe X(c) = X et a(c) = a > 0,

(2, 42) < tels que, pour tout ( e (o, c) et tout u e V, on ait :
( Oo((; u, u)+^|^|2>a||u|^v

et
( pour tout c > 0, il existe v(c) == v, tel que, pour

(2, 43) < tout t e (o, c) et tout u, v e V, on ait :
( |R^i((; u, ^)|<v||u|lv|^|.
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On a alors le

THÉORÈME 2. 6. — Soit h(t) e 6,, avec h{0) e V. Sous les
hypothèses (2, 27), (2, 42), et (2, 43), il existe une fonction et
une seule, continue (resp. une fois continûment différentiable)
de t ;> 0 dans V (resp. dans H), solution de (2, 30). De plus u
et u' sont dans L2 ((0, s); V) et u" est dans IA ((0, s)), H)
pour tout s > 0.

Démonstration. — II suffit de montrer le théorème dans
(o, c), c fixé. Nous pouvons remplacer (2, 42) par :

(2, 44) il existe a(c) === a > 0, tel que, pour tout ( e (0, c)
et tout u e V , on ait: Oo((; u, u) ;> a ||u||^.

L'unicité s'établit comme pour le théorème 2. 5. Montrons
l'existence.

Les Wj étant définis comme précédemment, soit g^{t) la
solution du système :

(2, 45) D/ 1 g^)a((; ̂ , ̂ ) + S g;n(()(^,^)) = D(A((), ^),
^i 1=1 /

/ = l , 2 , . . . , n
avec les conditions :

(2,46) gi,(0)=0; g;,(0)=Pi, et ip.^-^A(0) dans V.
1 = 1

Ce système admet une solution unique, qui est une fois conti-
nûment différentiable, avec gin e L2^, s).

n

Posons encore u^(t) = ^ ginW^i'
On déduit de (2, 45) i=l

a((; uW, uW) + a'((; u,((), Un{t)) + (u;((), u^t)) = (A'(<), ^(<)).

D'où en prenant les parties réelles et en intégrant de 0 à s :

2^\((; u,((), u',(t))dt

<|uW + r^\Re\(h\t\ u^))-a((; u )̂, u^))j| ̂ .

On en déduit très facilement par des majorations analogues
à celles du théorème 2. 5, qu'il exite SQ ne dépendant que
de c, tel que

(2,47) y^di^irv+iiu^i^rf^c^).
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Mais on déduit aussi de (2, 45) :
a((; u,((), M:(<))+O'((; u^t), u:(<))+|u;(()|2=(/t'(f), u:(t)).

D'où, en prenant les parties réelles et en intégrant de o à «o :

(2.48) ûo(̂  ; u,(so), u'M) + f^W) |̂ (< o,(0 ; u,(0), u,(0))
+J%|/^)|^+J%||a.((; u )̂, u,(f))|

+2|Rca^; »„((), u:(())| ^<+2|^'Rea'((;u,((), u;(())̂ |.

Majoration de r°\Reai(t;u'^t),u'^t))\dt. Nous utilisons (2,43):

^|R^(t; u,(t), u;(t))|^<v(^llu„(()||lv<^()l/i!(J;to|u;(()|^t)l/2.

D'où, en utilisant (2, 47) :

|J;°R (̂((; u,((), u'^d^^K^f^u'WdtY9.

Majoration de | j °^(<; ^n(^)? ^(^))^-| Nous partons de:

a\t, u,((), u^))=D|a'((; »„((), u^))|
-a'((; «„(<), u,(())-a" (<; M,((), u,(()).

D'où, en utilisant, à la fois, (2, 29), (2, 35) et (2,46) et (2,47) :

\f^Rea\t; »,((), u:(t))dt\ < K, + K,||u,(̂ )||v.

De plus, d'après (2, 47), F'Ia,^; u,((), u,(())| A< K,, les
constantes K), Ks, Ka, K^ étant indépendantes de n.

Portant ces majorations dans (2, 48) et utilisant (2, 44)
et (2, 46), on voit qu'il existe une constante Kg indépendante
de n, telle que

(2.49) r\u"nWdt^K,.
J 0

De (2, 47) et (2, 49), il résulte que Fon peut extraire une
sous suite My telle que My et Uy (resp. uî) convergent faiblement
dans L2 ((o, ^o); V) (resp. dans L2 ((o, 5o); H). Si u est la limite
de Uy, alors u est continue (resp. une fois continûment diffé-
rentiable) de (o, So) dans V (resp. dans H) et pour chaque
te (o, So), Uy(() (resp. u^ {t)) converge vers u(t) (resp. u^t)) dans
V faible (resp. dans H faible).
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II est facile de montrer, comme dans le théorème 2. 5, par
passage à la limite, en utilisant (2, 46), que u(t) est solution
de (2, 30) dans (o; So). On en déduit le résultat sur (o, c) exac-
tement comme dans la démonstration du théorème 2. 5.

Problèmes mixtes. — Nous faisons maintenant l'hypothèse
(1, 7) (50). Au théorème 2. 5 correspondra le problème mixte
suivant : Soit t -> F(t) une fonction définie de t ̂  0 dans V,
deux fois (resp. trois fois) continûment différentiable de
( > 0 dans V (resp. dans H), avec A(()F(() e H pour tout ( > 0,
et ( -> A(() F(() deux fois continûment différentiable de t ̂  0
dans H, et A(0)F(0) + F'(0) e N(O).

Soit k{t) e e, et /c(0) € N(O).
Problème 2. 5. — Trouver U((), une fois continûment diffé-

rentiable de t ̂  0 dans V, avec
A(t)V(t) + DU(t) = k(t), V(t) — F(() e N(() pour t > 0;

U(0) == F(0).
En posant u (t) = U(() — F(() on est ramené au problème

(2, 30) avec
h(t)=k{t)-(A{t)¥{t)+DF(t)).

D'après les propriétés de k(t) et F((), h{t) vérifie les propirétés
du théorème 2. 5. Par suite, sous les hypothèses (2, 27), (2, 28),
le problème 2. 5 admet une solution unique; De plus U, U',
et V sont dans L2 ((o, s) ; V) pour tout s > 0.

Au théorème 2. 6 correspond le problème mixte suivant :
Soit ( -> F(() une fonction à valeurs dans V, une fois (resp.

deux fois) continûment différentiable de ( ;> 0 dans V (resp.
dans H) avec A(()F(() e H pour tout ( > 0, et t-> A(()F(()
une fois continûment différentiable de t^.0 dans H, et
A(0)F(0) + F'(0) e V.

Soit k{t) e C, avec /c(0) e V.

PROBLÈME 2. 6. — Trouver U((), continue {resp. une fois
continûment différentiable) de t ̂  0 dans V (resp. H) avec

A(<)U(()+DU(() =/c(();
U(<) — F(t} e N(<) pour t > 0 et U(0) = F(0).

(") Nous supposons (1, 7) pour simplifier. Sous la seule hypothèse (1, 1) on devra
supposer qu'il existe un espace vectoriel topologique E, et un opérateur À(() e ̂ (V; E)
tel que A(t)h = A(t)h pour tout AeN((). Cf. p. 54, problèmes 2-3 et 2-4.
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On voit facilement, d'après le théorème 2. 6 que si a((; u, v)
vérifie les hypothèses (2, 27), (2, 42) et (2, 43) le problème 2. 6
admet une solution unique. De plus U et U' sont dans L^O, s) ; V)
et U" est dans L'^O, s); H) pour tout s > 0.

Cas particulier des opérateurs indépendants du temps.
Les résultats précédents sont encore valables pour une seule

forme sesquilinéaire a(u, v) définissant un opérateur A et un
espace N indépendants du temps. Les hypothèses (2, 28),
(2, 42) et (2, 43) se modifient de façon évidente. Quant aux
démonstrations elles se simplifient puisque les termes en
a'((; u, v) ^"(^ u^ ^) etc... disparaissent. En particulier, on
obtient directement le résultat dans (0, c) sans passer par
l'intermédiaire de SQ.

Notons encore, pour des opérateurs indépendants du temps,
le théorème suivant qui nous sera utile dans la suite :

THÉORÈME 2. 7. — Soit f donnée dans N avec A/*e N (resp.
Afe V). Si la forme a(u, v) vérifie (2, 28) (resp. (2, 42) et
(2, 43)) {ces hypothèses étant modifiées de façon évidente} il
existe une fonction et une seule u((), une fois continûment diffé'
rentiable de t ̂  0 dans V {resp. continue de t ̂  0 dans V, une
fois continûment différentiable de t ̂  0 dans H) vérifiant :

(2, 50) Au(() + Du(() = 0; u{t) 6 N(() pour ( > 0
u(0) == f.

En posant U(<) = u(t) — f on se ramène au théorème 2. 5
(resp.. 2. 6).

3. — Perturbation singulière: convergence fine
pour des opérateurs de la forme Bg(() + D et Bg(() + D'.

On reprend deux espaces de Hilbert V et W avec
(2, 51) V c W c H et V séparable dense dans H.

On se donne sur V (resp. W) une famille de formes sesqui-
linéaires continues &(£; (; u, ^),j^^ SQ, t ̂  0 (resp. bÇt'y u, v),
t ̂  0).0n désigne toujours par V(w) l'adhérence de V dans W,
muni de la topologie induite par W, par Nç(() et BJ() l'espace
et l'opérateur attachés à 6(£; t, M, v) sur V, et par NB(<) et
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B(() l'espace et l'opérateur attachés à &((; u, v) sur V(w).
Donnons maintenant une définition.

Désignons par (°i(^) resp. (Cg^o)) l'ensemble des fonctions
continues (resp. une fois continûment différentiables) de t >. <o
dans H, avec h' (resp. h"} dans L2( (<o, 5); H) pour tout s >^).

Soit A(<) e C^o) (resp. C^o) ). Soit h,(t) une famille de Ê^o)
(resp. ^(<o))-

Définition 2. 2. — Nous dirons que hg{t) vérifie la propriété
^(^o; h) (resp. 6a(<o; /i)) si nous avons, pour £ convergent
vers 0:

(2, 52) Ag(<o) est borné dans V.
(2,53) Ag->A dans L2^, «); H) et Ag est borné dans cet

espace pour tout s > (o-
(resp.

(2, 54) h,(t,) e N,(4).
^e(^o) est borné dans V.
Bg^o^g^o) est borné dans H.
Ag(4) est borné dans H.

(2, 55) Ag -> h dans L2^, s) ; H) et h\ est borné dans cet
espace pour tout s > <o-

LEMME 2. 3. — 5i Ag(() vérifie ^((o; A) (re5p. 62(^0; H))
alors^ on a :

(2, 56) pour tout t > t^ h,{t) -> h(t) dans H.
(resp.

(2, 57) pour tout t^to, h,(t) est borné dans H, et h,(t)->h(t)
dans H.

Démonstration. — Si h^(t) e 6g (<o), on a

(2, 58) \hW < 2|/^o)|2 + 2((-^)yjA^)|2 ̂ .
Si h^t) vérifie 62(^0 ; A), alors Ag(<o) (resp. Ag) est borné dans H
(resp. dans L2^, s); H) pour 5 > <o) et par suite Ag(() est
borné pour ( > to. Le lemme 2. 3 résulte donc du lemme :

LEMME 2. 4. — 5oi< K un espace de Hilbert, et t^ un nombre
réel > 0. Si Àç -> h dans L2^, ^) ; K) et si Ag 65< feorne dans
cet espace pour tout t > t^ alors h,{t) -> h(t) dans K pour tout
t > IQ.
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Démonstration. — On a
D\\h,{t) - hW = 2Re(hW — h\t), h,(t) - h{t}^

donc

\\h,{t) - h(t)\\i - \\W -W||K == 2J^ R<^(^ - h\x),
h^(x) — h[x)\dx.

Par suite des hypothèses le second membre tend vers 0, donc
lim \\h,{t) — h(t)\\i = lim \\h^) — h(t,}\^
6->-0 6^-0

cette limite ne peut être que 0, car autrement Ag(() ne pourrait
pas converger vers h{t) dans L2^, () ; K) pour t > to.

Exemple. — Si h(t) e 63 (resp. 61) alors la famille réduite
à h{t) elle-même appartient à ^(O; h) (resp. 6i(0; h) à condi-
tion que A(0)e(^|N,(0)nNB(0) H (resp. A(0) e V).

E

Faisons sur &(£; (; u, v) et &((; u, ^) les hypothèses suivantes :

Hypothèses d'ellipticité.
(2,59) Pour tout c > 0, il existe a(e; c) = a(e) > 0,

a(e) ~> 0 avec £, et p > 0, tels que, pour tout
( e= (0, c) tout u e V, et tout £ <, £o, on ait :

Re6(£; (; u, u) > a^llu]^ + PIMIw
et

(2, 60) 6((; u, ^ vérifie (2, 31) sur W.

Hypothèses de différentiabilité en t.
(2,61) Pour £ < £o, et u, ^ e V , ( ~ ^ & ( £ ; (; u, (/) est

deux fois continûment difîérentiable en (, et pour
tout c>0, il existe des constantes m.i(c) == a^,
K.2(c) = Og, Vi(c) = v^, Vg(c) == ^2, telles que pour
tout ( e (0, c), £ ̂  £o, et u, ^ e V on ait :

|6'(£; (; u, ^)| < aia(£)S|u||v|H|v + ^IH|w|H|w,
!&"(£;(; u, ^)| < via(£)|HHH|v + ^ll^llwlHlw.

a(£) étant définie dans (2, 59).
(5<) Cette intersection n'est jamais vide; elle contient toujours 0. Sous l'hypo-

thèse (1, 33) elle contient même 3)(û).
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(2, 62) bÇt; u, v) est deux fois continûment différentiable
en t pour M, v e W.

et enfin, les deux hypothèses suivantes :

(2, 63) pour chaque (>0, 6(e; (; u, v) vérifie (1, 22), i.e.,
si u,eV vérifie |è(e; (; u,, ^)| borné, alors
6(e; (; ME, (/) — b(t; u,, v)->0 pour tout ce V

et

(2, 64) Pour tout c > 0, il existe S(e; c) = S(e), S(e) -> 0
avec e, telle que pour tout t e (0, c) et tout u e V,
on ait :

Re^(e;(;u,M)—6((;u,M)^+S(e)Re6((;M,u)^0(").

THÉORÈME 2. 8. — 5oi( h(t) e C, apec A(0) e NB(O) et une
famille h,(t) e ̂  peri/îan( 63(0; À). 5ou5 fc.î hypothèses (2 51)
(2, 59) .( (2, 60), (2, 61) <>( (2, 62), (2, 63), (2, 64), soit u^
(resp. u [t)) la solution une fois continûment différentiable de
t > 0 dans V (resp. V(w)) de

(2.65) B,(t)u,(t)+Du^t)=h,Çt),u,(t)sN,(t) pour (>0;
u,(0) == 0.

{resp.

(2.66) B(()u(f)+Du(()==A((); K(()€NB(() pour (>0
u(0) = 0.

Alors pour tout s > 0, u, converge dans L'( (Ô, s); W) pers
u; u, converge faiblement dans cet espace vers u', et u\ y converge
faiblement vers u". Il en résulte que pour tout t > 0, u,(() -> u(t)
dans W fort, et u',{t) -> u'(t) dans W faible.

REMARQUE. — On pourra toujours se ramener aux hypo-
thèses (2, 59) et (2, 60) si on a .

(2, 59') Pour tout c > 0, il existe a(e ; c) = a(e) > 0, a(e) -> 0
avec e, X(e; c) = X(e), X(e) -> X quand e -> 0, et
P(c) = ? > 0, tels que pour tout ( e (0, c) tout
M, peV, et e-^e,, on ait:

Re 6(e; t; u, u) + X(e) |u|' > a(e) Hull'v + ̂  ||u||w

(") Cf. (I, 23.)

9
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et
(2, 60') Pour tout c > 0, il existe y(c) == y > 0, et a(c) = y.

tels que, pour tout ( s (0, c) et tout u, v e W, on
ait:

Re^u.^+fxlul^Yllullw.

Démonstration du théorème 2. 8.
On a
6(s; t; u,(t), ?) + (ue((), ?) = (Ae((), ?) pour tout p s V

d'où, en dérivant chaque membre, deux fois par rapport à ( :
6(e; (; u",{t), v) + 2&'(s; t; u',{t), v) + V{t; t; u,{t), P)

+ (u/(t), P) = W), P)
pour tout v e V, donc pour p == u^(f), ce qui donne
b(t; t; u,(t\ i4(<)) + 26'(e; (; »,((); u,(t))

+ 6:(e; (; u,((), u,{t}) + ("/(t), u:(t)) = (A;(t), »',(())
d'où, en prenant les parties réelles et en intégrant de 0 à s,
se(Q, c)

(2, 67) 2f^ Reb{f, t; u )̂, u,(t))dt+\u', (<)p<K (0)P
+ 2|^ R^W).^(())-26'(£; (; »,((), u )̂)

— &'(£;(; u,(t),u^)) \dt\.
On en déduit, comme à la page 65, en tenant compte de
(2, 61) et de Ug(0) = 0; que le second membre est majoré par

l^Wp+K^'l^^l^^^llu^llW^^+^+^a^ll^Oirv

+ k,sf^ a(£)|K(t)||W(+ (^ + ̂ )H".(0)||w + ̂  ||ua|w^

où les constantes ki, k^, k^ ^, 2̂ n̂ et K sont indépendantes
de e et ne dépendent que de c.

Mais, d'après (2, 54), u,(0) == A,(0) est borné dans V, et
M,(O) = À,(O) — B,(0)/i,(0) est borné dans H, et d'après (2, 55)
^\h's{t}^dt est également borné. On en déduit donc, en uti-

lisant (2, 59') pour minorer le premier membre de (2, 67)

2J;' WKW+IK(<)w^<Ki+K2 (̂  IK^llWf)^
+ K, ̂  a(£)|K(()||2v^+ K^JJ ||^(f)||W(
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où les constantes Ki, K^, Kg, K^, ne dépendent que de c, et
sont indépendantes de £.

Il est donc possible de trouver SQ, dépendant uniquement de c,
indépendant de £, tel que

(2, 68) r°(a(£) KW + K(()||w)A<C(.o)
U 0

C(5o) étant indépendante de £.
On en déduit, en utilisant Ug(0) = 0

(2, 69) r\\W)\\^ + M)||w)^ < C^o)
i/o

où Ci(so) ne dépend pas de £.
Remarque. — Pour établir (2, 68) et (2, 69), nous n'avons

pas utilisé les hypothèses (2, 63) et (2, 64), ni d'ailleurs, (2, 60)
et (2, 62).

D'après (2, 68) et (2, 69), de toute suite u^ on peut extraire
une sous-suite Ugy, telle que u^ Mgy, Ugy, convergent dans
L2 ((0, 5o); W) faible vers w, w' w\ Alors w est une fois conti-
nûment différentiable de (0, So) dans W, et pour tout te (0, 5o),
u^(t)->w(t) dans W faible, et Ug.(() converge vers w\t) dans
W faible. ;

Mais on a
6(^; (; î .((), ^)+(ug/(), v)=(h^{t), P) pour tout peV.
Donc, par passage à la limite, en tenant compte de (2, 63),
pour le premier membre (88) et de (2, 57) pour le second :

^; ̂  ̂  + Wt), ^ = (A(<), ^
pour tout v e V donc pour tout v e V(w).

Par suite w(t) = u(t).
Nous avons donc montré, sans utiliser l'hypothèse (2, 64)

que Ug, Ug et Ug convergent, dans L2((0, So) ; W) faible, respec-
tivement vers M, M' et u". Montrons maintenant que Ug —> u
dans L^O, 5o); W). D'après les hypothèses (2, 64) et (2, 60),
il nous suffit pour cela, de montrer que

^°Re(6(£; (, ug((), ug(<))—6((; ug(t), ug(t))
+ b{t; u,{t) — u(<), u,{t) — u(()) dt

converge vers 0, avec £.
(58) II est facile de voir que pour chaque (, |6(e; (; M,((), Ut(())| est borné.



132 DENISE HUET

Or,

J^R^ê; t, u )̂, u,{t))—b(t; u )̂, u,(t))

+&(<; u,(t)—u{t), u,(t)—u(t))dt=f^Re{h,(t)—h(t), u,{t})
+ &(<; u(t) — u,((), u(<)) + (u'(() — u,((), u,(())| dt

<J^R^(/^) - A((), u,(()) + b(t, u(t) — u,((), u(t))
+(uf(t)-ut^u(t))}dt

(carJ^R^^^-u^^^-u^)^^-^!^^

et le second membre tend vers 0, quand £ -> 0, d'après (2, 55)
et les convergences faibles dans L^O, ^o); W) de Ug, Ug vers u
et u'.

Le théorème est donc démontré pour (e(0, $o)-
Désignons par u\{t} (resp. Mi(<)) la solution une fois conti-

nûment différentiable de (0, s^) dans V (resp. V(w)) de (2, 65)
(resp. (2, 66)) pour (e=(0, So). Reprenons la fonction p{t) de
la p. 66, et soit u\(t} la solution une fois continûment diffé-
rentiable de ( > 5o/2, dans V, de

(2.70) B,(()u|(t)+Di4(()=A^);
ui(t) e N,(() pour ( > 5o/2

^(^o/2) = 0 avec hi(t) = h,(t} (1 —p(()) —p^)uf(().
et Ma(() la solution une fois continûment différentiable de
( ̂  5o/2 dans V(w) de

(2.71) B(t)u,(t)+Du,(t)=h,(t)^
^(^^NB^) pour (>5o/2

u^l2)= 0 avec W = h(t) (i — p(t)) — p\t)u,(t).
Or, /^(t) e (°2(5o/2) avec A^o/2) e Ne(so/2) et il est très facile
de vérifier que h\{t} vérifie Cg^o^, As). Par suite uj (resp. uf et
uf) convergent dans La((.s?o/2, 3^/2); W) fort (resp. faible) vers
Us (resp. Ug et u[). En recommençant le processus, si 3^/2 < c,
on montre finalement le théorème dans (0, c) C.Q.F.D.

De toute évidence, le théorème 2. 8 correspond au théo-
rème 2. 5. Étudions maintenant le théorème correspondant
au théorème 2. 6.

Posons :
&(s; <; u, P) == 6o(£; t, M, v) + 6i(e; <; M, p)

avec èo(£; <; ^ v} == 6o(e; <; ^ u) pour tout u, (/ e V
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et

6((; u,p)==&o(^; ^^)+&i(<; u, ^) avec &o(<; ̂  ̂ )=&o(<; ̂  ^)

pour tout u, pcsW.
Nous avons le théorème suivant:

THÉORÈME 2. 9. — Soit h(t) e 61 avec h{0) e V, ^ une famille
h(t)^e^ vérifiant (°i(0; h). Sous les hypothèses (2, 51), (2, 59)
et (2, 60), (2, 61) et (2, 62), et

(2, 72) pour tout c > 0, i7 existe des constantes Ti(c) == T^,
Tg(c) = T^ teM^ que pour e ̂  £o, ( e (0, c), ^ u,
p 6 V on ai( :

|R^(£; (; u, ^|<Tia(£)||u||vi^|+"2|M!w|^|
et

(2, 73) pour tout c > 0, i7 existe une constante ï(c) = T teMe
que pour tout t e (0, c), et tout u, v e W, on ai(

|R î(<; ̂  ^)l<T|M|w|^|
ainsi çue (2, 63) et (2, 64), soit Ug(() (resp. u(()) fa solution conti-
nue de t ̂  0 dans V (resp. V(w)), uyie /bis continûment diffé'
rentiable de t > 0 dans H, de (2, 65) (resp. (2, 66)). Alors,
quand £ -̂  0, pour tou( s > 0, Ug-> u dans L^O, s); W)
u, -̂  u' dans L^O, s) ; W) faible, et u', -» u" dans L^O, s) ; H)
faible. Il en résulte que pour chaque t > 0, Ug(() -> u(t) dans W,
et u,(t) •-> u' (t) dans H faible.

II est inutile de refaire toute la démonstration. On opère
comme dans la démonstration du théorème 2. 8, en utilisant
cette fois, les inégalités à priori (2, 47) et (2, 49).

Opérateurs du deuxième ordre en: Bç(() + D1.
Reprenons l'hypothèse (2, 51) et les notations du début

du n° 3. Posons-la

Définition 2. 3. — Soit h € G^to). Nous dirons qu'une famille
h^e^Q vérifie la propriété (3^o; A), si lorsque e-^0, nous
avons (2, 55) et

(2, 54') h,(to) (resp. h,(t,)) est borné dans V(resp.H).
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Nous avons essentiellement deux théorèmes :

THÉORÈME 2. 10. — (Théorème de convergence faible) : Sous
l'hypothèse (2, 51), soit h e (̂  avec h(0) e V, et une famille
h^(t] CE Ça vérifiant la propriété (^(O; h). Sous les hypothèses
(2, 59) et (2, 60), (2, 72) et (2, 73) ^

(2, 74) pour s <; £o, u, v e V, ( -> b{t\ <; u, (>) est trois fois
continûment différentiable avec (2, 61)

et ^pour tout c > 0, il existe des constantes o)i(c) == (1)1 et
(û^c) == coa (e^5 que, pour tout t e (0, c), tou( u,
^ 6 V et £ ̂  £o, on aî  :

\b'\^, (; u, ^)| < (Oia(£) ||u||v |H|v + ̂  ||u||w ||^||w
et

(2, 75) pour u, ^eW, (->6((; u, v) est trois fois continû-
ment différentiable

ainsi que (2, 63), soit Ug(t) (resp. u(t)} la ( i9) solution une fois
continûment différentiable de t^.0 dans V(re5p. V^w)) deux
fois continûment différentiable de t ̂  0 dan5 H, de

(2, 76) B )̂u,(() + D2^) = A,(<); u,(() e Ne(() pour ( > 0
u,(0) = u,(0) == 0.

(resp.
(2, 77) B(()u(() + D2^) =/i((); u(<)eNB(<) pour < > 0

u(0) = u'(0) = 0).

Alors quand £ -> 0, pour (ou( s > 0, Ug, u ,̂ u'g convergent dans
L^O, 5); W) faible respectivement vers u, u', e( u", e( ^converge
vers u" dans L^O, s)\ H) faible. Il en résulte que pour tout
t ̂  0, Ue((), Ug(() convergent dans W faible^ respectivement
vers u((), u'(() e( Ug(() converge vers u"(t) dan5 H faible.

THÉORÈME 2. 11. — (Théorème de convergence forte) Sous
les hypothèses du théorème 2. 10, avec, en outre

(2, 72') Pour tout c > 0, il existe une constante ï(c) = T
(efZe que, pour tout t e (0, c), tout u, v e V, e( <ou(
e <^ £o, on ait:

|R^(£; t, u, v)—b,(t', u, ^|<Ta(£)[|u||vH

(59) Pour l'existence et l'unicité voir Lions [6] p. 7 et aussi Trêves [1].
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et
(2, 61') Pour tout c > 0, il existe une constante X(c) = ).,

telle que pour tout (e(0, c), tout u, ^ e V e ( (o?//
£ ̂  £o, OM ait:

|6o(£; C, u, P) - &o(<; u, ^)| < Àa(£) |H|v |H|v
et

(2, 64') Pour tout c> 0, i7 ^i5(e des constantes âi(&, c) = 5i(£)
e( Sa^) = ^2 ^l(8) "̂  0 a(/ec £) °2 > 0 ^M^5 ÇUe

feo(£; <; 1^, ^) — beÇt, u, u) + âi(£)6o(<; ^ ^)
> §20(6) ||^||V

pour tout u e V, tou( ( e (0, c) et s ̂  £o.
Afor^ Ug -> u rfan5 L2((0, 5) ; W) et u[ -> u' dans L^O, 5) ; H),

pour tout s > 0. //. en résulte que, pour tout t ̂  0, u )̂ —> u{t)
dans W ̂  M^)-^u'(t) rfan5 H. Z)e p^5 (a^)172^) (r^p. (a(£))l/2^)
e( (a^)172^) converge fortement (resp. faiblement} vers 0, dans
L'̂ O, s) ; V) pour tout s > 0.

Démonstration du théorème 2. 10. — Nous ne donnons pas
la démonstration complète. La méthode est toujours la même.
(Cf. Théorème 2. 8). Il nous suffit de montrer le théorème
dans (0, c), c fixé à l'avance. Il nous suffit même de montrer
qu'il existe alors SQ, ne dépendant que de c, tel que le théo-
rème soit vrai dans (0, ^o). Or, il est facile de montrer, en
utilisant les inégalités à priori établies dans Lions [6], p. 10
à 20, et en particulier (5, 14) et (5, 15), p. 14, qu'il existe SQ,
ne dépendant que de c, tel que l'on ait :

(2, 78) f^ { K(t)|2 + a(e) IK^IH- + |K(()||wj dt < Ci
et

(2,79) ^la^dIu.W.+IK^IIl-)
+|K(f)irw+||u.(t)Hw|d(<C,

Q et Cg étant indépendante de.
On en déduit alors facilement, en utilisant (2, 63), que

Mg, Ug et Mg convergent dans L^O, So) ; W) faible vers u, u', u"
et que Mg" converge dans L^O, 5o); H) faible vers u.

Démonstration du théorème 2. 11. — Soit c > 0 fixé. On
va montrer qu'il existe So ne dépendant que de c, tel que le
théorème soit vrai dans (0, $o)-
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D'après (2, 60), (2, 64') et les convergences faibles établies
au théorème (2, 10) on a pour s e (0, c)

(2, 80)

iïm^ l^)ll".W+ï||"^)-u(t)||w4-|».(()-M'(()|j dt

^Ï^O^65 <; M£(()' u^))—6•(<; "(<)> »(<))
+lu.(<)l2-l"'(<)^<fo

Or, on a

&(ê; <; U,(t), U',(t)) + (»:(<), u',(t)) == (h,(t), U,(t))
et

b(t; u(t), u\t)) + (u )̂, u'(t)) = (h(t), u'(t))

d'où, en soustrayant membre à membre, en prenant les
parties réelles, en multipliant par Çs — t), en intégrant de 0
à s, (en tenant compte de u,(0) = î (0) = u(0) = u'(0) = 0)

j2, 81)

J^ |&.(e;(; "e(<), u,(f))—6o((; u((), "(t))+iM^)^—|u'(()|t^(

=^ (^-^ l211^^^^' M^)) - (^W, "'(())-&.(£;(; u,((), u )̂)
+ 6.(f°; u((), u'̂ ))] + b,(t; t, u,(t), u,(t))—b',{t; u(t), u(())| dt

Mais, d'après (2, 55) et les convergences faibles établies au
théorème 2. 10,

i""^*(' ~ t) ̂ K^ "e(()) -(A((), u'̂ ))! ̂  = o.
De plus

^'(s—f)2Re[&i(e; t; u,(t), u,(t))—b^, u(t), u'(t))dt

^'(^-^RWe; <; «,((), u,(())-^((; u,(<),
^(0) + ̂ (<; "E(<), u.(<)) — b^t; u(t), u'(t))] dt.

Mais d'après l'hypothèse (2, 72')

|Re| 6i(e; (; »,((), u.(f)) — bi{t, u,(t), u,(t))j |
<Tia(e)||M,(f)||v|u,(()|.
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Comme Ug(resp. \/(x.(e)ug) est borné dans L^O, s), H) (resp.
(LW s); V))

2f^(s—t)Re[bi(t; t; u«((), u,(())—&i((; u<((), u,(())](fo-»0.

De plus d'après les convergences faibles établies au théo-
rème 2. 10 :

UmJ^s—t)2Re{b,{t', u,(t), u',{t))—b^t; »((), u'(t))}dt
=ïimf^ (s—t)2Re\bi{t; u,(t)—u(t}, u',(t)—u'(t))\dt

t^ <Kslim r||u,(()—u(()||w+K(<)—»W^
e^o^ 0

où K ne dépend que de c.
De la même façon, d'après (2, 61') et les convergences

faibles :

ïim^ (5—()|&o(£; t\ u,(t), u,{t))—b,{t, u(t), u(t)}\dt

< K,.̂  |a(6)||u,(()||2. + ||u.(() - u(()||w!A

où KI ne dépend que de c.
Portant tous ces résultats dans (2, 80) on voit qu'il existe

SQ ne dépendant que de c, tel que

lim F \^)\\u,W + \M) — ^(Ollw + W) — u\t^\ dt = 0.
£^-0 v

ce qui démontre le théorème.

Cas particulier où &(e ; u, v) est linéaire en e.
Les notations sont celles du début du n° 3. Reprenons

l'hypothèse (2, 51), puis, sur V (resp. W) une famille de formes
sesqui-linéaires continues a(t\ u, v) (resp. &(<; u, v)\ t^O.
Posons

(2, 82) &(£; (; u,v) == £a((; u, ç.) + b(t, u, ^).

Supposons

(2, 60) 6(<; u, P) vérifie (2, 31) sur W.

(2, 83) ea(t, u, P) + b(t; u, v) vérifie (2, 31) sur V pour e
assez petit.
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LEMME 2. 5. — 5i a((; u, v) et b(t\ u, ^) vérifient (2, 60) e(
(2, 83), alors h(t\ t'y u, v), donné par (2, 82) vérifie les hypothèses
(2, 59), (2, 63) ^ (2, 64'), avec a(e) = /es.

Nous ne donnons pas la démonstration, qui est implicite-
ment contenue dans les formules des pages 20 et 21.

Supposons maintenant qu'on ait (2, 62) (resp. (2, 75)) et
(2, 84) (resp. (2, 85)) pour u, ^ e V , t—^a{t, u, v) est deux

(resp. trois) fois continûment différentiable.

On a alors le résultat évident suivant :

LEMME 2. 6. — Sous les hypothèses (2, 62) et (2, 84) (resp.
(2, 75) et (2, 85)) 6(£; (; u, v) donné par (2, 82) vérifie les hypo-
thèses (2, 61) et (2, 61') {resp. (2,74) et (2, 61')), avec a(s) = /ce.

Enfin supposons que Fon ait (2, 73) et
(2,86) pour tout c > 0, il existe une constante \ telle que

pour tout u, v e V et tout ( e (0, c) on ait

|Reai((; u, ^)|>X||u||v|^.
On a alors le

LEMME 2. 7. — 5ou5 les hypothèses (2, 73) ̂  (2, 86), & ( £ ; ( ; u, (>)
donné par (2, 82) vérifie (2, 72) et (2, 72'), avec a(&) == /ce.

Ces lemmes permettent de simplifier beaucoup, dans ce cas,
les énoncés des théorèmes 2,8; 2, 9 et 2, 11. Donnons, par
exemple, l'énoncé explicite, corrrespondant au théorème 2,11.

THÉORÈME 2. 12. — Sous Vhypothèse (2, 51), soit h e 62 avec
h(0) e V, et une famille hg{t) e Cg, vérifiant la propriété (^(O; A).
5ou5 les hypothèses (2, 60), (2, 83) (2, 75) et (2, 85), (2, 73)
et (2, 86), et si &(£; (; u, v) est donné par (2, 82) la solution Uç,
de (2, 76) converge dans L2 ((0, &); W) vers la solution u de
(2, 77), pour tout s > 0. De plus, pour tout s > 0, u'g —> u'
rfari5 L2 ((0, s); H) /br(, ^ dans L2 ((0, 5); W) faible, u, -^ u"
Am5 L2((0, 5); W) faible et ù^ù" dans L2((0, 5); H) /ai&fc.
De plus Ê^Ug (resp. Ê^Ug e( e172^) converge fortement (resp.
faiblement) dans U ((0, s); V) vers 0 (60).

(•°) En faisant des hypothèses de différentiabilité en ( de plus en plus fortes sur
a[t\ M, v) et &(<; M, v), ht(t) et /i((), on obtiendrait une convergence de plus en plus
fine en (, de Mi((). Il n'en est pas de même pour la variable d'espace comme le
montrent les contre-exemples du chapitre i, n°5.
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4. — Applications et exemples.

Problèmes mixtes dans les équations aux dérivées partielles.
Nous faisons Phypothèse (1, 33).
A chacun des théorèmes 2. 8, 2.9, 2.10 et 2. 11 corres-

pondra un théorème pour les problèmes non homogènes. Nous
nous bornerons, par souci de simplification à considérer le
cas où Pon a (2, 82), i.e. &(£; (; u, v) = £a((; u, v) + &((; u, v).
Nous désignons par A(() l'opérateur défini par a(t\ u, v). Alors
B,(t)=^(t)+B(t).

1° Soit /c(() e e,, avec /c(0) e | | N g ( 0 ) n NB(O) . Soit F(<) une
(. s. J

fonction deux fois (resp. trois fois) continûment difîérentiable
de ( > 0 dans V (resp. H) telle que pour tout ( > 0, A(()F(() e H
et B(t) F(() e H, et telle que les applications ( -^ A(()F(() et
( —> B(()F(() soient deux fois continûment différentiables de
(>0 dans H. Nous supposons, en outre que B(0)F(0) + F'(0)
et A(0)F(0) sont dans ̂ ( \ Ng(0) n NB(O)^. Dans ces conditions,

( e 5
du théorème 2. 8 se déduit le :

THÉORÈME 2. 13. — Sous les hypothèses (1, 33), (2, 51),
(2, 60) et (2, 83), (2, 62) et (2, 84), soit U,(() (resp. U(()) la
solution une fois continûment différentiable de t ̂  0 dans V
(resp. V(w)) de

(2, 87) (eA(() + B(t))V,(t) + DU,(() = k(t) ;
U,(<) — F(() e Ne(() pour t > 0; Ue(0) = F(0)

(resp.
(2, 88) B(()U(<) + DU(() = k(t)',

V(t) — F(t) 6 NB(/) pour ( > 0; U(0) - F(0)).

Alors pour tout s > 0, Ug -> U rfans L2 ((0, s) ; W) ^ Ug,
U'e convergent faiblement dans L2((0, ^); W) vers V et V " .
De plus e^Ug (resp. s^U,) converge dans Ls^((0, 5); V) fort,
(resp. faible) vers 0.

2° Supposons maintenant k(t) e (°i avec A*(0) e V. Soit F(()
une fonction une fois (resp. deux fois) continûment difîéren-
tiable de t^O dans V (resp. H) telle que pour tout t^O,
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A(()F(() et B(()F(() soient dans H, et telle que les applications
t—^A(t)¥{t) et t—>-B(t)F(t) soient une fois continûment diffé-
rentiables de t^O dans H. Supposons, en outre A(0) F(0) e V
et B(0) F(0) + F'(0) e V.

Dans ces conditions, on déduit du théorème 2. 9 le

THÉORÈME 2. 14. — Sous les hypothèses (1, 33), (2, 51),
(2, 60) et (2, 83), (2, 62) et (2, 84), (2, 73) et (2, 86), la solution U,
de (2,87) converge, dans L^O, s)', W), pour tout s > 0, vers
la solution U de (2, 88). De plus Ug (resp. U^) converge faible-
ment dans L2((0, 5); W) (resp. L^O, 5); H)) (W5 U' (resp. U").
2?n oî re e^Ug (r^p. e172 Ug) converge dans L2 ((0, 5); V) fort
(resp. faible) vers 0.

Démonstration des théorèmes 2. 13 et 2. 14. — Posons
u,(t) = V,(t) — F(<), et u(t) = V(t) — F(t).

Alors (2, 87) (resp. (2, 88)) se ramène à (2, 65) (resp. (2, 66))
où

h{t)=k{t)-(B{t)F{t)+Ff{t))
h,(t} = k(t} - ((eA(t) + B(())F(() + F'(()).

Moyennant les conditions sur F(() et k(t), on vérifie facilement
que h{t) et hg(t) vérifient les hypothèses du théorème 2. 8
dans le premier cas et celles du théorème 2. 9 dans le second.

3° Soit k(t) e 6g, avec A-(O) e V. Soit F(() une fonction quatre
fois continûment différentiable de ( ̂  0 dans V, A(t)F(<) et
B(() F(() étant dans H pour tout (^0, et les applications
(-^A(()F(t) et B(()F(() étant deux fois continûment différen-
tiable de ( > 0 dans H, et B(0)F(0) + F"(0) e V et A(0)F(0) e V.
Dans ces conditions, on déduit du théorème 2, 12 le

THÉORÈME 2. 15. — Sous les hypothèses (1, 33), (2, 51),
(2, 60) et (2, 83), (2, 75) et (2, 85), (2, 73) et (2, 86), soit U,(()
(resp. U(()) la solution une fois continûment différentiable de
t ̂  0 dans V {resp. V(w))? deux fois continûment différentiable
de t > 0 dans H de

(2, 89) (£A(()+B(())U^)+D2U^)==^); U^)—F(() e N,(<)
pour tout t > 0; U,(0) = F(0); H(0) = F'(0)

(resp. B(t)V(t) + D2^) == k{t), V(t) — F(() e NB(() pour t > 0;
(2, 90) U(0) = F(0); U'(0) = F'(0)).
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Alors, pour tout s >0, Ug -> U rfan^ L^O, s) ; W) ^ Uç -^ U'
dan5 L2((0, s) ; H). On a de plus les convergences faibles, Ug -> U'
U^U" ^a^ L^O, s), W) ^ U^U'rfa^ L2 ((0, s), H).
£71 oM<r<? e172!^ (r<?5p. e^Ug ^ e^'U^) convergent fortement
(resp. faiblement) dans L^O, s); V), (ws 0.

Démonstration. — En posant
u,(t) == V,(t) — F(t) et u{t) = U(<) — F((),

(2,89) et (2, 90) se ramènent à (2, 76) et (2, 77) avec
h,(t} = k(t) - ((£Â(<) + B(())F(() + F"(())
h(t)=k(t)—B(t)F(t)—¥tt(t)

et il suffit de vérifier que h(t) et h^t) vérifient les propriétés
du théorème 2. 12.

Perturbation singulière de semi-groupes.
Nous reprenons, V, W et H avec (2, 51). Puis nous prenons

sur V (resp. W) une forme sesqui-linéaire continue a(u, ?)
(resp. fe(u, v)) qui définit l'opérateur A (resp. B). Nous prenons
6(£; u, v) = ea(u, v) + b(u, v).

Nous supposons :

(2, 91) il existe des constantes X > 0 et y > 0 telles que
pour tout u e W, on ait :

. 6o(^)+W>Y||u|)w.

(2, 92) II existe des constantes (A > 0 et a > 0 telles que,
pour tout u e V et tout e ̂  1, on ait

£0o(u, u) + beÇu, u) + y,\u\2 > a£||a||^

(2, 93) <I>=jf^ |N,nNBi est dense dans H.
( £ )

Remarque. — L'hypothèse (2, 93) est en particulier vérifiée,
si on prend ®(Q) c V c W c H, 3)(Q) dense dans H, ou
(U)(Q))NcVcWcH(3)'(Q))N avec (^(0))^ dense dans H.

Si on considère (— B) (resp. (— Bg) e < 1) comme opé-
rateur non continu de domaine de définition NB (resp. Ng)
muni de la topologie induite par H, à valeurs dans H, sous
les hypothèses (2, 91) et (2, 93) (resp. (2, 92) et (2, 93)) (-B)
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(resp. (— Bg)) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe
t —> X(() (resp. ( -> Xg(()) représentation continue de t^s.0
dans Ï,(H; H) (61).

THÉORÈME 2. 16. — Sous les hypothèses (2, 91), (2, 92)
(2, 93) {resp. (2, 91), (2, 92) (2, 93)) et

(2, 94) il existe des constantes T et v telles que

\Rea^{u, ^)|^T||u||v ^| pour tout u, ^ e V
|Jîe&i(M, ^)|^v|M|w|^| pour tout u, ^eW)

^ 51 pour /" e <[), A/* (62) et Bf sont dans $ {resp. V), afor5, quand
£ -> 0, pour toî  ( > 0, Xg(() -> X(() dans lt,(H, H), 6( pour
/•e^, X,{t)f-> X{t)f dans W.

Démonstration. — Montrons tout d'abord que pour t ̂  0,
on a

(2,95) I|X^)||^H;H)<^
Ço étant positive et indépendante de £.

Soit Re(p), p == Ç + IY) le résolvant de Xg(<). Soit /* donnée
dans H. Alors u^ = Re(p) f est la solution dans Ng de

BgMg + pug = /'
d'où l'on tire

£Oo(Ug, Ug) + 6o(^£? ^e) + S|Mg|2 = Re(/', Mg).

En tenant compte de (2, 92), on en déduit qu'il existe Ço?
indépendant de e tel que

N< 1 ? - > ?
l y i ^ S - S o ç> '0

d'où (2, 95) par application du théorème de Hille Yosida (63).
Il résulte de (2, 95) que, pour ( donné, les Xg(() forment

un ensemble équicontinu de Ï(H; H). Pour démontrer le
théorème 2. 16, il nous suffit donc de montrer que pour
/•€$, Xg(()/1-^ X{t)f dans W.

Désormais, ( est fixé et f est donnée dans $. Posons
Ug^Xg^/'etu^X^)/'.

(61) Voir la démonstration dans Lions [1] p. 122.
(62) II est facile de voir que /e<I> entraîne /eN^ et B(/ = eA/ + B/, e <^ 1.
(<3) Voir Hille [1], Yosida [1] et Phillips [1].
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Alors, sous les hypothèses (2, 91), (2, 92) et (2, 93) et si
A/" et B/*sont dans $ (resp. (2, 91), (2, 92), (2, 93) et (2, 94)
et si A/" et Bf sont dans V) u^(t) est la (64) fonction une fois
continûment différentiable de t ;> 0 dans V (resp. continue
de ( ̂  0 dans V, une fois continûment différentiable de ( ̂  0
dans H) solution de

(2, 96) B,u,{t) + Du,{t) = 0; u,(t) e N, pour t > 0
ue(0) == f

et u(() est la fonction une fois continûment différentiable
de ( ̂  0 dans V(w) (resp. continue de ( ̂ . 0 dans V(w), une
fois continûment différentiable de t ̂  0 dans H) solution de

(2, 97) Bu{t) + Du{t) = 0; u{t) e Ne pour ( > 0
u(0) = f.

Posons V,{t) = u,(t} — f, et U(() = u(t) — f.
Alors Ug^) (resp. U(()) est solution de

(£A + B) U,(() + DU^) = -(eA + B) f= h^ V,{t) e N,
pour t^O.

U,(0) = 0.
(resp.
BU(() + DU(() = — Bf = A; U(() e Ne pour < > 0 U(0)=0).

Le théorème 2. 16 résulte donc des théorèmes 2. 8 et 2. 9
(les démonstrations de ceux-ci se simplifiant dans ce cas
particulier où le& formes sont indépendantes du temps, cf.
p. 70) et des lemmes 2, 5 et 2, 7.

Exemples. — On prend un ouvert Q de R", de frontière F
régulière. On désigne par x, la variable dans R".

lo On prend H = L^Q), W = H^Q) et
b(u^ P) == ((u, P))i + (^? ^)o qui définit — A + 1.

On désigne par ï), l'espace défini au chapitre i, n° 3, des
u e L^Q) tels que Au e L^Q), muni de la norme (|u^ + lAa^)^2.
On prend sur ^

fc(£; U, Ç.) = £(AU, A^)o - 62 ((U, ^)), + ((U, ^)), + (U, ^)o

qui définit &A2 + (&2 — 1)A + 1.
(M) Cf. théorème 2. 7.
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Exemple 2. 3. — Prenons V == H^(Q). Alors V(w) = H^(Q).
Soit t -> h(x, t) une fonction une fois continûment différen-

tiable de ( > 0 dans L^Q), avec h(x, 0) e H^(Q), (i.e. h(x, 0) |r = 0
et f-0- h(x, 0)\ = 0.

\ôy v ' '/r
Soit Ut(x, t) (resp. u(x, t)) la solution de

e^u,(x, t) + (e2 — l)àu{x, t) + u,(a;, () + -ô- u<(a;, () == h(x, t)
ÔC

avec les conditions aux limites :

u,(x, t)\r =0 et (-^-u,(x, t)} == 0 pour ( > 0\ôv /r
et les conditions initiales :

u,(x, 0) = 0
(resp. — Au(rc, <) + u(rc, () + — u (x, t} = h(x, t)

avec les conditions aux limites

u{x, t) |r = 0 pour ( > 0
et les conditions initiales

u{x, 0) == 0).

Alors, d'après le théorème 2. 5, u^x, t) (resp. u(x, t))
est une fois continûment différentiable de ( ̂  0 dans H'(Q)
(resp. H^(Q)) et, d'après le théorème 2. 8, pour chaque (>0,
Ug(o;, ()-^u(o;, () dans ?(0), et-^u^x, ^)-->-ô-u(a;, t) dans L2

(Q) faible. ô< ô( v /

EXEMPLE 2. 4. — On prend V = V donc Y(W) = ?([2).
Soit ( —> h(x, t) une fonction deux fois continûment diffé-

rentiable de t ̂  0 dans L^Q) avec, h(x, 0) e ï).
Soit Ug(a;, () la solution de

e^u(x, t) + (£2 — l)Au(o?, () + u(x, t) + ̂  u,{x, t) = h (x, t)

avec les conditions aux limites pour tout t ̂  0

u,{x, t) e N, i.e. \-^ {^u,(x, t) + (£2 — i)u,{x, t))t =0
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et u,(x, t)|r = 0
et les conditions initiales :

u,(x, 0) = 0 et ô u,(x, 0) = 0.
ot

Soit u{x, t) la solution de

— b.u(x, t) + u{x, t) + ô2 u(o;, () == A (rc, <)
oc

avec les conditions aux limites

u(x, t) e Ne i.e. (— u(x, t)} =0 pour ( > 0\ôp /r
et les conditions initiales

u{x,0)=^u{x,0)=0.

Alors Ug(a;, () (resp. u(x, t)) est une fois continûment différen-
tiable de t > 0 dans °0 (resp. H1 (Q)) deux fois continûment
différentiable de ( > 0 dans L^Q), et d'après le théorème 2. 11,
pour chaque ( > 0, Ug(a;, () -> u{x, t) dans ?(0) et

-^ ^(rc, () -> -̂  u(x, t) dans L2(Q) (65).

2° Nous supposons toujours la frontière de F régulière.
Nous prenons H = L^Q) puis W == ?'(0). Soit, sur ?'(0)

b(tf9 uî ^=^^JM^ Wu{x)DT^dx
où t->bpq{x, t) est pour |p|, \q\ ̂  m', une application de
t ,> 0 dans L°°(Q), trois fois continûment difîérentiable de
( > 0 dans L°°(Q) muni de la topologie faible de dual de L^Q).

Nous supposons

b(t\ u, v)=b(t\ y, u) pour u, ^eïP^Q)
et:
pour tout c > 0, il existe des constantes X(c) = X et y(c) == y > 0,
telles que, pour tout u, p e H'"' et tout t e (0, c) on ait :

^;I.,U)+^|OY||U||^.

(e6) Cf. exemple 2. 2.

10
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Nous considérons d'autre part, sur ?"(0), m > w\

a((; u^}= S fo^^ () D^(o;)D^) ̂
IPI.m^m172"2

où ( -> dpq(x^ t) est une application de ( ̂  0 dans L^Q), trois
fois continûment différentiable de ( ̂  0 dans L^Q) muni de
la topologie faible de dual de L^Q).

Nous supposons : a(t ; u, ^) == a{t ; ̂ , u) pour tout u, v e H"*(Q) et,
Pour tout c > 0, il existe des constantes a(c) == et a(c) == a > 0
telles que

a((; u, u) + 6((; u, u) + M > ̂ I^IFm

pour tout u, ^ e ?"(0), et tout ( e (o, c).
Il en résulte que sa((, u, ç/) + 6((; u, (/) vérifie (2, 28), sur

H^Q), pour £ < 1.
Soit ( -> A(a;, t) une fonction deux fois continûment diffé-

rentiable de ( > 0 dans L^Q), avec h(x, 0) e ?(0).
Nous prenons pour V des sous-espaces V; de ?'(0). En

supposant A(*r, 0) e V», soit u^(a:, () la solution dans Y( de

£ S (-1)'̂ ,̂ ()Dâ^(a;, ())
IPIIîKm

+ S (- IÎ^'D^^^, () Dâui( ,̂ ()) + ̂  u|(a;, <) = h(x, t).
Pii^l^m' ôt-

avec les conditions aux limites :
u[{x, t) e Ni(() pour tout ( > 0

et les conditions initiales

u[(x, 0)=^i4(rr, 0)=0.

et soit u^x, t) la solution dans V»(w) de

S (-lW{b^x, t)W{x, t^+^x, t)=h{x, t)
!P!.l^l^m' 01

avec les conditions aux limites :
u\x, t) e NB(<) pour tout t > 0

et les conditions initiales

u\x, 0)=^u{x,0)=0.
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Nous sommes dans les conditions d'applications du théo-
rème 2. 12, donc, pour chaque ( > 0, u[[x, t) -> u\x, t}

dans ?'(0), et -̂ ,̂ <)->|-^M dans L^Q). De plus
^u\{x, ()—0dans ?(0).

Il nous reste à expliciter, dans quelques exemples, les condi-
tions aux limites.

Exemple 2. 5. — On prend V, = H?(Q) donc, V,(w)= îî?\û).
Les conditions aux limites sont pour u[(x, t) et pour ù^Çx, t)
les conditions de Diritchlet, i.e., pour tout t^O:

ŷ
u[{x,t) ==0 pour p==0, 1, ..., m—1

et

^^(x, t) ==0 pour p=0, 1, ..., m'—l.ô^

Exemple 2. B. — On prend Vs== ?(0), donc V,(w)= ?"'(0).
Les conditions aux limites sont pour u^x, t) et u2 (x, t) les

conditions de Neumann, qui se traduisent, pour t ̂  0, par
des conditions de la forme (66)

(£S,(() + T,(<))u^, () |r = 0 k = 0, 1, . . . , m' — 1
Sfc(<)uj {x, t) |r = 0 pour k = m', m' + 1, . . . m — 1

et
T^u^rc, <) |r = 0 pour /c == 0, . . . , m' — 1.

On pourrait aussi considérer des problèmes de Dirichlet-
Neumann mêlés, ou des problèmes de dérivées obliques. Voir
exemples 1. 8 et 1.^).

Remarquons enfin que les résultats du n° 3 sont valables
pour des problèmes mixtes, relatifs à des systèmes différentiels.

(M) Cf. exemple 1-7.
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