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0. INTRODUCTION ET NOTATIONS

a) Soit D le demi-plan complexe {z/Rez > 0}. On désigne par

D[X,,...,X,] lensemble des polynomes P(X) =P(X,,...,X,)
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dont les coefficients non nuls sont dans D, et par D(X,,...,X,)
I’ensemble des fractions rationnelles R =P/Q ou P et Q sont
éléments de DI[X,,...,X,]. Soient x€]0, + o[" et
RED(X,,...,X,) alors R(x) est dans C\]—,0], et, pour
tout s€C, on définit R(x)™* = exp(—sLog R(x)) au moyen
de la détermination principale du logarithme complexe. Pour
n=m,...,n,)EN", onpose:

ZR,n;5)= 3 MR- 0.1)

Pl,..-,l’"=l

L’étude de la série de Dirichlet Z(P,0;s) a été introduite par
Mellin :

THEOREME 0.1 (Mellin [12], 1900). — On suppose que le poly-
néme P dépend effectivement des n variables x,,...,x,.
Alors la série Z(P,0;s) converge dans un certain demi-plan. La
fonction s —> Z(P,0;s), définie et holomorphe dans ce demi-
plan, admet un prolongement méromorphe a tout le plan complexe,
dont les poles sont situés sur l'axe réel. Si on restreint la variable
S d une demi-bande du type

B={s=0+it/o, <0<o,,ett=>1},

alors, pour tout € >0, ona: Z(P,0;s) =0(e("2*)%),

b) Les articles qui ont suivi celui de Mellin ont été consacrés
au cas ou le polyndome P vérifie la condition d’ellipticité :
[Py(x)I >0 pour x €[0, + o[, x #0,

ou Py estla partie homogéne de plus haut degré de P.

THEOREME 0.2 (Mahler [11], 1927). — Soient PED([X, ,..., X, ],
de degré N, vérifiant (0.2), et QEN". Alors la série Z(P,n; s)

, n+ nl .
converge dans le demi-plan Re s > —N—- (avec la notation

n
Inl = 2 n,), et la fonction Z(P,n;.) admet au plus des poles
= & J
simples aux points s = (n + |n| — k) N-!, avec kEN et s¢ —N.
Dans la demi-bande

B,={s=o0+it/(n+Inl—k)N"' <0, <0<o, ett>1},
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on a Z(P,n;s) =0(e’*) pour un certain p <mw/2; si P est a
coefficients positifs, alors Z(P, n; s) est O(t**) dans B, .

Les propriétés analytiques de Z(P,n;s), dans le cas
elliptique, ont suscité plusieurs travaux récents. Par exemple,
P. Cassou-Nogués calcule les valeurs aux entiers négatifs et les
résidus aux poles de Z(P,7n;s) (cf [6]), et en donne des appli-
cations arithmétiques (cf [5] et [6]). On trouvera dans ces
deux derniers articles un exposé assez complet des motivations
et des développements actuels de ce probléme.

c) Cet article développe des méthodes et des résultats annoncés
par l'auteur en 1981 dans [14]. Les théorémes essentiels sont
énoncés au § 1. A l’exception du théoréme 1.4 concernant la
majoration du prolongement analytique de la série Z(R,7n; s),
tous les résultats figurent déja dans I’article de référence [14]. -

Les théorémes 1.1, 1.2 et 1.4 généralisent le théoréme 0.2
au cadre du théoréme O0.1. En fait les hypothéses choisies ici
sont sensiblement plus générales. On considére une fraction ration-
nelle a4 la place d’'un polyndme. Le théoréme 1.3 généralise le fait
que, dans le cas n =1, Z(P,n;— N) est contenu dans le corps
engendré par les coefficients de P. Pour ce dernier point, qui est
un cas particulier des résultats de [6], on trouvera une démonstration
directe dans [13].

Nous verrons au §5 que la série Z(R, m;s) peutétre
exprimée en fonction d’intégrales du type :

Y(T,A;s) = f xX T(x)™* dx.

B P L
Le théoréme 2.1 permet de ramener 1’étude de ces intégrales
au cas ou le comportement asymptotique de la fraction rationnelle
T est monomial. On en déduit d’abord au § 3 le calcul de I’abscisse
de convergence absolue de la série de Dirichlet Z(P/Q,n;s) en
fonction de n et des mondmes extrémaux de P et Q,—puis au
§4 la nature du prolongement méromorphe de la fonction

s—> Y(R,n;s).

Les intégrales Y sont utilisées ici comme des auxiliaires
techniques. Elles apparaissent toutefois naturellement dans
plusieurs problémes (voir par exemple [1] et [3]) et leur étude
peut présenter un intérét propre.
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Plusieurs modifications ont été apportées 4 la premiére version
soumise en 1981. En particulier, la démonstration du théoréme 2.1
de cet article a été refondue; les théorémes 1.4 et 4.8 ont été
introduits en vue d’une application qui sera publiée a part. Cette
nouvelle présentation permet d’accroitre la concision et la clarté
des démonstrations des résultats principaux. Elle ne permet pas,
en revanche, de simplifier la preuve de la partie 3 du théoréme 1 de
[14], que nous préférons de ce fait reporter & un travail ultérieur.

Le lien entre les mondmes extrémaux du polyndme P et
la distribution des poles de Z(P,7n;s), esquissé au théoréme 1.2,
a été précisé récemment, dans le cas de deux indéterminées, par
P. Cassou-Nogués dans un article a paraitre [7].

Notations. — On pose R, = [0, + [, R_=—R,, I1=]0, 1],
et L=1]1,+o[. La lettre s désigne toujours un nombre
complexe et on note systématiquement o = Res et ¢ =1Ims.

Pour (€C, on pose e(§{) =exp(2im§). On désigne par
Arg ¢ la “fonction argument” définie sur C\R_, & valeurs dans
]—w,n[, par Arg¢ la fonction argument définie sur C\R,, a
valeurs dans ]0,2w[, et par Log¢ et logé les “fonctions
logarithme™ qui leur sont respectivement associées; sauf mention
expresse du contraire £° signifie exp(s Log §).

Les lettres soulignées désignent des vecteurs: x =(x;,...,X,),
n
1=(1,...,1), etc... Pour z et «€EC", on pose |z|= D, Izl
1=1

M étant donné plus haut.

a — « a Q,
et z2=z12z72.. .z, le sens de z
Les symboles :

o, x) <<g(x) (xEX;AEA), (0.3)
et
f\,x) =0(g(x)) (x €EX;NEN) 0.4)

ont le méme sens et signifient qu’il existe une constante A >0,
ne dépendant ni de x ni de A, mais pouvant a priori dépendre
de tous les autres paramétres du probléme considéré, telle qu’on
ait : |f(A\,x)| < Alg(x)| pourtout x €EX ettout AEA.

Le symbole
fRe (0.5)
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signifie qu'on a ala fois f<< g et g < f.

Par convention, nous dirons qu’une fonction f posséde un pole
d’ordre mE€Z en s, si m est le plus petit entier tel qu’on
ait, au voisinage de s,

F(s)=(s—s,)"" g(s),
ou g est holomorphe en s, .
Enfin, nous ferons un usage constant du résultat classique :
LemMME 0.3. — Soient p une mesure de Radon complexe sur
X (pour les définitions, cf [8] chapitre XIII), S un ouvert de

C", et (¢,z) v f(¥,z) une application continue sur X x 2,
a valeurs dans C. On suppose que :

(i) pour chaque E€X, Ila fonction z > f(£,z) est
holomorphe dans S).

(ii)f [f(E,z)Idlpl (]) <1, uniformément au voisinage
X
de chaque point de 2 (lu| est la valeur absolue de la mesure ).

Alors la fonction h(z) =L f(&,z)d u(¥) est holomorphe
dans S2.

L’auteur tient a exprimer ses plus vifs remerciements a R. Gay,
J. Riss et G. Tenenbaum pour les nombreux conseils dont ils ont
bien voulu le faire profiter.

1. LES RESULTATS

Soient R =P/QeD(X,,...,X,), vérifiant la condition

lim  |R(x)|=+eo, (1.1)
Ix|— + o
X1seees xp>1
nEN" et Z(R,n;s)= 2 M R@*. La condition (1.1)
- - veEN" -

est nécessaire pour que cette série converge dans un demi-plan



88 P. SARGOS

de la forme {0 >0,}; le résultat suivant montre qu’elle est
suffisante.

THEOREME 1.1. — Sous la condition (1.1), la série Z(R,7n;s)
posséde une abscisse de convergence absolue finie o, = 0,(R, 1_7_) eQ
qui ne dépend que des mondmes extrémaux de P et Q, et de 7.
De plus, il y a divergence absolue pour ¢ = o, .

D’autres précisions sur le nombre o, sont données au §3
(théoréme 3.1 et lemme 3.2); la définition des mondmes extrémaux
figure au § 2.

THEOREME 1.2. — La série Z(R,n;s) définit une fonction
holomorphe dans le demi-plan {0 > o0,} qui admet un prolonge-
ment méromorphe a tout le plan complexe. Les pbles sont d’ordre
< n et situés dans un ensemble de la forme :

1
o, — I—\I'N ={o,—k/N; k=0,1,2,3,...},
et il existe un entier N* ne dépendant que des mondmes extrémaux
de P et Q telque N divise N*.

L’origine est un pole dordre <n—1; si Q=1, alors
tous les entiers négatifs sont des pdles d’ordre au plus n — 1.

Ce dernier point généralise le fait que, dans le cas n =1 1la
fonction Z(P,7n;s) ne posséde pas de pdle aux entiers négatifs.
Les exemples 1.5 et 1.6 montrent que, si ’on ne fait aucune hypo-
thése supplémentaire sur R, on ne peut rien dire de plus sur ’ordre
des poOles.

On remarque également que si P et Q sont a coefficients
positifs, alors le point o, est toujours un pdle pour Z(R,7;.);
cela résulte d’un théoréme général dii 4 Landau (cf [15]).

THEOREME 1.3.—Si s, est un pdle pour Z(R,n;.), on
écrit le développement en série de Laurent au voisinage de s, :

+ o0

ZR,n;8) = 2 u(s) (s —sp),

k=—n

et on désigne par K le sous-corps de - C engendré par les coeffi-
cientsde P et Q. Alors :
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(i) u_, (so) estalgébrique sur K
()u_,,y (0)EK; si s5€—N, alors u_, (so) €EK
(i) si Q=1, etsi s €—N, alors u_,,, (s,) €EK.
Pour chaque polyndome T(x) = Z c, x2eD[X,,..., X,],
-

n
on pose : ¢
p(T) = max |Arg cgl . (1.2)

THEOREME 1.4. — Il existe une constante A >0 qui ne
dépend que des mondmes extrémaux de P et Q telle que, pour
tout € > 0, on ait :

Z(R,n;s) << elp®*pQlItl (] 4 |f|Alog=0)*e) (1.3)
uniformément dans chaque région :

{s/o, <o<oa,,It|=1} (0, et 0, €ER).

Exemple 1.5.—Soient 6€]0,1[, n et N deux entiers
(xl o xn)N+l

, et
0 +x,..x,

=2. On pose R(x)=R(x;,...,x,)=
Z(s)= X R(»)~*.

EGN‘n
Partant de I’égalité :
0 s
—8 — —Ns —
R(Q-C):-(xl“.x") (l+x1...xn)
= X 05 ()(x;...x,) MR
k=0
on obtient :

ZGs)= 3 65 ()tNs + ky,
k=0

ou ¢ est la fonction zéta de Riemann. L’abscisse de convergence
absolue de Z est o, = 1/N, et les poles de Z sont exactement
les points o,,0, —1/N,0, —2/N,.... L’ordre en chaque pdle
est n, sauf alorigineouilest n — 1.

Exemple 1.6. — On choisit §, n et N comme précédemment,
et on pose

P(x)=0(x,...x, V"' + (x,...x,)N

n) et

Z(s)= 2 P@~*.

—v—eN‘n
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Par un calcul semblable a celui de I’exemple 1.6, on trouve :
Z(s)= Y 0 (CHIWNs+ k.
k=0 k

1 1
L’ensemble des pOles de Z est exactement — — N N . L’ordre

en chaque pole est n, sauf aux entiers négatifs ou il est n — 1.

2. REDUCTION DES POLYNOMES PAR
CHANGEMENTS DE VARIABLES

Soit P(x) = Z a, x* un polyndme des n variables x, ,...,x,.
i

On appelle monéme de P un mondme x% tel que a, soit non
nul, et on désigne par supp P I’ensemble des multi-entiers o pour
lesquels a, est non nul. Soit & (P) I'enveloppe convexe du
sous-ensemble de R” :

{a —B/aEsupp P, ERL].

On dira qu’'un mondme x= de P est extrémal si o est un

point extrémal de &(®P). Si P n’a qu’'un mondme extrémal,
alors il posséde un plus grand mondme. Dans ce cas, on peut

écrire : P(x) = a, x + ag 5‘1, ou I'expression B <« signifie
a—BERT\{0}. e
A chaque famille {A,,...,A,} de vecteurs linéairement

indépendants de R’ , on associe une application w : L” — L"
par
wx =w@,,... A)x)=0H,. .., x5, 2.1

ou la matrice des vecteurs u; est obtenue par transposition de
la matrice des vecteurs A]. ,1.e:

Ny=wy (1<i<n, 1<j<n).

On désigne par §2, I’ensemble des applications du type (2.1)
qui sont associées a des vecteurs A, € N".

Le jacobien de l'application «s définie par (2.1) peut s’écrire :
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(wx)t
Xy

(2.2)

I, (x) = det((\,);.)
n

En particulier, pour w€&, ,J (x) est le produit d’un
entier par un mondme.

Les applications w €&, transforment un mondme en un
mondme et un polyndme en un polyndme (i.e P° w est encore
un polynéme). Si w est définie par (2.1), on peut écrire

(wx)*=x“%, ol & est la matrice (A\;),<;<c,, OU encore
1<i<n
= yA1,@) (Ap, @)
(wx)®=x"1"% x5, (2.3)

n
le symbole (x,y)= Zx,. y; désignant le produit scalaire
dans R" . 1

On remarque que si P posséde un plus grand mondme x%,
alors P o w admet également un plus grand mondéme x“¢

Nous verrons dans la suite qu’on sait calculer certaines
intégrales lorsque les polyndmes qui y figurent possédent tous
un plus grand mondéme. Le théoréme suivant permet de se
ramener systématiquement a ce cas.

THEOREME 2.1. — Soient P,,...,P, des polynomes a n
variables, et O, la famille des mondmes extrémaux de P;.
Alors on peut associer a M, , ..., 0, des éléments w,,...,w,,
de ), tels que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

(2.4) La famille (w, (L"), <x<m constitue, a un ensemble de
mesure nulle prés, une partition de L" .

(2.5) Si Q; est un polynéme a n variables admettant N; comme
ensemble de monbmes extrémaux, alors chaque polynéme Q, ° w,
posséde un plus grand mondéme (G =1,...,r; k=1,...,m).

Remarque 2.2. — La propriété (2.4) équivaut a 1’assertion
“Pour toute fonction ¢ intégrable sur L”, on a I’égalité :

foo@ax= 3 [ocw @, @l Qe

La démonstration du théoréme 2.1 nécessite un résultat géomé-
trique préliminaire. On considére un cone polyédral de R" de
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sommet o€ R} \{0} admettant pour écriture minimale (cf [2];
12.1.5) :

E={EER”/(_):k,E)<l,l<k<n+p} 2.7

ou p est un entier =0, et ou A\ €ER},I1<k<n+p. On
pose :
S ={£EL"/_)£ﬁ>_)5’i pour BEE,B+a} . 2.8)

LEMME 2.3. — Avec les hypotheéses et notations précédentes, il
existe p + 1 changements de variables du type (2.1), wy,w, ,...,w
possédant les deux propriétés suivantes :

14

(i) chaque w;(0 <i<p) est associé a une sous-famille
Q‘il L ’Z‘J,,} de {Al L ’z‘n+p}

(ii) le secteur S est, a un ensemble de mesure nulle prés, réunion
disjointe des p + 1 ensembles w;(L") (0 <i <p).

Démonstration du lemme 2.3. — Soit E° = {y€R" /(g <1
pour tout BEE} le polaire de E. On définit une application
f de S dans E° en posant f(y)=p=(k;,...,H,) avec
W = Log y; (Logz‘i‘-)°l (remarquer qu'on a (u,a)=1, et
{u, B> <1 pourtout BEE\{a}).

a) On suppose d’abord p = 0. Dans ce cas, on doit simple-
ment montrer I’égalité S = w (L") avec w = W@, 0.

L’inclusion w(L") C S découle immédiatement de (2.3).
Pour prouver linclusion inverse, on fixe y €S et on cherche
Zc_EL" vérifiant wx =y ; onpose p = f(y).

Comme E est le polaire de {A,,...,A,}, on sait, par le
théoréme du bipolaire (cf [4]) que E° est I’enveloppe convexe
n
de {0,A,,...,\,}, dou Décriture p= ) 6, )\, avec
- k=1
0, =0 e Z0 <1. En fait, on a 60, =1 a cause de la
condition {(p,a) =0.

Chaque 6, est >0: si, par exemple, 6, était nul, on
aurait (u,B) =1 pour chaque B situé sur I'aréte de E d’équation
{1/(_)\J,1>= 1,j=2,3,...,n}, ce qui est impossible. On
pose alors x = (2015, - ,Za,,g); x est bien dans L" et vérifie
wx =y, cequidémontie le lemme dans le cas p = 0.
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b) On suppose maintenant p = 1 (auquel cas on a néces-
sairement »n =3). Le résultat intermédiaire suivant permet
de se rameneraucas p = 0.

LEMME 2.4. — Soit C un cone polyédral saillant de R", de
sommet l'origine, admettant p + n génératrices extrémales qui sont
les demi-droites D,,...,D,,,. Alors il existe p + 1 cones
polyédraux a4 n faces C,,C,,...,C  vérifiant les propriétés

suivantes :

4

(i) Chaque C; est engendré par une sous-famille
{D ..,D,n} de {D;,...,D,,,}
(ii) Le cone C est, aux frontiéres pres, réunion disjointe des
p + 1 cones Cy,C,,...,C,.

On admet provisoirement le lemme 2.4, et on poursuit la
démonstration en cours.

1'1'"

Soit D; la demi-droite issue de l'origine et passant par

\;, et soit C le cone polyédral de R} engendrépar D,,...,D

s “n+p*

Comme I’équation (2.7) est minimale, C admet {D,,..., Dnﬂ,}
comme ensemble de génératrices extrémales. On peut donc
séparer C en p +1 cones C,,C,,...,C,,, comme dans le

lemme 2.4. Si C; est engendré par {D, ,...,D; }, onpose
W =w® s N)) L E =B8N ST, I Sk<n},
et S, = {y €L"/y& <y% pourtout EE}.

D’aprés le cas p=0, on a w,(L")=S;. D’autre part,
S; est, @ un ensemble de mesure nulle pres, égal a f"(C,ﬁ E%).
Cela montre que la famille (w;)=,,,,...,, Vérifie la propriété
(ii) du lemme 2.3, etle cas p = 1 est démontré.

Démonstration du lemme 2.4. —On opére par récurrence
sur lentier p. Le cas p =0 étant évident, on fixe p =1,
et on suppose le lemme démontré jusqu’a 'ordre p — 1.

Quitte a effectuer une permutation des indices, on peut supposer
que D,,...,D,_, sontsurune méme face de C.

Mais par D,,...,D,_,, il passe exactement deux faces (cf [2],

12.1.12) la deuxiéme étant engendrée, disons, par D, ,...,D,_,,D,.
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Alors les demi-droites D, ,..., D
D,_,,D,,, ne font pas partie D
d’'une méme face de C, et
I’hyperplan qu’elles engendrent Dn
sépare C en deux cdnes polyé-
draux C' et C" (cf figure 1). 5

0 figure 1

Ces deux cOnes admettent respectivement :
{D,,...,D D Dil""’Dik'}

sPp 2>

et {D,,....,D,_52,D, 41> Di1 s e ka"} comme ensemble
de génératrices extrémales, avec {i,,...,0 N {,,...,f} =¢.
En particulier on a & + k" =p+ 1. Par hypothése de
récurrence, on peut décomposer C' et C' respectivement en
k' et k" ‘comes a n faces. On obtient ainsi une décomposition
de C qui répond a la question. Ceci achéve la démonstration
du lemme 2.4, et par suite celle du lemme 2.3.

n+1?

Remarque 2.5. — Soient
w=wQ,,..-,N) W =wlg A, 8, N)

ou les g; sont des nombres positifs. L’application

W' ix— I, xIn)
est une bijection de L” dans L", et ona w =we°w'. Onen
déduit I’égalité w(L") = w'(L").

Supposons que, dans (2.7), les A, soient a coordonnées
rationnelles. En donnant a g¢q,,...,q, des valeurs entiéres
convenables, on peut alors remplacer, dans la conclusion du
lemme 2.3,

w; =Wy, --.5 N ) par Wi =w@ Ny 54y N ERQ, .
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Démonstration du théoréme 2.1. — On considére d’abord le cas
ou il y a un seul polynome P (cas r = 1). Soit IIT I’ensemble
des mondomes extrémaux de P, et soit x2€JL. On pose
S, = {x€L"/x2>x% pour tout BEM, B+#a}; on désigne
pEr E, le cone polyédral de sommet o engendré par &(P);
celui-ci admet une écriture du type (2.7) avec des A, 4 coor-
données rationnelles. On en déduit, par la remarque 2.5, qu’il
existe une famille finie (w, ,); d’éléments de £, telle que S,
soit réunion disjointe, 4 un ensemble de mesure nulle prég,
des wa’,(L"). On remarque, par ailleurs, que (wa', x)% est

nécessairement le plus grand mondme de P o w, ;.

On procéde ainsi pour chaque x2 €T, et on aboutit a
une famille (w, ), ; d’¢léments de £,. Comme les S, consti-
tuent, & un ensemble de mesure nulle prés, une partition de L",
on voit que la famille (wy)g,i vérifie les propriétés (2.4)
et (2.5).

On suppose maintenant =2 (e cas r>2 ne présente
aucune difficulté supplémentaire). A la famille 01T, des mondmes
extrémaux de P,, on associe la famille (w,,...,w,,) comme
ci-dessus. Puis on recommence pour chaque P,ow,; en
remarquant que les mondmes extrémaux de P, o w, ne peuvent
provenir que des mondmes extrémaux de P,, on en déduit
a4 nouveau une famille (m;‘.1 ,...,w,’c'pk), qui ne dépend que
des w; et des mondomes extrémaux de P,, vérifiant (2.4), et
telle que chaque P, o w, °w; , posséde un plus grand mondme.
I1 est maintenant facile de vérifier que la famille :

’
(wy © ‘*’k,sz)1<k<m
1<2<pg

vérifie (2.4) et (2.5). Le théoréme 2.1 est entiérement démontré.

3. EXISTENCE D’UN DEMI-PLAN DE CONVERGENCE

Nous nous proposons ici de préciser les questions de
convergence attachées a I'étude de la série Z(R,7n;s). Nous
considérons simultanément I’intégrale
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Y(R,n58) = [,x1 R(x)™* dx, 3.1)

dont les propriétés analytiques nous seront utiles plus loin.

THEOREME 3.1. — Soient n€R" et R = P une fraction

Q

rationnelle de D(X,,...,X,) satisfaisant d la condition (1.1).

La série Z(R,n;s) et lintégrale Y(R,n;s) possédent
une abscisse de conve?gence absolue commune finiz g, =0,(R,n)
qui ne dépend que de n et des mondmes extrémaux de P ‘et
Q; si nEN", alors o, est un rationnel > 0. De plus, dans
les deux cas, il y a convergence uniforme dans chaque demi-
bande horizontale fermée contenue dans le demi-plan 0 > g,
et il y a divergence absolue pour 0 = o, .

Démonstration. —a) On  désigne par P* le polyndme
déduit de P en remplagant les coefficients de P par leur partie
réelle. On définit de méme Q*, et on pose R* =P*/Q*, et
p =max {p(P), p(Q)} (cf(1.2)); ona p <7/2, et

cosp R*(£)<|R(£)|<—l— R*(x) (x EL"). (3.2)
cosp

Utilisant Dégalité |R(x)~*| = |R(x)|~? e*A8R@)~ on obtient
I’estimation

R(x)"* S R*(x) % (x€EL";0, <0<o0,;tI<B) (3.3

qui montre qu’on peut se restreindre au cas ou P et Q sont a
coefficients positifs, ce que nous supposerons dans toutes la
suite de la démonstration.

b) A I'aide du théoréme des accroissements finis, on obtient :
VIR@) %R (@ +0)LR@ +6)~° (3.4

uniformément par rapport a vEN*' ,6€[0,1]",0, <0<o,.
En intégrant chaque terme de (3.4) sur [0, 1] par rapport
i la variable 6, et en sommant ensuite sur tous les ¥ € N*', on
voit que lintégrale et la série convergent ou divergent en méme
temps.

c) On suppose donc P et Q a coefficients positifs et on
cherche les valeurs de ¢ pour lesquelles I'intégrale Y(R, n ;0)
converge.
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Soit (w,,...,w,,) une famille d’éléments de £, associée
aux monoOmes extrémaux de P et Q vérifiant (2.4) et (2.5). Pour
chaque k,1<k<m, Pow, et Qow, possédent un plus
grand mondme ; on peut donc écrire R o w, (x) = 55" fie (x).

Dans cette identité, f, désigne une fraction rationnelle

1 1
en — ,...,—, a coefficients positifs, non nulle a linfini, et
xl xn

qui vérifie donc : f, (x) H 1 (x€L").

De plus, ’'hypothése (1.1) implique que chaque Nj(I<k<m,
1 <j<n) estunentier > 0.

Maintenant, en utilisant successivement (2.6) et (2.2), on
obtient :

[, X"R@®™dx = ) S Ro @, (077 (@ 201 13, ()l dx
k=1

m
X G an X702kt =L £ (x)7 dx
k=1

avec C, >0 et y €ER";si nEN", alors u, EN".

On vérifie alors que toutes les propriétés annoncées sont
satisfaites si on prend

0,(R,n) = max {u,q.()\kj)“/l <ks<m,l1<j<n}.

Le résultat suivant découle simplement de I’étude précédente :

LemMmE 3.2. — Le nombre o,(R,n) est le plus petit des
réels o satisfaisant a la majoration :

IR(x)I” >>x7*1 (x €L").

Démonstration. — Avec les notations précédentes, on a :
(W X)L (Row, (XN, (x)| = Cp x 2k* i =L f, (x)~°

pour chaque k(1 <k<m) et x€L". Mais, pour 0 =>g0,,
ap,;,—o\; <0 (I<k<m;1<j<n), dou:

IR w, (2)I7 3> (@, L xL 1T, (2)| (xEL")

on
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et aussi >> (w, x)1*L d’aprés(2.2). On en déduit
IR(x)I° > x2*L (x € w, (L")). (3.5)
Cette derniére majoration, vraie pour x € w, (L"), Iest aussi
pour x € L’? w, (L"), donc pour x €L", et pour chaque ¢ =g, .

D’autre part, pour o0 <o,, la majoration (3.5) ne peut
avoir lieu pour chaque k, d’ou le lemme.

Remarque 3.3. —Pour montrer que o,(R,n) ne dépend que
de n et des mondmes extrémaux de P et Q, on peut procéder
directement, sans utiliser le théoréme 2.1 : on désigne par P, le
polynome obtenu en faisant la somme des mondomes extrémaux ;
définissant de méme Q,, on pose R, = R,/Q,. Notre assertion
est alors conséquence de I’estimation élémentaire :

R(x) R Ry(x) (x€L").

Remarque 34.—Si P€DIX,,...,X,] n’est pas a coef-
ficients positifs, il se peut que o, = 0,(P,n) ne soit pas un pdle
pour Y(s)=Y(P,n;s). Par exemple, si on prend n =2,
P(x,,x,)=ax,x, +bx, =(ax; +b)x,, et n=02,4),
alors on a g, =35, et

Y(s) = j;“j;"ﬁ x4 P(x, ,x,)"%dx, dx,

- 1 * 4—s _f(s)
=<-/1‘ (ax):1+ b)de‘) (‘/: X3 dxz) _s—SS ’

ou f est une fonction holomorphe de s pour o > 3. Pour un
choix convenable de a et b dans D, ona f(5) =0.

4. PROLONGEMENT MEROMORPHE DE LA FONCTION
Y(R,n;s)

On établit maintenant l’analogue des théorémes 1.2, 1.3 et
1.4 pour lintégrale Y, en vue de I’étude de la série Z qui
sera faite aux paragraphes 5 et 6.
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4.1. Préliminaires .

Le prolongement méromorphe de la fonction

x———»fo‘ x* £(x) dx

s’obtient naturellement au moyen d’intégrations par parties
(cf [9]). La généralisation au cas des intégrales multiples :

Aysees A) — f‘...flxﬁl...x,’:nf(xl,...,x,,)dx,...dx,,
0 ]

implique des écritures extrémement lourdes; aussi est-il préférable,
dans le cas ou f est analytique, d’utiliser les ‘“‘contours de Hankel”,
dont on rappelle maintenant les propriétés essentielles.

Pour € >0 assez petit, on définit le contour de Hankel I,
comme étant le ‘“‘chemin limite’ dans C\R, qui part du point
1 +i0, suit I'axe réel jusqu’au point € + i0, décrit le cercle C,
de centre O et de rayon € dans le sens direct, puis suit & nouveau
I’'axe réel de e —i0 a 1 —i0. Rappelant la convention, concer-
nant la notation £°, établie au § O, on obtient le :

LEMME 4.1. — Soient f(z,,...,z,) une fonction holomorphe
au voisinage de [0,11" dans C", et N un élément de C"
vérifiant ReN; >0 et N, &N pour chaque j. Alors pour € >0
assez petit,ona:

d. d
[oxr e 22 B
m X X

1 n

=—1‘fn l);f(_z_ fﬁ dz" s
n [eQy—1]

i=1

ou, dans l'intégrale de droite, on doit prendre z) égal a
n
exp (Z)‘i logzi) .
1

La démonstration du lemme 4.1 se déduit, par itération,
de celle, classique, ducas n = 1 (cf[15], § 4.41).

On achéve ces préliminaires par I’énoncé de quelques résultats
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extrémement simples; ceux-ci ont été introduits pour alléger les
démonstrations du § 4.2, dans lesquelles on en fera, sans le
mentionner, un usage constant.

LeMMmE 4.2. — Soient z, ,...,z, €D vérifiant
Argz, <p<m/2(j=1,...,m).

m m m
Alors on a IArg(Z z,.)|<p, et |22,I>cosp leil'
1 1 1

On rappelle que la fonction & — Argé a été définie, au
§ 0, dans C\R_:- On obtient un prolongement naturel de la
fonction § — |Argé(| a4 C\{0} en posant [Argé|l=n
lorsque £ est un réel négatif.

LEMME 4.3. — Soient u et v deux nombres complexes
de module 1. Pour tout K> 1, ona:

|Arg(u + v/K)| < |Argu| + —

2K’
LEMME 4.4. — Soient u et vE€D, de module 1, vérifiant

|Argv| < |Argu| +0 (0<0 <m/2 — Argu). Pour tout K> 1,
ona: |Arg(u +v/K)| < |Argul| + 6/K.

En particulier, si ¥ €D et vE€C ont méme module, on a,
pour tout p€[0,n/2][,

|Arg(u + v/K)| < |Argu| + O(8/K), 4.1

uniformément pour 6 =20, K> 1,

|Argu| <p, |Argv| < |Argul| + 6.

4.2. Casout P et Q ont chacun un plus grand monSme.

Nous nous proposons de construire le prolongement méromorphe
de la fonction s+ Y(R,n;s) dans le cas le plus simple :
celui ou P et Q possedent chacun un plus grand mondme. On
pose :
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P(x)=a,x2+ X a,x%, Q(x) =by xL + Z ¥ X

- PA- - -
@ #0, by # 050> fj = 1,...,m) 42
A=a—B,p=n+1,N= ppcmd, ,...,\)

D’autre part, si H(x) = Cs _)gi + 2 cy xX est un polyndome
¥y<&§ -

possédant un plus grand monéme x§- , Oon pose

H(x)—xEH — —)=c5 Ci_y XL (43)

Soit également R = lS/Q.

1 1
Par le changement de variables (x,,...,x,)—|—,... ,._)
on obtient, pour 0 > g, :

- d
Y(R,n;s) = f xA-L R(x)"* & ﬁ' ) (4.4)
- " - x, X,

On cherche maintenant a appliquer le lemme 4.1. Soit
= {¢€C/it| <€ oubien §€[0,1]}.

Pour gEV: , on peut é&crire P(z) =u(z) + O(e), avec
|Argu(z)| < p(P), dou lArgP(z)I p(P) +O(e), et de méme
|Arg Q(£)| <p(Q) +0(e). Pour €>0 assez petit, P(z) et
Q(5 ) sont dans D lorsque z reste dans un voisinage de V7 dans
C", et la fonction z+— R(z)™* =exp(—sLogR(z)) est
holomorphe dans ce voisinage. On obtient donc, pour € > 0 assez
petitet 0 > o, :
n
YR, 19 = 0 Cop—n-t [, moerere &

. = z, z

n

3
n

n (4.5)
ou I’on a posé zSA-4 = exp( 2 (N — i) log z,).
=1

L’intégrale figurant au second membre de (4.5) est bien définie
pour toutes les valeurs de s, et représente une fonction entiére.

n
D’autre part, la fonction s r— II (e(s)\)---l)'l est une

fonction méromorphe dans C; ses poles sont d’ordre < n et situés
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aux points s = k/N, k€Z. La formule (4.5) constitue donc une
écriture du prolongement méromorphe de Y(R,z ;-). Nous avons
prouvé le résultat suivant :

LEMME 4.5. — Conservons les notations (4.2). La fonction
Y(R,n;s), définie et holomorphe dans le demi-plan o > o,,
admet un prolongement méromorphe a tout le plan complexe, explicité
par la formule (4.5). Ses pdles sont réels, d’ordre < n, et situés dans

, N
I’ensemble o, — N’

On veut maintenant majorer Y(R,n;s) lorsque la variable
s reste dans une demi-bande verticale située en de¢a de I’abscisse
de convergence absolue. Pour les besoins des § 5 et 6, on cherche
des majorations uniformes par rapport aux coefficients de P et
Q.

On conserve les notations (4.2); on pose également
p =p@P) + p(Q) (cf(1.2)) et

M = max{la,l|, |b;|;y Esupp P, d €supp Q} ;

On suppose enfin qu'ona Rea, =1 et Reb, = 1.

LEMME 4.6. — Dans ces conditions, on a la majoration
Y(R,n;s) << et Mloltinl*zn (1 4 pM-olrly (4.6)

uniformément pour |t|21,0, <o<o,, M=21, pP) et
p(Q) < py < /2.

Démonstration. — a) Le point de départ est la formule (4.5)
dans laquelle on choisit ¢ = (KM)™',K étant une constante assez
grande, qui ne dépend que de p, et de a, a fixer ultérieurement.

Dans un premier temps, on remarque que, pour z € V: , on a,
grice 4 la condition Rea, =1 et Rebg > 1:

|Arg P(z)| < p(P) + O(1/K),
et
|Arg Q(2)] < p(Q) +0(1/K).

Ceci montre que pour K =K, (K; ne dépendant que de a),
la formule (4.5) est justifiée comme précédemment.
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b) Pour transformer I’intégrale f n f(z)dz qui apparait dans le
m = -

deuxiéme membre de (4.5), on décompose I, en trois parties : le
segment orienté [1 +i0,e +i0] que, pour des raisons qui
apparaitront plus loin, nous noterons I', le segment orienté
[e —i0,1 —i0] noté I", et le cercle C, parcouru dans le sens
direct, noté I*, de fagon a obtenir la décomposition :

o=t drd

On procéde ainsi pour chacune des n intégrations successives

dans I’expression f . - On obtient alors f n f(z)dz comme
I 4 :

la somme des 3" termes qui sont tous, moyennant une permutation
des coordonnées, de la forme :

li n ! _n
Lo 42 [ dz . fZ', 2", 2% dz*; (4.7)
I;n Iun l.n
dans cette écriture, n', n'' et n* désignent trois entiers = 0 dont la
somme est n, et on a posé z' = (z},...,2,) =(2,,...,2,),
" ) "o '
Z =2y, s Zyn) = (Zyrpg s s Zptangn)s €t

Z* = (ZT,...,Z:.) = (Zn'+"-"+l~,...,zn).

c) Pour des raisons de symétrie, on peut, pour prouver (4.6),
se restreindre au cas ou ¢ est positif. On suppose donc dans toute

n
la suite #=>1. Alors on a 1I=11 (e(s\) — HD-'=0(), et il
suffit de majorer 1’intégrale

[, ZreR@ g |
" z, z,

On pose, pour simplifier, x =n+2=p+ 1. Etant donnés
n',n" et n* comme précédemment, on pose z = (z',z",z*%),
A=QLA AN et x =L x",x") (N étant défini comme

z', etc...). Le terme correspondant a (4.7) s’écrit :

IsSN—x" gz MeaA"—x" gz *A*—x* R(z)~° dz*
S 2R [z A R R(z)~* dz
(4.8)

I1 reste a vérifier que le terme (4.8) vérifie la majoration (4.6).
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d) Soit z = (z',z",z*) EI"™ x I'"" x I*** . On pose

2* =, ..., ed") 0<6,<2m,0=1,...,n%.

On regroupe les termes de P(z) en deux parties : la premiére
est formée de tous les mondmes ou n’apparait aucun des
z§g®@=1,...,n*), la deuxiéme étant constituée des autres
mondmes. On obtient alors I’écriture ?(g_ )=u(z',z") +v(2),
avec (Argu(z',z")I<p(P), lu(z',z'")1>1,

lArgo(2)| <p(®) + L af by,
et v(z) =0(1/K). On en déduit :

n
> af 09).
1

ol

|Arg B(2)] < p(®) +0(
Si on fait de méme pour (3 , on trouve
|Arg R(z)I <»p *O(ilz ; (o} + B1) 0).
Pour K > K, (K, ne dépendant que de o et de p,), on obtient
|Arg f{(i)l <p+1/2 'i 6, , pour _z_GI"" x I x ¥
1
D’autre part, on a M~ ! << ﬁ(i) <M (z€ I"), d’ou finalement :

A t n*
R@)* < e M exp(Z X 0, ) 4.9)
1

’ n
uniformément pour t>1, o, <g<og,, z€I"™ xI'" x ¥,
M > 1. On majore maintenant [z*2~£|; ona

' ' n' ' '
lZ*A=X|< T (1 +eN—%),
i=1

n

n ” . n n n n
IZ”"A -X |<e—21rtl§l nmna+ eohk—xk)’
1

et N
- < Wit exp (— 1 At 0, ),
d’ou 1 ns

228 <2 e X (1 + @) exp(— 1 z 6,) (410
pour z EI" xI'"™" xI*** et t>0. Si on reporte (4.9) et
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(4.10) dans (4.8), en remplagant € par (KM)~', on obtient la
majoration annoncée, et le lemme 4.6 est démontré.

4.3. Cas général.

Soient R =P/QED(X,,...,X,) vérifiant (1.1), et n EN".
Nous allons voir que le cas général ou P et Q ne possédent pas
nécessairement un plus grand mondme se raméne a I'étude faite a la
section précédente.

A la famille des monOmes extrémaux de P et a celle de Q,
on associe w;,...,w, €8,, vérifiant (2.4), de fagon que
chacun des polyndmes Pow, et Qo w, possede un plus
grand monome. D’aprés (2.6), on a :

YR,q;8) = Y f;,, (wy )0 Row, (x)7° 13, (x)ldx.
k=1

Mais (w, x)1 est un mondme, et J, (x) est le produit
d’un entier par un mondme ; on peut donc poser :

P

(@ X)L, (X)] = ¢ x™ 5 Pow, =P, ; Qow, =Q; R, =6'£.

”

4.11)

Avec ces notations, on obtient la formule :

m m

YR, 10= 2 o [, xR dr= X ¢ YR, 139,
k=1 k=1

qui permet de ramener l’étude de Y(R,7n;s) 4 celle du cas
déja traité ou P et Q ont chacun un plﬁ—s grand monOme. On
remarque que si R vérifie (1.1), il en est de méme de chaque R, ,
et quon a o, (R,n) =maxo, (R,,n,). Comme conséquence
immédiate de (4.12) et du lemme 4.5, on obtient le

THEOREME 4.7. — Soient R =P/QEeD(X,,...X,) vérifiant
(1.1), nEN" et 0, =0, (R,n).

La fonction Y(R,n;s), définie et holomorphe dans le demi-
plan ¢ > 0,, admet un prolongement méromorphe a tout le plan
complexe. Ses poles sont réels, d’ordre <n, et situés dans un
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1
ensemble de la forme o, — -ﬁ N, et il existe un entier N*, ne

dépendant que des monbémes extrémaux de P et Q, tel que N
divise N* .

La formule (4.12) permet également de généraliser le lemme
4.6. On introduit d’abord les notations :

[ P(x) =Y 4, x%,Q(x) =Y, azxt
x a 2 4

a

M = max {la, |, lbyl /@€ supp P, BE supp Q}  (4.13)
= p(P) + p(Q)-

On suppose en outre que si x2¢ est un mondme extrémal
de P (resp. de Q), alorsona Rea, =1 (resp. Red, = 1).

THEOREME 4.8. — Sous [’hypothése précédente, il existe une
constante B, > 0 qui ne dépend que des mondmes extrémaux
de P et Q, et une constante B, > 0 qui dépend en outre de
n, telles que, pour chaque o, et 0, €R (0, <o0,) et chaque
Zo €[0,n/2][, on ait

Y(R,n;s) << et (1 + M~ B1o) Mol B2 (4.14)

uniformément pour |t|=21, o0, <o<o,, M=21, p{P) et
P(Q) <p,.

4.4. Coefficients de la série de Laurent de la fonction Y aux poles.

Nous allons maintenant établir les résultats concernant l'ordre
des pdles aux entiers négatifs et la nature de certains coefficients
du développement en série de Laurent de Y aux poles. Nous
montrerons au § 5 que, dans le cas n =2, ces coefficients sont
les mémes pour Y et pour Z.

THEOREME 4.9. — Soit K le sous-corps de C engendré par
les coefficients de P et Q. Si s, est un pole pour Y(R,n;.),

onpose: Y(R,n;8) = 2, v,(s0) (s —s5)%. Alors

R>—n
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(i) v_, (so) est algébrique sur K
(iv_,0)=0 e wv_,,,(0€EK; si s, €—N alors
v_, (sg) €K

(iii) si Q =1, et si s, est un entier négatif, alors v_, (s,) =0
et v_,,, (50)€K.

Démonstration. — La formule (4.12) permet de se ramener au
cas ou P et Q possédent chacun un plus grand mondme, hypothése
que nous supposerons vérifiée dans la suite. On adopte alors les
notations (4.2), et on prend comme point de départ la formule
(4.5).

On pose Y(s) = Y(R,Q;s) = f(s) g(s), avec

2im)"
f(s) = @im) , et
n
I (e(s\)— 1)
=1 !

g(s) =

/‘ FA-uR(z)-* dz, 4z,
] " z, z

Qim”» -
(on rappelle que les A; et p; sont des entiers > 0);

a) On suppose que s, est un pdle d’ordre n pour f, ou,
ce qui est équivalent, que s, A; est entier pour chaque j. On a
alors, au voisinage de s, ,

1
F(8) = 3 67 5)™" #0ls =507,
et donc
Y(”Hg(% (s=50)"" +0(ls —s)-"*1).  (4.15)

Pour calculer g(s;,), on remarque que, d’aprés I’hypothése
“sqi €Z pour chaque j”, la fonction z —> z*0X-¥  définie
au moyen de la fonction “log” (cf lemme 4.1), est holomorphe
dans (C\{0})" ; par conséquent :
dz, dz

f z%A-8 R(z)-%0 21 In
cr— = z, z

1
s —
8(%0) = i
ou Ce désigne le cercle de centre 0O et de rayon e parcouru
dans le sens direct. Pour que s, soit un podle pour Y, il est
nécessaire d’avoir s, <o,, ou encore g —s,\;=0 pour
chaque j.
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On a donc, pour s, <0, ,

1 _ Sronm
() = G 4T R@ Ly @10
0%1 + ...+ ay
i ! =q, ! ! (-
(avec la notation a!=o;!...0a, ! et d3 axo1 .. ox )

De (4.16), on déduit que, dans tous les cas, g(s,) est algébrique
sur K, puisque s, est rationnel. Si de plus s, est un entier
négatif, alors g(s,) est dans K. D’autre part, g(0) s’exprime
comme la dérivée d’ordre > 0 d’une fonction constante, et g(0)
est nul.

Enfin, si on suppose Q=1 et s, =—¢q€—N, alors
g(sy) sexprime comme une dérivée, d’ordre w tqX; par
rapport a chaque x;, d’un polyndme dont le degré par rapport
a x; est gA;; cela implique que g(s,) est encore nul dans ce
cas.

Par (4.15), toutes ces propriétés établies pour g(s,) sont
également valables pour v_, (s,)-

Il reste a voir que v_,,,(0) est dans K, et que, si Q=1
et g€N, alors v_,,, (—q) est dans K. Nous nous conten-
terons de démontrer ce dernier point, le premier pouvant étre
établi par un raisonnement analogue.

b) On suppose Q=1 et n=2, renvoyant a [13] pour
lecas n =1. On fixe g €N, et on va montrer que v_,,, (- q)
est dans K.

D’aprés l'égalité v_, (—q) =0 démontrée ci-dessus, on a,
au voisinage de — q :

g'(—q)
VY

Il faut donc montrer que g'(—¢q) est dans K. En dérivant

Y(s) = (s+q) """t +0(s +ql~"*2%).

n
g, onobtient g'(s) = X X\, h,(s) —h(s), ol onaposé
i=1

1 ~ dz dz
= SA—p - 1 n
h;(s) Qi LJ Z'2EP(z) logz FRRRr AL
et d p
~ ~ z 4
= "L_EP _"L P —l...—-—-‘"-
h(s) Qim)" j;g 2 (z) og F(z) z, z,
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On étudie successivement les termes #;(— q) et h(—q).

On remarque d’abord que la fonction z +> zS2-E st
holomorphe dans (C\{0})" et donc que, dans I’écriture de
h(—q), lintégrale sur I se réduit 4 une intégrale sur C’;. La
formule de Cauchy implique alors :

_ — ___1_._ qA+u (p q D
h(—q) qr + ! [dz (P(x)? Log P(E))]5=g-
Si on pose dME(uv)= Y cepdtudlu, les ¢,y
a+tf=qi+ty - ==
étant des entiers, on obtient :
—. — ___’i____ D qAtu p q
h(—q) Log P(Q) [d¢="F (B(x))?],_,

@2+ !

Y capld? B(x)?], -, [dE Log P(x)], -

B#0
Le premier terme du membre de droite est nul et le second
est dans K, car chacun des termes [d% P(x)¥],-, et

[dg Log ﬁ({)]x.__o , pour B # 0, estdans K.

' I1 reste & montrer que #4 ,(— q) est dans K, par exemple
pour j=1. Comme on a supposé n =2, on peut &crire
z=(z,z,), avec z'=(z;,...,2,_,). On pose A=(',17,),
etc. . ., et on obtient :

1 ’_ '_‘ -1
h —_ = — QA —4
1 (—9) Qimr-1 j;g_l Z
1 ~ dz \ dz dz
log z (— z7Wn—bn P(z)e ) L nol
! 211!'/1‘5 n n ) z, Zy_ 4
Mais I'intégrale entre parenthéses est égale a
1 aqknﬂ:n
B,z ,
(g\, +p,)! az,‘,')‘”+“" (z ) } 2y =0

toujours parce que l'ordre de dérivation dépasse le degré. Cela achéve
la démonstration du théoréme 4.9.
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5. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1.2 ET 1.3

5.1. Une formule sommatoire.

Dans cette section, on exprime la série Z f(v) sous
vEN*"
forme d’une intégrale complexe (formule (5.5)), moyennant

certaines conditions sur [’analyticité et la croissance de la
fonction f; puis on décompose cette intégrale pour se ramener
soit 4 des intégrales réelles, soit a des intégrales qui ‘“‘convergent
bien”” (formule (5.6)). Par souci de clarté, on expose d’abord
lecas n=1.

a) Soit f(z) wune fonction holomorphe au voisinage de
I’ensemble

1
I'=T, = -2—+ {z€C/|Argz| <0}

ou O est un réel donné €]0,7w/2]. On définit les deux chemins
v, et v_ dela figure 2, de fagon a avoir

he ==t S

Y+

figure 2
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oI’ désignant le bord orienté de I'. On suppose que, pour un
certain 8§ > 0, f vérifie la majoration : f(z) << |z|"!~% (z€).
Par un calcul de résidus, on obtient la formule :

S 5w =f, L2 5.1)

v=1 r e(z)

(cette formule est bien connue dans le cas 6 = w/2; voir par
exemple [10]). On décompose alors :

_f@) e(z)
[ Eosa=f r@a+ ] 1025
et on écrit f( , (-
e V4
-/ Tk 2= f@ 2) T 4

finalement, grice au théoréme de Cauchy, on trouve :

S 0 = [ fx)dx

v=1 e(z) e( z)
+ d . 5.2
[ 1@ sa+] ro-Zsa 6
L’intérét de cette décomposition réside dans le comportement
: . e(xz)
asymptotique de la fonction z —> ————— pour z €7, ;
1 —e(x2)
on a
e(z) _ .
B Sl A =O(e 21rlzlsm0) (z€7+)
1 —e(z)
(5.3)
_i—_i)__ = O(e—21rlzlsin 0) (z E'y_).
1 —e(—2)

b) Soit f(z,,...,z,) une fonction holomorphe au voisinage
de ™ dans C" vérifiant, pour un certain 8 > 0, la majoration :

f@)<Klzy...z,I71"% (z€™). 5.4)
Une utilisation répétée de (5.1) donne :
2 f@:far"'fap FGCroeo2) gy dr,. (5.5)

VEN* n

I [e(z;) — 1]
i=1

La décomposition qui permet de passer de (5.1) & (5.2) peut étre
appliquée a chacune des n intégrations successives ci-dessus. On
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obtient alors Z f(¥) comme la somme de 3" termes qui sont
4

chacun, moyennant une permutation des coordonnées, de la
forme :

f f (f f f(Zl,...,an,xl,..,xnn)
Vs vs \V112 1/2
' gL n"—

t n " s dxl...dxnn )
ez ) 4 g, (5.6)
I —e(tz,) 1 —e(xz,)

oiu n' et n"” sont deux entiers de somme n. Le terme qui
correspond 2 n' = 0 est

Jo frrwas =2 fA(3) ax,

2 1/2

5.2. Application 4 la série Z(R , 7 ;s).

On veut maintenant montrer que la fonction z > z72 R(z)™*

peut é&tre définie dans un certain (I‘a)" et qu'elle y vérifie
une majoration du type (5.4) pour 0 >o0,.

P
LeMME 5.1 — Soient R = 5 eDX,,.... X)) vérifiant

(1.1), n€N", et o, =0, (R,n). Alors il existe des réels § >0
et po <m/2 tels que :

() max (JArg P(z)l, 1Arg Q(z)]) <p, (zE€(TH)")
i) R(z) > |zt 2t Yes (2 e(T,)™).

Démonstration. — Soit m = max {la|; ¢« €supp P}. On
choisit 68 >0 tel que max {p(P), p(Q)} +mo <=/2, et on
pose p, =max {p(P) + p(Q)} + m0b. Il est facile de voir que la
propriété (i) est vérifiée pour un tel choix de 6 et p,. La
propriété (ii) découle facilement des lemmes 3.2 et 4.2.

Le point (i) du lemme 5.1 nous permet de définir la fonction
z V> 20 R(z)"® dans (I'y)" au moyen de la détermination
principale du logarithme. La partie (ii) montre que pour o >g,,
elle vérifie la majoration (5.4), et qu'on peut lui appliquer la
formule sommatoire (5.5).
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Finalement, on a montré que Z(R,7n;s) est la somme de 3"
termes, qui sont tous, moyennant une permutation des coordonnées
de la forme

ws)= [ f7 22 Y (R(z,.).0";5)

Yy , nl e iZ
ML ) L
ji=1 1 —e(x zi)
ou on a posé (5.7)

Yo(R(z,.),1";s)

= [ f 53"R(5,x1,...,xnu)"dxl...dx,,n,
12 1/2

’

17. = (ﬂ',ﬂl'):ln': Z;” ° .Z:" )

1=

n ’ - n
2" =xMt L xIn (5.8)

Grice a I’écriture :

Yo®R,n:s)= [~

1/2

Inl X\-s . .
=-n-ln fL . R(E) dx (la premiére égalité étant une définition)

- f T x2 R(x)"*dx
1/2

on voit que les théorémes 4.7, 4.8 et 4.9, établis pour la fonction
Y, sont encore valables pour la fonction Y.

Démonstration des théorémes 1.2 et 1.3. — Nous allons
montrer que chaque terme Ah(s) défini par (5.7) vérifie les conclusions
des théorémes 1.2 et 1.3.

a) Si n'=0, le terme (5.7) correspondant est h(s) = Yo, (R,7n;s)
qui vérifie les propriétés annoncées d’aprés les théorémes 4.7 et 4.9.

b) Si n'' =0, les termes (5.7) correspondants sont de la forme :

_ e B e(izi)
h(s) ‘[’t fh AR@™ mdg.

—_—

D’aprés (5.3), cette intégrale converge uniformément au voisinage
de chaque point s, et représente une fonction entiére de s. Dans
le cas n =2, toutes les propriétés annoncées sont trivialement
vérifiées. Dans le cas n = 1, on doit encore prouver les parties (ii)
et (iii) du théoréme 1.3 ; le lecteur en trouvera une démonstration
directe dans [13] (cette dissymétrie entre le cas =1 et le cas
n > 1 s’explique ainsi : prenons I’exemple de la propriété (iii) du
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théoréme 1.3 ; pour n =2, elle signifie que les résidus aux
entiers négatifs sont dans K, ce qui est trivialement vérifié par la
fonction entiére h(s), alors que pour n = 1, elle signifie que la
fonction prend, aux entiers négatifs, ses valeurs dans K).

c) Les théorémes 1.2 et 1.3 sont maintenant conséquences du
résultat suivant, qui combine les arguments des deux cas extrémes
ci-dessus.

LEMME 5.2. — On suppose n' et n'' #0. La fonction h(s),
définie par (5.7), est holomorphe dans le demi-plan o>o,,
et admet un prolongement méromorphe a tout le plan complexe.
Ses poles sont d'ordre <n'' et situés dans un ensemble de la

1
forme o, — N N, ou l'entier N ne dépend que des mondmes

extrémaux de P et Q.

De plus, l'ordre du pole d l'origine est au plus n'' —1, et
sous Uhypothése Q =1, l'ordre du pble d chaque entier négatif
estauplus n'' — 1.

Démonstration. — D’aprés (4.12) et (4.5), on peut trouver un
entier N, qui ne dépend que des monOmes extrémaux de P et Q,
tel que, si on pose g(s)=(e(Ns)— 1)"", la fonction
(s,2) ¥ g(s) Yo(R(z,.),n";s) soit continue dans C x (T, ',
et holomorphe par rapport 4 s pour chaque z fixé. On pose :

n i '
f(s,2) =g(s) Yo(R(z,.),0" ;) ( I ] _e(e(i’)z ) z .
tz

j=1
On va montrer que

h(s) g(s) = f

Tt

. f f(s,z)dz,...dz,
Tz

est une fonction entiére de s; par le lemme 0.3, il suffit pour
cela d’obtenir une majoration convenable de f(s,z) dans chaque
ensemble de la forme E x vy, x... x v, , ou E désigne un compact
quelconque du plan des s.

Soit P(z,x)= Z a, z¢ 59" , avec la notation
aEsupp P
a=(,a"). Pourz€vy,x ... x v,, les coefficients du poly-

ndéme x > P(z,x) ont un argument compris entre — p, et p,,



PROLONGEMENT MEROMORPHE 115

”,
et un module qui est O(II IZ,-I"’) (m et p, sont choisis comme
1

dans la démonstration du lemme 5.1) ; le méme résultat vaut pour Q,
et le théoréme 4.8 donne alors :

nl
g(s) Yo(R(z,.),1";9) < ,_I=Il lz;* (S€EE, zE€7, x. .. x7s)

(5.9
pour un certain k> 0 (en fait, le théoréme 4.8 ne considére que
le cas [t| =1, en raison des poles de la fonction Y ; cette
restriction n’est plus nécessaire ici, puisqu’on a multiplié Y par
g(s)). De(5.3) et (5.9)on qéduit la majoration

-8 nE Izj
f(s,2)<<e ' " (SEE,zZ€7v.x...x7:)

pour un certain 8 >0, et ceci prouve que h(s)g(s) est une
fonction entiére. :

Pour achever la démonstration du lemme, il reste a vérifier
trois points :

(i) » n’a pas de pole dans le demi-plan 0 > o,
(ii) 'ordre du pole en O est au plus n'' — 1

(iii) si R est un polyndme, alors I'ordre des pOles aux entiers
négatifs est au plus n'' — 1.

Pour prouver (i), on procéde a une majoration directe.
En effet, d’aprés la propriété (ii) du lemme 5.1, l'intégrale

' n' e(+z)
h(S)z‘/‘;z .‘[Y‘t zt /—1 l_e(+zi))
dé'/l.lz .”'/;/2 x% R(z,x) *dx

est absolument et uniformément convergente pour s€E, ou
E est un compact arbitraire du demi-plan 0 > g, .

Pour prouver (ii), on remarque que, d’aprés le théoréme
4.9, f(0,z) est nul pour tout z, et donc qu’on a g(0) h(0) =
Le méme raisonnement prouver également (iii).

Cela achéve la démonstration du lemme 5.2 et des théorémes
1.2 et 1.3.
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.4

a) On commence par une application du théoréme de
Phragmen-Lindelof qui permet d’importantes simplifications
de calculs.

LEMME 6.1. — Soit f(s) une fonction holomorphe au voisi-
nage du demi-plan t=1, et soit o, €R. On suppose qu’il
existe deux constantes A et B > 0 telles que les deux propriétés
suivantes soient vérifiées .

(i) pour chaque o, et 0, €R, ona
f(5) L1+ 1t74*B(g, <0<0,;t21)
(ii) pour chaque o >o0,, on a f(s)=0(1) (t=1). Alors,
pour tout € > 0, et pour chaque o, et 0, €ER, ona
f(5) K1+ M- (5, <g<og,;t>1).

Démonstration. — Soit u(o) =inf{a>0/f(s) << * (r = 1)}.
Alors [15, §5.65], u(o) est une fonction convexe. Comme
#(0) =0 pour o>o0,, on a, par continuité, u(s,) =0. Pour
6, <0 <o,, I'inégalité de convexité s’écrit :

o, —0 -0 o —0
u(o) < -2 plo,) < — A(o, —0) + B—£ .
: — 0, 0, — 0, 0, —0,

Prenant — ¢, arbitrairement grand, on obtient :
r(o) < A(o, — 0) pour chaque 0 <o,, d’ou:

f(s) <K 1+ A= (r > ),
pour chaque € > 0 et chaque o €R.

Une nouvelle utilisation du théoréme de Phragmen-Lindeldf
montre que cette derniére estimation est uniforme par rapport a
o €lo, ,0,], d’ou le lemme.

b) une majoration directe de (5.7) ne permet pas d’obtenir
(1.3). 11 faut d’abord modifier la formule sommatoire établie
au § 5.1.
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Pour le cas n = 1, on part de (5.2), et on écrit I'identité :

T—ey &, " 1.5

q étant un entier arbitraire = 1. Par le théoréme de Cauchy,
on transforme I’intégrale (cf figure 3):

q-1
G =2 _elaz). 6.1)

f f(z)e(vz)dz=f" f(x) e(vx) dx +f - f(z)e(vz)dz.
Y+ 1

2 q+v;

figure 3

La formule (5.2) devient alors :

- - a+1)2
A = dc +2 Y 2avx d
= f) -/1‘/2 f(x) v—lf f(x) cos 2mvx dx

q-1 q-1
< + v:;x _/;H+ f(z)e(vz)dz + ..?:1 j.;+»,_ f(z) e(— vz)(d622)
e(qZ) e(—qz) ’
+
+j—;+ 8 e d f 15 —e(—z)

On obtient ainsi i f(») comme la somme de O(gq) termes

v=1

qui sont de I'un des quatre types suivants :

- q+1/2 e(xqu)
fm f(x)dx,fl/2 fyeos2mry, [ f) s

ou f f(v) e(xrv)dv, ou r est un entier compris entre
qtv:

letg—1.
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On passe maintenant au cas n =2. En procédant comme

au §5.1, on voit que la série 2, f (») s’exprime comme
vEN*N

la somme de O(gq") termes, qui sont chacun, moyennant une

permutation des coordonnées, de la forme :

n e(qu)
‘£¢ ‘/'r; (/Ex l—e(iu,))
— o —

[ J (H e(+’i”1>d2
q+7:t , ‘l+7t j=1
n
q+1/2 q+1/2
f f ( II cos 2nr, y,) dy (6.3)
1/2 7
. n oo oo
f f flu,v,y,x)dx
1/2 2 - - - =
——n
on n', n'", n" et n* sont des entiers =0 vérifiant
n+n" +n" +n*=n, od on a pos¢ u=(@u,...,u,),
V=(0g .0 ,0,m); Y =(VyseesVpm)s et X =(X;,...,X,4),

et ol les entiers r; et r; vérifient 1 <r,,r; <q —1.

c)On prend R,n et o, comme dans le théoréme 1.4.

On pose p = p(P) + p(Q) et m = max {|al/a € supp P}.

Dans la formule sommatoire ci-dessus, on fixe un
6 >0 vérifiant max(e(P),p(Q) + m6 <x/2. Etant donnés
n', n”, n'"" et n* comme ci-dessus, on pose r = (ry,...,r,n»)
et r'=(ry,...,r,m). Soit enfin h(q, r, r';s) le terme
(6.3) dans lequel on a remplacé f(z) par zTR(z)™®, avec
0 >o0,. Daprés les résultats du §5, on sait que la fonction
h(q, r, r';s) est holomorphe au voisinage du demi-plan

{s/t=1}

LEMME 6.2. — Avec les notations précédentes, il existe deux
constantes A et B >0 qui ne dépendent que des mondmes
extrémaux de P et Q (B pouvant dépendre aussi de n), telles
que, pour chaque 0, < 0,, onait : B

h(g, r,r';s)<<ef' (1 +q=A"*B) 6.4)

uniformément pour o, <o<o,+1, t=>1, q entier >mt,
et 1<r,r;<q-1.
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On admet provisoirement le lemme 6.2, et on montre comment
on peut en déduire le théoréme 1.4. Pour des raisons de symétrie,
on peut se restreindre au cas > 0; on suppose donc =1
dans toute la suite.

Soient o0, <o, et o, >0, +1 fixés. Pour chaque ¢
donné, on pose q = [mt]+ 1 ([mt] = partie entiére de mt).
On sait que Z(R,n;s) est la somme de O(q") termes qui sont

chacun O(e®* (1 + g—4°*B)), d’ou
Z(R,n;s) <Keft " (1 +149*B) (0, <0<y

+1,t21),
ce qui peut encore s’écrire :

ZR,q;s) <K e (1 +1749*B) (g, <g<g, +1,t=1), (6.5)
avec B’ = n + max (B, A(o, + 1)).

D’autre part, pour ¢=o0, + 1, une majoration directe

de la série absolument convergente X v2 R(»)~° fournit immé-
diatement I’estimation :

ZR,n;s5)<<e? (0, +1<0<o0,,t=21). (6.6)
Comme conséquence de (6.5) et (6.6), on a finalement
Z(R,n;s) e?’ (1 + 17498 (0, <0 <0,,t>1).
Si on applique le lemme 6.2 a la fonction
s — P Z(R,n;s),
on obtient exactement (1.3), et le théoréme 1.4 est démontré.

d) Etant donnés n', n”, n'', n*€N, de somme n,

on pose

i n' (£ qu;)
o =[O %_—e(uﬁ—))dﬂ 6.7

’ )
”n

‘/¢1'+'7: ,.,- ' “/¢;+7t‘ k'lill e(i T vk)) dg

-

n

"
1/2 +1/2 n ' " "
fq+/ “.fq / (in cos(2r) J’Q)) Tyl ya
1 1 =
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avec YO(R(E!Q:ZQ-)9E*;S)
R(u,v,y)"° sin*=0
= f .fw x2* R(u,v,y,x)"°dxsi n*>0.
12

1/2

8

On doit montrer que h(s) vérifie (6.4). Pour le cas
n* =0, on procéde & une majoration directe qui ne présente
pas de difficulté. On suppose donc n* > 0, on fixe o, <o,, et
on pose

1 . 1 .
u=u@) = (5 gt +£,,:e*"’)=(u1,...,u,,'),

et
1 1
g=y_(z)=(—2— +q+T, e”o,...,-2—+q+1'"u e“")

=Wy ,...,0,),
avec §{;, €ER, et 7, €ER,. Onaalors

£, sin@

A = t < 2§ si
| rgull Arc tg 172 + £, cos 6 £, sin 0
et |Arg v, = Arc t T, sin < T sinb
v,| = X
Y cg1/2+q+'r,,cos0 q
Soit : ' 7)
(0 a+gr) (T a+nm) . 68)
M iI=Il {a Ei) k=1 C ok T - ’

On considére le polyndome

Ses coefficients sont << M et ont des arguments majorés
en valeur absolue par

p(P) + ; o |Argu; | + ¥ o0, |Arg o, |
k
nll

n'
<p(®)+2msing Y, &+ D
i=1 q k=1

msin 0

Ty »

et aussi par p(P) + mO6 < w/2. Le méme résultat vaut encore
pour le polyndbme x — Q(u,v,y,x) quand on remplace
p(P) par p(Q).

On applique maintenant le théoréme 4.8 a (R,7n), et a tous
les couples (R(u,v,y,.),n*) déduits du précédgnt en fixant
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une ou plusieurs variables. Il existe donc deux constantes
B, et B, >0 qui ne dépendent que des mondmes extrémaux
de P et Q (B, dépendant en outre de 1) telles que ’on ait :

YO (R(_u_,_ygz, . )’2”;5‘) << M-B1°+BZ

nl 2 o 0 nII
X exp (p+4msin0 25,-}——”;&21}‘) t (6.9)
1 1

uniformément pour UEY, X ... X7, vE(Q T+ 7, )x...x(g+7,),
y€E(l/2,9q+1/2]" , q entier =21, o,<0<o,+1 et
t 2 1. D’autre part, on a les majorations :

* .
e( qul) << e-21rq€,'sm9 (u’ E’)‘i)
1 —e(xu)) (6.10)
e(tr,v,) <Ke 2"k o €qty,,r,21)
Iujl <1+ El et v, |<q(l+ 1)
On reporte (6.8), (6.9) et (6.10) dans (6.7), et on trouve

h(s) << q—m Byjo+m By +inl+n ept

- -

I ( 1+&)ym Bjo+m By +nj e(4mt—21rq)E,-sinB d

o ([ a+e &)
n' o —mBio+tmBytn,'+k Z%J—ﬂrksino

B (fo (1 +7) e dr,)

(6.11)

uniformément pour ¢ =1, r; et n<qg—1, g <o<go, +1,

t

et t=1. Pour g >mt, les quantités 2mq —4mt et ﬂ_ﬂ

q

restent minorées par un nombre fixe >0, et les intégrales

figurant dans (6.11) sont O(1). La majoration (6.4) est donc

vérifie avec A=mB;, et B=mB, +|nl+n; le théoréme

1.4 est entiérement démontré.
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