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PROPRIETES DE DESCENTE DES VARIETES
A FIBRE COTANGENT AMPLE

par Mireille MARTIN-DESCHAMPS

Introduction.

Manin ([10]), puis Grauert ([S]), ont démontré pour les corps
de fonctions I’analogue de la conjecture de Mordell pour les corps
de nombres: “Soit k& un corps algébriquement clos de caracté-
ristique 0, L un corps de fonctions algébriques sur k, C une courbe
propre, lisse et géométriquement intégre, de genre g 22 sur L,
dont I'ensemble des points L-rationnels est infini; alors C se

redescend sur k, c’est-d-dire est L-isomorphe 4 une courbe C,
définie sur k; de plus, C(L) — C, (k) est fini”.

Ces résultats ont été complétés par Samuel ([12], [13]) dans
le cas d’un corps de caractéristique non nulle.

Dans cet article, nous nous proposons de démontrer un
résultat analogue pour des variétés de dimension quelconque. La
propriété pour une courbe d’étre de genre supérieur ou égal 4 2
sera remplacée par la propriété pour une variété de dimension
quelconque d’avoir un fibré cotangent ample — propriété qui
coincide bien avec la précédente dans le cas d’une courbe —. La
notion d’amplitude pour des fibrés de rang quelconque sur une
variété a été introduite par Hartshorne en 1966 ([6]), et dans. les
années 70 quelques articles ont été consacrés a I’étude de ces
fibrés. Récemment, de nouveaux chercheurs se sont intéressés
aux variétés a fibré cotangent ample (Miyaoka, Bogomolov,
Noguchi, Sunada. . .).

Nous démontrons ici le Théoréme suivant: Soit k un
corps algébriquement clos de caractéristique 0, L un corps
de fonctions algébriques sur k, X une variété propre
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et lisse, géométriquement intégre sur L, a fibré cotangent
Qx j. ample. Si I'ensemble des points L-rationnels de X est
Zariski-dense dans X, il existe une variété X, sur k, et un
L-isomorphisme X, X gpecx SPec L—> X. De plus, X(L) — X, (k)
est fini.

Notre résultat contient en particulier le Théoréme de Noguchi
et Sunada ([11]): “Si X est une variété propre et lisse sur k, a
fibré cotangent ample, et R une courbe algébrique, I’ensemble
des applications rationnelles séparables non constantes de R dans
X est fini”.

Le paragraphe 1 est consacré a I’étude des suites exactes de
fibrés de la forme: 0—> O, —> E— F — 0 sur un
schéma S de type fini sur un corps k, ou F est ample, suites
exactes qui apparaitront a maintes reprises dans la suite. Nous
montrons en particulier que si E n’est pas ample, il existe un
schéma Z de dimension strictement positive, un morphisme
Z — S fini, birationnel sur son image, tels que 'image réciproque
de la suite soit scindée sur Z.

Le paragraphe 2 rappelle un critére d’amplitude da & Gieseker
([4]), pour un fibré engendré par ses sections globales, et en donne
une démonstration plus simple que la démontration originale.

Le paragraphe 3 est consacré a des remarques concernant
les variétés a fibré cotangent ample, et essentiellement a la
construction explicite d’un exemple.

Au paragraphe 4, nous démontrons le Théoréme. L’idée de
la démonstration est analogue & celle de Grauert et utilise la
remarque suivante: soit L un corps de fonctions d’une variable
sur k, —corps algébriquement clos de caractéristique 0 — X
une variété sur L, m: X — Spec L sur le morphisme structural. On
a une suite exacte de Oy — modules:

0 — 7*Qy — Ox — Qx\ — Qx, — 0.

Alors, si X provient d’'une k-variété X,, la suite est scindée, ce
qui définit un champ de vecteurs tangent aux points rationnels de
X provenant de points fermés de X, .

En tenant compte du fait que 4 Lo est ample et que X(L)
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est Zariski-dense dans X, nous construisons un scindage de la
suite exacte, ce qui prouve que la fibration #:X — L est
isotriviale. En utilisant un plongement m-canonique de X, on
montre ensuite que X se redescend.

Dans le cas général, la démonstration se fait par récurrence
sur le degré de transcendance de L sur k.

Notation. —Si E est un faisceau sur un schéma S, on
note EV le fibré dual, V(E) le fibré vectoriel associé a E, P(E)
le fibré projectif associé a E, et OP(I) le faisceau inversible
canonique sur P(E). Dans le cas ot E=07T*', on note
P(E)=P,5 et VIEY=A,,, s

Enfin, on conviendra avec Hartshorne ([6]) que le fibré E
est ample sur S si et seulement si le faisceau ©p(1) est ample
sur P(E).

1. Extensions du faisceau structural par un fibré ample.

Soit S unschéma de type fini sur un corps k et:
q

0— 04 —->E—L F— 0

une suite exacte de fibrés vectoriels sur S.

ProrosiTION 1. — Le  sous-schéma fermé P(F) est un
diviseur dans P(E). Le sous-schéma ouvert P(E) — P(F) est
un torseur sous V(F), qui représente le foncteur ‘des rétractions
de s”.

Démonstration. — Par adjonction, s définit une section
globale s’ sur P(E) du faisceau Op(1), dont le diviseur est

le fermé P (F), c’est-a-dire qu’on obtient une suite exacte :
s
0— (9P——>(9P(1) — 0,(1)—/ 0.
Sur la catégorie des S-schémas, P(E) (resp. P(F))
représente le foncteur (resp. le sous-foncteur fermé) des quotients

inversibles de E (resp. de F) modulo isomorphisme. Soit
u: T— S un S-schéma.

Homg (T ,P(E) — P(F)) = {u|u€ Homg(T,P(E)), u~'(P(F)) =®}.
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Soit p:u*E — £ un quotient inversible de u*E qui
représente u; u~'(P(F)) est le support du diviseur défini par
I’homomorphisme composé p o u*(s).

Donc

Homg(T,P(E) —P(F)) = {(p,2)|Ip:u*E — £, p surjectif,
£ inversible, p o u*(s) bijectif}
={plp:u*E — Op,pou*(s) = 1d}.

De plus, le schéma en groupes V(F) —qui représente le
foncteur des sections de FY— , agit sur P(E) —P(F) de fagon
simplement transitive, ce qui revient a dire que si r, et r, sont
deux rétractions de s, il existe un unique a:F — Oy tels
que rn,—ry,=acq (et ceci de maniére fonctorielle). Donc
P(E) — P(F) est un espace principal homogéne, ou encore un
torseur, sous V(F).

COROLLAIRE 1. — P(E) — P(F) est affine sur X.

PROPOSITION 2. — Supposons que S soit propre sur k, et F
ample sur S. Soit Z un fermé de P(E), disjoint de P(F).
Alors il existe un nombre fini de points de Z dont le complé-
mentaire est fini et radiciel sur S .

Démonstration. —Z étant fermé 4 la fois dans P(E) et
dans P(E) — P(F) est propre et affine sur S, donc fini sur S.

D’aprés le critére d’amplitude de Grauert ([6]), il existe
une variété W affine sur k£, un point rationnel w de W(k),
et un morphisme ¢:V(F) — W qui contracte la section nulle
de V(F) sur le point w et induit un isomorphisme de V(F) —
{section nulle} sur W — {w}. Considérons l'image d’une compo-
sante connexe Z, de Z x gZ par la suite de morphismes :

'
(P(E) —P(F)x 5 (P(E) — P(F)) —
PE) — PF) x VE) Z2 viE) —> W

ou lisomorphisme W exprime le fait que P(E)— P(F) est
un torseur sous V(F), et pr, est la deuxiéme projection. En
particulier, I’image réciproque de la section nulle de V(F) par
pr, o ¥ est la diagonale.
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L’image de Z; est propre et affine sur k, donc réduite
a un point. Donc :

— ou bien limage de Z; dans V(F), donc dans S, est
un point, et Z; est un point,

— ou bien I'image de Z; dans V(F) est contenue dans la
section nulle, et Z,; est contenu dans la diagonale de Z x ¢Z .

Donc en dehors d’'un nombre fini de points de S, Z x Z
est contenu dans sa diagonale, donc est radiciel sur S.

Autre démonstration (due a L. Moret-Bailly). — Sur
P(E) — P(F) on a une rétraction universelle de s. On en déduit
par image réciproque deux rétractions de s sur

(P(E) — P(F)) x 5(P(E) — P(F))

qui différent par une section de I'image réciproque de F'. On
vérifie facilement que le lieu des zéros de cette section est la
diagonale — ceci découle formellement du fait que P(E) — P(F)
est un torseur sous V(F)—. Sur une composante connexe Z,
de Z x gZ qui est de dimension positive, 'image réciproque de F
est ample, donc son dual n’a pas de section globale non nulle.
On en déduit comme ci-dessus que Z; est contenu dans la
diagonale de Z x gZ.

PROPOSITION 3. — Sous les hypothéses de la Proposition 2,
il existe un entier n, tel que pour tout n=n,, les sections
globales du faisceaux ©p(n) définissent un morphisme

¢: P(E)—> P, (H°(0:(n))),
quasi-fini en dehors d’un fermé disjoint de P(F).
Démonstration -— D = P(F)<=— P = P(E).
lp
S

De la suite exacte :
1}

s
0 — OP —_ @P(l)—) OD(I) — 0
on déduit pour tout entier n une suite exacte :

0— CGn—1)— G — O,(n)— 0
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et une suite exacte de cohomologie :
0—> H°(P, §(n —1)) — H°(P, 6(n)) — H’(D,0,(n))

— H'(P, 6(n — 1)) — H'(P, 0:(n)) — H'(D, &, (n)).

Puisque F est ample, il existe un entier m, tel que, pour
tout n=m,, les sections globales de ©p(n) définissent un
plongement D-— P, (H°(D,0,(n))) et H'(D,0,(n)=0.
On en déduit une suite décroissante :

dim, H'(P,0,(n — 1)) > dim, H' (P, 0, (n))
=>...2dim, H®,0,(n + m)) >...
qui est nécessairement stationnaire a partir d’un certain rang n, .

Donc pour tout n=n,, H°(P,Oy(n) — H°(D, Oy(n)
est surjectif. En tout point de D, il existe une section inversible
de Op(n), qui se releve en une section inversible de Op(n).
D’autre part, Op(n) étant engendré par ses sections globales
en tout point de P — D, l’est également sur P. On a donc un
diagramme commutatif :

P—2  PH®P,0,(n))

o |

D — P, (H°(D, 0,(n))

ou les fléches verticales sont des immersions fermées, et ¢|p est
un plongement. Soit Z I’ensemble des points de P ou ¢ n’est
pas quasi-fini. Puisque D est ensemblistement l'image réciproque
par ¢ d’un hyperplan, Z N D est vide.

COROLLAIRE 2. — Soit S un schéma propre sur un corps Kk,
et 0—> O —> E— F—> 0 une suite exacte de fibrés
sur S, ou F est ample. Alors si E n’est pas ample, il existe
un schéma Z de dimension strictement positive, fini sur S,
radiciel en dehors d'un nombre fini de points, sur lequel la
suite est scindée.

Démonstration. — Avec les notations de la démonstration
précédente, si Z est vide, ¢ est un morphisme fini, donc le
faisceau Op(n) est ample sur P, et E est amplesur S.

Dans le cas particulier oi S est une courbe, ce résultat
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prend une forme particuliérement simple. (Il se trouve également
dans [4] dans le cas d’un corps de caractéristique 0, démontré
de maniére différente).

COROLLAIRE 3. — Soit C une courbe lisse et propre, géomé-
triguement intégre, sur un corps k, et

0-—-—)(90——>E——>F—>0

une suite exacte de fibrés sur C, ou F est ample.

Si car k=0, ou bien E. est ample, ou bien la suite est
scindée.
Si cark#0, ou bien E est ample, ou bien I’image

réciproque de la suite par une puissance convenable du morphisme
de Frobénius de C est scindée.

Remarque 1. — On généralise ainsi en caractéristique non
nulle, un exemple construit par Serre de suite exacte

0——»(9C—->E—-»F—>0

non scindée ou F est ample et E ne ’est pas, mais ou la suite se
scinde aprés transformation par Frobénius ([4]).

2. Critére d’amplitude pour un fibré engendré par ses sections.

Ce critére est da a4 Gieseker ([4]). Nous [Iutiliserons au
paragraphe suivant sous une forme un peu différente, et nous en
donnons ci-dessous une démontration plus simple que celle de
Gieseker.

PROPOSITION 4. — Soit S wun schéma propre sur un corps k
algébriguement clos, et E un fibré vectoriel sur S, engendré
par ses sections globales. On a les équivalences :

(1) E est ample

(2) Pour toute courbe C intégrede S, E | est ample.

(3) Pour toute courbe C intégre de S, de normalisée c R
H°(E'|l)=0

(4) Pour toute courbe C intégre de S, H°(E¥|c) =0

(5) Pour toute courbe C intégre de S, E|. n’'a pas de quotient
isomorphe a O .
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Démonstration. — Puisque I'image réciproque d’un fibré
ample par un morphisme fini de schémas propres est ample, et
que tout fibré quotient d’un fibré ample est ample, on a évidem-
ment : (1) = 2) = (3) == (4) = (5). Montrons que
(§) == (1):

Puisque E est engendré par ses sections globales, il existe
une surjection: ©Y*! — E qui définit une immersion fermée
j:P(E)s— Py xS.

Soient L le faisceau inversible ©p(1) sur P(E) et ¢ un
point fermé de Py . On a un diagramme commutatif :

S,=j 'pi'(t) =—— 8 - k(1)
R 1
P(E) ——= Py xS 1= P,
lpz
S

ou p, et p, sont les deux projections et «, est défini par
a,(x) = (¢,x). Par construction, la restriction de L a S, est
triviale .

Puisque «, est une section de p,, S, s’identifie & un
sous-schéma de S au-dessus duquel E a un quotient trivial,
donc S, est un schéma fini. Le morphisme p, oj:P(E) — Py
est donc fini, et le fibré L, image réciproque du faisceau
O0p(1) de Py, est ample sur P(E), donc E est ample.

Remarque 2. — Si on remplace I'hypothése: “E est engendré
par ses sections globales sur S” par: ‘il existe un entier
n=>1 tel que le faisccau Op(n) = L" soit engendré par ses
sections globales sur P(E)”, on a encore I’équivalence de (1)
et (2).

Démonstration. — Par hypothése, il existe un morphisme
¢:P(E)—> Py tel que ¢* G(1)=L". Comme a la démons-
tration précédente, il suffit de montrer que ¢ ne contracte
aucune courbe.

Soit I' une courbe intégre de P(E) contractée par ¢.
Alors L|p n’est pas ample.
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I CP(E) —f » Py

|?
S
— Si p(I') est un point, I' est contenu dans une fibre de

D, mais la restriction de L aux fibres de p est trés ample.

— Si p(T) est une courbe intégre C contenue dans S,
le morphisme p:I' —> C est fini, donc L | est ample.

3. Variétés a fibré cotangent ample — Remarques et exemples.

Soit C une courbe propre et lisse, géométriquement
intégre. I1 est bien connu que .Qé/k est ample si et seulement
si le genre de C est supérieur ou égal i 2.

En dimension plus grande que un, la notion de variété
i fibré cotangent ample a encore été peu étudiée, et nous allons
en donner quelques propriétés et des exemples.

ProrosITION 5. —Si X est une variété propre et lisse a
fibré cotangent ample : '

1) X est de type général
2) X ne posséde pas de sous-variété rationnelle

3) toute application rationnelle Y---—— X est un
morphisme, si Y est une variété lisse.

Démonstration. —Si X  contient une variétc;’v rationnelle,
elle contient une courbe rationnelle C. Soit #:C=P' — C
la normalisation de C.

Alors la différentielle dm est un homomorphisme non nul:
7*Qy —> Q% = 0,(—2). Son image est un sous-faisceau
inversible de GP(— 2) quotient d’un fibré ample, ce qui est
contradictoire.

Soient Y une variété lisse et f: Y- :: — X une application
rationnelle.~ I1 existe un composé d’éclatements de sous-schémas
lisses 0:Y— Y tel que f se prolonge en un morphisme
f: Y — X. D’aprés ce qui précéde, tous les diviseurs exceptionnels
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sont contractés dans X, donc Ilimage du morphisme produit
f x0:Y—> XxY est finie sur Y et birationnelle a Y,
donc isomorphe 4 Y, d’ou le résultat.

Le premier exemple est dii & Bogomolov, qui a construit
une surface propre et lisse a fibré cotangent ample, et dont le
groupe fondamental est nul, en contre-exemple a une assertion
de Miyaoka.

PROPOSITION 6. — Soit X  une surface lisse, intersection
compléte dans P, d’hypersurfaces de degrés assez grands pour
que c’l’(X)— c,(X)>0. On considére un diviseur H trés
ample sur le produit X*(d > 6). Alors si H,,...H,;_, sont
des diviseurs assez généraux linéairement équivalents d H,
lintersection Y =H,N...NH,,_, est une surface propre
et lisse a fibré cotangent ample.

Démonstration. — Voir [1].

L’idée du deuxiéme exemple nous a été suggérée par L. Szpiro.
Nous aurons besoin pour la construire du résultat suivant :

ProrosmioN 7. — Soit k un corps algébriguement clos de
caractéristique 0. Il existe une courbe C propre et lisse de
genre vy =2, et une fibration f:X — C a fibres propres,
lisses et irréductibles de genre g =2, telle que l'application de
Kodaira-Spencer ([9]): T,— R! fy Wy c  Soit partout non
nulle sur C.

Démonstration. — Le procédé, di 4 Kodaira ([8]), permet
de construire des fibrations non isotriviales par des courbes lisses
de genre g=2. Rappelons la construction: soient n et g,
deux entiers =2, C, wune courbe propre, lisse et irréductible
sur k, de genre g,, w:C, — C, un revétement étale et
fini de degré n. Soient Y, = C, x C; et I', le graphe de =.

LEMME 1. — 11 existe un revétement r:C — C, ¢étale
connexe, et un faisceau inversible L sur Y =C x C, tel que si
I' est l'image réciproque de T, parle morphisme r x Id: Y — Y, ,
on ait O, (') =1L1".

Démonstration. — Voir [3].
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Soit alors p:X — Y le revétement de Y ramifié n
fois le long de T' et tel que p, Oy =0, &® L7 '® ... 0@ LT""1.

Puisque I' est lisse, X est lisse. On a le diagramme commu-
tatif : X

1Y

I‘“Yo Co

<

¢

l"¢—> =CxC 1

D’autre part, puisque I' est étale sur C et sur C;, X est
lisse sur C et sur C,. Soit ¢ un point fermé de C, X, et Y,
les fibres de X et Y. On a un diagramme commutatif de
suite exactes :

p*(dp)
0 —>f"Qc)y = Oxa——=p*Qy, T———=0*Qy,; -0
p*(r) p*(dp,)
S d
df °
0 '_'“f*ﬂaxr = GX,Q_I—QXIX‘ —_— 0 ()

r

La premiére suite est canoniquement scindée. Supposons que
(S,) le soit aussi et soit r' une rétraction de df. Alors r'odp
et p*(r) sont deux rétractions de p*(dp), donc différent par
un homomorphisme p* Qy Y, — 9%, qui est nul puisque
p*Qyt est ample. Donc r'odp = p*(r). Par construction
ro dpl =0.

Soit f,=p,ep. Alors redf,=r'odpop*(dp,)=0
C’est-a-dire que ' se factorise par le conoyau de df,, qui
n’est autre que Qx/C”

X

r* ﬂqxt _—.QXIX;——'—’ Qxlcllx

X

Ox,
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Mais alors le faisceau $2y,c I est nécessairement isomorphe
a4 Oy, I'homomorphisme p*Qy iy, — Qy iy, est un
isomorphisme, et son conoyau est nul. Or ce conoyau n’est autre
que ﬂx/le, dont le support est égal a p“([‘)nx,, et qui
n’est pas nul. Donc la suite exacte (S,) n’est pas scindée.

La suite exacte duale :

00— Txt—" Txlx —_'f*TC,t_') 0
t

induit une suite exacte de cohomologie :

8
0 — H’(Tx, ) — H°(Tc,p) = k—H H'(Ty,)

ou 8, n’est autre que la fibre en ¢ de l'application de Kodaira-
Spencer de f. La suite (5,) n’est pas scindée si et seulement si
H° (Txlx ) est nul, donc si et seulement si §, est non nul.

t

Remarque 3. —Dans [3] et [8], on démontre seulement
que la fibration f n’est pas isotriviale, c’est-i-dire que I’application
de Kodaira-Spencer n’est pas nulle.

On déduit du Corollaire 3 le:

COROLLAIRE 4. — Pour tout point t de C, Sy  est ample.
t

PROPOSITION 8. — Il existe n tel que sur P = P(ﬂ,'() le faisceau
Op(n) soit engendré par ses sections globales.

Démonstration. —On a une suite exacte de modules de
différentielles :

et le faisceau inversible wxc est ample ([14]).

\ lp
X
D est un diviseur sur P tel que Op(D) = Op(1) ® p*f*(QL)".
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Pour tout n =1, on a une suite exacte de Oy -modules:
0 — f*QL® 819y — §"Qy — wgie — 0
et une suite exacte de cohomologie :

H°(S" QL) — H°(wyhe) — H!(f*Q4® 8" Q))

Q,
— H'(S" Q) — H'(wxp).

D’autre part, soit F le diviseur formé de 2y — 2 fibres

réduites et distinctes, image réciproque sur X d’un diviseur
équivalent a Qé . On a les suites exactes:

0 — §"lQ) — s"TIag e el — sTIak — 0
et
Ba,

Hl (Sn—lﬂ Hl (Sn-—l Ql ® f:k Ql) —_— Hl(sn—-l Q)qu)'

Puisque wy,c est ample sur X et Q,‘(I ample sur F,

il existe n, tel que pour tout n=n,, Op(n) soit engendré
par ses sections globales sur D, et

H' (wyjc) = H'(S" ' @2 ) = 0,
donc ¢, et f, sont surjectives, et
‘dim, H' (S"! Q) > dim, H'(S"Q}).
On conclut comme a la démonstration de la Proposition 3,
qu’il existe n, tel que pour tout mn=n,, a,of, soit un

isomorphisme, ainsi que o, et fB,. On en déduit que pour
n 2 n, , ’homomorphisme de restriction :

H° (8" QL) — H°(w®.)

H°(P,04(n)) — H°(D, Oy (n)

/C

est surjectif. Alors sur D, le faisceau Op(n) est engendré par
ses sections globales.

Soit z un point de P — D. Puisque Qé est engendré par
ses sections globales sur C, il existe un diviseur A linéairement
équivalent 3 p*f*Q¢, qui ne pase pas par z. Alors
n(D + A), qui est équivalent & O,(n), ne passe pas par z.
Donc ©p(n) est engendré par ses sections globales partout.



52 M. MARTIN-DESCHAMPS

COROLLAIRE 5. — S0y est ample.

_Dg’monstration. — D’aprés la Remarque 2, il suffit de vérifier
que pour toute courbe intégre I' de X, Q,'(IF est ample. On

a déja vu que la restriction de Q,’( aux fibres de f est ample.
Soit alors une courbe I' de X, finie sur C. On a la suite exacte :
1 1
0— f*ﬂclr — QxIr' T Wxjey, T 0

1 . .
et Qy, r estample, comme extension de deux faisceaux amples.

Remarque 3. — 1) Soient C,,...C, (n=>2) des courbes
propres et lisses sur k, X=C, x...xC,. Alors Q) n’est
pas ample.

2) Soit C une courbe propre et lisse sur &k, et
Y=C®@>2) le niéme produit symétrique. Alors
n’est pas ample.

Démonstration. — Cas 1:  Qx =pfQe, ®...®p Q% , p,
étant la projection de X sur le i-iéme facteur. Pour tout
i=1,...n, le faisceau p;" Qéi n’est pas ample, puisqu’il est
trivial sur les fibres de p;,.

Cas 2 : Faisons la démonstration pour n = 2 pour simplifier

les notations :
Py
T

CxC — I = Cc®=Y.

12
C

La différentielle de 7w est un homomorphisme injectif :
dr:m*Qy — Qo =prQ O py Q-

Par composition, on obtient deux homomorphismes non nuls
T*Qy — prQL(=1,2). Si Qy est ample, 7*Qy
I’est aussi puisque = est fini, et sur chaque fibre de p;, le
fibré pf Qé est trivial, donc ne peut contenir un sous-fibré
ample, d’oll une contradiction.
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4. Théoréme de descente pour les variétés a fibré cotangent ample.

Notation. — Dans toute la suite du paragraphe, sauf mention
explicite du contraire, k désigne un corps algébriquement clos
de caractéristique 0, C wune courbe propre lisse et irréductible
sur k, L=k(C) le corps des fonctions rationnelles de C. Le
L-module ﬂi/k est de rang 1, et on en fixe un générateur o,
ce qui permet d’identifier Q,{,,, et L (par D, défini par
Dya=1).

Soit X un schéma propre et lisse sur L, w: X — SpecL
le morphisme structural. On a une suite exacte de modules de
différentielles :

®» 0— 7*Q!

~ 1
LIk — ex > Q2

, 0! ,
X/k QX/L 0-

On note F=P(Q,) —P(Qy,) et p:F — X la projection.

Nous nous proposons, moyennant certaines hypothéses
sur X, de redescendre X sur k, et I'idée de la démonstration
résulte de la remarque suivante :

Remarque 4. — Soient X, un schéma propre et lisse sur
k, et X=X, Xgpecxr SpecL. Il existe sur X un champ de
vecteurs ‘“horizontal” défini par D, . De plus, un point rationnel
de X(L) est tangent au champ de vecteurs si et seulement s’il
provient d’un point fermé de X, .

Démonstration. — L’existence du champ de vecteurs résulte
du fait que dans ce cas la suite exacte (*) est canoniquement
scindée. Localement, si U, est un ouvert affine de X, de la
forme U, = Speck([t,,..., 8,15, U=SpecL[t,,...,¢,], louvert
correspondant de X, le champ de vecteurs correspond a une
k-dérivation D de ©y définie par D, =0, D =D,. Soit
g:Spec L— U un point rationnel défini par ¢, =A,. Il est
tangent au champ de vecteurs si et seulement si Dy A, =0,
c’est-a-dire si les A; sont des éléments de k, puisque la caracté-
tique est nulle.

\

Pour descendre X, nous allons donc chercher i construire
un scindage de la suite exacte (*), ou ce qui revient au méme,
une section de F = P(Q2%,) — P(2%,,) au-dessusde X.
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PROPOSITION 9. — Si S, est ample, il existe un fermé Z
de F tel que la restriction p, soit un morphisme fini et birationnel
sur son image, et un morphisme propre ¢:F —> Ay x SpecL,
qui est un plongement en-dehors de Z.

Démonstration. — D’aprés la  Proposition 3, les sections
globales sur P = P(Q;(/k) du faisceau ©p(n) (resp.sur D = P(Q,‘(/L)
du faisccau ©p(n)) permettent de construire un diagramme
commutatif :

¢ o
P=PQky ——P (H(P,0,(n)=Py

ol
D=P(Qk,) ——> P (HD,0,(n)

ou ¢ est un morphisme quasi-fini en dehors d’un fermé 2Z
qui, s’il est non vide, est disjoint de D, de dimension au moins
un, fini sur X, et radiciel en-dehors d’un nombre fini de
points. Puisque D est Iimage réciproque d’un hyperplan, la
restriction de ¢ a F est un morphisme F —> Ay x SpecL,
qui est propre et quasi-fini en-dehors de Z. Quitte & remplacer
I’image par sa normalisée, on peut supposer que Plp_gp Ot
un isomorphisme sur son image.

Remarque 5. — Soient 'Y, un k-schéma de type fini,
Y =Y, Xgpeer Spec L, et f:Y..-- —> X une application
rationnelle. Alors f se reléve en f:Y--+- —> F, définie sur
le méme ouvert.

Démonstration. — Sur U, Douvert de définition de f , on
a le diagramme de suites exactes de modules de différentielles :

0 ——>®U ——»f*gl ——»f*gl —

X[k X/L
|
0 —=0y > Dy >y >0

et la deuxiéme suite est canoniquement scindée, donc aussi la

~
premiére. Ce scindage correspond & un morphisme f:U — F
qui releve f.
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Cas particulier. — Tout point rationnel o de X(L) se
releve en o de F(L), et nous allons étudier son image par .

ProOPOSITION 10. — L’'ensemble des o de X(L) tels que
G(L) n’appartient pas @ Z, est fini,

Démonstration, — On peut prolonger X en un k-schéma
lisse X', propre sur C. Soient #':X' —> C le morphisme
qui prolonge m, F'=P(SZ,1(:/,‘)—P(Q§(:/C) qui prolonge F,
et p':F — X' 1a projection.

Soient ¢,,...py5 les composantes de ¢. Ce sont des
sections rationnelles de Opr qui ont des poles en des points de

codimension un de F' contenus dans des fibres du morphisme
’ ’

p g

F'—> X' —> C. 11 existe donc un diviseur A positif sur C
tel que les diviseurs p'*7'*(A) +divyi=1,...N) soient
positifs en tout point de codimension unde F', donc partout.

Soit o: SpecL — X. Puisque C est une courbe lisse,
o se prolonge en ¢ :C — X', et comme a la Remarque 5,
on montre qu’on peut relever ¢’ en ¢ : C — F'.

Alors  T'*(p'*n'*(A) + divy) = A + div(p;0) =0 pour
i=1,...,N donc les composantes de ¢od sont contenues
dans H°(C,0.(4)) CL.

Notons G I'image (fermée) de ¢ dans Ay ;, E limage de
Z: E estpropre et affine sur L, donc finiesur L:E= {z,,...,z2,}.
Soit
V =G(L)NH(C,0-(A))N cLN.

On vient de voir que pour tout point o de X(L), ¢od
appartient & V. Plus précisément, I'application o — 7 =900
est une bijection de I’ensemble {o|lo€X(L),o(L)¢Z} sur

. ~ -
Pensemble {r|r€V,7(L)¢E ,@o lor=poy lor}, la bijection
inverse étant définie par 0 =poy~lor,

La suite de la démonstration nécessite les résultats techniques
suivants :

LEMME 2. — Soit S, un schéma de type fini sur k, et T
un sous-schéma fermé réduit de S, Xgp.., SpecL. Il existe
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un sous-schéma fermé réduit T, de S,, une immersion fermée
Ty Xspecx SpecL=— T, qui identifie les points de Ty(k)
d l’ensemble des points de T(L) dont l'image est un point fermé
de S,. En particulier, si cet ensemble est dense dans T(L),
To Xspecx Spec L est isomorphe d T.

Démonstration : P
1
T<— S; Xgpecx SPeCL —> §,

I

Spec L

_ P,y
Te— §,xC — 8§,

b

C
Soit T I'adhérence de T dans S, x C.

&= {oloeT(L),p,o0(l) est un point fermé de S;}
est en bijection avec I’ensemble des points s de S, tels que
{s} x C soit contenu dans T. Soit T,=S,—p,(Syx C—T).
Puisque p, est plat et de type fini, donc ouvert, T, est fermé.
C’est le plus grand fermé T' de S, tel que T’ x C soit contenu
dans T. Munissonsle de sa structure réduite. Par construction,
To Xgpeck SpecL  est contenu dans T et Ty(k) s’identifie
ag.

LEMME 3. — Il existe un k-schéma de type fini Z, et une
application rationnelle: Zy Xg,ec, Spec L--- —> G — E définie
sur un ouvert rencontrant toutes les fibres de Z Xgp..; SpecL
au-dessus des points fermés de X, qui établit une bijection entre
Z(k) et {r|lreV,r(L)¢EE)}.

Démonstration. —V = G(L) N H°(C, 0. (A)Y C LN,

Soient (e ,...,a,) une base sur k de H°(C,0.(4)) et v
le morphisme défini par :

v: SpecL [)\,,]

1<i<N

Ax L
1<j<m

) — (2 )‘iiai) i
j
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v établit une bijection entre I’ensemble des points de v~ !(G) (L)
dont les coordonnées (7\,,) appartiennent & k, et V. D’aprés
le lemme 2, il existe un sous-schéma fermé Z' de Spec kg
tel que Z' Xgp; SpecL soit contenu dans v '(G) et tel
que les points de ZX'(k) soient en bijection avec I’ensemble de
points cherchés. Donc le morphisme composé :

2’ Xgpecx SPECL = v 1(G) — G
identifie Z'(k) a V.
Chaque point z; de E, rationnel sur L correspond donc

d un unique point A, de Z'(k). Soient A,,..., A (' <7)
cespointset £ = ' — {\,,..,\}. Puisque

v 1H(E) N (2 Xgpecr SpecL)
ne contient pas d’autre fibre fermée que celles des points
A, ..., N, la restriction

. e — —_—
vIExSpeckSpecL . z Xspeck SpeCL G E

satisfait ‘aux conditions cherchées.

LEMME 4. — Il existe un sous-schéma Z, de Z tel que
Zy Xgpecx SpecL  —> G—E  soit défini sur un ouvert
qui rencontre toutes les fibres fermées de Z, Xg.., SpecL
et induise une bijection entre X (k) et
T ——

{TITEIV,T(L)eE,gp_IOT=p0gp—lo'r}'

Démonstration :
v
-7 \
3 x Spec k Specf;. _L.G_E.‘p__—.F—'Z
Te~aa p
\
X

Soient ¥ =9 lov et W =poV.

Dr’aprés la Remarque 5, 'application rationnelle ¥ se reléve
en W:Z Xgper SpecL... —> F définie sur le méme ouvert,
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et on vérifie que pour tout point A de E(k) d’image 7 dans V
et =poy 'or dans X(L), alors 0 = \11(7\) et o lor=¥Q).
Les deux applications rationnelles ¥ et ¥ sont définies sur un
méme ouvert qui rencontre toutes les fibres fermées de

2 Xgpeck SpecL— Z.

Soit Z, le sousschéma réduit des coincidences de ¥ et ¥, et
T, son adhérence dans I Xg,.; SpecL. Puisque X, —Z; ne
contient aucune fibre fermée de 2 xg,.., Spec L, les points de
Zo(L) contractés dans T sont ceux de X (L) contractés dans
Z. Dapres le lemme 2, il existe un sous-schéma Z, de Z tel
que X, Xgpe.x SpecL  soit contenu dans Z, et induise une
buectlon entre X (k) et les points N\ de Z (k) tel que I =P
D’ou le résultat.

Fin de la démonstration de la Proposition 10. — Supposons
que X, ne soit pas fini, et soit I' une courbe lisse irréductible
contenue dans X,, et I', une complétion pl:gjective et lisse de
I'. Les deux applications rationnelles ¥ et ¥ sont définies et
coincident sur un ouvert non vide de I' xg,,. , SpecL.

sl

¥
' Xgpec x Spec L = Z ) Xspeck Spec L = T XgpeckSPECL::: =, F —, G

Puisque I', est propre sur k, \Ifl se prolonge
r XSpec k SpecL

en ¥, :T') Xgpecx Spec L — X, qui se reléve en

¥, T Xgpecx Spec L — F
prolongeant ¥. L’image de ¢o W, est propre et affine sur L,
donc formée d’un point.

Alors: —ou bien ¥, (T, XSpec k Spec L) est contenu dans
Z, alors ¥(T Xspec k Spec L) = (T Xgp. , Spec L) est contenu
dans Z , ce qui est exclu par construction,

—ou bien W, (I'; Xgpecx Spec L) est isomorphe a SpecL,

ainsi que W(I' Xgp.., Spec L) ce qui contredit le fait que I'(k)
s’injecte dans X(L).
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COROLLAIRE 6. — Si  X(L) est Zariski-dense dans X, il
existe un champ de vecteurs sur X prolongeant D,, tangent d
tous les points rationnels de X sauf un nombre fini.

Démonstration. —Si  X(L) est Zariski-dense, le morphisme
Py Z — X est dominant, fini et birationnel, donc est un
isomorphisme et réalise une section de p:F— X, qui
correspond a4 un scindage de la suite exacte (%) c’est-a-dire a
un champ de vecteurs sur X prolongeant Dgy. Pour un point
rationnel ¢ de X(L), les 3 propriétés sont équivalentes:

(1) o(LYeZ
(2) le champ de vecteurs est tangenta o

(3) le diagramme : D
Ox © X

D
L—L.L

ou D est la k-dérivation de Oy correspondant au champ,
commute.

Pour le vérifier, il suffit de se placer sur un ouvert
U=SpecL[tl,...,tn]/[ de X.

r
(*): 0—0, "= Q) — Q. — 0.

Soit r la rétraction correspondant 4 Z. La dérivation D est
définie par D = D, et Df,=r(dt) pour i=1,...,n.

P(Qy,) se plonge dans Proj Q[T,,...T,], et Z est
défini par les équations T,=(Dt)T,. Soit o un point
rationnel de U défini par #,=\;,. Le point G est défini par
To=1, T,=DgA;. On vérifie alors facilement les équivalences
annoncées.

ProposITION 11. — Soit X  un schéma propre, lisse et
max

géométriquement intégre sur L, tel que A Qy; = wy,

soit ample, et possédant un champ de vecteurs prolongeant D, ,

\

tangent a un ensemble dense de points L-rationnels de X.
Alors il existe un k-schéma X,, et un L-isomorphisme
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Xo Xspecx SPECL —> X, tel que les points de X, (k) s'identifient
aux points de X(L) tangents au champ de vecteurs.

Démonstration, — Fixons un plongement projectif de X,
donné par les sections globales d’une puissance convenable de
wyp i X— PL(H(wg™) =P, . Choisissons la base de
H° (c}.z,"i° ™) de sorte que les points de base de P,,L soient images
de points rationnels de X tangents au champ de vecteurs, et
soit Y =j(X) le modéle m-canonique de X. On peut donc
transporter sur Y les hypothéses vérifiées par X.

Soient L((T)) le corps de fractions de I’anneau de séries
formelles en T & coefficients dans L et A le k-automorphisme
de Y XSpec L Spec L ((T)) défini par 'homomorphisme d’algébres:

A*: 0y ® L((T)—06; ® L))
Da D24 D"a

- 2 Z = n
a'——>a+T1! +T X +...+T -

qui se restreint en un k-automorphisme A, de L((T)).

Soit Y* = Yg,.., SpecL((T)) le schéma obtenu 4 partir
de Y par changement de base, et Y' le schéma obtenu a partir
de Y* en faisant agir A, sur les coefficients; explicitement,
dans louvert affine de P, défini par X, #O0:

r

Y correspondéSpecL[xl,...,xI]/(le_,P:),
Y* correspond a Spec L ((T)) [x,,..., x1]/(P1, R,
Y' correspond a SpecL (T)) [x,, ..., x,]/(,\opl’ oy s
)\OPi étant le polyndme obtenu a partir de P; en faisant agir A,
sur les coefficients.
L’isomorphisme A définit un L((T))-isomorphisme

T Yr— Y,

et puisque Y* et Y' sont des variétés de type général plongées
m-canoniquement , N est induit par un L((T))-automorphisme
linéaire u de P, Xgpecr SpecL((T)). De plus tout point
06=(0,,...,0,) de Y(L) qui est tangent au champ de vecteurs
induit un point ¢* de Y*(L((T))), et on vérifie que :
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Mo* = (N0, ,...,00,)
— (. Dol DU,,
= (o, +T—1—!+..., g, +T T +...).
En particulier, tous les points de base du repére ((1,0,...,0)...,
0,...,0,1) et (1,1,...,1)) sont laissés invariants par u,

donc dans ce repére, u est ’identité.

Dans I’ouvert affine de P, défini par X, # 0, X est défini par :

Dx D"x
)=x,+ T—t4+ ... +T" —L+ ... .

1! n!
Donc le champ de vecteurs sur Y est induit par le champ de
vecteurs “horizontal” de P,, défini par Dx, =0 et D =D,
et un point ¢ de Y(L) est tangent au champ de vecteurs si et

seulement si pour tout couple (i,j) tels que ol=#0, Dogf est
nul, c’est-a-dire si et seulement si I'image de ce point danslP,’k
par la projection P,; — P, est un point fermé. D’aprés le
lemme 2, il existe donc un sous-schéma fermé réduit Y, de
P, », une immersion fermée Y, Xgye., SpecL=— Y <— P ,,
qui induit une bijection entre Y (k) et I’ensemble des points de
Y(L) tangents au champ de vecteurs, d’ou le résultat puisque
limmersion  fermée Y, Xgpecx SpecL <— Y  est  nécessai-
rement un isomorphisme.

THEOREME. — Soit k un corps algébriquement clos de
caractéristique 0, L wune extension de degré de transcendance
fini sur K. Soit X un schéma propre, lisse et géométriquement
intégre sur L, tel que Q,I(/L soit ample. Alors si X(L) est
Zariski-dense dans X, il existe un k-schéma X,, et un
L-isomorphisme X, Xgpe.x Spec L — X. De plus, X(L) — X, (k)
est fini.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur le degré de
transcendance d de L sur k:

— si d = 1, celarésulte des Propositions 10 et 11.

Y

— supposons d = 2. La démonstration est analogue a celle
qui se trouve dans [13]. Soit K une extension intermédiaire :
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kCKCL, telle que L soit de degré de transcendance 1 sur
K. Il existe un corps de fonctions d’une variable L' sur la
cloture intégrale K de K, qui contient L. D’aprés I’hypo-
t_hése de récurrence pour d =1, il existe un schéma X' sur
K, et un L"-isomorphisme:

X Xgpee . Spec L' —> X' Xspec & SPEC L"
et X(L'")— X"(K) est fini.

On peut supposer que X' st défini sur une extension
finie K' de K, et que lisomorphisme est défini sur un corps
de fonctions d’une variable L' sur K’ ¢ontenu dans L' :

Ke—-wlL

K ¢_.__..LII
Alors
X'(L') — XI(KI) - X'(L') — xI(LI) N X’I(I_() C X'(Ln) _ XI(K)
donc l’ensemble X'(K') est dense dans X’'. On peut appliquer
I’hypothése de récurrence & X': il existe un schéma X, sur
k, un K'-isomorphisme X, Xgp., SpecK' = X', et
x'(K') - Xo(k)
est fini.
Il existe donc un K'-isomorphisme
71 Xo Xspeck SPeC L' —> X xg, 1 Spec L'
et X(L') — X, (k) est fini. Pour terminer, il nous reste & montrer
que P'isomorphisme + est défini sur L.

Puisque le faisceau wy,, est ample sur X, il en est de
méme de Wxok  SUT X, . Fixons un plongement m-canonique
de X(resp. de X,):

j:X — PL(H(wy™) =P, ; (resp. jo: Xo — Py(H*(w}") = P,).
~ définit un isomorphisme v, : X4(L") — X (L")
V] U
Xy (k) X(@L)
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Puisque X(L') —v,(X,(k)) est fini, et X(L) dense dans X,
on peut choisir la base de H°(wg'") de sorte que les points de
base de P, soient lesimages par j de points de

X(L) Ny, (X, (K)).

Puisque X et X, sont des variétés de type général, il
existe un isomorphisme projectif 4’ qui fait commuter le
diagramme :

Jo x 1
S ! 0 '
X, x Spec k pecl’ ____"° P, X Spec & Spec L
Y 'y'
A , ix1
ec L - . '
X x Spec L P rL X Spec L Spec L

et par construction 4’ est défini dans les bases choisies, par une
matrice a coefficients dans k£ (a4 une constante multiplicative
non nulle prés), donc vy est composé de morphismes définis
sur L, et est défini sur L.
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