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DEFORMATIONS INFINITESIMALES
DES ESPACES RIEMANNIENS
LOCALEMENT SYMETRIQUES.
II. LA CONJECTURE INFINITESIMALE
DE BLASCHKE
POUR LES ESPACES PROJECTIFS COMPLEXES

par J. GASQUI et H. GOLDSCHMIDT

Considérons un espace projectif X, différent d’une sphére, muni de sa
métrique canonique g; toutes ses géodésiques sont fermées et de longueur
n. La conjecture de Blaschke prétend que toute autre métrique sur X,
vérifiant cette condition, est isométrique & g. Elle a été résolue pour les
structures riemanniennes de Blaschke sur les projectifs réels par L. Green et
M. Berger (cf. [2]). Si g, est une déformation de g, = g sur X, dont
chaque membre a toutes ses géodésiques périodiques de longueur =, alors
la 2-forme symétrique h = d_g1| est d’intégrale nulle sur les géodésiques

s x g dt |-
de g, cest-a-dire,

L"h(&(s), §(s) ds = 0,

pour toute géodésique y de g, paramétrée par sa longueur, ou y(s) est
son vecteur-vitesse en y(s). Ceci améne a formuler la version infinitésimale
de la conjecture de Blaschke : une 2-forme symétrique h sur X, qui est
d’intégrale nulle sur les géodésiques de g, est une dérivée de Lie de g.

R. Michel [7] a démontré quune 2-forme syméirique sur X, dont les
restrictions aux droites projectives de X sont des dérivées de Lie, est
globalement une dérivée de Lie de g. L’hypothése de ce dernier résultat est
plus forte que celle de la conjecture, sauf dans le cas des projectifs réels ou
elle lui est équivalente. C. Tsukamoto [9] a récemment démontré la
conjecture pour les espaces projectifs restants. Plus précisément, il prouve
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celle-ci pour P?(C) et I'obtient ensuite pour les autres espaces projectifs,
grace au théoréme de Michel cité ci-dessus.

Nous nous proposons de donner ici une autre démonstration de la
conjecture infinitésimale de Blaschke pour tous les espaces projectifs
P™(C), avec m > 2, directement a partir du théoréme de Michel pour
P2(R) qui, dans ce cas, a une preuve élémentaire.

Cet article est la suite de notre papier [4]; toutefois, il peut étre lu
indépendamment de celui-ci.

Soit h une 2-forme symétrique sur P™(C), muni de sa métrique
canonique g, ou m > 2. Nous introduisons un opérateur différentiel
linéaire D, d’ordre 2, provenant de la linéarisation de I’opérateur non-
linéaire de courbure de Riemann, et nous montrons que I’hypothése de la
conjecture infinitésimale de Blaschke pour h est équivalente au fait que la
restriction de D,h  a tout plan projectif réel de P™(C) est nulle. Nous
exprimons cette derni¢re condition par la nullit¢ de D,h, ou D, est un
opérateur différentiel linéaire d’ordre 2, défini a partir de D,. La
conjecture infinitésimale de Blaschke pour P™(C) est maintenant
équivalente a I’exactitude au niveau des sections globales d’un complexe
d’opérateurs différentiels, ou apparait D,. Signalons au passage que
I’hypothése du théoréme de Michel revient & supposer que D,h s’annule

sur toutes les sous-variétés totalement géodésiques a courbure constante de
P"(C).

Au § 1, nous décrivons 'opérateur D, et ses propriétés. Au §2, on
considére sur un espace homogéne compact G/K un complexe

1) C=(F,) % C=(F,) 5 C*(Fy)

d’opérateurs différentiels linéaires, homogenes, ou P; est a symbole
injectif et C®(F;) Pespace des sections globales d’un fibré vectoriel
complexe F; sur G/K. Avec la réciprocit¢e de Frobenius (cf. [10]), on
associe, a chaque élément du dual de G, un sous-complexe de (1),
d’espaces vectoriels de dimension finie, et on vérifie que 1’exactitude de (1)
est équivalente a celle de tous ces sous-complexes. Le § 3 est consacré a des
résultats classiques sur les représentations du groupe unitaire.

La conjecture infinitésimale se traduit plus précisément, au §4, en
termes d’exactitude d’un complexe du type (1) sur

G/K = U(m + 1)/U(1) x U(m):
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les fibrés F; et F, sont le complexifié du fibré tangent et le fibré des 2-
formes symétriques, a valeurs complexes, sur P™(C), tandis que P, est
I'opérateur de Killing et P, = D,. C’est ici qu’intervient le théoréme de
Michel pour P?(R). Nous décrivons ensuite explicitement une décom-
position en U(m + 1)-modules irréductibles de C®(F,), a l'aide des
sous-espaces propres du laplacien de la métrique g. Avec le critére décrit
plus haut, on est ramené 4 étudier I'action de D, sur certains facteurs
irréductibles de cette décomposition, et, en fait, a celle de D, sur des
sections explicites de F,. Ces derniers calculs sont menés d bien, au § 5,
par des méthodes de géométrie kihlérienne locale dans I’espace projectif
complexe.

1. Propriétés de Popérateur D,.

Tous les objets considérés dans ce papier sont supposés différentiables
de classe C®. Soit X une variété différentiable de dimension finie, dont
onnote T le fibré tangent et T* le fibré cotangent. On désigne par S*T*
et A/T* la puissance symétrique k-iéme et la puissance extérieure /-iéme
de T*, respectivement. Si E est un fibré vectoriel sur X, on note & le
faisceau des sections de E sur X et C*(E) I’espace des sections globales
de E sur X.

Soit g une métrique riemannienne sur X. On note
g:T->T g:T*->T

les isomorphismes canoniques déterminés par g. Si V est la connexion de
Levi-Civita de g, la courbure R de g de type (1,3), section de
AT T*® T, est définie par

R(Fn ,F:z)&s = (Vg,ng - ngvgl - V[t;,,gz])és s

pour tous &, &,,E;€@. Les courbures R et R de type (0,4) et (2,2)
de g sont des sections de A2T*® A2T* et de A2T*® AT,
respectivement; elles sont données par

R(€:,82,83,84) = 8(&4 ’R(&l ,62)€3) 5

pour &, &;, &5, §4€T, et
R =g'oR.
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Si heS?T*, on note
h: AT - A2T*

[

I’application donnée par
hy(E1AE2) = h°(E1) A g°(82) + £8°(61) A h°(E2),

pour &,,&,€T.

Soit # l'opérateur différentiel non-linéaire qui envoie une métrique
riemannienne h sur sa courbure %£(h) de type (0,4). Notons

R, ST* > NTC*® AT+
le linéarisé le long de g de 'opérateur non-linéaire #. On considére

Popérateur différentiel linéaire d’ordre 2

D,: S%* - AN%t*® AN%G*

g
défini au §4 de [4] et donné par
D,h = ®,(h) — h; oR,

pour heS2%G*. Dans la suite, nous aurons besoin des formules suivantes
qui se déduisent des formules (11.20) et (11.21) de [5]:

(L) E: & & k)
= L ()6 B B ) + (Vs o )
— (s a1 £ — (V)G B )
— B s o) + BRE: £ £))
(12) DU & ks Lo
= 3 (s /)61 £)8Es £0) + (Hess N)(Ex £ (Er £

— (Hess f)(&1,84)8(82,83) — (Hess )(€,,83)8(81,84)}
- fR(gl 9&2 ’E.»S ’54) ’

pour heSG* et &,,E,,&;, E,€T, ou f est une fonction sur X, a
valeurs réelles.
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Si (Y,gy) est une variété riemannienne, on note Ty son fibré tangent,
Ry, Ry, Ry ses courbures de type (1, 3), (0,4) et (2,2). Soient (Y,gy) et
(Z,g;) deux variétés riemanniennes et f: Z — Y une application
différentiable; soient zeZ et &,,&,,-&3€T,,. Alors il est clair que les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) RY(f*r;l ’f¢&2 9f*E,u3 Jl) =0 s
pour tout neTy,,, avec m orthogonal a f,(T,);
(b) RY(f*él Ju&2)fi83 € f,(Tz).

Si f est une immersion isométrique totalement géodésique, alors
f*Ry = R; et les conditions (a) et (b) sont équivalentes a :

© Ry (81, £:8 185 = fu(Rz(81 ,82)85) -

ProposiTioN 1.1. — Soient (Z,g;) et (Y,gy) deux variétés
riemanniennes, et soient f: Z — Y une immersion isométrique totalement

géodésique, et z€Z. Sila courbure Ry vérifie la condition (a) pour tous
*

&1,&2,83€T,,, alors pour heS’T, ., ona
(1.3) f*(he oRy) = (f*h)fz oRg,
et pour he Szé':ﬂz) , ona
(1.4) (/*D,, (M)(2) = (D,,(f*h))(2).

Démonstration. — D’aprés la formule (11.13) de [5] et 1a condition (c),
pour he SZT:J(Z) et &,&,,8&;,E,€T,,, on voit que

or* (h:Y o Ry))(E;,82,83,84)

= h(RY(f*E.rl !f*E.uz)f*Eﬁ sf*E.;A) - h(RY(ftél ,f*gz)f*§4 >f*E.;3)
= h(f, (Rz(&;1 82)83):£u84) — h(fu(R2(§, ,82)84).£,E3)

= (f*h)(RZ(E.;l ,&»2)&3 8a) — (f*h)(RZ(EA s §2)§4 :&3)

= ((f*h):z o R)(1.82,83,84),

d’ou (1.3). La formule (1.4) résulte de (1.3) et de la proposition 4.1 de [4].

Si (Y,gy) est a courbure constante et f: Z —» Y est une immersion
isométrique totalement géodésique, alors la condition (a) est vraie pour
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tous zeZ et & ,8,,63€T,,. Si Z=Y et f:Y->Y est une
isométrie, ou si (Y,gy) est un espace symétrique et f: Z —>Y est
Iinclusion d’une sous-variété Z totalement géodésique de Y, alors
d’aprés les théorémes 7.2 et 4.2 de [6, Chap. IV], la condition (b) est vraie
pour tous zeZ et &,,§,,E3€T,,. Donc, dans ces trois cas, on a

J*Dg,(h) = D, (f*h),

E 3
Y.f(2)°
lorsque (Y,gy) est a courbure constante, dans [4,§8], & partir du
lemme 8.8 et de la proposition 4.1 de [4].

pour tout heS%*& avec zeZ. On a déduit cette derniére égalité,

2. Complexes d’opérateurs différentiels komogénes.

Soit G un groupe de Lie compact et K un sous-groupe de Lie fermeé
de G. Supposons que G/K soit orientée; soit Q une forme volume G-
invariante qui correspond a l'orientation de G/K. Supposons aussi que
G/K soit un espace homogéne réductif. Soit T une représentation unitaire
de K dans un espace vectoriel complexe F, de dimension finie muni d’un
produit scalaire hermitien; alors le fibré vectoriel G x F,, muni du
produit scalaire hermitien obtenu a partir de celui de F,, est homogéne et
unitaire. De plus, I'espace C®(F) des sections de F sur G/K, muni du
produit scalaire hermitien obtenu a partir de celui de F et de Q, est un
G-module unitaire. Si C*(G;F,) est 'espace des fonctions différentiables
sur G, a valeurs dans F,, on écrit

C®(G;1) = {f € C*(G;F,) | f(gk) = t(k)'f(g), pour g€ G, keK}

et

(n(g)N)(g) = f(go'8),

pour g,g2,€G, feC®(G;t). Alors 7t est une représentation de G sur
C>(G;t) et lapplication

A: C*(F) - C®(G;1)
définie par

(As)(g) = g™ ' s(gK),

pour se C*(F) et geG, est un isomorphisme de G-modules.



J. GASQUI ET H. GOLDSCHMIDT 197

Soit G I'ensemble des classes d’équivalence des représentations
irréductibles de G. Pour tout ye G, soit (m,,V,) un représentant de 7.
Pour yeG, lapplication

y: V, ® Homg(V, ,Fp) - C*(G;1)
définie par

w0 ®)(@) = (g 'v),

pour tous veV,, ¢eHomg(V,,Fy) et geG, est injective. L’image
Cy(F) de A™'ou, est un sous-G-module de C*(F) de dimension finie
qui ne dépend que de y et qui est isomorphe a la somme directe de
dim Homg (V, ,Fo)-exemplaires de V. ; de plus CP(F) est égal a I'image
de I'application

V, ® Homg(V,,C*(F)) - C*(F),

qui envoie v ® @ sur @(v). Un sous-G-module W de C}(F) est donc
isomorphe a la somme directe de k exemplaires de V,, ou k est un entier
< dim Homg (V,,Fo), qu’on appelle la multiplicité de W et qu’on note
mult W. Si 1 est une représentation irréductible de K, d’aprés le lemme
de Schur, la multiplicit¢ dim Homg(V,,F,) de C}(F) est égale a la
multiplicité de la représentation t dans une décomposition de V, en K-
modules irréductibles. Pour v,ye G, avec y # 7, les sous-modules
Cy(F) et CH(F) de C=(F) sont orthogonaux (cf. [10,§5.3]). La
proposition suivante est une conséquence directe du théoréme 5.3.6 de [10]
(cf. [9, Proposition 2.5]):

ProposiTiON 2.1. — La somme directe (—D Cy(F) est un sous-module
vyeG
dense de C*(F).

Si F est un fibré homogéne unitaire sur G/K et t est la
représentation unitaire de K sur F, = Fx, ou e est 'élément neutre de
G, nous identifions les fibrés homogeénes unitaires F et G x,F,.

Soient Tt,, t,, T3 des représentations unitaires de K dans des espaces
vectoriels complexes F$, F2, F de dimension finie, munis de produits
scalaires hermitiens; soient F,, F,, F; les fibrés vectoriels homogénes
unitaires sur G/K correspondants a 1, 1,, T; respectivement. Si P:
F, - &, estun opérateur différentiel linéaire (sur C) homogeéne, alors
P(Cy(Fy)) < CP(F,) et on note KerP le noyau de
P: C*(F,) —» C®(F,). Ondit que P est a symbole injectif si pour tous
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x € G/K et a non-nul dans ’espace cotangent en x a G/K, le symbole
o,P): F,,—>F,, de P est injectif.

La proposition suivante est une conséquence des résultats du § 5.7 de
[10] et notamment de son lemme 5.7.7.

ProposiTION 2.2. — Soit P: F, - %, un opérateur différentiel
linéaire homogéne sur G/K. Alors:

(i) @ (C®(F,) nKerP) est dense dans KerP;
veG

(i) @ P(CX(F,)) est dense dans P(C*(F,)).
veG

ProrosiTION 2.3. — Soient P,: ¥, > F,, P,: F, - F, des
opérateurs différentiels linéaires homogéenes sur G/K. Supposons que P,
soit d symbole injectif et que P,.P, = 0. Alors les énoncés suivants sont
équivalents :

(i) le complexe
P P
C=(F,) — C*(F;) —5 C*(F5)
est exact;

(ii) pour tout yeG, le complexe

P P
Cy(F,) —> Cy(Fy) — CJ(F3)
est exact ;

(iii) pour tout yeG, on a

mult P,(C2(F,)) > dim Homg (V,,F9) — dim Hom (V, ,FY)
+ mult (C7°(F,) n Ker P,).

Démonstration. — Si P, est 4 symbole injectif, alors, d’aprés la théorie
des opérateurs différentiels elliptiques, P,(C*(F,)) est fermé dans
C*(F,). Auinsi, si (ii) est vrai, alors, d’apreés la proposition 2.2, Ker P, est
contenu dans P’adhérence de @ (Cy(F;) nKerP,) et donc de

veG
@ P,(CP(Fy), qui est égale & ImP. L’équivalence de (ii) et (iii)
ye&

provient du fait que CZ(F; est isomorphe a dim Homg(V, ,F})-
exemplaires de V,, en tant que G-modules, pour tout yeG.
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3. Représentations du groupe unitaire.

Soit m un entier > 2. Considérons le groupe unitaire
G=U@m+1) et son sous-groupe fermé K = U(1) x U(m) des

matrices
A0
0 A

avec A e U(1) et A eU(m), qui sont compacts et connexes. Le groupe T
des matrices diagonales de U(m + 1) est un tore maximalde G etde K.
Pour 0 <j < m, soit A; la forme linéaire sur I'algébre de Lie t de T
qui envoie la matrice diagonale diag(ay,a,, ...,a,) de t sur ag;; on
écrit o, =A;_, — A;, pour i=1,...,m. Alors

A = {N—Ajli#j, 0<ij<m}

est le systtme de racines de G par rapport a T. Prenons
S = {a;,...,8,} comme systéme de racines simples de G; le systéme de
racines positives par rapport 4 S est

AT = {—%;|0<i<j<m}.

Alors le complexifi¢ tc; de l'algebre de Lie t est une sous-algébre de
Cartan de I’algébre de Lie réductive gl(m+1,C), qui est le complexifié de
Ialgeébre de Lie u(m+1) de U(m+1). Pour 0 <i,j < m, soit E; la
matrice (b,,) de gl(m+1,C) avec b;; = 1 et b, = 0 lorsque (k,/) # (i) .
Pour a€A, on pose g, = C.E;, si a =1, — ;. Si

nt = @ Ga> no o= @ 9-a>

aeA* aeA*
alors
glm+1,0) =n" @ tc@®n*

est la décomposition triangulaire de I’algébre de Lie réductive gl(m+1,C)
par rapport & t.. Soit w, I’élément unique du groupe de Weyl de G par
rapport & T tel que wo(A*) = — A*; on a

Wo(®) = — Gpyq—;-
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On prend {a,,...,a,} comme systéme de racines simples de K. Le
poids dominant d’'un G-module (resp. K-module) irréductible est une
forme linéaire A: t - C qui s’écrit :

aveC fo, ..., fm€Z et fo = fi=---=f, (tesp.et f; = --- = f), et
un tel G-module (resp. K-module) est déterminé par ce poids. Ainsi, on
identific G (resp. K) avec I’ensemble des formes linéaires sur t

{x = gof,-k,-lfo,...,fmeZ,f(,;fl;...;fm}

(resp. {)" = i Shilfos- - fm€Z, hzfz-- >fm}>

Nous rappelons le résultat classique suivant (cf. [3] ou [9, Proposition
3.1):

m
ProposITION 3.1. — Un G-module irréductible de poids dominant Y fi\;
m i=0
contient un sous-K-module irréductible de poids dominant Y g\, si et
i=0

m m
seulement si Y fi=Y g et fi_y =g = f;, pour tout 1 <i<m; un
i=0 i=0

tel sous-K-module est unique, s'il existe.

Le groupe U(m+1) agit sur la partie semi-simple su(m + 1) de
u(m+1) par I'action adjointe et donc sur le complexifie g = sl(m+1,C)
de su(m+1). En fait, g est un U(m+ 1)-module irréductible de poids
dominant A, — A,, et E,, est unélément de g de poids A, — A,,. Ainsi
A%g est un U(m+1)-module; les éléments v, = Ey,, A Eg,—; et
v, = Eo, A E;,, de A2g sont de poids A, =20y — A,_; — A, €t
A, = Ao + Ay — 2)\,, respectivement. On vérifie facilement que

Eij.vl = Eij.vz = 0,
pour 0 <i<j<m; ainsi
+

n .vl=n+.vz=0.

Puisque U(m+1) est connexe, les sous-U(m+ 1)-modules V, et V, de
A%g engendrés par v, et v, respectivement sont irréductibles, et V; est
de poids dominant A;, pour j = 1,2.
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Rappelons que si W,,...,W, sont des U(m+1)-modules
irréductibles de poids dominants ®,, ..., ®, respectivement, etsi w;e W;
est un élément de poids «®;, pour 1<i<k, alors I’élément
w®...0w, du Um+1)module W;® ... ® W, est de poids
®; + -+ + o et, puisque U(m+1) est connexe, engendre un sous-
U(m+ 1)-module irréductible de poids dominant ®; + --- + ®,.

4. La conjecture infinitésimale de Blaschke
pour les espaces projectifs complexes.

Dans ce paragraphe, nous supposons que X est I’espace projectif
P"(C), avec m > 2, muni de sa métrique riemannienne canonique g.
Le groupe unitaire G = U(m+1) agit sur C™*! et transitivement sur
(X,g) par des isométries. Le groupe d’isotropie de I'image canonique x,
dans P™"(C) du point (1,0,...,0) de C™*! est égal au sous-groupe
K =U(l) x Um) de G. On identifie X avec G/K; rappelons que
(X,g) est un espace symétrique hermitien et que G agit sur X par des
transformations holomorphes. On peut identifier T, avec C™ de telle
sorte que la structure presque-complexe de T, soit celle de C™, que
Paction de K sur T, soit donnée par

i0
(§ )ememmo

pour 0eR, AeU(m) et ze C™, et que la métrique kdhlérienne g en
Xxo soit déterminée par le produit scalaire hermitien standard de C™

(cf. [2]).

On note F¢ le complexifié d’un fibré vectoriel F sur X. Si T’ (resp.
T") est le fibré des champs de vecteurs de type (1, 0) (resp. (0,1)) sur X,
on a la décomposition G-invariante

“4.1) Te=T&®T"

de Tc. Si T®9 désigne le fibré des formes de degré (p,g) sur X, la
métrique g définit un opérateur de trace

Tr,: T¢Y - C
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de noyau T{'V. La décomposition (4.1) et la métrique g nous donnent
une décomposition G-invariante du complexifie S?T} de S>T*

4.2) Ssz ={g® TED @ S2THO @ §2TOD),

ou {g} est le sous-fibré de TV en droites complexes engendré par la
section g de S?T*, et ou on identifie TP, S2THO §2TOD 3 des
sous-fibrés de S?T# grice 4 la décomposition (4.1). Les fibrés vectoriels
qui apparaissent dans (4.1) et (4.2), munis des produits scalaires hermitiens
induits par la métrique g, sont tous homogeénes et unitaires. De plus, on
a:

4.3) TED = T¢D,  S2TOD = ST,

Les K-modules T, Ty, {g(xo)}, T, S*TL?, ST sont
irréductibles, et leurs poids dominants sont égauxa — Ay + Ay, Ag — A,
0, A — A, 2Ay — 2A,,, — 2ho + 2), respectivement.
On écrit :
Bl = {g}’ B2 = Ts)l,l)a
B, = S?’T®0, B, = S?TO:V,

A Taide de la proposition 3.1 et du lemme de Schur, on obtient le
résultat suivant de [9, Propositions 3.2 et 3.4]:

PROPOSITION 4.1. — Pour y € G, les multiplicités non-nulles de C3(F),
ou F est I'un des fibrés homogénes qui apparait dans les décompositions (4.1)
et (4.2), sont données par le tableau :

Y Cr(T) | CP(T") | CP(B,) | C(B,) | CF(By) | CF(BY)
qhy — gh,, q=0 0 0 1 0 0
g=1 1 1 1 1 0 0
q=2 1 1 1 1 1 1
@+ —Ap_y—qh\,, | q= 0 1 0 1 0 0
q=2 0 1 0 1 1 0
qro + Ay — (g+ DA, qg=1 1 0 0 1 0 0
q=2 1 0 0 1 0 1
@+2Drhg—2hp-y — g, | @ =2 0 0 0 0 1 0
qho + 20y — (g+2A,, [ g=22 0 0 0 0 0 1
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Avec cette proposition, or\goit que,pourtous 1 <j<4 et yeG, ou
bien CP(B;) est nul, ou bien C?(B;) est I'unique sous-G-module
irréductible de C*(B;) de poids dominant y.

On note J: T— T la structure presque-complexe canonique de
X =P"(C) et,si E€T, onconvient que CE = RE @ RIE. La courbure
R de X est déterminée par le formulaire suivant qui est classique (cf. [1]) :

LeEMME 4.1. — Soient &, m e'iT tels que g(E,) = g(m,m) =1 et que
CE < (Cn)*. Alors on a:

Reng = —n,  REmIgE=-Jn,  RQEENE =In,
REJoE = — g,  REJon = — 2m.

Les sous-variétés totalement géodésiques, 4 courbure constante, de X
sont décrites par le théoréme 8.1 de [4]. Soit N le sous-fibré de
A?T* ® A2T*, considéré au §8 de [4], formé des éléments de
A2T* ® A2T* dont les restrictions aux sous-variétés totalement
géodésiques a courbure constante d{ X sont nulles; ainsi un élément 6 de

A?T* ® A2T* appartient 4 N si et seulement si:

|
|

(@) BEJILEIE) = 0, pour tout LeT;
(b) BENEM) = 0, pour tous & neT tels que CE < (CM)*;

(c) 8(§,n,E,L) =0, pourtous & n,LeT tels que les sous-espaces CE,
Cn, C{ soient deux a deux orthogonaux;

(d) 6(ny,nzM3,n4) =0, pour 'tous My, My, N3, NeeT tels que
Cn; = (Cny)*, si i #j.
On note N’ le sous-fibré formé des éléments de A2T* ® A2T*, qui
s’annulent en restriction a toute sous-variété totalement géodésique de X,
isométrique a un espace projectif réel muni de sa métrique canonique a
courbure constante 1; par conséquent, les ¢éléments 6 de N’ sont ceux de
A2T* ® A2T* qui vérifient les conditions (b), (c) et (d). Puisque le groupe
d’isométries de (X,g) est transitif et holomorphe, il est clair que N et N’
sont des sous-fibrés de rang constant; de plus, on a N < N'.

LeMME 4.2. — Soient 0N’ et £, neT tels que g(E,) = g(n,n) et
que £e(Cn)". Alors on a:

@44 8(EMEIE) + 6(nEndn) + B(EIEEM) + B(nIn.n.E) = 0.
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Démonstration. — Soient &, et &,eT tels que &, € (CE,)". On a

0(81,862+JE;,81,8,+38,) = 0(E;,8,.8:1,82) + 0(§;,JE;,8,,3E,)
+ e(gl agz ’él 9J§2) + 9(&1 ’ng ’gl ’52) .

Puisque 6€ N’, on obtient donc
4.5 0(81,62,81,82) + 0(51,08;,6,,8,) = 0.
Avec notre hypothése, £ — neC(E+n)*, ce qui fait que
u(gn) = 9(§+n,€—n,§+n,J§—5n) +0@E+nJE—Ing+nE—n) =0,

d’aprés (4.5). On a aussi u(—&,mn) = 0 et on vérifie facilement que le

membre de gauche de (4.4) est égal a %(u(—&,n)—u(&.,n)).

Soit Dy: & — S?G* T'opérateur de Killing de (X,g), qui envoie un
champ de vecteurs & sur la dérivée de Lie £,g de g le long de &.
Puisque X est un espace symétrique, a ’aide de la proposition 1.1 et des
remarques qui la suivent, les démonstrations des lemmes 8.9 et 8.11 de [4]
nous donnent des versions plus précises de ces lemmes :

LEMME 4.3. — Si § est un champ de vecteurs sur X, alors D, &g est
une section de N.

LEMME 4.4. — Soit h une section de S®T* sur X. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) h est d’intégrale nulle sur toute géodésique fermée de X,

(i) D,h est une section de N'.

LEMME 4.5. — Soit h une section de S*T* sur X. Si h est une dérivée
de Lie en restriction a toute droite projective complexe, alors D,h est une
section de N.

En fait, si h est une section de S?T* sur X, d’aprés le lemme suivant
et le théoréme 8.3 de [4], la réciproque du lemme 4.5 est vraie et les
conditions (i)-(iii) du théoréme 8.3 de [4] sont équivalentes & :

(iv) D,h est une section de N.
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Si D, est 'opérateur différentiel défini au § 5 de [4], alors on a le

LEMME 4.6. — Soit h une section de S*T* sur X. Alors D;h est une
section de N si et seulement si D,h = 0.

Démonstration. — Soit x € X; il existe un champ de vecteurs § sur X
tel que (Zg)(x) = h(x). Alors d’aprés le lemme 5.2 et le théoréme 8.2 de
[4], et le lemme 4.3, on voit que (D;h)(x) =0 si et seulement si
D,(h—%g)(x) appartient & N, ou si (Dh)(x)eN.

Soit
D,: S26* - (A*6* ® NG*)/ N

I'opérateur différentiel d’ordre 2 qui envoie une section h de S?T* sur la
projection de Db dans (A2T* @ A2T*)/N’. D’aprés le lemme 4.3, on a
D,.Dy =0, et le lemme 4.4 nous dit que:

PROPOSITION 4.2. — La conjecture infinitésimale de Blaschke est vraie
pour X = P™(C) si et seulement si le complexe

C*(T) Do, C*(S’T*) D, C*((A’T* ® A T*)/N)
est exact.
On écrit
F, = Tc, F, = S’T¢, F; = (A’T* ® A*T*)/N')c,
et on note
Dy: #, » #,, D,;: F, > (AN%6*® N*t*)¢, D,: ¥, > F,

les opérateurs différentiels induits par D,, D,, D respectivement. Les
fibrés vectoriels F;, F,, F; sur G/K, munis de produits scalaires
hermitiens provenant de la métrique g, sont homogénes et unitaires.

Soient xeX et &, neT, tels que g(EE) =gmm) =1 et que
CEt e (Cn)*; alors, d’aprés le lemme 4.1, on a

R(E.»Tla&,n) =-1.

La formule (1.2) nous dit que, si f est une fonction a valeurs réelles sur
X, on a:

(4.6) D,(fe)(En.En) = %{(HCSS NEL+Hess ()} + f(x).
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Rappelons que les valeurs propres du laplacien A de \(\P“(C),g) sont
égales a 4q(q+m), avec q entier > 0 (cf. [1, Proposition C.IIL.1)).

LeMME 4.7. — Toute fonction f sur X a valeurs complexes vérifiant
Dy(fg) = 0 est identiquement nulle.

Démonstration. — Soient xeX et &;,...,&,eT, tels que

{&l 9 'agm’J&l" . ',ng}

soit une base orthonormée de T,. Si Dy(fg) = 0, d’aprés (4.6) on a, pour
I<i<j<sm,

1
= D,(f8)(&:.§;,8:.8) = 3 {(Hess f)(&;,£)+(Hess f) (§;,E)} + f(x).
Donc:

3 T ((Hess (G2 +(Hess NG ) + "o 1) = 0

I<i<j<m

et

(m

&)+ D ey o,

Il résulte que

(ANx) = — ¥ {(Hess f)(&;.&) +(Hess ))(JE; JE)} = 2mf(x),
i=1
et
Af =2mf .
Comme 2m n’est pas une valeur propre de A, on voit que f =0.
Puisque le symbole o,(Dy): T, - S’T* de D, en aeT*, avec

xeX et a#0, envoie & sur

o(D)(@®E) = a.g°(%),

P'opérateur différentiel D, est a symbole injectif. D’aprés la démonstration
du lemme 8.8 de [4] et les remarques qui suivent la proposition 1.1, les
opérateurs différentiels D, et D, sont homogénes. Les proposition 4.2 et
2.3 nous donnent :
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PRrOPOSITION 4.3. — La conjecture infinitésimale de Blaschke est vraie
pour X = P™(C) si et seulement si le complexe

D, D,
CP(Fy) —% Co(F,) — C3 (F)
est exact, pour tout yeG, oi G =U(m+1).

Puisque I’espace des champs de Killing de (X,g) est isomorphe a
su(m+1), on voit quele U(m+1)-module Ker D, est isomorphe 4 g et
donc irréductible de poids dominant Ay, — A,,. Ainsi

Ker D, C:,-xm(Fl)
et
mult (C:,—A,,,(Fl) NnKerDy) = 1.

A partir de ceci et des propositions 2.3, 4.1 et 4.3, on vérifie facilement la

PROPOSITION 4.4. — La conjecture infinitésimale de Blaschke est vraie
pour X = P™(C) si et seulement si

@) D;(C;(F) # 0,

pour y = O’ x'0 - )“m’ (q+1)x0 - )"m—l - q)"m’ q)"O + )"1 - (Q+l))"0,
@+Drhg — 2X,,—y — qh,, €t gho + 2Ny — (@+2)A,,, avec q =2, et

4.8) mult Dy(C(F,)) = 2

pour Yy = qhy — q\,,, avec q = 2.

Soit § = (§o,515- - -»Gm) le systéme de coordonnées de C™*1. L’espace
A des fonctions a valeurs complexes sur C™*!, dont les restrictions a
§2m*1 sont invariantes par U(1), estun U(m+1)-module;si fed, on
note f la fonction sur P™(C) obtenue a partir de f par restriction a
S2m*1_ puis passage au quotient. Désignons par £, le sous-U(m+1)-
module des polyndmes complexes bihomogénes sur C™*! de degré q en
§ et de degré g en T, et par ), le sous-U-(m+1)-module de 2, de
ceux qui sont harmoniques. Tous ces polynomes sont invariants par U(1);
’espace .;?’q des fonctions sur P™(C) déduit de ., estisomorphea ',
en tant que U(m+ 1)-modules. Rappelons que J?q est I’espace propre du
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laplacien A de (P™(C),g) associé a la valeur propre 4q(q+m), pour
qg=>0, et que J?q est un U(m+1)-module irréductible (cf.[1,
Propositions C.III.1 et C.1.8]). Puisque 2, est un U(m+ 1)-module de
poids dominant g\, — g\, et que I’élément (§,C,)? de poids gA, — g\,
appartient & 3, on voit que X, est de poids dominant gi, — gA,,.
D’autre part, 2, et #, sont stables par la conjugaison de & qui envoie

f sur f.

L’isomorphisme
9: 2 - glm+1,0),

qui envoie {f; sur Ej, pour 0 <i,j<m, induit par restriction un
isomorphisme de U(m+ 1)-modules

¢: H#, — slim+1,C).

A Paide de I'isomorphisme AZ@, on identifie A2, et A%g. Pour
g =0, les sous-U(m+1)-modules W, de #, 6 ® A2, et Z, de
H,® AN2H#, ® A?#, engendrés par

(CnCo)* ® Lnlo A Lm-1Lo

et

(CMCO)q ® (szo A Cm - IEO) ® (szo A CM - IEO)

respectivement, sont irréductibles et de poids dominant gAy, — g\, + A,
et ghy — g\, + 2A; respectivement. Leurs images W, et Z, par les
conjugaisons de #, ® A2, etde #, @ A*H, ® A2H, respective-
ment, sont des U(m + 1)-modules irréductibles. On voit que A est un poids
de W, (resp.Z,) si et seulement si — A est un poids de W, (resp. Z,).
Donc le poids dominant de W, (resp. Z,) est

Wo(@hm—qho—Ay) = gl — g, + A,
(resp. wo(qAm—qho—2A,)=qAo—qA,+2A;).

On a W, =V,, et on peut vérifier facilement que V, =V,.

Pour g = 0, la multiplicité de C:;o_qu(Bl) est égale 4 1 et ainsi on
voit que

C*B,) = #,.g=Cg, pour y=0.
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Pour 1 <j < 4, onnote PB; laprojection de S*TZ sur son sous-fibré B;,
suivant la décomposition (4.2), et

Vj:

a - C*(B)

le morphisme de U(m+ 1)-modules qui envoie f sur B; Hess /. Puisque
X, est irréductible, ou bien v;(#,) = 0, ou bien

Vj:

#, - C*(B)

est injectif et v;(#,) est un sous-U(m+ 1)-module irréductible de C*(B;)
de poids dominant g¢A, — gA,,, et donc dans ce cas

C:;o_qu(Bj) = vj(”q)’

d’aprés la proposition 4.1. Si f est une fonction différentiable sur X a
valeurs complexes, on vérifie facilement que

B4 Hess f = B, Hess f;
on déduit de cette formule que
49 Va(#) = v3 ().
Pour fes,, on a
(4.10) Hess f'e C*(T*Y),

de sorte que
V3(#1) = v4(H#y) = 0.

Si f est une fonction sur X 4 valeurs complexes, on a

Af
B, Hess f = —mg,

il en résulte que

By Hess /= — 2441 7,

pour feJ,, et donc que

Crro-on, (B = Vi(#) = H#,.g, pour g>1.
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D’apres le lemme 4.7, on a donc
D;C:Oxo—qu(Bl) #0, pour g =0,
et
Dyv,(#,) #0, pour q=1;

nous avons donc vérifi¢ (4.7) pour y = gy — qA,,, avec g = 0.
Au § 5, nous démontrerons le lemme suivant :

LeMME 4.8.

i) Ona v,((§,80)) # 0, pour tout q = 1;

(i) Dy(v{((CnC0))) et Dj(v3(((mbo)?)) sont linéairement indépendants
sur C, pour tout q > 2.

Du lemme 4.8 et de (4.9), nous déduisons que

V() #0, pour g > 1,
et que
va(F) #0, v (F,) #0, pour q > 2.

Avec le lemme 4.8, (i), pour g > 2, on voit que Dj(v,(s#,)) et
D;(v5(5#,)) sont des U(m+ 1)-modules irréductibles de poids dominant
qho — qA,; puisque ({,Co)? est un élément de #, de poids gk, — gA,,,
I’assertion (ii) du lemme 4.8 implique que

Dy (vy(5€) N Dy(vs(#,) =0, pour q>2,
et donc que, lorsque q > 2,
Dg(v4(5F)) @ Dy(v3 ()
est un sous-U(m+1)-module de Cr(F,;) de multiplicit¢ 2, avec
Y = qho — q\,,. Ainsi (4.8) est vraie pour Y = gy — qA,,, avec q = 2.
Les applications
oA AA > C°(STY),

V:ad® Ad —» C*(By),
V' A ® A > C*(B,),
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qui sont déterminées par

w(fo®fiNSf) = fo(f1 Hess fz—fz Hess ),
‘V(fo®f1/\fz) = fl afz-afo - fz afl-afm
¢"00®f1Af2) =f13fz-afo —f;afl-afo,

avec fo, fi, L€, sont des morphismes de U(m+ 1)-modules. Pour
wed ® N*, ona
(4.11) a(®) = a(w), V') = V(W).
Si f,, f,eH,, ona
Tr,Hess f; = — Af; = —4m+1) f;,

pour j = 1,2, et dans ce cas, d’aprés (4.10), on voit que a(fo®f; A f2)
appartient a C*(B,), pour tout f,e @ . Donc par restriction o induit
un morphisme de U(m+ 1)-modules

(o A4 r#q® /\21#1 hd Cw(Bz).

De (4.11), il résulte que

4.12) a(W,) = a(W,), pour ¢g=>0,

et

4.13) VW) =V (W), pour g=>1.

Au § 5, nous vérifierons le

LeMME 49. — On a:

(i) (CnGoAGm-180) # 0;

(“) D;(w’((CmCO)q ® CMCO/\Cm—1§O)) ¢ 0’ pour tout q 2 1.

Puisque (§,80)? ® Lmbo A Gm-1Co appartient & W, , du lemme 4.9,
(4.12) et (4.13), on déduit que o(W,), a«(W,) sont des sous-U(m+1)-
modules irréductibles de C*(B,), pour g > 0, et que ¥'(W,) = C*(B;)
et ¥'(W,) = C*(B,) sont des sous-U(m+ 1)-modules irréductibles, pour

q = 1. Le poids dominant de a(W,), pour g > 0, etde {'(W,), pour
g=1, est

qho — qhm + Ay = (@+2)Ao + Ay — (@ + 1A,
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tandis que celui de a(W,), pour g > 0, etde y"(W,), pour g > 1, est

qho — qhp + Ay = (@+ Do + Ay — (g +2),,.
Donc d’aprés la proposition 4.1, on a, pour g > 1,

0

C(‘l“)"o—lm_l—q%,,,(BZ) =a(W,_y),

C:;o"’kl—(q*“l)lm(Bz) = u'(Wq— l) ’

et, pour g > 2,

C::H)xo—x,,,_,_qu(Bs) =V (W,_)),
C;o+ll—(q+|)gm(B4) = ‘ll”(Wq_ l) .

Puisque D) est un opérateur différentiel réel, du lemme 4.9, (ii), il résulte
que

D,(¥'(Wp) #0,  D,(¥"(Wp) #0,
pour g = 1, et que (4.7) est vraie pour y = (@+ 1Ay — A,y — gA,, et
gho + Ay — (g+ 1A, avec g = 2.
Pour ¢q > 0, les applications

WH® N2#, ® N2H#, - C*(By),
W H#,® ANH ® NH; - C°(B,),

qui sont déterminées par

K(o®Ui Af)®(f3A 12))

= fo(f1f3 af2'8f4+f2f4 a]l'af3—f1f4 afZ'a]’S__foB afl‘af4)9
R (@i A R®(5A L)

= folf1f30f2-0f s+ fof s 0F1-0F3—f1fu 8f2.0f3— 23 0F1. 914,

sont des morphismes de U(m+ 1)-modules.
Pour we s, ® A2#, ® A2#,, on a

H'(w) = p'(w)
et on voit donc que

(4.14) W'(Z)=WZ), pour ¢>0.
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Au § 5, nous démontrerons le

LEMME 4.10. — Pour q >0, on a

Dg (1 (GnG0)* @ Cnlo Alm-180) ® G0 Alm-180)) # 0.

Pour g > 0, puisque

(szo)q ® (szo A Cm - ICO) ® (szo A Crn - ICO)

appartient a2 Z_, avec le lemme 4.10, on voit que p'(Z,) et p"(Z,) sont
des sous-U(m+ 1)-modules irréductibles de C®(B;) et de C*(B,) de
poids dominant

qho — qhm + 24, = (@+Dho — 2Mn_y — (42N,
et
qho — qhm + 2A; = (@+2Ao + 24y — (¢ + DM,

respectivement; comme D; est un opérateur réel, on a aussi
D,W(Z,)) #0, D, (2,)) #0.
Donc d’aprés la proposition 4.1, pour q > 2, on obtient
C:+2))‘0_2A7n—l_qlm(B3) = l’l,(Zq—Z)’
C;jo+2’~1-(q+2)km(B4) = p”(Zq—Z)’
et on a vérifié que (4.7) est vraie pour y = (g+2)Ay — 2A,,—; — g\, €t
qro + 20, — (@+2)A,,, avec g = 2.

Ainsi, nous venons de vérifier toutes les conditions données par la
proposition 4.4 pour que la conjecture infinitésimale de Blaschke soit vraie
pour P™(C) et nous avons démontré le

THEOREME 4.1. — La conjecture infinitesimale de Blaschke est vraie pour
P™"(C), avec m > 2. Si h est une section de S*T* sur X, alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) h est d’intégrale nulle sur toute géodésique fermée de X;
(i) il existe un champ de vecteurs & sur X tel que h= % g.

De plus, nous avons déterminé tous les sous-G-modules irréductibles de
C*(B)).
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PROPOSITION 4.5. — Les sous-G-modules irréductibles de C*(B;), avec
1 <j <4, sont donnés par le tableau :

1eG CrB,) | C2(By) | Cr(By) | Co(By)
qro — gk, q=0 Cg 0 0 0
q=1| #.g v,(#)) 0 0
q22| #,.g v, () vy () va(3)
@+Dro—2Ap—y — qhp g=1 0 a(V,) 0 0
g=2| 0 aW,_p) | W(W,_) 0
qho + Ay — (g+ 1A, g=1 0 a(V,)) 0 0
q=2 0 a(W,_,) 0 v'(W,_))
@+2Dho — 20y — g, |9 =2 0 0 W(Z,-2) 0
aho + 20y — (@+ 2N, q=2 0 0 0 W(Z,_2)

Ils sont reliés par les relations (4.9), pour q > 1, (4.12), (4.13) et (4.14),
avec Wy =V,.

On peut obtenir une description explicite de la décomposition de
C®(T¢) en U(m+1)-modules irréductibles, donnée par la proposi-
tion 4.1, semblable a celle de la proposition 4.5 pour C*(S?*TZ). En effet,
g° induit des isomorphismes

g T - TV, g T » THO;

les applications
g:a - C(T), ¢g:ad - C(T),

définies par

E() =¢g*@f, &) =g*@,
pour fed, sont des morphismes de U(m+ 1)-modules, et on a

&) =80,
pour fed. Alors
o (T) = E (K,

Co o (T = E' (K,
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pour g > 1, avec

§'(F) =E(F).
Les applications

W aA® ANA - C(T),
WA ® N~ C(T),

qui sont déterminées par

NH®fiNfy) = fo(flzll(fz) - fZE.o,(fl))>
N"(fo®fiAf) = fo(ﬂg"(fz) - fzg"(fx)),

avec fo, f1, f, €&, sont des morphismes de U(m+ 1)-modules. Pour
we@ ® AN*, on a

n'w) =n'w).
Alors
C:+l)lo—km—l—qlm(T”) =n"(W,e-1),
Cororm-aring (1) ="W,-),

pour g > 1, avec
NW,-) =n"(W,_y).

5. Preuve des lemmes 4.8, 4.9 et 4.10.
1. Soit p: C"*! — {0} -» P"(C) la projection naturelle et U
Pouvert de P™(C) égal a

p(C*xC™) = p({(o>- - - Lw) € C™*1; Lo #0}).

On note z = (zy,...,2,) la coordonnée holomorphe sur U, donnée par
les coordonnées homogénes: on a donc

Zj = C:/\C:),
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pour j=1,...,m. On pose z;=x;+ ./— 1y;, avec x; et y; a
valeurs réelles; on écrit

b5
af_ai, %( +V/-13 )

pour j=1,...,m, et
Izl = (zy* + -+ + |22,

Nous utiliserons systématiquement dans la suite les conventions
habituelles d’écriture de la géométrie kdhlérienne locale pour (P™(C), g),
sur 'ouvert U avec sa coordonnée holomorphe z = (z,, ..., z,), ou
g est la métrique kédhlérienne canonique de P™(C) (cf. [8], par exemple).
Dans la suite, si s est une fonction, ou une section d’un fibré sur P™(C),
on notera encore s sa restriction a U.

Un potentiel kdhlérien de g sur U est Elog (1412|%), ce qui fait que

6.1.1) g

_ 107 log (1+12) _ 1 by Ezy
T2 02,0z, 2\1 + |22 (1+]2)*)?

On en déduit que les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita
V de g sont donnés par
Z; 8y + Z; Ski.

1. r* =TIk = —
(5.1.2) h=T§ T

Rappelons encore que la courbure de g est de type (1,1) et qu'on a

(5.1.3) R(0:,0) 0, = — Z ar_f“ o,

/=1
Soit A e C*®(B;). Nous poserons :
Aij = A(ai ’aj)’ A{;lj = (VA)(a{,ai ,3,'), A?;ij = (VA)(al,ai ,aj),

Akl W= (VZA) (ak aal ’al ’a]) Ak[y = (VZA)(ak 9al aai 9aj) )
k? i (VZA)(ak ;az ,0; ,a,)a AU;ij = (VZA)(ak ,a/ ’ai ,aj)'
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Avec la formule (2.23) de [4], on obtient les relations de commutation
suivantes :

(5.1.4) Ay = Anc»
(5.1.5) Agsy = Any,

ory,
(.1.6) Ay — Ay = Z (?:” Ay + = 0z, “ A, )

Les relations (5.1.4) et (5.1.5) proviennent du fait que la courbure est de
type (1,1), tandis que (5.1.6) découle immédiatement de (5.1.3). Par
ailleurs, nous avons

517 A,y = a(;:;‘f - 'gl (A, T +A,T7),

(5.1.8) Ay = a(;;;,. ,

(5.19) Ay, = aA’ W i AT+ AT+ AT,
(5.1.100 Ay, = aaAztU ,

(S.L11) Ap, = a;i" - T A

Introduisons la courbe complexe Z de U, d’équations

Notons #(Z)" I'espace des fonctions u: U — C qui s’annulent a ’ordre
r— 1 sur Z (i.e. telles que j,_,(u)|lz = 0); onécrit #(Z) = #(Z)!. Par
ailleurs, si u et v sont deux fonctions de U dans C, Dégalité

u=v+ 52y

signifiera que u — ve SF(Z). A titre d’exemple, les seuls symboles de
Christoffel ', a ne pas étre dans #(Z) sont les I',, d’aprés (5.1.2).
Remarquons encore que, le long de Z, on a

(.1.12) cl c(clY, s igj
o ox; 0x; s
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Soit A e C*(B,;). On vérifie facilement, a 'aide du lemme 4.1, de
(5.1.12), (5.1.4), (5.1.5) et de la formule (1.1), que

(5.1.13) D,A( 9 ,9, 9 a)

O0Xpy— 1 ' 0%,y ’ 0%y ’ 0x,,

1
= 5 {Am—l,m—l.'mm+Am 1m— Imm+Am 1,m—1;mm
+Aﬁ,ﬁ mm+Amm sm—1m—1 +Amﬁx;m—l,m—l
+Aﬁun;m—l,m I+Amm m—1m—1 2A
_ZAmﬁl;m—l.m Am—lﬁi;m—l.m_Aﬁn,m-l;m—l,m

_Am‘:l—,m;m—l,m_Amﬁ;m—l,m
Am—l m—1 +Amm(1 +|Z|2)
: J(2).
(T+1Py? tr@

mm—1;m—1,m

Nous poserons encore

1 0 0 0 i)
(K(A) B ?{DgA(axm—l ’E,axm 1 ,aym l>

0 ] 0
* D0A<axm 1 aYM 1 axm 1 ax >}
l + |22 0 0 0 0
i {D A(@x,,, ,6x,,,_, ,ax,,, ’6y,,,)
Jd @ 0 0
Al 2, 2, 2 .
+ D, <6x "0y 0%y 0%y 1)}

Un calcul tout a fait similaire a celui aboutissant a (5.1.13) nous donne

(5114) (K(A) = A;:—_l,m—l;mm—l + Am—-l,;nj;mm—l + ZAm,m;mm—l

- Am:n‘—f;m—l,m—l - Ar-nTI,m;m—l,m—l - ZAﬁﬁ;m—l,m—l
+ (1 +|z|2){Aﬁ|mmm—l+Amﬁlmm l+2Aﬁ|rh;mm—l
_Am—l;h;mm Amm I;mm ™ 2Amm ;mm
A
2 m—1,m Z .
2t £(2)

LEMME 5.1.1. — Soit A eC*®(B;) tel que D,AeC*(N'). Dans ces
conditions, les membres de gauche respectifs de (5.1.13) et (5.1.14) s’annulent
sur Z.
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Démonstration. — Avec (5.1.12), D "A<6x(? , % ,axa ’ a% ) st
m—1 m m—1 m

dans £(Z), par définition. Posons

0 )
§=axm-1/ ! “-5;:/

On vérifie alors que %(A)|, est égal au membre de gauche de (4.4), avec
6 = D,A, divisé par i(1+]z]*)*?; sa nullit¢ résulte du lemme 4.2.

0
axm—l

A
0%,

2. Nous posons dans la suite f =0, et f =¢,_,Co; on a

respectivement
q z q
q [ “m q m—1
f (1 + |z|2> T (1+|z|2>

sur U, pour tout entier ¢ > 0. D’aprés (5.1.1), on a

0 Z
5.2.1) a“z;<1 +|z|2) = 2g;,
et ainsi
a q
(5.2.2) af =29/ 'g;,.

.I

LEMME 5.2.1. — On a v,(f9) # 0, pour tout q > 1.
Démonstration. — D’aprés (5.2.2), on a

j’q
(5.2.3)  (Hess [Y(Om—1,0m-1) = — 17

W + £(2).

Comme f7 est une fonction propre de A, associée a la valeur propre
4q(q+m), on obtient

1
VZ(.fq)(am—l aam—l) = (HeSS fq)(am—l 951-1—1) + ﬁ (qu)gm—-l,;xj
e _J°

m 1+ |2

+ £Q2).
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On vérifie aisément que
24 ... 2
(524) Hess (f9)(0n,0m = — q(q+l)f"(l+|21|(1++|z|z;lzm_1| )

et que

Hess (') (O, 9m) = J" (zlf "= 1+|z|2>’

on en déduit que
(7 Hess '~ Hiess )@, 30) = 150 flzlz

et nous obtenons ainsi le

LEMME 522. — Ona a(fAf) #0.

3. Posons A = v,f?, avec g > 2. Avec (5.2.2), on a

62]'4 ~ q]rq_l ) . -
521- 7, = 4q(q— l)f'l zvgjmgkm - a ___—+|Z|2)2 {5jmzk+5kmzj—2fzjzk};

par ailleurs, on a, d’aprés (5.1.2),

§ o

2q mlf (zkg_,m + z}gkm)

ce qui fait que
(5.3.1) Aj = 49— 11" *gngin-

Posons a = q(q—1)z3"2(1+|z/*)"973. On déduit alors facilement de

(5.3.1), (5.1.1), (5.1.2), (5.1.7) et (5.1.8) le

LeMME 5.3.1. — Les quantités

Arh;m—l.m—l ’ Am:m—l.m—l ’ Am—l;m—l.m’
Am;m—l,m + (q_z)zm—la’ Am—l;mm + (q_z)zm—la’

Aﬁl;m—l,m - (q+2)z,2,,2,,,_1a, Atﬁ.mm + (q+2—2(1 +|Z|2))Zm—laa

Aﬁ;m—l,m + zm(1+'z|2)a
sont dans $(Z)*.
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A partir du lemme 5.3.1, de (5.3.1), (5.1.2), (5.1.6), (5.1.9), (5.1.10),
(5.1.11), on trouve que

Ap_im—timm = AnTim"tmm = Ammim—tm—1

= Amm,m—l,m—l = Amm im—1m—1

= Am—l,m;m—lm = Ajm- L;m—1,m

= Am—l,ﬁl;m—lm = Ammm ILm—-1 = =0,
A Timoimm = — (@—2a,

= —4qa,

ArTiamm = (@+1zha,

AT mmom = — (@—2)a,

Apn—tm-1m = — (@—Da,

Am—l,m—l;mm

sur Z. Avec les formules ci-dessus, (5.3.1) et (5.1.13), on obtient

& 9 o 9 "
(5.3.2) (DgA)< e ’ax,,) = — (g+1)z2a + F(2).

4. Si u est une fonction sur P™(C), a valeurs complexes, posons
0 0 0 0
g [ ———— 1N
) = g(ug)< 0%y 0%, 0%y -1 8x,,,)
En utilisant (1.2), (5.1.1), (5.1.12) et le lemme 4.1, on obtient alors

(HCSS u)( N > (Hess u)( ) )
— axm -1 axm -1 axm axm
(541 L@ =3 A+ L+ |z

t AT +|';m|2)3 + 5@).

LemMME S54.1. — Lorsque q = 2, nous avons

o= 2,

ou Q est un polynéme de degré q + 2.
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Démonstration. — D’aprés (5.3.1), (Hess f9)(0,,—,,0m-,) est dans
F(Z). On vérifie facilement aussi que (Hess f9)(0,_,0m-;) €st dans
F(Z). 1l résulte maintenant de (5.4.1) que

(5.4.2)
 (Hess 9(0,,0,)+2(Hess [9(0,,,8,)+(Hess 79(@,.3,)
20" = 20 +12P)
(HCSS fq)(am—l ’am—l) Zq
a+p? s YD

De (5.3.1), on déduit que
1Hfa-2
(54.3) (Hess f9(0,,0,) = Ay = q(g +|)|j,')4 + 5Q2).
Par ailleurs, on a

(5.4.4) (Hess f9) (O, 0m) = q(q—Df**2.
Avec (5.2.3), (5.2.4) et les formules (5.4.2) 4 (5.4.4), on obtient

o _ 9@—Dz"? — 2(¢’ +29— Dz}, + q(g— D"’
“09 21+

+ £(2),
d’ou le lemme.
On retrouve avec le lemme 5.4.1 le fait que D;(f' ig) # 0, ce que nous

avions déja démontré avec le lemme 4.7.

ProposITION 5.4.1. — Lorsque q > 2, Dy(v,(f?)) et Dy(v5(f?9)) sont
linéairement indépendants sur C.

Démonstration. — Raisonnons par [’absurde et supposons que
D,(v3(f9)) = cDy(v,(f9), ou ceC. On aurait alors

Xm—1 ,Ex—;’axm—l axm

d
(5.4.5) (D,A)(aa 6,9, >Iz=c$(f")lz.

Cette derniére égalité est manifestement impossible. En effet, on sait,
d’aprés (5.3.2), que le membre de gauche de (5.4.5) est de la forme

R(z,)
A +lz, 23

ou R est un polyndme de degré ¢; mais le lemme 5.4.1 exige que ce
polynome soit aussi de degré g + 2, d’ou la contradiction.
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5. Posons :
B = S WU®UANBUAL)
= fYf?of®@af"+f*of@of -7 I(0f @] +af'®af)},

avec ¢q entier > 0. D’aprés (5.2.1), on a

(55’1) Bﬂ( - 4f {fzgjm 18km—1 +f g]mgkm

~ [ (€i8im =1 + &= i8in)} -
Nous déduisons de (5.5.1) et (5.1.1) que

(5.5.2) B =—j’i2—+f(Z)3 '
. m-1,m—-1 (1+|z|2)2 ’
Y A 3
(5.5.3) Bu-iw = — G P @
et que
(5.5.4) B i

= Gy O

Avec (5.5.2), (5.5.3), (5.5.4), (5.1.2), (5.1.7) et (5.1.8), nous obtenons le

LeEMME 5.5.1. — Les quantités
f’q+l
BmiT;m—l‘m’ B;J;mm’ Bm——l;m—lm (l+|Z|2)4
@+OfY o 2 g _ g/t
m;m—1,m (1+|Z|2)4 m—1,mm (l+|Z|2)4 m;m—1,m—1 (l+|zl2)4
B Llaxdfes ICEE VA i
m;m—1m—1 (1+|Z|2)2 m,m—1.m (1+|Z|2)2
sont dans $(Z)*.
Posons maintenant
f’q
T (1+1P)S
11 résulte du lemme 5.5.1, de (5.1.2), (5.1.9), (5.1.10) et (5.1.11) que
Bm,m—l;mm = Bﬁﬁmm = Bm Imim—1lm — Bm I,m;m—1,m = 0’

Bim—tim_1m = b(q+5)z%, B
B im_timm = 2b,

Bomm-1m-1 = b(@+2)(q+1),
Bimm—im_1 = — b(g+2)(q+5)z7,

m—1,mm—lm = b(q+1)»
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et
Bm;m—l,m—l = b(q + 3)(q+4)2: s

sur Z. Avec (5.1.2) et la relation de commutation (5.1.6), ces derniéres
formules nous donnent

Bm—l,r—njl;mm = Bmm-l;m—l,m = 09
Bm—],rh;m—l,m = b(q+4)23,,

et
erh;m—l,m—l = - b(q+3)(q+4)z,2,,,

sur Z. Il résulte des formules ci-dessus, de (5.5.2), (5.5.4) et de (5.1.13) que
0 0 0 0 )

 y—> y
Xm—1 OXpy OXpy—q 0Xp,

(5.5.5) DgB<a
=2 (@+D@+) — 2g+ D+ A+ @+ I+ + @),

Du fait que le membre de droite de (5.5.5) n’est pas dans #(Z), il découle
du lemme 5.1.1 que

(5.5.6) D' (ff®U AU AS) #0,
pour tout entier q > 0.

6. Considérons, pour g > 1,
C=V({"RfANf) =q(fof.of — [ J"@f)»).
Avec (5.2.1), on trouve que
(56.1) Cpu = 4q{ [ (@n=i8in+&m=18) — 27 T* ' Ginin} -

En particulier, il découle de (5.6.1) et (5.1.1) que

2 q+1 >
(5:62) Cooimet = — % + 2@p,
W1 +|zq)2 + - - +zm- 2> + 22,4 )?
(5.63) Cm_l‘m — qf( ' ll (1+|z||2)3 2] I l‘ ) + f(Z)3
et que
1 fq—1
(5.6.4) Co= — 20 3T gz

(1+121%?
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A Taide de (5.1.2), (5.1.7), (5.1.8), (5.6.2), (5.6.3) et (5.6.4), on a le

LEMME 5.6.1. — Les expressions
—_nfaf
Cm-—l;m—l.m + M’
(1+12%)
2qf9 !
Cm_“m + L“,
A+ 2%
c B qzj'q—l ’
mestn T P
243/
Cm;m—‘l.m—l + —g_f_zf—'?’
(1+121%)

c _aff' @’ —q-1)
m—1;m—1,m (1+|Zl2)3
o 2qf'q+l

Cotimotma (_lleT’?’

C q(q+3)f**!
A+

et Coimm Sont dans F(Z)*.

: __af° ,__ ¢
Soient ¢ = A+ et ¢ = T+ 1P Avec le lemme 5.6.1, (5.1.2),

(5.1.6), (5.1.10) et (5.1.11), nous obtenons

CoTimtimm—1 = — (@—2)c,
Cocim—imm = — (@+1)c,
Cimm_tm—t = — 24c,
Com“tim—im1 = — 2(g+1)c,
Cam—timotm—1 = 2(q+2)z7c,
Cﬁ.ﬁ;mm—l = 0,

Cﬁnm;mm—l = — q(q+4),
Comimm—1 = —(g+D(g+3),
Cﬁum—l;mm = 2(‘1+4)C’a
Cm—l.rh;mm = 2(q+3)c,
Crixm——-vl;mm = 0’ .
Chmimm—1 = (g +3)(q+2)z:¢,
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sur Z. Maintenant, en utilisant (5.1.14), (5.6.3) et les formules ci-dessus,
on voit que

(5.64) €(C) =(—2(q+1(g—6)+2(g+D(g+2)z%)c + £(2).

Comme le membre de droite de (5.6.4) n’est pas dans £(Z), lorsque
g >0, le lemme 5.1.1 entraine la

ProrosiTION 5.6.1. — On a D' (f'®fAf') # 0, pour tout entier
q=1.

Finalement, le lemme 4.8 est donné par le lemme 5.2.1 et la proposition
5.4.1. Le lemme 4.9 résulte du lemme 5.2.2 et de la proposition 5.6.1, tandis
que (5.5.6) est l'assertion du lemme 4.10.
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