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DÉFORMATIONS INFINITÉSIMALES
DES ESPACES RIEMANNIENS

LOCALEMENT SYMÉTRIQUES.
II. LA CONJECTURE INFINITÉSIMALE

DE BLASCHKE
POUR LES ESPACES PROJECTIFS COMPLEXES

par J. GASQUI et H. GOLDSCHMIDT

Considérons un espace projectif X, différent d'une sphère, muni de sa
métrique canonique g ; toutes ses géodésiques sont fermées et de longueur
K . La conjecture de Blaschke prétend que toute autre métrique sur X,
vérifiant cette condition, est isométrique à g . Elle a été résolue pour les
structures riemanniennes de Blaschke sur les projectifs réels par L. Green et
M. Berger (cf. [2]). Si g^ est une déformation de go = g sur X, dont
chaque membre a toutes ses géodésiques périodiques de longueur n, alors

ds 1la 2-forme symétrique h = — est d'intégrale nulle sur les géodésiques
de g, c'est-à-dire,

f\y(5), y ( s ) ) d s = 0 ,
J o

pour toute géodésique y de g , paramétrée par sa longueur, où y (s) est
son vecteur-vitesse en y (s). Ceci amène à formuler la version infinitésimale
de la conjecture de Blaschke : une 2-forme symétrique h sur X, qui est
d'intégrale nulle sur les géodésiques de g, est une dérivée de Lie de g .

R. Michel [7] a démontré qu'une 2-forme symétrique sur X, dont les
restrictions aux droites projectives de X sont des dérivées de Lie, est
globalement une dérivée de Lie de g . L'hypothèse de ce dernier résultat est
plus forte que celle de la conjecture, sauf dans le cas des projectifs réels où
elle lui est équivalente. C. Tsukamoto [9] a récemment démontré la
conjecture pour les espaces projectifs restants. Plus précisément, il prouve
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celle-ci pour P^C) et l'obtient ensuite pour les autres espaces projectifs,
grâce au théorème de Michel cité ci-dessus.

Nous nous proposons de donner ici une autre démonstration de la
conjecture infinitésimale de Blaschke pour tous les espaces projectifs
P^C), avec m ^ 2, directement à partir du théorème de Michel pour
P^R) qui, dans ce cas, a une preuve élémentaire.

Cet article est la suite de notre papier [4]; toutefois, il peut être lu
indépendamment de celui-ci.

Soit h une 2-forme symétrique sur P^C), muni de sa métrique
canonique g , où m > 2. Nous introduisons un opérateur différentiel
linéaire Dg d'ordre 2, provenant de la linéarisation de l'opérateur non-
linéaire de courbure de Riemann, et nous montrons que l'hypothèse de la
conjecture infinitésimale de Blaschke pour h est équivalente au fait que la
restriction de Dgh à tout plan projectif réel de P^C) est nulle. Nous
exprimons cette dernière condition par la nullité de Dgh, où Dg est un
opérateur différentiel linéaire d'ordre 2, défini à partir de D,,. La
conjecture infinitésimale de Blaschke pour P^C) est maintenant
équivalente à l'exactitude au niveau des sections globales d'un complexe
d'opérateurs différentiels, où apparaît Dg. Signalons au passage que
l'hypothèse du théorème de Michel revient à supposer que Dgh s'annule
sur toutes les sous-variétés totalement géodésiques à courbure constante de
P^C).

Au § 1, nous décrivons l'opérateur Dg et ses propriétés. Au §2, on
considère sur un espace homogène compact G/K un complexe

(1) C°°(FO -^ C^) -^ C^)

d'opérateurs différentiels linéaires, homogènes, où P^ est à symbole
injectif et C^F .̂) l'espace des sections globales d'un fibre vectoriel
complexe ¥j sur G/K. Avec la réciprocité de Frobenius (cf. [10]), on
associe, à chaque élément du dual de G, un sous-complexe de (1),
d'espaces vectoriels de dimension finie, et on vérifie que l'exactitude de (1)
est équivalente à celle de tous ces sous-complexes. Le § 3 est consacré à des
résultats classiques sur les représentations du groupe unitaire.

La conjecture infinitésimale se traduit plus précisément, au §4, en
termes d'exactitude d'un complexe du type (1) sur

G/K = U(m + 1)/U(1) x U(m) :
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les fibres Fi et F2 sont le complexifié du fibre tangent et le fibre des 2-
formes symétriques, à valeurs complexes, sur P^C), tandis que Pi est
l'opérateur de Killing et P^ = Dg. C'est ici qu'intervient le théorème de
Michel pour P^R). Nous décrivons ensuite explicitement une décom-
position en U(m -h l)-modules irréductibles de C°°(F2), à l'aide des
sous-espaces propres du laplacien de la métrique g . Avec le critère décrit
plus haut, on est ramené à étudier l'action de Dg sur certains facteurs
irréductibles de cette décomposition, et, en fait, à celle de Dg sur des
sections explicites de F 2 . Ces derniers calculs sont menés à bien, au § 5,
par des méthodes de géométrie kàhlérienne locale dans l'espace projectif
complexe.

1. Propriétés de l'opérateur Dg.

Tous les objets considérés dans ce papier sont supposés différentiables
de classe C°°. Soit X une variété différentiable de dimension finie, dont
on note T le fibre tangent et T* le fibre cotangent. On désigne par S^*
et A ''T* la puissance symétrique fe-ième et la puissance extérieure ^-ième
de T*, respectivement. Si E est un fibre vectoriel sur X, on note S le
faisceau des sections de E sur X et C°°(E) l'espace des sections globales
de E sur X.

Soit g une métrique riemannienne sur X. On note

^: T ^ T*, ^: T* -. T

les isomorphismes canoniques déterminés par g . Si V est la connexion de
Levi-Civita de g, la courbure ft de g de type (1,3), section de
A ̂  (g) T* (g) T, est définie par

ftféi ,̂ 3 = (v,̂  - v,̂  - v )̂i;3,
pour tous Ci , ^2 » ^3 ^ ̂  • Les courbures R et R de type (0, 4) et (2, 2)
de g sont des sections de ^2^* ® A ̂  et de A ̂  00 A ̂ ,
respectivement; elles sont données par

Rfél ̂ 2 ̂ 3 ̂ ) = ̂ 4 ,ftfél ̂ 2)^3) ,

pour ^, ^» ^3» ^eT» et

R = ^ o R .
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Si h e S2!^, on note

^: A2! -. A2?"

l'application donnée par

/CfélA^) = A6^) A ^(^) + g\^) A /^),

P01111 ^1^2^T.

Soit ^ l'opérateur différentiel non-linéaire qui envoie une métrique
riemannienne h sur sa courbure ^(h) de type (0,4). Notons

^;: S2^* -> A 2 ^ *® A2^*

le linéarisé le long de g de l'opérateur non-linéaire ^. On considère
l'opérateur différentiel linéaire d'ordre 2

D^: S2^* -^ A 2 ^*® A2^*

défini au §4 de [4] et donné par

D^=^(h ) -^oR,

pour h 6 S2^*. Dans la suite, nous aurons besoin des formules suivantes
qui se déduisent des formules (11.20) et (11.21) de [5] :

(1.1) (D^)(^,^4)

= \ {(V^)fél ^3 ^2 ̂ ) + (V2^^ ̂  ̂  ̂ 3)

- (V^^^^i^) - (V2^,^,^)
- h^^,^) + Mftféi,^)^)},

(1.2) D^^fê,,^,^,^)

= ^ {(Hess f)(^ ̂ )g(^ ,^) + (Hess /)(^ ,^)^féi ^3)

- (Hess /)(^ ̂ J^fê, ,^3) - (Hess /)(^ ,^)^Œi ,^4)}
-/Rfêl^2^3^4),

pour heS2^* et Ci , ^2, ^3, ^eT, où / est une fonction sur X, à
valeurs réelles.
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Si (Y,gy) est une variété riemannienne, on note Ty son fibre tangent,
R Y . R Y . R Y ses courbures de type (1,3), (0,4) et (2,2). Soient (Y,^y) et
(Z,gz) deux variétés riemanniennes et /: Z -> Y une application
différentiable; soient z € Z et Ci , ^2 »'^3 ^ Tzz . Alors il est clair que les
conditions suivantes sont équivalentes :

W RY(/À,/À,/À,TI)=O,

pour tout rieTyj^), avec T| orthogonale /«(TzJ;

(b) ftY(/^i,/^2)/Àe^(T^).

Si / est une immersion isométrique totalement géodésique, alors
/*Ry = Rz et les conditions (a) et (b) sont équivalentes à :

(C) Ry(/^i J-ÀVÀ = /.(ftzféi ̂ 3).

PROPOSITION 1.1. - Soient (Z,gz) ^î (Y,^y) ^M^ variétés
riemanniennes, et soient f : Z ->Y une immersion isométrique totalement
géodésique, et z e Z. 5i Jû courbure Ry t;éri^ Jû condition (a) pour tous
^, ̂  ̂ 3 e T^, ûtors pour /i 6 S2^^^, on a

0.3) r(^>RY)=(/^oRz,
^ pour AeS2^ , on a

(1.4) (/*D^))(z) = (D^(/^))(z).

Démonstration. — D'après la formule (11.13) de [5] et la condition (c),
pour h € S2^^ et ^i, ^2 » ^ 3 » ^4 e Tz ,z. on voit que

(/*(^oRy))(^,^3,^)
= /l(ftY(/^l,/^2)/^3,/^4) - ̂ (fty(/^l,/^2)/^4,/^3)

= ^(/.(ftzfél,^)^3V^4) - ̂ (Rzfêl,^4VÀ)

= (/^)(ftz(^^2)^3^4) - (/^)(ftzfél^2)^4^3)

=((/^oRz)(^,^,^,^),

d'où (1.3). La formule (1.4) résulte de (1.3) et de la proposition 4.1 de [4].

Si (Y,^y) est à courbure constante et / : Z -^ Y est une immersion
isométrique totalement géodésique, alors la condition (a) est vraie pour
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tous z 6 Z et ^i, ̂  ̂ 3 ̂  Tz,,. Si Z = Y et / : Y -^ Y est une
isométrie, ou si (Y,^y) est un espace symétrique et / : Z -^ Y est
l'inclusion d'une sous-variété Z totalement géodésique de Y, alors
d'après les théorèmes 7.2 et 4.2 de [6, Chap. IV], la condition (b) est vraie
pour tous z e Z et ^, ̂ 2^3 ̂ ^z- Donc, dans ces trois cas, on a

/'T^W^D^/^),

pour tout h e S2^ -, , avec z e Z. On a déduit cette dernière égalité,1 »./ (.^)
lorsque (Y,^y) est à courbure constante, dans [4,§8], à partir du
lemme8.8 et de la proposition 4.1 de [4].

2. Complexes d'opérateurs différentiels homogènes.

Soit G un groupe de Lie compact et K un sous-groupe de Lie fermé
de G. Supposons que G/K soit orientée; soit îî une forme volume G-
invariante qui correspond à l'orientation de G/K. Supposons aussi que
G/K soit un espace homogène réductif. Soit T une représentation unitaire
de K dans un espace vectoriel complexe Fo de dimension finie muni d'un
produit scalaire hermitien; alors le fibre vectoriel G x ^Fo, muni du
produit scalaire hermitien obtenu à partir de celui de Fo, est homogène et
unitaire. De plus, l'espace C°°(F) des sections de F sur G/K, muni du
produit scalaire hermitien obtenu à partir de celui de F et de Q, est un
G-module unitaire. Si C°°(G; Fo) est l'espace des fonctions différentiables
sur G, à valeurs dans Fo, on écrit

C°°(G;T) = {/eC^GiFo)!/^) = T(k)-1/^), pour geG,keK}

et
^(go)f)(g)=f(golg),

pour g , g Q e G , /eC°°(G;T). Alors n est une représentation de G sur
C^G;!) et l'application

A: C^F) -^ C°°(G;T)
définie par

(As)(g)=g-ls(gK),

pour seC°°(F) et geG, est un isomorphisme de G-modules.
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Soit ô l'ensemble des classes d'équivalence des représentations
irréductibles de G. Pour tout y e ô, soit (n^ ,Vy) un représentant de y.
Pour y e ô, l'application

4: V,®HoniK(V,,Fo) ^ C°°(G;T)
définie par

4(u®(p)(^) = (pte~1^,

pour tous v € Vy, (p e HomK(Vy ,Fo) et g e G, est injective. L'image
C^°(F) de A"1 o ̂  est un sous-G-module de C°°(F) de dimension finie
qui ne dépend que de y et qui est isomorphe à la somme directe de
dim HoniK(V^,Fo)-exemplaires de Vy; de plus C^°(F) est égal à l'image
de l'application

V,®HomG(V,,C°°(F)) ^ C°°(F),

qui envoie v ® (p sur (p(iQ. Un sous-G-module W de C^°(F) est donc
isomorphe à la somme directe de k exemplaires de Vy, où k est un entier
s$ dim HomK(Vy,Fo), qu'on appelle la multiplicité de W et qu'on note
mult W. Si T est une représentation irréductible de K, d'après le lemme
de Schur, la multiplicité dimHomK(V.y,Fo) de C^°(F) est égale à la
multiplicité de la représentation T dans une décomposition de V.y en K-
modules irréductibles. Pour y,y' e ô, avec y + y', les sous-modules
q°(F) et q°(F) de C°°(F) sont orthogonaux (cf. [10, §5.3]). La
proposition suivante est une conséquence directe du théorème 5.3.6 de [10]
(cf. [9, Proposition 2.5]) :

PROPOSITION 2.1. — La somme directe @ C^°(F) est un sous-module
Y 6 Ô

dense de C°°(F).

Si F est un fibre homogène unitaire sur G/K et T est la
représentation unitaire de K sur F() = F^, où e est l'élément neutre de
G, nous identifions les fibres homogènes unitaires F et G x, Fo.

Soient TI , 13, Ta des représentations unitaires de K dans des espaces
vectoriels complexes F?, F^, F^ de dimension finie, munis de produits
scalaires hermitiens; soient F^, F^, F3 les fibres vectoriels homogènes
unitaires sur G/K correspondants à 11,12,^3 respectivement. Si P :
y \ -^ y i est un opérateur différentiel linéaire (sur C) homogène, alors
P(C^°(Fi)) c q°(F2) et on note Ker P le noyau de
P: C°°(Fi) -+ C°°(F2). On dit que P est à symbole injectif si pour tous
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x € G/K et a non-nul dans l'espace cotangent en x à G/K, le symbole
Oa(P) : FI.X -> F2.x de P est injectif.

La proposition suivante est une conséquence des résultats du § 5.7 de
[10] et notamment de son lemme 5.7.7.

PROPOSITION 2.2. — Soit P : J^i -> ^2 un opérateur différentiel
linéaire homogène sur G/K. Alors:

(i) (D (Cy°°(Fi)nKerP) est dense dans KerP;
Y 6 Ô

(ii) @ P(q°(Fi)) est dense dans P(C°°(Fi)).
y e Ô

PROPOSITION 2.3. - Soient P i : ^1-^2» ^: ^ •i -^ ^3 ^s

opérateurs différentiels linéaires homogènes sur G/K. Supposons que Pi
soiî à symbole injectif et que PZ.PI = 0. Alors les énoncés suivants sont
équivalents :

(i) le complexe

C^Fi) -p1^ C°°(F2) ̂  C^)
^sî ^xacî;

(ii) pour tout y e ô, fc complexe

q°(Fi) -^ C^) -p^ C,°°(F3)

^st exac( ;
(iii) pour tout y € ô, on a

multP2(q°(F2)) ^ dimHoniK(V,,F2) - dim HomK(V,,F?)
+ mult(q°(Fi)nKerPi).

Démonstration. — Si Pi est à symbole injectif, alors, d'après la théorie
des opérateurs différentiels elliptiques, Pi(C°°(Fi)) est fermé dans
C°°(F2). Ainsi, si (ii) est vrai, alors, d'après la proposition 2.2, KerP^ est
contenu dans l'adhérence de @ (C^(P^) n KerP^) et donc de

y e Ô

@ Pi(C^°(Fi)), qui est égale à ImP. L'équivalence de (ii) et (iii)
y e Ô

provient du fait que C^(F^) est isomorphe à dim HomK(Vy,F}')-
exemplaires de V^, en tant que G-modules, pour tout y e ô .
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3. Représentations du groupe unitaire.

Soit m un entier ^ 2. Considérons le groupe unitaire
G = U(w -h 1) et son sous-groupe fermé K = U(l) x U(m) des
matrices

A ^
\0 A;

avec X e U(l) et A e U(w), qui sont compacts et connexes. Le groupe T
des matrices diagonales de V(m -h 1) est un tore maximal de G et de K.
Pour 0 ^ j ^ m, soit Kj la forme linéaire sur l'algèbre de Lie t de T
qui envoie la matrice diagonale diag(ûo, a^, . . . , aj de t sur a,; on
écrit a» = À,,-i — À,,, pour i = 1, . . . , m. Alors

A = {X,-À,,|i^/,0^iJ^m}

est le système de racines de G par rapport à T. Prenons
S = { a i , . . .,a^} comme système de racines simples de G; le système de
racines positives par rapport à S est

A4' = {^-^.JO^K/^W}.

Alors le complexifié te de l'algèbre de Lie t est une sous-algèbre de
Cartan de l'algèbre de Lie réductive gl(w-h 1,C), qui est le complexifié de
l'algèbre de Lie u(w-hl) de U(w+l) . Pour 0 ^ ij ^ w, soit E^ la
matrice (b^) de gI(w+l,C) avec b^ = 1 et b^ = 0 lorsque (V) ^ (ij).
Pour a e A, on pose 9, = C. E^., si a = À-, — À,^. Si

alors

î^ = © 9., n- = © g_,,
a € A + a6A +

ôI(w+l,C) = n- © t c C n 4 -

est la décomposition triangulaire de l'algèbre de Lie réductive Ql(w+ 1,C)
par rapport à te. Soit WQ l'élément unique du groupe de Weyl de G par
rapport à T tel que vi^A'1') = - A'1'; on a

Wo(ar) = - am+i-f



200 J. GASQUI ET H. GOLDSCHMIDT

On prend { o ^ , . . . ,»„} comme système de racines simples de K. Le
poids dominant d'un G-module (resp. K-module) irréductible est une
forme linéaire À, : t -^ C qui s'écrit :

^= E^,,
i=0

avec /o, . . . , /^ 6 Z et fo^fi^ ' " ^ fm (resp. et /i ^ • • • ^ /J, et
un tel G-module (resp. K-module) est déterminé par ce poids. Ainsi, on
identifie ô (resp. K) avec l'ensemble des formes linéaires sur t

{^= £^l/o,...^eZ,/o^/i^"^/J
l i=0 )

(resp. {^ = 1 f^i\fo^ • .^eZ,/^/^ • • • >fm}\
\ l i-O ) )

Nous rappelons le résultat classique suivant (cf. [3] ou [9, Proposition
3.1]):

m

PROPOSITION 3.1. — Un G-module irréductible de poids dominant ^ f^
m i=0

contient un sous-J^-module irréductible de poids dominant ^ g^ si et
m m i=0

seulement si ^ /i = ^ gi ^ fi-\ ^ gi ^ /i, pour ÎOMÎ 1 < i ̂  w; un
i=0 i=0

tel sous-K-modulê est unique, s'il existe.

Le groupe U(m-hl) agit sur la partie semi-simple su (m -h 1) de
u(w-hl) par l'action adjointe et donc sur le complexifié g = $I(w+l,C)
de su(w+l). En fait, g est un U (m+l)-module irréductible de poids
dominant À,o — X^ et E()^ est un élément de g de poids À,o — ^. Ainsi
A^ est un U(m+l)-module; les éléments v^ = Eo^ A Eo^-i et
^2 = ^om ^ ^im de A 2 g sont de poids Ai = 2À,o — ^m-i ~ ^w et

A^ = Xo + À-i — 2^ respectivement. On vérifie facilement que

Efj-^i = Ey.^ = 0,
pour 0 ^ i < j < m ; ainsi

n'^ .1^1 = n^ .1:2 = 0.

Puisque U(w-hl) est connexe, les sous-U(w-hl)-modules Vi et ¥3 de
A ̂  engendrés par v^ et v^ respectivement sont irréductibles, et V, est
de poids dominant Aj, pour j = 1,2.
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Rappelons que si W i , . . . , W ^ sont des U(m+l)-modules
irréductibles de poids dominants û)i, . . . , œ^ respectivement, et si w^ e W,
est un élément de poids œ;, pour 1 ^ i ^ fe, alors l'élément
Wi ® . . . g) Wfc du U(w-l- l)-module W^ ® . . . ® W^ est de poids
û)i + • • • -h cùk et, puisque U(m+l) est connexe, engendre un sous-
U(w+l)-module irréductible de poids dominant o)i -h • • • + œ^.

4. La conjecture infinitésimale de Blaschke
pour les espaces projectifs complexes.

Dans ce paragraphe, nous supposons que X est l'espace projectif
P^C), avec m ^ 2, muni de sa métrique riemannienne canonique g .
Le groupe unitaire G = U(w-hl) agit sur C^1 et transitivement sur
(X,g) par des isométries. Le groupe d'isotropie de l'image canonique XQ
dans P^C) du point (1,0,...,0) de C^1 est égal au sous-groupe
K = U(l) x U(m) de G. On identifie X avec G/K; rappelons que
(X,g) est un espace symétrique hermitien et que G agit sur X par des
transformations holomorphes. On peut identifier T avec C"* de telle
sorte que la structure presque-complexe de T soit celle de C^ que
l'action de K sur T^ soit donnée par

(: :)—- .̂
pour O e R , AeU(w) et zeC"*, et que la métrique kàhlérienne g en
XQ soit déterminée par le produit scalaire hermitien standard de C"*
(cf. [2]).

On note Fc le complexifié d'un fibre vectoriel F sur X. Si T' (resp.
T") est le fibre des champs de vecteurs de type (1,0) (resp. (0,1)) sur X,
on a la décomposition G-invariante

(4.1) T c = T © T "

de Te. Si T^ désigne le fibre des formes de degré (p,q) sur X, la
métrique g définit un opérateur de trace

Tr,: T^ -^ C
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de noyau To1'^. La décomposition (4.1) et la métrique g nous donnent
une décomposition G-invariante du complexifié S2!̂  de S2"?

(4.2) S2^ = {g} © T^^ © S2^1'^ © S2^0'^,

où {^} est le sous-fibre de T^'^ en droites complexes engendré par la
section g de S2^, et où on identifie T^^, S2^11^, S2^0^ à des
sous-fibres de S2!̂  grâce à la décomposition (4.1). Les fibres vectoriels
qui apparaissent dans (4.1) et (4.2), munis des produits scalaires hermitiens
induits par la métrique g, sont tous homogènes et unitaires. De plus, on
a : ____

(4.3) T^ = T^^, S2^0^ = S2^1'^.

Les K-modules T^, T^, {^(xo)}, T^>, S2^0), S2^0/) sont
irréductibles, et leurs poids dominants sont égaux à — À,o -h X i , À,o — ^,

^1 ~~ ^w» ^À-o — 2Â.^, 2À,o -h 2À.i respectivement.
On écrit :

B i = { g } ,
B3 =S2T(1•0),

B _ T<1'1)2 "- ^ O ?
g^^ §2^(0.1)

A l'aide de la proposition 3.1 et du lemme de Schur, on obtient le
résultat suivant de [9, Propositions 3.2 et 3.4] :

PROPOSITION 4.1. — Pour y 60, les multiplicités non-nulles de C^°(F),
où F est l'un des fibres homogènes qui apparaît dans les décompositions (4.1)
et (4.2), sont données par le tableau :

y

^0 - C[^m

(ç+Wo-^n-l-^m

^0+^1 -0?+l)^n

te+2)Xo-2^-,-^

^À.o+2^ -fa+2)^.

ç = 0

g = l

9 ^ 2

9 = 1

9 ^ 2

9 = 1

9 ^ 2

9 > 2

9 ^ 2

q°(T)

0

1

1

0

0

1

1

0

0

C^(T')

0

1

1

1

1

0

0

0

0

q°(B,)

1

1

1

0

0

0

0

0

0

Cy(B,)

0

1

1

1

1

1

1

0

0

q°(B3)

0

0

i
0

i
0

0

1

0

q°(BJ

0

0

1

0

0

0

1

0

1
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Avec cette proposition, 01̂  voit que, pour tous 1 ^ 7 ^ 4 et y e ô, ou
bien C^(B^ est nul, ou bien C^(Bj) est l'unique sous-G-module
irréductible de C^B^) de poids dominant y.

On note J : T -> T la structure presque-complexe canonique de
X = P^C) et, si !, € T, on convient que Cî, = Rï, © Rîî,. La courbure
ft de X est déterminée par le formulaire suivant qui est classique (cf. [1]) :

LEMME 4.1. — Soient ^, r| eT tels que g(^) == g(r\,r\) = 1 et que
CÏ, <= (Cr|)1. Alors on a :

ftfé,îl)Ç = - T1 , Rfé,îl)JÇ = - Jîl , ft(^,r|)Ç == Jîl ,

ft(U^ == - 4JÇ, ft(Ç,h)î1 = - 2Jîi.

Les sous-variétés totalement geodésiques, à courbure constante, de X
sont décrites par le théorème 8 11 de [4]. Soit N le sous-fibre de
A 2Tlt (g) A 2T*, considéré au S 8 de [4], formé des éléments de
A 2Tllt (g) A 2T* dont les restrictions aux sous-variétés totalement
geodésiques à courbure constante de X sont nulles; ainsi un élément 9 de
A 2T* ® A 2T* appartient à N s} et seulement si :

(a) Q(WW = 0, pour tout( ÇeT;
(b) e(^Ti,Ç,r|) = 0, pour tous ;Ç, T| eT tels que CÇ c (Cr|)1;
(c) 6(^,r|,^,Ç) = 0, pour tous ^ , r | ,ÇeT tels que les sous-espaces C^,

Cr|, CÇ soient deux à deux orthogonaux;
(d) e(r|i,r|2,r|3,n4) = O » pour'tous r|i, TI^ , r|3, r|4eT tels que

CT|, c (Cr|̂ )1, si i ̂ j .

On note N' le sous-fibre formé des éléments de A ̂  (g) A ̂ , qui
s'annulent en restriction à toute sous-variété totalement géodésique de X,
isométrique à un espace projectif réel muni de sa métrique canonique à
courbure constante 1 ; par conséquent, les éléments 9 de N' sont ceux de
A ̂  (g) A ̂  qui vérifient les conditions (fc), (c) et (S). Puisque le groupe
d'isométries de (X,^) est transitif et holomorphe, il est clair que N et N'
sont des sous-fibres de rang constant; de plus, on a N c N'.

LEMME 4.2. - Soient 0 e N' et ^, r| e T tels que g(^) = g(r\,r[) et
que ^ e (Çr\)1. Alors on a :

(4.4) 9fê,T1,^) + e(T1,Ç,T1,Jîl) + efé,J^,Tt) + 9(î1,JT1,T1,^) = 0.
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Démonstration. - Soient ^ et ^ e T tels que ^ € (C^)1. On a

9féi,Ç2+JÇ2 ̂ 1^2+^2) = 9(^,^,^,^) + 6(^,J^,J^)
+ 9(^ ,^ ,^ ,J^) + e(^ ,J^ ̂ i ^2).

Puisque 6eN' , on obtient donc

(4.5) 9fêi ,^ ,^1 ,^2) + Ofé, ,J^ ,^ ,^) = 0.

Avec notre hypothèse, ^ - neCfê+îi)1 , ce qui fait que

^T1) = 9të+î1^-T1^+T1,JÇ-Jr|) + 9(Ç+T1,JÇ-J^+T1^-^) = 0,

d'après (4.5). On a aussi u(-^Ti) = 0 et on vérifie facilement que le

membre de gauche de (4.4) est égal à .(u(-^r[)-u(î,,r})).

Soit Do : ^ ^ S2^* l'opérateur de Killing de (X,g), qui envoie un
champ de vecteurs ^ sur la dérivée de Lie o^ de g le long de ^.
Puisque X est un espace symétrique, à l'aide de la proposition 1.1 et des
remarques qui la suivent, les démonstrations des lemmes 8.9 et 8.11 de [4]
nous donnent des versions plus précises de ces lemmes :

LEMME4.3. - Si ^ est un champ de vecteurs sur X, alors D^^ est
une section de N.

LEMME 4.4. - Soit h une section de S^* sur X. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) h est d'intégrale nulle sur toute géodésique fermée de X;

(ii) Dgh est une section de N'.

LEMME 4.5. - Soit h une section de S2^ sur X. Si h est une dérivée
de Lie en restriction à toute droite projective complexe, alors Dgh est une
section de N.

En fait, si h est une section de S^* sur X, d'après le lemme suivant
et le théorème 8.3 de [4], la réciproque du lemme 4.5 est vraie et les
conditions (i)-(iii) du théorème 8.3 de [4] sont équivalentes à :

(iv) Dgh est une section de N.
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Si DI est l'opérateur différentiel défini au § 5 de [4], alors on a le

LEMME 4.6. — Soit h une section de S2^* sur X. Alors Dgh est une
section de N si et seulement si D^h = 0.

Démonstration. — Soit x G X ; il existe un champ de vecteurs Ç sur X
tel que (J^g)(x) = h(x). Alors d'après le lemme 5.2 et le théorème 8.2 de
[4], et le lemme 4.3, on voit que (D^h)(x) = 0 si et seulement si
Dg(h-^^g)(x) appartient à N, ou si (D^i)(x)eN.

Soit
D,: S2^* -> (A 2 ^*® A2^*)/^'

l'opérateur différentiel d'ordre 2 qui envoie une section h de S2?" sur la
projection de Dgh dans (A 2T* ® A ̂ ^/N'. D'après le lemme 4.3, on a
D^.DQ = 0, et le lemme 4.4 nous dit que :

PROPOSITION 4.2. — La conjecture infinitésimale de Blaschke est vraie
pour X = P^C) si et seulement si le complexe

C°o(T) -̂  C^T*) —°4 C^ttA2^ (g) A^/N')
^st ^cacr.

On écrit

FI = Te, ¥ , = .S2^, F3 = (( A ̂  (g) A ̂ ^/N^c,

et on note

Do: y, -^ 3P-2, D,: ̂  ^ (A 2 ^*® A2^, D,: ^2 ^ ^3

les opérateurs différentiels induits par Do, D^, D^ respectivement. Les
fibres vectoriels F^, F2, F3 sur G/K, munis de produits scalaires
hermitiens provenant de la métrique g , sont homogènes et unitaires.

Soient x e X et ^, T| e T^ tels que g(^îs) = g(r\,r\) = 1 et que
Ci; e (Cr|)1 ; alors, d'après le lemme 4.1, on a

Rfê,T1,^,îl) = - 1 .

La formule (1.2) nous dit que, si / est une fonction à valeurs réelles sur
X, on a :

(4.6) D,(/g)fê,îi,^,Ti) = j {(Hess /)(^)+(Hess f)(^)] + f(x).
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Rappelons que les valeurs propres du laplacien A de (P"'(C),̂ ) sont
égales à 4q(q+m), avec q entier > 0 (cf. [1, Proposition C.III.l]).

LEMME 4.7. - Toute fonction f sur X à valeurs complexes vérifiant
D,C/g) = 0 est identiquement nulle.

Démonstration. - Soient xeX et Çi,...,^€T, tels que

{^.•••^«^i,...,JU
soit une base orthonormée de T,. Si D,(/g) = 0, d'après (4.6) on a, pour
I <: i < j < m,

0 = D,œ)(Ç.,^,Ç,,Ç,) = ^ {(Hessy)(Ç..,Ç,)+(Hess/)(i;,,Ç,)} + /(^).

Donc :

\ E {(Hessy)(Ç,,^+(Hessy)(Ç,,y}+m(w^-l)/M=0
i^i <y ̂  M ^

et
(^-1) ^ /„ ^., _ w(w-l)
——.— L (Hess/)fê,,^.) + v . ) f(x) = 0.- ' 1 = 1 z

II résulte que

m

(A/)0c) = - ^ {(Hess/)fê.,y+(Hess/)(JÇ..,J^,)} = 2mf(x),
et

A/=2m/.

Comme 2w n'est pas une valeur propre de A, on voit que / = 0.

Puisque le symbole a,(Do) : T, ^ S2^ de Do en aeT;, avec
xeX et a ̂  0, envoie î, sur

a(Do)(a(g)Ç)=a.^(y,

l'opérateur différentiel Do est à symbole injectif. D'après la démonstration
du lemme 8.8 de [4] et les remarques qui suivent la proposition 1.1, les
opérateurs différentiels Do et D, sont homogènes. Les proposition 4.2 et
2.3 nous donnent :
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PROPOSITION 4.3. — La conjecture infinitésimale de Blaschke est vraie
pour X = ?"(€) 51 et seulement si le complexe

q°(F,) -00. C )̂ -D^ q°(F3)

est exacte pour tout yeô, où G = U(w+l).

Puisque l'espace des champs de Killing de (X,g) est isomorphe à
su(m+1), on voit que le U(w+ l)-module Ker Do est isomorphe à 9 et
donc irréductible de poids dominant ^ — ^w Ainsi

KerDocrC^JF,)

et

mult (0° _, (Fi) n Ker Do) = 1.
^0 "m

A partir de ceci et des propositions 2.3, 4.1 et 4.3, on vérifie facilement la

PROPOSITION 4.4. — La conjecture infinitésimale de Blaschke est vraie
pour X = ¥"(€) si et seulement si

(4.7) D;(q°(F2))^0,

pour y = 0, À,o - ̂ , te+l)^o - ^-m-1 - ̂ m. ^o + ^i - 0?-H)^o.
(4+2)Xo - 2^-i - q^ et q^o + 2^ - (^+2)^, a^c g ^ 2, et

(4.8) multD,(q°(F2))^2

pour y = q'ko — q'k^, avec q > 2.

Soit Ç = (Ço ,Çi, • . . ,Çm) le système de coordonnées de C"1^1. L'espace
OC des fonctions à valeurs complexes sur C"1'^1, dont les restrictions à
g2m+i sont invariantes par U(l), est un U(w+l)-module; si f^Ot, on
note / la fonction sur P^C) obtenue à partir de / par restriction à
§ 2 m + i ^ p^g passage au quotient. Désignons par ^ le sous-U(w+l)-
module des polynômes complexes bihomogènes sur C"'"1'1 de degré q en
Ç et de degré q en Ç, et par Jf^ le sous-U-(w-hl)-module de ^ de
ceux qui sont harmoniques. Tous ces polynômes sont invariants par U(l) ;
l'espace ^ des fonctions sur P^C) déduit de ^f, est isomorphe à ^f,
en tant que U(w+ l)-modules. Rappelons que J^q est l'espace propre du
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laplacien A de (P^C),^) associé à la valeur propre 4g(^-hw), pour
q ^ O , et que J?^ est un U(w4-l)-module irréductible (cf. [1,
Propositions C.III.l et C.I.8]). Puisque ̂  est un U(w-j-l)-module de
poids dominant q\Q — q'k^ et que l'élément (Ç^Ço)4 de poids q\Q — q\^
appartient à J^, on voit que ^ est de poids dominant gÀ-o — q^m'
D'autre part, ^ et Jfq sont stables par la conjugaison de OC qui envoie
/ sur 7.

L'isomorphisme

(p: ^i ^ Ql(w+l,C),

qui envoie ^j sur Eyf, pour 0 ^ ij ^ m, induit par restriction un
isomorphisme de U(w+l)-modules

(p: Jfi -> sI(w+l,C).

A l'aide de l'isomorphisme A 2 ^, on identifie t\2^^ et A 2 ^ . Pour
^ ^ 0 , les sous-U(w+l)-modules W, de J f^^A^i et Z, de
^ ® A 2Jfl ® A ̂ i engendrés par

(^or^^oA^-^o
et

(ao)4 ® (^o A^-^o) ® KmÇoA^-^o)

respectivement, sont irréductibles et de poids dominant q^o — q^m ~^~ ^i
et q^Q — qK^ + 2Ai respectivement. Leurs images W^ et Z^ par les
conjugaisons de Jf, ® A ̂ i et de ^f, ® A 2^^ g) A 2^fl respective-
ment, sont des U(w-h l)-modules irréductibles. On voit que \ est un poids
de W,, (resp. Zq) si et seulement si — ?i est un poids de W, (resp. Z,).
Donc le poids dominant de W, (resp. Z,) est

^ote^-^^o-Ai) = q^o - ^^m + Â2
(resp. Wo(^-^o-2Ai)=^o-^m+2A2).

On a Wo = Vi, et on peut vérifier facilement que V^ = V^.

Pour ^ = 0, la multiplicité de C00 i (B i ) est égale à 1 et ainsi on
voit que

q°(Bi)=^o^=<^, pour y = 0 .
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Pour 1 ^ ; ^ 4 , on note P, la projection de S2^ sur son sous-fibre B^,
suivant la décomposition (4.2), et

V j : a -^ c^ÇBj)

le morphisme de U(w+l)-modules qui envoie / sur P^ Hess/. Puisque
J^q est irréductible, ou bien v/^) = = 0 , ou bien

v,: ^ ̂  C°°(B,)

est injectifet v/Jf^) est un sous-U(w+ l)-module irréductible de C^B^)
de poids dominant q\o — ^^m» et donc dans ce cas

^-^(K.) = ^•(0'
d'après la proposition 4.1. Si / est une fonction différentiable sur X à
valeurs complexes, on vérifie facilement que

?4Hess/= PaHess/;

on déduit de cette formule que

(4.9) V4(^f,)=V3(Jf,).

Pour / € 3t\, on a

(4.10) Hess/eC00^1^),

de sorte que
V3(.^l)=V4(^i)=0.

Si / est une fonction sur X à valeurs complexes, on a

p^Hess/=-^;

il en résulte que

p.Hess^-2^^^w

pour / € Jf^, et donc que

C^JB,) = v,(^) = ^.g, pour q^ 1.
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D'après le lemme 4.7, on a donc

^G^-^i) + ̂  Pour q ^ O ,
et

D,Vi(Jf,)^0, pour q^ 1;

nous avons donc vérifié (4.7) pour y = qKo - q^, avec q ^ 0.

Au § 5, nous démontrerons le lemme suivant :

LEMME 4.8.
(i) On a V2(^mW + 0, pour tout q ̂  1 ;
(ii) D;(Vi((Ç^)) é?r D^(v3((Ç^o)4)) sont linéairement indépendants

sur C, pour tout q ^ 2.

Du lemme 4.8 et de (4.9), nous déduisons que

V2W ^0 , pour ^ 1,
et que

VaW^O, V4(Jf,)^0, pour q^2.

Avec le lemme 4.8, (ii), pour q ̂  2, on voit que D^(vi(Jf,)) et
^(^G^,)) sont des U(w+l)-modules irréductibles de poids dominant
^o - ̂ m; puisque (Ç^o)4 est un élément de Jf, de poids ̂  - ^5lm>
l'assertion (ii) du lemme 4.8 implique que

D,(VI W) n D;(V3 (^)) = 0, pour q ̂  2,

et donc que, lorsque ^ ^ 2,

D,(viW)©D,(v3(^))

est un sous-U(w+l)-module de C^(¥^) de multiplicité 2, avec
y = q\Q - q'k^. Ainsi (4.8) est vraie pour y = q^ - q^, avec q ^ 2.

Les applications

a : <^® A2^ -> C^S2^),
'̂ : ^® A2^ -̂  C°°(B3),

^f: a® ^2a -^ c°°(B4),
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qui sont déterminées par

a(/o®/i A /2) = 7o(A Hess /, -^ Hess A),
Wo®/iA/2) -hSh^h-hSh^h.
r(/o®/iA/2)= 7i ̂ h^h-h^h^h.

avec /o, /i, /2 e ^» son^ des morphismes de U(yn+l)-modules. Pour
w e ̂  (x) A 2^, on a

(4.11) a(w) = a(w), \|/"(w) = \|/'(w).

Si /i, fi e Jfi, on a

Tr.Hess/, = - A/, = - 4(m+l)/,,

pour 7 = 1,2, et dans ce cas, d'après (4.10), on voit que a(/o®/iA/2)
appartient à C°°(B2), pour tout /o6^' Donc par restriction a induit
un morphisme de U(w+l)-modules

a: Jf,® A^i -^ C°°(B2).

De (4.11), il résulte que

(4.12) a(W,) = a(W,), pour q ^ O ,

et

(4.13) r(W,)=^(W,), pour q^ 1.

Au § 5, nous vérifierons le

LEMME 4.9. — On a :
(i) a(Ç^oA^-iÇo)^0;

(ii) D,(v|/((i;̂  ® ^oA^-iÇo)) ^ 0, pour ̂  q^ 1 .

Puisque (Çn.Ço)4 ® ÇmÇo A Çm-i^o appartient à W^, du lemme 4.9,
(4.12) et (4.13), on déduit que a(W^), a(W,) sont dessous-U(m-hl)-
modules irréductibles de C°°(B2), pour q ^ 0, et que v|̂ (W,) c C°°(B3)
et v|^(W^) c C°°(B4) sont des sous-U(m+l)-modules irréductibles, pour
q ^ 1. Le poids dominant de a(W,), pour q ^ 0, et de v|/'(W^), pour
^ ^ 1, est

^0 - ̂ m + AI = ^+2)^0 + ^m-1 - (4+l)^n,
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tandis que celui de a(W,), pour q > 0, et de <|>"(W,), pour q > 1, est

4^o - ̂ m + AÏ = (4+1)^,0 + .̂1 - (î+2)À,^.

Donc d'après la proposition 4.1, on a, pour q ^ 1,

^.^-.-^B^^-l).

^.-(^(B^^-i)'
et, pour g > 2,

^-^.-^ '̂(W^),

^ -̂(,.,̂ ?4) =r(w,_i).
Puisque D, est un opérateur différentiel réel, du lemme 4.9, (ii), il résulte
que

IWOV,)) ^ 0, D;(r(W,)) ^ 0,

pour q-^ 1, et que (4.7) est vraie pour y = (q+ l)^-o - ^-m-i - î^-m et
qÀo + À,i - (q+ï)^, avec ç ^ 2.

Pour ^ > 0, les applications

H' : Jf,® A^i ® A^i -» C°°(B3),
H": jr,® A^i ® A^i -^ COO(B4),

qui sont déterminées par
H'(/0®(/lA/2)®(/3A/4))

= /0(A/3 ̂ 2 . 3/4+72/4 5/1 . 5/3 -A/4 3/2 . 5/3 -/2/3 5/1 . ̂ A) ,

H"ao®(/iA/2)(8(/3A/4))
=/o(/i/33/3.3A+/,/^A.3/3-AA3/,.a/3-/,/33/i.3/j,

sont des morphismes de U(w+l)-modules.
Pour w € Jf, (g) A ̂ i ® A 2Jfl, on a

u"(w) = n'(w)
et on voit donc que

(4.14) n"(Z,) = n'(Z,), pour q ^ O .
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Au § 5, nous démontrerons le

LEMME 4.10. — Pour q > 0, on a

W((W ® (i^o A Ç,- iÇo) ® (Ç^o A Ç.- iÇo))) ^ 0.

Pour q ^ 0, puisque

(ÇmÇo)4 ® (^o A ̂ - iÇo) ® (Ç^o A Ç,- iÇo)

appartient à Zg, avec le lemme 4.10, on voit que [i'(Zy) et ^"(2,) sont
des sous-U(w+l)-modules irréductibles de C°°(B3) et de C°°(B4) de
poids dominant

^o - ̂ m + 2Ai = (^+4)^o - 2^-i - te+2)X,
et

^^o - ̂ m + 2À2 = (^+2)?io + 25ii - (^+4)^,

respectivement; comme Dy est un opérateur réel, on a aussi

W(Z,)) ^ 0, D;(H"(Z,))^O.

Donc d'après la proposition 4.1, pour q ^ 2, on obtient

^-^_,-^3) = ?-2).

C^,-(^^ =^"^-^'

et on a vérifié que (4.7) est vraie pour y = te+2)À,o — ï^w-i — ^m et

qKo + 2À,i - te+2)^, avec q ̂  2.

Ainsi, nous venons de vérifier toutes les conditions données par la
proposition 4.4 pour que la conjecture infinitésimale de Blaschke soit vraie
pour P^C) et nous avons démontré le

THÉORÈME 4.1. — La conjecture infinitésimale de Blaschke est vraie pour
P^C), avec m ^ 2. Si h est une section de S2!̂  sur X, alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) h est d'intégrale nulle sur toute géodésique fermée de X;
(ii) il existe un champ de vecteurs Ïy sur X tel que h = J5^.

De plus, nous avons déterminé tous les sous-G-modules irréductibles de
C°°(B,).
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PROPOSITION 4.5. - Les sous-G-modules irréductibles de C^ÇBj), avec
1 ^ 7 ^ 4 , sont donnés par le tableau :

yeô

9^0 - Q^m

(9+1)^0-^-1 -^n

^0 +^1 -fa+l)^n

fa+2)À.o-2^i -q^,

^o + 2^i - fa+2)À^

q=0

q = l

q^l

q= 1

q ̂  2

9= 1

^ ^ 2

4 ^ 2

^ ^ 2

C^(Bi)

C^

^,.g

^

0

0

0

0

0

0

q°(B,)

0

V2W

V2«)

a(Vi)

"(w.-o
a(Vi)

a(W.-i)

0

0

^?3)

0

0

VaW

0

^(w,-o
0

0

^(Z,-2)

0

^(B^)

0

0

V4W

0

0

0

r(w,-o
0

^(Z,-2)

/b sonî reliés par les relations (4.9), pour q ^ 1, (4.12), (4.13) ^ (4.14),
ai^c Wo = Vi .

On peut obtenir une description explicite de la décomposition de
C°°(Tc) en U(w-t-l)-modules irréductibles, donnée par la proposi-
tion 4.1, semblable à celle de la proposition 4.5 pour C^S2!^). En effet,
gb induit des isomorphismes

g'-.r ^ r0^, ^: T" ^ r1^;
les applications

E
définies par

^: a -^ c00^'), y : a -^ C°°(T"),

^'(/)=^(3/), ^(/)=^7),

pour fç6t, sont des morphismes de U(w+l)-modules, et on a

pour / e OC. Alors

W)=i;V),

^-^-^m-
C^-^(T")=^(^),
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pour q ^ 1, avec

^W=^W-
Les applications

r( '. a® ^2a ^ C°°(T),
j } " : a (^ ^2a -^ C°°(T'),

qui sont déterminées par

1lU®/lA/2) = ̂ (/iÇW - /2^(/l)),

î1"(/0®/lA/2) = /0(/1^(/2) - /2^CA)),

avec /o» /i> /2€^, sont des morphismes de U(w+l)-modules. Pour
w € 6t ® A 2^, on a

ÎI 'W=TTW.
Alors

^.^-^..-^ '̂̂ ^"(W,-,).

C .̂,-(...̂ <T) =n'(W,-,),
pour g > 1, avec

i1'(W,-i)=n"(W,_0.

5. Preuve des lemmes 4.8, 4.9 et 4.10.

1. Soit p : C^1 - {0} -» ?"(€) la projection naturelle et U
l'ouvert de P'"(C) égal à

p(C* x C") = p({(Ço,... ,U e Cm+ * ; Ço ̂ 0}).

On note z = (zi , . . . ,zJ la coordonnée holomorphe sur U, donnée par
les coordonnées homogènes : on a donc

z j = çyço.
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pour j = 1, .. ,,m. On pose Zj = Xj + ^ / — l y ^ , avec Xj et y , à
valeurs réelles; on écrit

- _ ^ _ _ ï _ ( _ 8 _ _ rzïl,\
vl~ ôz,~2\8x, v ' ô y j '

8 \( 8 i—— 8 \
O J =^=2^+^ /-1^'

pour j = 1, .. . ,w, et

M = W + • • • +kJ2)l/2.
Nous utiliserons systématiquement dans la suite les conventions

habituelles d'écriture de la géométrie kàhlérienne locale pour (P^C),^),
sur l'ouvert U avec sa coordonnée holomorphe z = (z^, . . . , z^,), où
g est la métrique kàhlérienne canonique de P^C) (cf. [8], par exemple).
Dans la suite, si s est une fonction, ou une section d'un fibre sur P^C),
on notera encore s sa restriction à U.

Un potentiel kàhlérien de g sur U est . log (1 +|z|2), ce qui fait que

( 5 l i ) ^logd^l2)^/ 8, z.z, \
{ ) gij 2 ôz,3z, 2\\ +|z|2 (l+|z|2)2^

On en déduit que les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita
V de g sont donnés par

(5 1 2) F^ - î^ - - zf 5 '̂ + ^ 8k f .1 ) IJ ~ ^ ~ 1 + |z|2

Rappelons encore que la courbure de g est de type (1,1) et qu'on a

m .apC

(5.1.3) ft(a,,3,)a»= - Z—^.
<•-! "^

Soit AeC°°(B3). Nous poserons :

A., = A(a. ,5,), A,;,, = (VA)(a/ ,a, ,5,), A,;,, = (VA)(3/ ,a, ,̂ ),
Av.,, = (v^)^ ,a, ,a, ,a,), A ,̂, = (v^) ,̂ ,̂  ,a, ,a,),
A^;, = (v^x^ ,3, ,a. ,5,), A^;, = (v^)^ ,3, ,ô. ,a,).



J. GASQUI ET H. GOLDSCHMIDT 217

Avec la formule (2.23) de [4], on obtient les relations de commutation
suivantes :

<5-1-4) A^, = A,,.,,

(5-1-5) A,,, = A,,,,

(5.1.6) A^-A^ ,=S fêA,+^A,\
r= l \^k 8Zk 7

Les relations (5.1.4) et (5.1.5) proviennent du fait que la courbure est de
type (1,1), tandis que (5.1.6) découle immédiatement de (5.1.3). Par
ailleurs, nous avons

/^À w

(5.1.7) A/, =^-^(A,r?,+A,,ry,

(5.1.8) A,., =^,^
ô\

 m

(5.1.9) A,^ = -^ - ̂  (A,,,r^ + A^n, + A,,,n,),

(5.1.10) A^=^,
(72n

aA __
(5.1.11) A,,,,,-^-^A,,,

Introduisons la courbe complexe Z de U, d'équations

Zi = • • • =z^_i =0 .

Notons j^Z/ l'espace des fonctions u : V -> C qui s'annulent à l'ordre
r - 1 sur Z (i.e. telles que j,-i(u)|z = 0); on écrit ^(Z) = j^(Z)1. Par
ailleurs, si u et v sont deux fonctions de U dans C, l'égalité

u = v + ^(ZY

signifiera que u - v e ^ ( Z ) " . A titre d'exemple, les seuls symboles de
Christoffel F},, à ne pas être dans ^(Z) sont les ?;„, d'après (5.1.2).
Remarquons encore que, le long de Z, on a

(5.1.12) C ^ c r f c ^ Y , si i ^ j .
ÔX, \ Ô X j ) ' J
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Soit A6C°°(B3). On vérifie facilement, à l'aide du lemme 4.1, de
(5.1.12), (5.1.4), (5.1.5) et de la formule (1.1), que

(5.1.13) D ^ 0 8 , — — — 8 }9 \ôx^i 8x^ ôx^i QxJ

_ ~_ J A _i_ A —— 4. A——
— f\ ^ ^ ' • m — \ , m — \ ; m m ï m — \ , m — \ \ ^ n m ï m — \ , m — \ ; m m

~^~^m-\,m-\\mm~^~^mm\m-\,m-\ ~^~ l'Lmm\m-\,m-\

+ ̂ mm;m- \,m- \ + ̂ mm;m- l,m-1 ~ ̂ ^mm-1 ;m- l,m

—9A—— — A — A~^-m—\,m\m—\jm —m—l,m;m—l^n **w,w—l;m—l,m

—A—— — A ——**w—l,w;w—l,m ^^mm—\',m—\,m

. A^.^-.+A^l+lzl2))+——(Tïizi2)2——}+J'<Z)•
Nous poserons encore

^).'{D,A(———,-L———,———)
i [ 9 \ôx^,i 8x^ ^_i 8y^J

+DA(-3-,-9-,-0-,-9-}}9 \8x^i 8y^-i ôx^i ôx^)\

+ -LU2!2 JD A(-8-, -8—, -8-, -8-}
i \ 9 \8x^ ' ôx^ _ i ' 8x^ ' ôyj

f_ô_ _ô_ _8_ _8\\
9 \8x^ôy^8x^ôXn-i}^

Un calcul tout à fait similaire à celui aboutissant à (5.1.13) nous donne

(5.1.14) <<?(A) = A;,,^,_i;,^_, + A,_,^rT;^,_, + 2A,,,z-^,^

— "nim-l;m-\,m-\ "m-t,m;m-l^n-l ~'^iiim-l;m-\^i-l

+ (1+|^|2){A„„^_,+A^,^_,+2A„„^_,
— A — A — 9A —— l'•m-l^n;)nm '^mm-l-.mm ~f~mm-\•,mm{

+2AM" l•m +^(Z).
' 1^1

LEMME 5.1.1. - Soit AeC°°(B3) tel que D^AeC^N'). Dans ces
conditions, les membres de gauche respectifs de (5.1.13) et (5.1.14) s'annulent
sur Z.
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Démonstration. — Avec (5.1.12), D A ( — — — » — — ? — — — » — — ) est
\&c^-i 3x^ &c^_i ax^/

dans ^(Z), par définition. Posons

a /|| 8
^= ^ =

^m-l/ ||^m-l <?xjax,

On vérifie alors que ^(A)|z est égal au membre de gauche de (4.4), avec
6 = D^A, divisé par i(l -Hz]2)572; sa nullité résulte du lemme 4.2.

2. Nous posons dans la suite / = Ç^Ço e^ /' = Çm-i^o» on a

respectivement

^ - f-^—V r^ - f-'^Y7 - ^ l+ |z | 2 ; 5 J "Vl+|z|2;

sur U, pour tout entier q ^ 0. D'après (5.1.1), on a

(5.2.1) ^(-'-1=2.,,ôz\i^w)-2^'azAi+M2

et ainsi

(5.2.2) ^=2^-^.-^ ^7 ^•

LEMME 5.2.1. - On a v^(f) -^ 0, pour tout q ~^ 1.

Démonstration. — D'après (5.2.2), on a

(5.2.3) (Hess f9)^,,, ̂ . ,) = - q -^—— + ^(Z).

Comme /' est une fonction propre de A, associée à la valeur propre
4q(q+m), on obtient

V2(/W«-1,^.1) = (Hess/«)(^_t,3,-i) + ̂ (A/<)^_,,^

^2 r9
m 1 -+ |z|2+^(Z).
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On vérifie aisément que

(5.2.4) Hess(/^,gj = - ̂ ^l)^0^121^^!^"^

et que

Hess (f')(8^, 3J = /' (W - ̂ ——) ;

on en déduit que

(/Hess/'-/'Hess/)(^,^) = ̂ ^

et nous obtenons ainsi le

LEMME 5.2.2. - On a a(/A/') ^ 0.

3. Posons A = v^f9, avec ç > 2. Avec (5.2.2), on a

^ = 4,(,-1)/<-^ - ̂ , {8,^+5^-27^} ;

par ailleurs, on a, d'après (5.1.2),

m Q7q 7q-\

Z ̂ 1- = - 24-——.p(z^+z^),
r = l ozr l + l2!

ce qui fait que

(5.3.1) A,, =4^-1)^-2^,.

Posons a = ^-^z^O-Hzl2)"4"3. On déduit alors facilement de
(5.3.1), (5.1.1), (5.1.2), (5.1.7) et (5.1.8) le

LEMME 5.3.1. — Les quantités

A A A'•mini—l,»!—!' '•wîni—l,»!—!» r~m—\;m—\,m^

^m-l^ + (^-2)2^-lu, A^_i^ + (^-2)Z^_^,

A^-i,, - te+2)z^-iû, A^T^ + te+2-2(l +|z|2))z„_la,

A^T^-i^+zJl+lzl^a

sonr dan,̂  <^(Z)2.
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A partir du lemme 5.3.1, de (5.3.1), (5.1.2), (5.1.6), (5.1.9), (5.1.10),
(5.1.11), on trouve que

A ^ A____ — A
*"w-l,w-l;ww ^\n-l,w-l;wm ~ t'Lmm\m-\,m-\

^mmm•,m-l,m-\ — tm•mm\m-\,m-\

m-\,m;m-\,m — t''mm-\•,m-\,m

~~ £•Lm-\,m•,^n-l,m = rLmm•,m-\,m-\ = ^ ï

Am^m-nmm = - (<? - 2)û ,

^\n-l,w-l;wn = — 9^?

Am^T^m-l.m = (^+1)Z^Û,

Am^T^im-l.m = - (^-2)û,

Amm^Tim-l.m = - 0?-l)û,

sur Z. Avec les formules ci-dessus, (5.3.1) et (5.1.13), on obtient

(5.3.2) (D,A)(^-,^,^-,^-) = - (^i)^ ^ ^(z).
V^^m-l PAm "-^m-l ^-^m/

4. Si M est une fonction sur P'"(C), à valeurs complexes, posons

^(u) = D ^ 0 8 - 9 - , - ^ .9 ^V&c,,^ 8x^ ^_i ̂ ;

En utilisant (1.2), (5.1.1), (5.1.12) et le lemme 4.1, on obtient alors

, ((Hess „)(———,———) ( î î ^ u ) ( 8 0 - }
(5.4.1) ^(u) = l- ) V^.-i ôx^J \ôx^ 8xJ2 f (i+izj2)2 • n ~ ^ p —

+dTlb2)3+^z)•

LEMME 5.4.1. — Lorsque q ^ 2, HOMS ayons

^-(n'̂ ^»2).
ou Q ^5t un polynôme de degré q + 2.
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Démonstration. - D'après (5.3.1), (Hess/^^.i ,^-i) est dans
^(Z). On vérifie facilement aussi que (Hess/4)^-!,^-!) est dans
^(Z). Il résulte maintenant de (5.4.1) que

(5.4.2)

^( ̂  = (Hess r9)(ôm ' ôm) + 2(Hess ̂ (^î ̂ )+ (Hess ̂ rn, 3J
2(1 + M2)

, (Hess/W^,^.,) zg. , ,„
(l+|z|2)2 ' (1+lzl2)^3 "(z)-

De (5.3.1), on déduit que

(5.4.3) (Hess f^, âj = A,, = g(^ l )^2 + ^(Z).

Par ailleurs, on a

(5.4.4) (Hess^)(3,,3,) = q(q-\)^2.

Avec (5.2.3), (5.2.4) et les formules (5.4.2) à (5.4.4), on obtient

<^^ = ^?-1)4"2 -2(^2g-l)zii. + gto-l^2 , ,_
u ) — — — — — — — — — — — — — 2 ( 1 + | ^ | 2 ) ^ 3 + ^ ( Z ) ,

d'où le lemme.

On retrouve avec le lemme 5.4.1 le fait que DgÇf^) ^ 0, ce que nous
avions déjà démontré avec le lemme 4.7.

PROPOSITION 5.4.1. - Lorsque q ̂  2, D^ViC/^)) et DgÇv^)) sont
linéairement indépendants sur C.

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde et supposons que
^(VaC/^)) = cD;(Vi(/4)), où ceC . On aurait alors

(5.4.5) ( D ^ 3 - 8 8 - 8 } ^ = c^)|z.\^_i 8x^ ^_i 8x^j

Cette dernière égalité est manifestement impossible. En effet, on sait,
d'après (5.3.2), que le membre de gauche de (5.4.5) est de la forme

R(^)
(l+W5

où R est un polynôme de degré q, mais le lemme 5.4.1 exige que ce
polynôme soit aussi de degré q -h 2, d'où la contradiction.
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5. Posons :

B=^'{/^(/A/')®(/A/')}

= W2 sr®sr +/'2 a/® a/-mayW + ̂ '®a/)},
avec q entier ^ 0. D'après (5.2.1), on a

(5.5.1) B,, = ̂ {pg^g^ + /'^

-fr(8jn^km^\ + ̂ m^fem)} •

Nous déduisons de (5.5.1) et (5.1.1) que
rq+i

(5.5.2) B,.,,,_,=^^+^(Z)3, <

^+1^
('•") B-.---(iT1^+•i'(z'l•

et que

<5-5-4) ^-(i^^2)3-
Avec (5.5.2), (5.5.3), (5.5.4), (5.1.2), (5.1.7) et (5.1.8), nous obtenons le

LEMME 5.5.1. — Les quantités
fq+1

Tï——— D___ rs . J_______
~m-l;m-l,m' am-\•,mm' "m-l;m-l.m ' /i . 1 |2\4'

B , (g+i)^r p iH' _ (g+2)/^1
^ " • - ' • ' " ' ( l + l z l 2 ) 4 ' ""-̂  (l+|z|2)4' "'"•'"- ••'"-' (l+|z|2)4 '

B , (g+4)/^3 _(4±4)/^T
m;»-l,«-l -t- (1+^2)2 ' "«.m-l.m (l+|z|2)2

sont dans ^(Z)2.
Posons maintenant

._ f9

(l+|z|2)6

II résulte du lemme 5.5.1, de (5.1.2), (5.1.9), (5.1.10) et (5.1.11) que
"D——— __ "D___ ___ _ 'D___ ._ 'D___ _ (\
~m—\,m—\;mm ~ ~~m—\,m—\;inm ~ ~m—\m;m—\,m — ~m—\,m\m—\,m — •J »

^m»-\:m-\.» = b(q+5)zï,, B^_, „;„_,„ = - b(q+î),
Bm-l,in-l;mm = 2fr ,

B^,;»-i^-i =fc(q+2)(g+l),
B ;̂.-,̂ -, = - fc(î+2)(g+5)z^,
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et
B -̂i,.-i = b(^+3)(^4)z^

sur Z. Avec (5.1.2) et la relation de commutation (5.1.6), ces dernières
formules nous donnent

0 ___ _ D ——— _ A
"m-l.w-liww — "ww-lim-Lw v / »

B»-i,^-i.m = fc(î+4)zL
et

B ,̂;»-,,»-, = - fc((î+3)((?+4)z2,,

sur Z. Il résulte des formules ci-dessus, de (5.5.2), (5.5.4) et de (5.1.13) que

<,,,) D.Br—.^.—,^)
\^m-l ̂  ^_i ^/

= \ {(q+2)(q+3) - 2(q+3)(q+5)zï,+(q+3)(q+4)z^} + ^(Z).

Du fait que le membre de droite de (5.5.5) n'est pas dans ^(Z), il découle
du lemme 5.1.1 que

(5.5.6) D,u'(/»® (/• A /')® (/• A /')) + 0,

pour tout entier q > 0.

6. Considérons, pour ^ > 1,

C = W®/A/') = q^Sf.ôj" - y»-1/'^/)2).

Avec (5.2.1), on trouve que

(5.6.1) C,» = 4g{/<(^^+^,,r,^,,) - 2F f9-^^}.

En particulier, il découle de (5.6.1) et (5.1.1) que

2a^<'+lf'
(5.6.2) C,._i,,,_i = - -f-ĵ p- + ̂ (Z)3,

(563) C -^O+l^l24- •••+l^-2l2+2|z„_J2)(yb.j) ^-i.^- (l+|z|2)3 '^'^

et que

(5.6.4) c^,=-2g^^3+^(Z)3.
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A l'aide de (5.1.2), (5.1.7), (5.1.8), (5.6.2), (5.6.3) et (5.6.4), on a le

LEMME 5.6.1. — Les expressions

q(q- 2)AT'
^W-lîW-l.W I (l+|z|2)3

2qr9-1
c»-,;̂ , + (l + M2)5

g2^-1

(l+|z|2)5 '
2qW

^-1,»-1 ^(1^|2)3'

,_ q^rW-q-l)
a-l••m-l•m (l+|z|2)3

2<L^g+l

(l+|z|2)2'
g^+S)/"^

(l+|z|2)3

^WiW-l,^ ——

^m\m-\,m-\ "1"

^<__
-^w—lîm—l.m

C,,,rï;»-,̂ -, +

^w;wm-l "1"

^ Çn^mm sont ^HS ^(Z)2 .

ûfî C
Soient c = . ^ et c' = ,——-. Avec le lemme 5.6.1, (5.1.2),

(5.1.6), (5.1.10) et (5.1.11), nous obtenons

^^^m-^mm-l =-0?-2)c,

Qn-i,^;^-! = - (^+1)C,
cm^T,m;m-l,m-l = - 2^C ,

C,,:T;,-i,,-i = -2(g+l)c,
C ,̂_^ ==2(^2)z^,
'-'m-l,m-l;m>n-l = u,

C^^^_i = - g(g+4)c',
C^;^_, =-(q+l)(q+3)c',
C^_,^ =2(ç+4)c',
C»-,,»;^ =2(g+3)c',
^mm-t;mm = 0 »

C^ .̂i = (q+3)(q+2)zic',
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sur Z. Maintenant, en utilisant (5.1.14), (5.6.3) et les formules ci-dessus,
on voit que

(5.6.4) ^(C) = (-2(4+l)0?-6)+2(4+l)0?+2)z^)c + ^(Z).

Comme le membre de droite de (5.6.4) n'est pas dans ^(Z), lorsque
q > 0, le lemme 5.1.1 entraîne la

PROPOSITION 5.6.1. - On a D^V^/A/') ^ 0, pour tout entier
q > 1.

Finalement, le lemme 4.8 est donné par le lemme 5.2.1 et la proposition
5.4.1. Le lemme 4.9 résulte du lemme 5.2.2 et de la proposition 5.6.1, tandis
que (5.5.6) est l'assertion du lemme 4.10.
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