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FONCTIONS A HESSIEN BORNE

par Françoise DEMENGEL

Cet article a pour objet d'établir quelques propriétés de l'espace des
fonctions dont le hessien est une mesure bornée. Cet espace est l'espace
naturel pour certains problèmes de mécanique. Il permet de résoudre des
problèmes parfaitement plastiques en dimension deux, pour le modèle de
Hencky (problème de plaques). Nous renvoyons à [2], [3] pour l'étude des
solutions dans l'espace HB du déplacement orthogonal au plan d'une
plaque à comportement parfaitement plastique du type de Hencky.
Remarquons que cette étude nécessite nombre de résultats énoncés ici. La
première partie de l'article présent concerne des propriétés topologiques de
l'espace HB. On y montre, entre autres, la compacité relative des bornés
de HB(fl), pour une topologie dite faible ; on y introduit une topologie
intermédiaire entre la topologie faible et la forte, qui sera très utile pour les
théorèmes de trace : les traces sont étudiées au paragraphe 2, et nous
permettent de donner des théorèmes de prolongement d'une fonction de
HB(Î2) en une fonction de HB(Rn) à support compact dans R". Au
paragraphe 3, on donne les théorèmes d'injection de type Sobolev. En
particulier HB(f2) est pour n = 2 inclus avec injection continue dans
^(tî). Remarquons que ce résultat permet de justifier la déformation
plastique d'une plaque soumise à une charge ponctuelle, puisque celle-ci est
représentable par une mesure de Dirac, qui appartient au dual de ^(Û).
Nous renvoyons à [2], [3] pour plus de précisions sur ce point et pour les
questions d'existence de solutions des problèmes variationnels des plaques.

Notations.

Dans ce qui suit on désigne par f2 un ouvert borné de R", n > 1 et
connexe.

• Dans la plupart des propriétés énoncées, on suppose que Q a la
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propriété de cône (cf. Adams[l]); dans d'autres — notamment pour le
théorème de continuité — on suppose que 0 est C2 régulier uniforme, ce
qui est évidemment plus fort.

On désigne par L^tl) (resp. IAQ)) l'espace des classes de fonctions à
valeurs réelles (respectivement à valeurs dans R"), de puissance p101"0

intégrable sur îi; on désigne par ^^(Sî), (resp. .^,(tl,R"), resp.
^b(il,E), l'espace des mesures bornées sur 0 à valeurs réelles, (resp. à
valeurs dans R", resp. à valeurs dans l'espace E des tenseurs symétriques
d'ordre deux sur R"). ^i(t2) est l'espace des distributions sur 0 à
dérivées secondes nulles sur f2. On note indifféremment | |p la norme sur
1 (̂0) ou L^tl), | IT la variation totale d'un élément de M^t) ou de
^(S1,E).

On rappelle maintenant la définition des espaces de Sobolev :

W t̂l) = {M/D'MeIAnUaKw}
ou

y ll+a2+•••+an
D01 =——————» a = (ai^.-.-.aJeN" et [a] = a^ + • • • + a,,

8x^ ... 8x^

les dérivées étant prises au sens des distributions, et on note || ||̂ p la
norme sur W"^, définie par

NL.p= Z ID l̂,,
0<[a]<m

et qui en fait un espace de Banach.

On rappelle aussi la définition des espaces BV(tl) (resp. BD(iî))
utilisés en calcul des variations et en plasticité, étudiés par Giusti[6],
Miranda[7], (resp. Strang-Teman [13], Suquet[14]):

BV(îl) = [u G L1 (ti). Vu e ̂ (ÎW}.

BD(Q) = {Ï e L^tï), £(^) e ̂ (Q.E)},

où ey(M) =^(M,,,4-u,,,).
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On introduit maintenant l'espace des fonctions à hessien borné, noté :

HB(Q) = {ueW1 '1^), WM€^(".E)}

et que l'on munit de la norme :

NlHB= Ml + IV^Il + |VVM|T.

Remarque. — Lorsque t2 possède la propriété de cône il est aisé de voir
que :

HB(t2) = [ u ç 3 ! ' ( S Ï ) , VVue^(n,E)}.

Ce résultat est conséquence directe du résultat de Deny-Lions [5] :

W^^tl) = {uçQ'ÇSÏ), VueL^ft)},

joint au résultat de Strang-Teman [13] :

BD(t2) = {"^ eQf(SÏ),e(u)€Jyb(Sî,Rn)}.

Citons un exemple de fonction de HB(Q) en dimension 2, qui présente un
intérêt pour l'étude de la déformation d'une plaque élastoplastique à
géométrie simple soumise à une charge concentrée au centre :

Exemple. — Un repère orthonormé de R2 étant choisi, Î2 est le carré
] — 1, -l-l [ x ] — !,+![, et u est la fonction définie par

u(x,y)=(\-\y\)l^^^ -h (l-|;c|)l̂ î î

(IA désigne la fonction caractéristique du borélien A).

Les calculs des dérivées secondes de u donnent :

Ô2U - ^ ^0^2 " ~ "{M^l^l^l} ~ °{\y\<^x=-\y\}

ô2» . .
9xÔV ~~~ ^1<1^==^ °{|x|<l^=-x}»

Ô2U - 8 Sg 2 ~ 0{W<1^=W}— o{ |x|<l ,y=-W} .

(où 5y désigne la mesure de Dirac distribuée sur la courbe V).
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La figure 1 ci-dessous représente le graphe de — u. Il donne une idée
de la déformation géométrique d'une plaque plastique carrée encastrée et
soumise à une charge centrale.

Fig. l.

1. Premières propriétés de l'espace HB(t2).

Nous commençons par énoncer une caractérisation des distributions à
valeurs dans E, qui sont elles-mêmes le hessien d'une distribution scalaire.
Il s'agit d'un analogue de la caractérisation des distributions qui sont des
gradients (cf. De Rham [10], Schwartz [12], Teman [15]) et des distributions
qui sont des déformations (cf. Moreau [9]).

La remarque qui suit la Proposition 1.1 suggère une première
application non évidente du résultat obtenu.

PROPOSITION 1 . 1 . — Soient ti un ouvert quelconque de V (non
nécessairement borné) et E l'espace des tenseurs symétriques d'ordre 2 sur
R". Soit Ge^'(t2,E) décomposantes ^e^'(Q,R) relativement à une
base orthonormée de R". Les propriétés î) et iî) sont équivalentes :

i) II existe M€^'(O,R) telle que

gij = u^j (ou encore G = WM);

ii) VM e ̂ (Î1,E), telle que M^. = 0 (encore noté V.V.M = 0)

(gijMijY = 0 (ou encore <G : M> = 0).
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Remarque 1.1. — Lorsque Q a la propriété de cône, l'implication
ii) => i), jointe à Deny-Lions [4] (pour p ^ 1) permet d'établir que
l'opérateur V V :

vv: w2^ -^ L^E)
u ̂  Wu,

a une image faible-étoile fermée.

Démonstration de la Proposition 1.1 — II est immédiat que i) entraîne ii)
et on démontre donc la réciproque. Rappelons à cet effet le résultat suivant
([10], [12], [15])

Soit V e3't(Sï,Rn)•, les propositions a) et b) sont
équivalentes :

(1 .1 ) a) 3ue^'(î2,R),y = VM

b) Vv^ eQÇSiy) tel que V . v ^ = 0 , alors (7,v^) = 0

qui sera utilisé à deux reprises au cours de la démonstration de ii) =» i).
Remarquons tout d'abord que si ii) est vraie, elle l'est aussi pour tout M
tenseur non nécessairement symétrique, vérifiant M^y = 0. En effet soit

alors le tenseur symétrique K^ = —L———jl- II est aisé de voir en uti-

lisant le théorème de Schwarz sur la symétrie de la différentielle seconde
que K^ vérifie aussi

K W — O .

L'application de ii) donne donc :

<g,,,K,,>=0,

ce qui entraîne, compte tenu de la symétrie de G :

<^,,M.,>=0.

Cette observation faite, soit v de ^'(îl.R") décomposantes Vi =^i i , et
soit w un élément de ^(t^R"), tel que V. w = 0 . L'élément M de
®(tl,E) décomposantes M y = W f 8 i y vérifie M^y = 0, donc

(gij : M^> = 0 , ce qui s'écrit aussi < w . v > = 0.
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II existe alors, grâce à (1.1) un élément u^ de ^'(t2,R), tel que
8u = ^u- ^ même il existe i^e^^ft.R), tel que:

Ski = Mt.,,
pour k = 2 ... n. De la symétrie de G on déduit que :

(1.2) Uij = u^i pour i = 1,2 . . . n
7 = 1 , 2 . . . n .

Il reste à montrer que u est lui-même gradient d'une distribution scalaire
u. On remarque pour cela que :

(1-3) ^ = (i^c,),,, - XjUj^,

et il suffit de montrer que l'élément de ^'(tî.R"), décomposantes x^
est un gradient. On utilise à nouveau (1.1), soit donc h dans ^(Q.R") tel
que

(1.4) A , , = 0 .

Par définition de la distribution XjUj^, on a :

<X^,,/l,> = - <M^,/Ï^>.

Mais alors :

(hiXj) ̂  = 6^ + h^Xj = 6^ compte tenu de (1.4)
et

(hiXj)^ = h^ = 0.

L'utilisation de ii) avec M^- = h^x^ (non symétrique), jointe au fait que
Uj ̂  = g^ donne finalement :

<(XjUj^h^ = <M,,,,( .̂X,)> = 0.

Ceci entraîne d'après (1.1) que XjUj^ est un gradient. On en déduit que
Ui est un gradient en utilisant (1.3). Ceci termine la démonstration en
utilisant g^ = u^. D

Remarque 1.2. — Lorsque ti est simplement connexe on peut
remarquer que i) et ii) sont équivalents à

iii) gij,k = gikj. V(iJ,k).



FONCTIONS A HESSIEN BORNE 161

PROPOSITION 1.2. — On suppose que Î2 possède la propriété de cône. Sur
le quotient HB(t2)/é^i, la variation totale du hessien IVV^IT est une norme
équivalente à la norme quotient induite par HB(Q).

Démonstration. — 1) I V V M J T définit bien une norme sur
HB(îi)/^(ti). En effet si VVu = 0 alors u est dans ^i(f2), donc
u = 0 dans HB(Q)/^i. Par le théorème de Banach, l'équivalence des
normes proposées résultera de la complétude de HB/^i muni de la norme
[VV^IT. Supposons donc u^ dans HB(ft) telle que son image par la
projection canonique de HB/^i soit de Cauchy pour cette norme. Alors
Wu, converge dans ^^(Sîji) vers une limite G qui est une mesure
bornée sur 0. La Proposition 1.1 permet d'affirmer que G est le hessien
d'une distribution scalaire u. En effet soit M dans ^(Q,E) telle que
Mij^j = 0, alors

<G:M> = l im<VV^:M>
= l im<^V.V.M>
= 0.

Il résulte de la Remarque faite dans l'Introduction que u e HB(Q). Alors
|VV(M^—M)|T tend vers 0, ù^ converge vers ù dans HB(t2)/^i, et
HB(Q)/^i est bien complet.

La Proposition 1.3 qui suit précise et explicite la précédente:

PROPOSITION 1.3. — f) II existe c > 0, ne dépendant que de 0 et tel que
pour tout u dans HB(tl), il existe p = p(u) dans ^\, avec

\\U-P\\HB^ IVV^IT.

ii) si m est une semi-norme continue sur HB(Q) et une norme sur ^^,
alors

(1.5) m(u) -h |VVu|T

est une norme sur HB(0), équivalente à la norme originelle.

Démonstration. — i) La définition de la norme quotient, jointe à la
Proposition 1.2 donne:

inf \\u-p\\ = N|HB(O)/̂  ^ c|VVu|T
p€^ j

avec c une constante > 0 ne dépendant pas de u. 9^ étant de
dimension finie, l'infimum à gauche est atteint en un p au moins de ^i ce
qui termine la démonstration de i).
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ii) (1.5) définit clairement une norme sur HB(ti) et si u, converge
vers u pour HB(tl), u^ converge vers u pour (1.5). Inversement si u,
converge vers u pour (1.5), |W(^—M)|T et m(Un—u) tendent vers 0.
Par i) il existe donc pn dans ^, tel que ||^—P^—M||HB tend vers 0;
puisque m(u^—ù) tend vers 0 et m est continue m(pn) tend vers 0,
donc pn tend vers 0, et u, converge vers u dans HB(t2).
L'équivalence des normes est ainsi établie.

Remarque 1.3. — Plus précisément, on peut trouver une semi-norme m
vérifiant: pour u dans HB(Q), il existe p(u) dans ^i, vérifiant
m(u—p(u)) = 0 . La semi-norme suivante convient:

avec

.1^ ^ l l"v f ôu f ^ l f ôu f 1
(L7) p(u) = mesoL1 Jo^1 + r ' ̂ mesQUL^'

D

En dehors de la topologie associée à la norme sur HB(Q), il est naturel
de définir la topologie faible — définie par la famille de normes :

(1.8) ^i,M2^)=l^-^li-H<VV^~VVu2,t;>|, t;€^o(",B),

ainsi qu'une topologie intermédiaire entre les deux précédentes, qui
présente de nombreux avantages que l'on verra par la suite. Pour la définir,
on suppose donnée une fonction convexe h de E dans R, qui vérifie :

(1.9) h(0) = 0

(1.10) h ̂  0;

3ki, k^ deux réels positifs, tels que

(1.11) (ki(H-l)) < h(x) ^ k2(M+l), Pour k = 1 . . . p.

Lorsque h est une fonction convexe vérifiant les inégalités du type
(1.9) -> (1.11), l'étude faite dans [4] montre qu'il est possible de définir
une mesure bornée A(n) lorsque n est un élément de .^,(tl,E). Nous
renvoyons à la référence précitée pour les propriétés de cette mesure et nous
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pouvons maintenant définir les distances d^ qui définissent la topologie
annoncée. Il s'agit de

(1.12) d,(u,^) = \u,-u^ 4- | |/i(VVuO|T-|/î(VVM2)|T|.

On dira que u^ converge vers u dans HB,,, lorsque ^(u,,u) tend
vers 0. Lorsque h est la fonction h([i) = |n|, on note HBj la topologie
définie par la distance :

d(u^U^) = \U,-U^ -h ||VVMjT-|VVM2|T|.

La Proposition 1.4 qui suit est un cas particulier du Théorème 2.2 démontré
dans Demengel-Temam [4], avec S = V V.

PROPOSITION 1.4. — On suppose que 0 est C2 régulier uniforme. Pour
tout u dans HB(tï), il existe une suite i^e^^ti) n W^^tl) qui vérifie

u^ converge vers u dans HB,,,

et pour tout n : (u^—u) e HBo (1).

Démonstration. — i) On va exhiber pour tout ô > 0, un élément M&
dans ^(îl) tel que

l^ô-^li ^ 8
IVus-Vuli ^ 8

l|VV^lT-|VVu|T|^48
ll/î(VV^)|T-|(MVVM)|T|^c8.

ii) On choisit r > 0 tel que l'ensemble t2o défini par :

(1.13) Qo = ̂  e n, d(x,a0) > -'-}

vérifie

(1.14) | V V u | = 0 ,
JôS

L
JôSio

(1.15) 1 ^ 8
Jo\no

(1) HBo désigne l'adhérence des éléments de HB à support compact, dans HB muni de
la topologie forte.
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et

(1.16) | |VVM|^8 .
J"\"o

Nous posons
»-i =0

et, pour tout entier j ^ 0 :

Î2, = ^x e 0, rf(x,3iï) > -1-^
l 7+^J

A,=ti,^ -tî,~i, j ^ 2
A,=Q, .

Soit {(pj}j>i une partition de l'unité subordonnée au recouvrement de Q
par les Aj, et soit Kg définie par :

oo

(1-17) MO = SP.. *(P/M
1 '

où les KJ sont décroissants, tendent vers 0 lorsque j -> + oo, et les
fonctions régularisantes pg sont définies par

Ps,W=^pf^V pe^(B(0,l)),
^ \^J/

p = 1 au voisinage de 0. On impose aux Sj, j ^ 1 d'être assez petits
pour que :

( 1 .18 ) [ f |pe.*((pi(VVM))|-|(p,(VVu)|| ^ 5;
IJ"

(1.19) f |p * (u(p,)-u(p,| ^ 52-^;
Jn

(1.20) f |p *(VV((p,M)-(p,(VVM))-(VV((p,M)-(p/VVM))|<ô2-J(l).
Jo J

(1) Remarquons que cela est possible car
Vv((pyi4) - (p^.VVM = V(p^ ® Vu 4- Vu ® V(^. + uVV(p^. e L^O.E).
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On impose enfin aux c, de vérifier

(1.21)
(1.22)
(1.23)

Alors nous avons

n^ùi + B(O,EO c n3\ûo
Â2 + B(0,£2) C t^ - ̂

Aj + B(0,e^) c A^_i u Aj u A^.+i.

M—M;•ôll - ^(P^-p ^(p^

(1.24)

^ £l<p^-p,*(p^|ii •'
00

<Z82-^
i

^28 ,

(IVVMgl-IVVul) < |p,.*(piVVi<|-|(piVVM|

"1^2
+ P .̂ * (p, V V» + ̂  p * (V V((p,-«) - (V Vu)(p,-)

+ f E<PyVV«
Jn ,-s.i

Puisque ^ (p, = 1,

(1.25)
;n i

^Ps,*(VV((p,«)-(VVM)(p,)
;n| i

;p.*(VV((p,M)

- (VVu)(p^) - (VV(<p^) - (VVM)<p )̂ < 2 8 par (1.20).

D'autre part

(1.26)
n b?2

p-»(p.(VVM) <̂ z f
yï2 Jtyï2 JR"

PE,*I<P/VVM)|

^ £ | <Py|VVu|= f (l-(pi)|VVu|
;>2 JK" JR"

< |VV«|
J»\"o

^8.

(1.27) £ (p/VV«)< ^ (p,|VVu| = |(l-(pi)|VVM| ^ 8.
" y?2 ;?2 Ja J
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La conjonction de (1.25), (1.26) et (1.27) donne:

(1.28) I|VV^|T-|WM|T| ^ 5 5 .

Pour montrer que

i r h(VVM8)-/ï(VVu) < 40,
Un

nous rappelons le lemme 2.2, démontré dans [4] :

LEMME. — Soit h une fonction convexe vérifiant les hypothèses (1.9),
(1.10) et (1.11), et H une mesure bornée sur R" à valeurs dans E; p une

fonction de ^(IT), p(0) = 1, p, = — p ( - ) , alors :
£ Ve/

^(Pe * H) converge vers h([i) étroitement,

et que nous appliquons à la mesure (piVVu; puisque (piVVu n'a pas de
masse sur Ô(ÎQ , nous avons aussi :

lim /i(pe * ((piVVu))= f /i((piVVu).
8^0 jQo J"o

De sorte que l'on peut choisir £1 positif assez petit pour que

^(Ps, * ((PiVVu)) - /i((piVVu) < ô.
IJ"o J"o 1

D'autre part la mesure h(\i) étant absolument continue par rapport à ^
(cf. [4], Théorème 1.1), elle n'a pas de masse sur ôQo et on peut écrire

h(Wu,)-h(Wu)\ < h(Wu,)-h(VVu)
J" 1 IJno

+ MVVMs) + fc(VVu) ^ | A(pe, *cpiVVu)-h((piVVu)
Jn\no JQ\"o ^"o

+ ^2 [ (|VVMô|+|VVu|-H) (car h vérifie (1.11))
Jn\Qo

^ 0(1 +6k2) (par (1.14) et (1.28)).
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iii) Soit v = u§ — u et v^ la somme partielle
N

yN = EPe, * (^ - ̂
1 j

v^ est à support compact dans t2. Il s'agit de montrer que pour E > 0
donné, on peut choisir N^ assez grand pour que N ^ N^

1^-uli ^ e

f IVVO^-i;)! < e .
Jn

La première inégalité est aisée à montrer :

\v"-v\ = f p,*((p,M)-(p,M ^ §2-^
N + 2

qui est arbitrairement petit lorsque N est grand (ô est fixé). On choisit
d'autre part N assez grand pour que

(1.30) |VVu| < e
'"''"N-3

|VVl;| < £.

^QN-I

Remarquant que v^ = v sur 0^-1, nous avons:

| iWi^-VVrI = | IVVO^-iOI
Jn Jo\nN-i

-I Z VV(p *((p,u)-(p,y) + |VVi?|
n\tllM-l l N - 2 Jn\nN-i

Z vv(ps,*(<p^)-<p^)(1.31)
X.I •̂  •'Jn\nN-i lN-2

ĴQ

£ p,,*(p/vv«)-(p/vv«)
n\ON_l ]N-2

+ f Ê IPe, * (VV((p^) - (VV«)<p,) - (VV (<p,«) - (WM)̂ )|
Jn\ON-lN-2 '

< £ f lp,*<p,VV«| + |(p,VVu| + £ 02--'.
N-2jû\t lKi( N-2
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Or:

(1.32) [ S |p *(p,VV«| < f ^ |p *(p,(VVu)|
Jft \QN-l N-2 J R " N - 2

r N

^ zZ |(P,VV«|
JR" N-2J R " N - 2

-L |VVu|
^"N-3

^ 6.

On obtient en rassemblant les inégalités (1.29) à (1.32)

IVVi^-VVul ^ 2e + Ô2-N+3 + £,
Jn

ce qui termine la démonstration de la Proposition 1.4. D

Remarque 1.4. — On peut envisager une généralisation de la définition
(1.12) pour un nombre fini de fonctions ^, 1 < k ^ p . La Proposition
1.4 et la plupart des résultats qui suivent s'étendent à ce cas.

Remarque 1.5. — Nous avons fait l'hypothèse que Q était connexe. En
fait tous les résultats s'étendent immédiatement à 0 ayant un nombre fini
de composantes connexes (pour certains cette restriction n'est même pas
utile).

2. Trace des éléments de HB(ÎÎ).

On suppose ici que 0 est C2 régulier uniforme. Rappelons que le
théorème de trace de Gagliardo [6] permet de définir Yo^ 6 L^F) lorsque
u est dans W14^), celui de Miranda [8] donne l'existence d'une trace
interne Y()M dans L^F), lorsque u est dans BV(t2). Il est intéressant de
signaler aussi l'existence de traces dans L^F)" des éléments de BD(t2)
démontrée par Strang-Teman [13], Suquet [14] : nous utiliserons des
propriétés concernant BV ou BD, en notant que £ ( V M ) = W M . Nous
rappelons aussi le résultat démontré par Giusti [7] pour BV. (Notons que
l'analogue pour BD est établi par Teman [6]) :

(2.1)
Si t^ -> v dans L^R")
et si |V^|T -̂  |Vr|T ,
alors Yo^w ~^ ^ov dans L^F)"
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Lorsque u est dans HB, nous pouvons donc définir YO^ et Yo(Vu).
Lorsque u^ est la suite de (W24 n ^^(O) donnée dans la Proposition
1.4, soit v^ la suite de fonctions de HB à support compact qui convergent
vers u^ — u dans HB. L'applicatipn trace étant continue de W14 et
BV, dans L^F) munis de la topologie de la norme, nous avons:

De sorte que :

^ - M|r = lim i^ir = 0
V(u, -M) |r=l imV^=0.

u^ = u dans W^^F)
Vt^, = Vu dans L^F).

Ceci entraîne que

YoCH^^w^c^w^r),
Yi(HB) = Yi(W24) = L^F) (cf. Proposition 1 de l'appendice),

et aussi que

^(yoM)=Yo(VM\ dans L^F).

En effet :
Yo((W = Yo((VuJ,)

=^(^)

^ =^(YOM)•

Indiquons ici une première application de la notion de trace : il s'agit du
prolongement d'une fonction de HB(ti) en une fonction à hessien borné
sur un ouvert contenant strictement ti. Plus précisément soit 1"̂  une
partie C2 régulière ouverte de F et 0' un ouvert de R", tel que:

ûnû' = F^, îînîi' = 0,

et soit QQ = n u ty ^ r^

Pour V dans HB(ÎÏ) fixé, et pour tout u de HB(ÎÎ), on définit û
par :

u =
CM dans tl
V dansti'.
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Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que
ù appartienne à HB(ilo).

THÉORÈME 2.1. - Û€HB(î2o) ^> YoM = YoV sur F^ et alors:

(2.5) Wfi = VVulo + VVV|^ + ^(— (y-u)} 8^

avec ^(p) le tenseur

^(p) = p v (g) v

et or est la distribution de Dirac répartie sur r^.

Démonstration. - Si Û€HB(tïo), u est dans W14^). Soit (p dans
^(tîo)

<Vû,(p> = - û.V(p = - M.V(p - V.V(p
J"o J" J"'

= Vu.(p - Yo^cp -h VV.(p + YoV(p,
J» Jr^ Jn' Jr^

d'où l'égalité classique

Vu = Vt4 -h Wlo/ + (YoV-yoM) 8^

et le résultat suivant :

ûeW1 '1^) ̂  YoV=Yo^ sur F,.

Réciproquement cette condition est suffisante pour que ù soit dans
HB(îlo). En effet:

<VVû : M> = fûM,,.,,

= f ^M,,,, + f VM.,,,
Jn Ja

= - f -̂M,,, - f V.,M,,., + f (u-V)M,,,v,
J" Jn' Jr^

(d'après la formule de Green de Gagliardo)

= <M.,,M,,> + <V,,M,,> - f (u.,-V,)v,M,,
^u

(d'après la formule de Green de Miranda [8]) ;



FONCTIONS A HESSIEN BORNE 171

or :

^ - ̂ J = t^-V). V ]V, + [V(M-V). T]T, = [(VM-W). 'V']V,,

en utilisant jou = Yov et (2.4). Finalement :

<VVû : M> = <VVu : M>n + <VW : M>a< + f ^ ( 8 (V-u)\ : M.
Jr, \3v /

Ceci démontre d'une part (2.4) et d'autre part que ù e HB(îio). En effet,
Yo^ = JoV sur r\, entraîne ûeW1'1^) et la formule (2.5) montre
alors que VVû est une mesure bornée sur t2o.

COROLLAIRE. — On suppose que iï est un ouvert borné de R", n ^ 1 et
u € HB(tl). Soit P un sous-espace de dimension n — 2. y4tor5 P n Q est
de mesure nulle pour [D2^. (En particulier pour n = 2, D2u ne charge pas
les points,)

Preuve. — On choisit (^)i^n une base orthonormée de R" de sorte
que le sous-espace P de dimension n — 2 soit d'équation

x ^ _ i = x ^ = o ,
et on notera x' le (n-2)-uplet x^ . . . x^. Pour e > 0, soit ô > 0
assez petit pour que

ID2^ < 8
A^-'xjo.SDnn1
L

f . fr^i|(^^-i,o)^^-,<
Jdl^xl-S.+Stx^nnJ L^nJI

ID^I < e
JCR^-^l-S^Dnft

et

Jt^-^l-S.+Stx^nflJ IL^^n

où ,— représente la discontinuité de u- à la traversée de la ligne
L^—nJ ^n

X^ = 0. L'ensemble

Pg = ((R^xl-S.ODnQ) u ((R"-1 x]0,8D n 0)
uaR^xl-ô^+Stx^nn)
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est un voisinage ouvert de P n t2. En utilisant la définition de
ID^KP n ti)

ID^KPnti)^ inf (D2»!^),
ô ouvert
=>Pnft

nous avons V5 > 0 :

ID2^ (Pnti) ^ ID^KP,) = ID îr-1 x]0,S[ n tî)

+|D2M|((Rn- lx]-8,0[)nQ)+ f 8U

J(R"-2x]-5,-^8[x{0})nn °^n
ce qui prouve que

ID^KPnft) =0.

Les Théorèmes 2.2 et 2.3 qui suivent permettent de prolonger un
élément de HB(îl) en un élément de HB(R"), à support compact. Leurs
démonstrations utilisent la caractérisation donnée dans le Théorème 2.1.

THÉORÈME 2.2. — Soit 0 un ouvert borné de R", C2 régulier uniforme.
Il existe un opérateur P , linéaire et continu, de HB(ti) dans HB(Rn),
vérifiant

Pu = u p.p. sur Q.

De plus P(W2(l(tî)) c^W^R").

Démonstration. — i) Rappelons que la propriété de C2 régularité
uniforme entraîne l'existence d'ouverts VjJ = 0, . . . , k, les U
recouvrant ôft pour 7 ^ 1, et de C2 difféomorphismes {(p,}i^^ tels
que :

(p, : U, ̂  B(0,l), (p,(U,nt2) = B(0,l) n {(/,^), ̂ O}
= B^ (définition).

Soit P, une partition de l'unité subordonnée au recouvrement U,,
k k

j > 0; P,e^(U,), ^ P, = 1. Puisque u = Poli 4- ^ P,M, et Po^ est
J=0 j = i

à support compact dans ft, il suffit de définir P(^ù) pour j ^ 1 et M
dans HB(îl). L'expression:

PU = PoM + ^ P(P,U)
J=l

conviendra alors pour le prolongement de u.
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ii) Prolongement de PyM, j > 1. On définit sur B^ :

(p^(P^) = P^ocp;-1.

Il est aisé de voir que puisque (pj~1 est C2, cette fonction appartient à
HB(B^), et qu'elle est nulle au voisinage de

^n{(/^),^>0}=^.

Il suffit donc de définir lorsque u est dans HB(B^), nulle au voisinage de
8B^ , un prolongement P*u dans HB(Bi) à support compact.

On convient de noter x = ( x ^ , . . . ,x^_i) (n — 1 premières
coordonnées) et on définit P* par :

[u(x,t) si t > Q
p w(x't'\3u(x,-t) - 2u(x,-2t) si t < 0 .«,» - {;

Il est aisé de voir que

(2.6) [P*u(x,0)],,o=0

(2.7) [^PMx.O)]^0.
K "" l̂-o =

Ceci prouve, compte tenu du Théorème 2.1, que P*u est dans HB(Bi)
lorsque u est dans HB(B^), et que P*(P^u) est à support compact dans
BI donc appartient à HB(R"). Enfin il est facile de voir que les égalités
(2.6), (2.7) entraînent que

P^W^W)) ̂  W^Bi).

Définissons alors :

P(P,M)= ^(^(M^oq),.

Il est aisé de voir que sur tî n U,, P(Pjii) coïncide avec P^u : la définition
donnée à la fin de ii) convient donc.

THÉORÈME 2.3. — Soit yeL^F). Il existe un opérateur Py continuée
HB(ft) dans HB(R"), vérifiant

P^(u) = u dans Sî
J^vW) = ^Ir (trace externe).
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Remarque. — Contrairement au prolongement du Théorème 1, celui-ci
n'envoie certainement pas W24^) dans W^^R").

Démonstration. — On se ramène comme dans la démonstration du
Théorème 2.2 à prolonger (pj'(P^) en une fonction de HB(B^).

On définit Vj = (pj" (P^). ̂  6 L1 G -1, +1 [n ~1 x {0}) ; soit alors V,
dans W^G-l, -hir '^x]- 1,OD, nul au voisinage de

^Br-y-L+ir^o}}
tel que

V/x,0) = 0
5V,
St
^(x,0)=r,.

(Un tel V, existe d'après la Proposition 1 de l'Appendice.)
On définit alors P^u pour u dans ^^(Bi1') par :

"J " Y X , .

P^OcO^"^'0' ^0
•'^A" \2u(x,t)-u(x,-2t)+\,(x,t), t < 0 .

Remarquons qu'on a alors :

[P .̂(u)(x,0)] = 0

r .̂ i 5y^(«)(x.O)J=.,-^(x,0).

Comme dans la démonstration du théorème précédent on définit

P(p,t<)=PÎ/(p7(P,u))o(p,

en utilisant la définition de yi :

Yi(P,«)=^((p?(P,u))|..oO(p,,

Yi(P(P^M)) = ̂  [P?/<PT(P,«))] o (p,

= ^ o (p,
= p^.



175FONCTIONS A HESSIEN BORNE

on peut conclure que si

Pu = ̂ u + f: PÎ,((p?(P^))o(p,, y^Pu) = ^ p,, = r.
j=i •/ j=i

D

Remarque 2.1. — Le résultat établi dans le Théorème 2.2 dans le cas
d'un bord C 2 , se prolonge à la situation suivante : on suppose n = 2
pour simplifier. Le bord est C2 régulier sauf au voisinage d'un nombre fini
de points Xj qui vérifient la condition suivante : il existe des voisinages U,
de Xj deux à deux disjoints, et des C^difféomorphismes (p, tels que

q>,(x,) = (0,0)
(p^.: U, -^ Ri

(p/U.n^B^ =]0,1[2.

On se ramène alors par le procédé employé dans le Théorème 2.2 à
prolonger une fonction de HB(]0,1 [2) en une fonction de HBQ — 1, +1 [2).

- l

La démarche est simple : on commence par prolonger M à la section
82 par la même méthode que la précédente. Il est aisé de voir, en utilisant
par exemple le Théorème 2.1, que la fonction obtenue est alors dans
HB(] — 1, +1 [ x ]0,1 D et le bord est à présent C°°. On sait alors prolonger
aux sections 83 et 84 globalement. Plus précisément, on définit û par

(2.8) û = u dans la section 8^ ;

(2.9) d(x,0 = 3u(-x,t) - 2u(-2x,t) dans la section 83 ;

(2.10) û(x,t) = 9u(-x,-t) - 6u(-2x,-t) - 6u(-x,-2t)
-h4u(-2x,-20 dans la section 83;

(2.11) û(x,t) = 3u(x,-t) - 2u(x,-2t) dans la section 84.
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3. Théorème d'injection.

Les propositions suivantes sont des théorèmes d'injection et de
compacité. Le premier théorème valable pour n quelconque, est une
conséquence immédiate des théorèmes d'injection de Sobolev, et des
théorèmes d'injection et de compacité concernant BV ou BD, démontrés
dans Strang-Teman [13], Suquet [14].

THÉORÈME 3.1. — Si n > 1

(3.1) HB(Q) c-, W^Q) avec q^
(1) n — 1

et l'injection est compacte si q < ——-' En particuliern — 1

(3.2) HB(0) CL-, L^Q) pour q ^ ——— pour n > 2

(3.3) HB(Q) <—, L^(O), V^e[l,oo[, 51 n = 2.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer des théorèmes
d'injection plus fins que les premiers.

THÉORÈME 3.2. — 5Ï 0 est C2 régulier uniforme

HB(t2) c-, L°°(Î2) si n ^ 2.

Démonstration. — II s'agit de démontrer l'existence d'une constante
c > 0 telle que

(3.4) NI, ^c(N|wi,i +|WM|T).

Puisque W211^) c—, L00^) (cf. Adams[l]). Soit c > 0, telle que pour
u dans W2'^?!), et pour presque tout x

(3.5) \u(x)\ ^ cNlwU + IVV^Ii.

0 X c-> Y signifie qu'il existe une injection linéaire continue de X dans Y.
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Soit u dans HB(Î2) et u^ comme dans la Proposition 1.4. Alors le
second membre de (3.5) appliqué à u^ converge vers le second membre de
(3.4) appliqué à u. Puisque u^i converge vers u dans L1, on peut, quitte
à extraire une sous-suite, supposer que- u^ converge presque partout vers
u. On a alors, pour presque tout x :

\u(x)\ = lim|Mjx)| ^ limc(||uJwi,i+|VVMji)
=c(Nkvi,i+|VV4r).

Le théorème qui suit nous a été communiqué par J. Rauch et B. A.
Taylor [11], nous en proposons ici une démonstration indépendante de [11].
L'hypothèse de C2 régularité uniforme n'est pas indispensable : la
démonstration étant correcte pour une fonction de HB(R2), à support
compact, la Remarque 2.1 permet d'étendre le résultat à des ouverts à bord
C2 régulier uniforme sauf en un nombre fini de points vérifiant les
hypothèses de la Remarque précitée.

THÉORÈME 3.3. — On suppose que Q, est un ouvert borné de R 2 , C2

régulier uniforme. Alors

HB(t2) c—, C(û).

Avant de passer à la démonstration proprement dite, faisons quelques
remarques.

Remarque 3.1. - II est connu (cf. [1]), que W24^) c_, C(Q). La
démonstration est aisée, à partir de l'inégalité \u\^ ^ c||M||w2,i, et de la
densité des fonctions de C^î^nW24 dans W24 . Cet argument tombe
en défaut dans ce cas de HB, puisque les fonctions de C^iï) ne sont pas
denses dans HB pour la topologie de la norme. Il faut donc raisonner
différemment.

Remarque 3.2. — Dans la démonstration qui suit, on démontre le
résultat pour une fonction de HB(R2), à support compact. La
Remarque 2.1 montre qu'il n'est donc pas nécessaire de supposer QC2

régulier uniforme. Le Théorème 3.3 est encore valable pour un ouvert C2

régulier sauf en un nombre fini de points.

Le principe de la démonstration est le suivant : on commence par
prolongera en une fonction ù de HB(R2) (c'est possible, compte tenu
du Théorème 2.2). On choisit des axes de coordonnées et on introduit une
fonction v dont on montre qu'elle est continue, et presque partout égale à
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ù. Ceci montre que v ne dépend pas du choix des axes de coordonnées, et
que v/Sî ne dépend pas non plus du prolongement choisi ù. La fonction
v est donnée par la

PROPOSITION 3.1. — Soit u dans HB(R2), à support compact et v
définie par

.(x,o=ff "p-d^t.
JJl-a^M-ao,^^

Alors

i) v est une fonction continue sur R2, à support compact;

ii) v est presque partout égale à u.

Démonstration. — Pour démontrer i) observons tout d'abord que

(3.6) ff -82U- = ff -^
JJ]-oo,.x[x]-oo,/[ sx 3t JJ]-oo.x)x]-oo,() 8X ^

où ]— oo ,x) désigne indifféremment ]—oo,x] ou ]—oo,x[. (3.6) est une

conséquence immédiate de la formule (2.5) qui montre que -—— neôx ôt
présente pas de masse à la traversée d'une parallèle à l'un des axes des
coordonnées. Remarquons que puisque u est nulle hors d'un compact, on
a aussi :

f ^ = ff 82U - ff S2U

JJ(x.+oolx((,+oo[ ̂  St JJ(x,+oo[x]-oo,t) ôx 8t

- - ff ^
JJ]-oo,x)x((,+oo[^^

Montrons à partir de 3.1 la continuité de v en un point (xo,to). Soit
B(x,Xo) (resp. B(r,to)) la bande

]inf (XQ ,x), sup (XQ ,x)[ x R, (resp. R x ] inf (to,t), sup (to ,t)[).

Puisque D2u est une mesure bornée sur R2 , on peut choisir a tel que
Ix—jCol < a, \t—to\ < a entraînent:

[j [D^^e.
J J B(X,X()) u B(f,<o)
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Pour fixer les idées, supposons que x > Xy, t < ty et \x—Xo\<y.,
\t-h\ < a

yu rr yu
-i •ffJJl-00,

v(xo,to)-v(x,t)=
8xSt oo,x[x]-oo,t] ^x ̂]-oo,^o]x]-oo,ï()[

yu

-IfJJ]-00,

ô^ -JISx St SxSt]-CC,XQ^X]t,tQ[ ]xo,x[x]-oo,f]

et donc
S^u-JL\v(xo,to)-v(x,t)\ < e.

\8x8tJB(tQ,t)uB(xQ,x) |

Ceci termine la démonstration de i). Pour établir ii) on peut soit vérifier

(3.7) D2!; = DV

au sens de ^'(R"), ce qui entraîne classiquement que v — u est dans ^i,
soit démontrer l'égalité presque partout par approximation. Il est en effet
facile de vérifier la Proposition 3.1 lorsque ue^(R2). Pour étendre ce
résultat à une fonction u de HB(R2) on utilise la suite u^ de Q(R2)
donnée par la Proposition 1.4, avec Î2 un ouvert borné contenant le
support de M . On a alors

(3.8) u, ^ u

(3.9) |D2^ ^ ID2^.

Soit (9^ Rouvert ]—oo,x[ x ]—oo,r[ . Puisque:

fflu
(3.10)

(3.11)
J ,̂(

Jac^,

8^
ôx8t

8^
ôx8t

-J

=0,

r yu
f\,tsx 3t

Puisque d'autre part, (3.8) entraîne à l'extraction d'une sous-suite près la
convergence presque partout de u^ vers u, on a pour presque tous (x,t)
dans R2 :

a2»,u(x,t) = lim u^(x,t) = lim,t) = lim
"^Jc

Jâx,i

sx., Sx 8t
a2»
——d'après (3.11).

s,,8x8t
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Pour achever la démonstration du théorème, il reste à voir que l'application
qui à u associe v est linéaire continue. C'est évident en utilisant la
continuité du prolongement de u et l'expression explicite de v en fonction
de u :

^ JL Sri <CMmw

Ceci achève la démonstration du théorème.

COROLLAIRE du THÉORÈME 3.2. — Pour tout u dans HB(Q) il existe
une suite u^ e^îî) n W2'^) telle que

u^ -> u dans W14^)

IW^IT ^ IVV^IT

Yo^n, = Yo«
Yi^ = YiM

^ u^ converge vers u dans ^(û).

Démonstration. — On choisit u^ comme dans la démonstration de la
Proposition 1.4. Il est connu que lorsque v est continue à support
compact, pe * v converge vers v uniformément. On peut donc choisir les
£j de sorte qu'ils vérifient aussi :

IPs,* ((P^-Moo <82-J.

On obtient alors
1^8-Mloo ^ 8-

Remarque. — En ce qui concerne les dimensions autres que 2, les
Théorèmes 3.2 et 3.3 sont valables pour l'espace :

V"B(Î2) = [u e ̂ '(Î2), V"M G ̂ (Q,E)}.

Remarquons que si n = 1, l'espace précédent n'est autre que BV(Î2). Le
Théorème 3.2 est valable pour VB^) pour tout n, et lorsque Q a la
propriété forte de Lipschitz locale. En effet sous cette hypothèse, les
théorèmes d'injection de Sobolev établissent que

W^Q) <—, L^n).
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II existe donc une constante c > 0, telle que pour tout u e W"'1, et pour
presque tout x dans îî

(3.12) \u(x)\ ^cd^+.-.+IV^).

Le Théorème 2.2 de F. Demengel-R. Teman [4] appliqué à S = V"
permet d'approcher u dans 7^(0) par u^ dans W"'1 de sorte que

u^ -> u dans W""14^)
IVX.IT ^ IV^IT

alors le second membre de (3.12) appliqué à u^ converge vers

Mi + • • • + [V^i,,

et puisque u^ converge vers u dans L^ft) on peut, quitte à extraire une
sous-suite, supposer que u^ converge vers u presque partout. Alors pour
presque tout x

\u(x)\ ^ lim ujx)| ^ c lim \u^ + • . • -h |V" |̂
= c ( H i + . . . +17^10.

Le Théorème 3.3 est faux en dimension 1 pour BV, comme le montre
l'exemple de la fonction d'Heavyside. Il est en revanche vrai pour les
dimensions strictement supérieures à 2 ; la démonstration du cas n = 2
s'adapte aisément.

Les considérations précédentes, en particulier le fait que
BV(Q) c—, L00 en dimension 1 permet de donner quelques précisions
sur les fonctions de HB, en dimension 1 : elles sont continues (puisque
HB(Q) c_ W14^) c_ C(Q)) à dérivée dans L°°, et lipschitziennes.

Appendice: Trace des éléments de W^^O).

On suppose l'ouvert îK^-régulier uniforme. Le théorème de trace de
Gagliardo [6] sur W^^Q) s'applique alors à M et à Vu. (En fait, pour
définir jou et yo (Vu) ÎÎ-C1 régulier suffit.) L'hypothèse ft-C2 régulier
uniforme permet de se ramener par cartes locales et partitions de l'unité au
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cas de Q = ]0,1[ x ]0,1[ et F = ]0,1[, de définir le gradient tangentiel de
Y()M, noté Y^Yo^) ci111 appartient à L^F) et de montrer qu'il coïncide
avec Yo(VM\; yoU est donc dans W14^). On peut aussi définir y^u égal

à Yo(V^). v , encore noté — et qui est dans L^r).ôv

De plus, il est immédiat en utilisant la continuité de l'application YO de
W^^O) dans L^F), pour u et pour Vu, que l'application YO
(resp. Yi) précitée est linéaire continue de W^^Q) dans W14^) (resp.
L^O).

Il est naturel de se poser la question de la surjectivité éventuelle de ces
applications. Cela est prouvé pour YI et fait l'objet de la Proposition 1.

PROPOSITION 1. — L'application Yi : W2'^) -> L^F),

8u\u ̂  —\
8v\r

est linéaire continue, surjective. Plus précisément pour g dans L^F), il
existe u dans W211^), telle que Y()M = 0, y^u = g .

Démonstration. — Seule la surjectivité n'est pas triviale. Pour l'établir, on
suit en partie la démonstration de Gagliardo [6]. Comme d'habitude, on
se ramène par cartes locales et partition de l'unité à Q = ]0,1[2 et
r = ] 0 , l [ x { 0 } . Soit alors geI^GO.lD et soit (?„ une suite de
fonctions régulières (au moins C2) à support compact dans ]0,1[, qui
convergent vers g dans I^GO.ID. On peut faire en sorte que
^ l ^ p + i — ^ p l i solt finie. En effet puisque (?„ est de Cauchy :

VpeN*. 3N(p), V n ^ N ( p ) , Vfe ^ 0, |(pn^-cpJ^2-^|i.

En définissant alors

n(p)=Sup(N(p-l)+l ,N(p))

la suite v|/p = (p^p^ vérifie :

v|/p-^ dans LWD, et

D^i-^li^igi,.i
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La suite (v|/p)^i u {\|/o=0} vérifie aussi (3.1). Soit maintenant tp une
suite de réels entre 0 et 1, to > 0, strictement décroissante et tendant
vers 0, telle que :

l^+i -tp\ ^
2-^li

Sup |v|4°| + 1
< € { 1 , 2 }

k e { p , p + ï }

pour tout p e N.

Remarquons que îo=ZOp-^-n) et définissons v sur ]0,1[2 par
o

v(x^x^) = 0 , to ^ X2 ^ 1
^(^i^+i+(l-^) =^+i-v|/p) +v|/^ pour )ie]0,l[.

Il est aisé de voir que

lim u( . ,x2) = ^( . ) dans L^QO^Q.

x x ... . 8v 8v 32FMontrons maintenant que v , ——, ——, —— sont intégrables. C'est
(?Xi 3x2 8xi

évident pour v . Ensuite on a, pour i = 1,2:

iï ̂  ^ ̂ 2 = S 1 dx,^ [tp n^, - ̂ )) + ̂ )
•/•/ ^1 Jo p Jfp^i

^El^-^^iKWi+lvl/^j,)
p

^ 2|g|i d'après le choix de \tp+1 - rp|.

Jf^^^-f-zf '^"^^^
^•/ ^2 Jo Jt^^ tp~tp+l

^^l^+l-^ll

^2|^|,.

On définit alors sur ]0, 1[ x ]0, 1[, la fonction u définie par

r-2
u(x^ ,^2) = u(xi ,0 dt.

Jo
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II est aisé de vérifier que u est dans W24^), que -—(xi ,0)
ôx^

= u(xi,0) = ^(x0, que u(xi,0) = 0, et que \\u\\^i ^ c\g\^ .
D

Le Théorème 1 qui suit précise l'indépendance des traces yo^ Yi^
l'une par rapport à l'autre.

THÉORÈME 1. — i) L'application trace:

W24^) ^ YoCW24^)) x L^F)
^ «-̂  (Yo^YiiO

est linéaire continue surjective, l'espace YoO^24^)) étant muni de la norme
induite par Yo.

ii) II existe une constante c telle que pour tous

wo, w.eyoCW2'1^)) x L^F),

i! existe weW211^) vérifiant

Yo^ = Wo, YiW = Wi ^ ||w||w2,i ^ c(|wo|^w2,i)-l-|wi|i)-

Démonstration. — i) Seule la surjectivité n'est pas évidente. Soient donc
(wo,Wi) dans Yc^211) x Ll(^) et v dans ^2flW tels que WQ = Yo^.
La proposition précédente assure l'existence de M dans W24^) telle que
7o^ = 0, YiM = — Wi + Y i U . Alors w = v — u vérifie :

weW^Q)
YoW = WQ - 0

7iW = Yi(u - M) = Wi.

ii) II suffit d'appliquer la Proposition 2 qui suit avec

E = W2'1^), S = (Yo,Yi), G = Yo(W211) x L^F).

PROPOSITION 2. — 5'oft S une application linéaire continue surjective d'un
Banach E dans un Banach G. Il existe une constante C(> 0) telle que

V/eG, 3F eE, S(F) = /
et

(A.2) ||F||E<C||/HG.
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Démonstration. - C'est une simple conséquence du Théorème de
Banach.

En effet, S étant d'image ouverte S(B(0,1)) est ouvert et il existe un
réel r > 0, tel que B(0,r) c S(B(0,1)). Alors pour

^0, ^eB(0.)

et il existe x, e B(0,l) tel que —r = S(x^). Alors x = 2X11MI vérifie
^11^11 r

Sx = y et \\x\\ ̂  -\\y\\, et (A.2) est vérifiée avec c = 2. D
r r

THÉORÈME 2. - yc^W2-1^))^1-1^).

Démonstration. - On se ramène par cartes locales et partition de l'unité
à

ti=]0,l[ x ]0,1[
r=]o,i[ ,

et lorsque / est la trace sur ]0,1[ x {0} d'une fonction F de W2-'^),
on peut supposer que F est nulle au voisinage de 3t2\]0,l[ x {0}, et
donc que / est à support compact sur ]0,1[.

Le résultat annoncé va alors résulter de l'incompatibilité de la
Proposition 2 avec la Proposition 3 ci-dessous si l'on suppose que

Yt^W2-1^,!!2) = W^GO.ltx^}).

PROPOSITION 3. - Soit FeW^OO.lt2), /=F(. ,0) . Pour tout
x6]0,l[, soir p(x) le réel iaf(x,l-x). Alors la fonction

^ ^ f(x+t)-f(x-t)
t

est intégrable sur ]-p(x),P(x)[ et vérifie

(A.3) ^) . J '̂ f^ -^ ̂  ̂ ^,.
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Admettons un instant cette Proposition et supposons que

YoCW^GtUl^W^GO^xOT).

Soit alors C > 0 donnée par la Proposition 2 avec

S = y o , E=W2 4GO,1[2), G = W l ( l G O , l [ x { 0 } ) .

Pour / quelconque dans W^GOJI: x {0}), F|r = / et
l|F|lw2,i ^ C|/|wi,i.

En utilisant alors la Proposition 3 pour cet F nous avons pour tout
xe]0,l[:

a/W < 6||/||w2,i < 6C|/|wi,i.

Nous avons donc obtenu l'inégalité :

II existe une constante C > 0 telle que V/eW^^O^lx {0})

(A.4) o^(x)^C|/|wi,iao,iD.

Soit alors 0 < e < 1 et /g la fonction définie par

1 e"
€

e

e

[».r
'1 e
.2~2'
'1 e
rt'

?•
V

•]•

f.W = 0

1} ft(x)=

f.(x) = 1 .

l/ 1
- x-^-^s\ 2

e^
^

/, est bien dans W^^O.llx^}).
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Calculons Oy ( - ) •

.̂̂ i-na,
s [ t l l ï t \ , r^i.i=2 —-dt+l -dt\
LJo e t ]^ t \

=2(1-Loge)
=2(l+|Loge|).

Calculons maintenant H/JlwU •

/Jlw',' = fl/J + fiCI

-\^
_ 3
~2'

Si (A.4) était vraie, il existerait donc une constante c' positive,
indépendante de e telle que

(l+|Log£|) < c' x -,

ce qui est évidemment faux.

Il nous reste à montrer la Proposition 2. Nous la démontrons dans i)
lorsque / est C2. Le résultat s'ensuivra dans ii) par densité des fonctions
C^U) dans W24^).

i) Nous décomposons la différence f(x-\-t) — f(x—t) comme suit:

/Oc+0 - f(x-t) = F(x-K,0) - F(x-M))
= F(x+r,0) - F(x+î,|r|) + F(x+r,|r|)

- F(x-r,|r|) + F(x-r,|r|) - F(x-r,0),
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et nous utilisons le Lemme ci-dessous pour les fonctions :

F^,: ]0,1[ - R
y i->- F(x +t,y).

T,F(.,Q=]-x,l-x[ ^ R
y ^ F(x+^,|t|).

F,_,:]0,l[ -. R
y i-> F(x-t,y).

Nous obtenons donc :

(A.5)
F^,(0)-F^(|t|) <fJo

[\8^(x+t,y)\+\8^F(x+t,y)\]dy

T,F(t,|t|) - T,F(-(,|(|)
(A.6)

(A.7)

<2 [1 x[\8tF(x+y,\t\)\+\8llF(x+y,\t\)\}dy
J -X

^2 r[iaiFO^|)|+|a,iFG',|t|)|]^
Jo

F,-,(|t|)-F,_,(0) ^ (•'
t "Jo

[\ô^(x-t,y)\+\8^F(x-t,y)\] dy.

En intégrant par rapport à t , et en effectuant le changement de variable
x + t = u dans (A.5), x — ( = u dans (A.7), on obtient bien le résultat
voulu, moyennant le lemme :

LEMME. — Soit 1 un intervalle ouvert borné de R, / une fonction de
L1 (I). On suppose que f admet une dérivée seconde intégrale, alors f est
lipschitzienne et vérifie plus précisément :

(A.8) V(x,y) e I2, x + y, ^(y)-f(^\
y-x ^.['̂ J,'̂

Démonstration. — C'est une simple conséquence d'un résultat
d'injection monté dans Adams [1] : les hypothèses faites sur / entraînent
que /' est continue et que

i/ico^^i/ii+rii.
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Par le théorème des accroissements finis, il existe 0 dans ]x,y[,

\f(y)-f(x) ^/'WI^I/loo^^l/li+Lniy-x

et ceci est exactement (A.8).

ii) Lorsque F n'est pas C2 nous rappelons que W24^) Œ C(û) (cf.
Adams[l]) et donc qu'il existe F^eC^Û),

F, ^ F W^^nCCÛ).

Pour x fixé, la suite de fonctions t -> ^^"^ ~ ^(^-0 converge

presque partout (pour t^O) vers /(JC+0 "^-^ par le lemme de

Fatou on obtient :

>+(w|/(^0-/(x-0r^A
j-poc) i

^^l/^+o-^x-oA ^ lim
-P(x)

^ 6 lim ||FJhv2,i
=6||F||^,i,

rfr

ce qui prouve que t -^ j(^-0 ^ intégrable et que

a/x)^6||F||w2,l.

En fait on remarquera qu'il y a aussi convergence dans CGO,1[) de
^mj vers Oy, où a^,^ est définie à partir de f^ comme a/, à partir
de /.
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