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FONCTIONS A HESSIEN BORNE

par Frangoise DEMENGEL

Cet article a pour objet d’établir quelques propriétés de ’espace des
fonctions dont le hessien est une mesure bornée. Cet espace est I’espace
naturel pour certains problémes de mécanique. Il permet de résoudre des
problémes parfaitement plastiques en dimension deux, pour le modéle de
Hencky (probléme de plaques). Nous renvoyons a [2], [3] pour I’étude des
solutions dans I’espace HB du déplacement orthogonal au plan d’une
plaque & comportement parfaitement plastique du type de Hencky.
Remarquons que cette étude nécessite nombre de résultats énoncés ici. La
premiére partie de I’article présent concerne des propriétés topologiques de
I’espace HB. On y montre, entre autres, la compacité relative des bornés
de HB(2), pour une topologie dite faible ; on y introduit une topologie
intermédiaire entre la topologie faible et la forte, qui sera trés utile pour les
théorémes de trace: les traces sont étudiées au paragraphe 2, et nous
permettent de donner des théorémes de prolongement d’une fonction de
HB(Q) en une fonction de HB(R") a support compact dans R". Au
paragraphe 3, on donne les théorémes d’injection de type Sobolev. En
particulier HB(Q2) est pour n = 2 inclus avec injection continue dans
#(Q). Remarquons que ce résultat permet de justifier la déformation
plastique d’une plaque soumise a une charge ponctuelle, puisque celle-ci est
représentable par une mesure de Dirac, qui appartient au dual de %(Q).
Nous renvoyons a [2], [3] pour plus de précisions sur ce point et pour les
questions d’existence de solutions des problémes variationnels des plaques.

Notations.

Dans ce qui suit on désigne par Q un ouvert borné de R", n > 1 et
connexe.
e Dans la plupart des propriétés énoncées, on suppose que Q a la
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propriété de cone (cf. Adams [1]); dans d’autres — notamment pour le
théoréme de continuité — on suppose que Q est C? régulier uniforme, ce
qui est évidemment plus fort.

On désigne par LP(Q) (resp. L?(Q)) I’espace des classes de fonctions a
valeurs réelles (respectivement a valeurs dans R"), de puissance p*“™
intégrable sur Q; on désigne par #,(Q), (resp. #,(,R"), resp.
M, (QE), l'espace des mesures bornées sur Q a valeurs réelles, (resp. a
valeurs dans R", resp. a valeurs dans I’espace E des tenseurs symétriques
d’ordre deux sur R"). 2,(Q) est I'espace des distributions sur Q a
dérivées secondes nulles sur Q. On note indifféremment | |, la norme sur
L?(Q) ou L?(Q), | |r la variation totale d’un élément de .#,(Q) ou de
M,(QE).

On rappelle maintenant la définition des espaces de Sobolev :
WmP(Q) = {u/D*u e L?(Q), [¢] <m}
ou
6&|+Gz+"‘ +(1"

D*=——— a=(0,%,...,0,)EN" & [a] =0; + --- + a,,
ox}' ... ox”

les dérivées étant prises au sens des distributions, et on note || ||, la
norme sur W™P  définie par

lullmp = 3 1D%l,,

[INCIES ]

et qui en fait un espace de Banach.

On rappelle aussi la définition des espaces BV(Q) (resp. BD(Q))
utilisés en calcul des variations et en plasticité, étudiés par Giusti [6],
Miranda [7], (resp. Strang-Teman [13], Suquet [14]):

BV(Q) = {ue L'(Q), Vue .4,(QR")},
BD(Q) = {u eL'(Q), e(u) e 4,(QE)},

. 1
ou 8,-1-(“) = E(u,-,_’--i-uj’,-) .
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On introduit maintenant I’espace des fonctions a hessien borné, noté :
HB(Q) = {ue W"'(Q), VVue #,(Q,E)}
et que I'on munit de la norme:

[[ellyg = luly + [Vuly + |V Vuly.

Remarque. — Lorsque Q posséde la propriété de cone il est aisé de voir
que:

HB(Q) = {ue2'(Q), VVue #,(QE)}.
Ce résultat est conséquence directe du résultat de Deny-Lions [5] :
wWh(Q) = {ue 2'(Q), Vue L' (Q)},
joint au résultat de Strang-Teman [13]:
BD(Q) = {1 € 2'(Q), e(u) € M *(QR"}.

Citons un exemple de fonction de HB(Q) en dimension 2, qui présente un
intérét pour I’étude de la déformation d’une plaque élastoplastique a
géométrie simple soumise a une charge concentrée au centre :

Exemple. — Un repére orthonormé de R? étant choisi, Q est le carré
]— L+1[ x]—-1,+1f, et u est la fonction définie par

u(x,y) =(1 ‘].Vl)l{|y|<l,|x|<|y|} +( _|x|)1{1x|<l,lyl<lxl}
(1o désigne la fonction caractéristique du borélien A).

Les calculs des dérivées secondes de u donnent :

0%u
W == 8{Iylsl,x=IyI} - 8{I}’|<l‘x=—lyl}
%u
= 8(|x|<1 =x} — 8{|xl<l =—x}>
Ox dy shY i
0*u
57 = - 8{lxl<l.y=lxl} - 8{IJclsl.y=—le}-

(ou 3, désigne la mesure de Dirac distribuée sur la courbe %).
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La figure 1 ci-dessous représente le graphe de — u. Il donne une idée
de la déformation géomeétrique d’une plaque plastique carrée encastrée et
soumise a une charge centrale.

——
X/

Fig. 1.

1. Premiéres propriétés de ’espace HB(Q).

Nous commengons par énoncer une caractérisation des distributions a
valeurs dans E, qui sont elles-mémes le hessien d’une distribution scalaire.
Il s’agit d’'un analogue de la caractérisation des distributions qui sont des
gradients (cf. De Rham [10], Schwartz [12], Teman [15]) et des distributions
qui sont des déformations (cf. Moreau [9]).

La remarque qui suit la Proposition 1.1 suggére une premicre
application non évidente du résultat obtenu.

ProprosiTION 1.1. — Soient Q wun ouvert quelconque de R" (non
nécessairement borné) et E l'espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur
R". Soit Ge 2'(QE) de composantes g;je 2'(QR) relativement a une
base orthonormée de R". Les propriétés i) et ii) sont équivalentes :

i) Il existe ue 2'(QR) telle que
8i; = u;; (ou encore G = VVu);
ii) YM € 2(Q,E), telle que M;;;; = 0 (encore not¢ V.V.M = 0)

gijsM;;> =0 (ou encore {G:M) = 0).
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Remarque 1.1. — Lorsque Q a la propriété de cone, I'implication
ii) = i), jointe a Deny-Lions[4] (pour p = 1) permet d’établir que
I'opérateur VV:
VV: W2? 5 LP(QE)
u+— VVu,

a une image faible-¢étoile fermée.

Démonstration de la Proposition 1.1 — Il est immédiat que i) entraine ii)
et on démontre donc la réciproque. Rappelons a cet effet le résultat suivant

(10}, 12}, (15D

Soit V €2'(Q,R"); les propositions a) et b) sont
équivalentes :
(1.1) a) Jue2'QR),v=Vu

- — - =
b) Vwe 2(QR") tel que V.w =0, alors (v,w) =0

qui sera utilisé a deux reprises au cours de la démonstration de ii) = i).
Remarquons tout d’abord que si ii) est vraie, elle I’est aussi pour tout M
tenseur non nécessairement symétrique, vérifiant M;;;; = 0. En effet soit
M., + M., ., . .
——22—"- 11 est aisé de voir en uti-
lisant le théoréme de Schwarz sur la symétrie de la différentielle seconde
que K;; vérifie aussi

alors le tenseur symétrique K;; =

K;ij=0.
L’application de ii) donne donc:
<gijaKij> =0,
ce qui entraine, compte tenu de la symétrie de G:
<gijaMij> =0.

Cette observation faite, soit v de 2'(Q,R") de composantes v; = g,;, et
soit w un élément de 2(Q,R"), tel que V.w = 0. L'élément M de
2(Q.E) de composantes M;; = w;,; vérifie M;;;; = 0, donc

ihij

. v . . _) _’
{gij:M;;> =0, ce qui sécrit aussi (w.v) =0.
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Il existe alors, grice a (1.1) un élément u, de 2'(Q,R), tel que
81 = Uy;. De méme il existe u, e 2'(Q,R), tel que:

- 8ki = U,i»

pour k=2 ...n. De la symétrie de G on déduit que:

(1.2) ui,j = uj,l' pour

i=1,2...n
j=1L2...n.

_> . ~ . . . . .
Il reste 3 montrer que u est lui-méme gradient d’une distribution scalaire
u. On remarque pour cela que:

(1.3) u; = (ujxj)j.i - xJ-u

jsi s
et il suffit de montrer que I’élément de 2'(Q,R"), de composantes x;u;;

est un gradient. On utilise & nouveau (1.1), soit donc h dans 2(Q,R") tel
que

(1'4) hi,i =0.
Par définition de la distribution xu;;, on a:

Cxujihy = — Sujihix;y.
Mais alors :

(hin)_i = 8'Jh' + h“xj = S,Jh, Compte tenu de (1.4)
et
(hixj),ij = hj.ji =0.

L’utilisation de ii) avec M;; = h;x; (non symétrique), jointe au fait que
uj; = g;; donne finalement :

LOcu ), by = Cuji(hixy)> = 0.

Ceci entraine d’apres (1.1) que x;u;; est un gradient. On en déduit que
u; est un gradient en utilisant (1.3). Ceci. termine la démonstration en
utilisant g,; = ;. O

Remarque 1.2. — Lorsque Q est simplement connexe on peut
remarquer que i) et ii) sont équivalents &

lll) 8ijk = 8Bik,j> V(lJ,k)
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PROPOSITION 1.2. — On suppose que Q posséde la propriété de cone. Sur
le quotient HB(Q)/#,, la variation totale du hessien |V Vu|; est une norme
équivalente a la norme quotient induite par HB(Q).

Démonstration. — 1) |VVu|; définit bien une norme sur
HB(Q)/2,(). En effet si VVu =0 alors u est dans 2,(Q), donc
u =0 dans HB(Q)/#?,. Par le théoréme de Banach, I’équivalence des
normes proposées résultera de la complétude de HB/2; muni de la norme
|VVulr. Supposons donc u, dans HB(Q) telle que son image par la
projection canonique de HB/#, soit de Cauchy pour cette norme. Alors
VVu, converge dans #,(Q,E) vers une limite G qui est une mesure
bornée sur Q. La Proposition 1.1 permet d’affirmer que G est le hessien
d’une distribution scalaire u. En effet soit M dans 2(Q,E) telle que
M;;;; =0, alors

(G:M) =1im{VVy,: M)
= lim <u, V.V.M)
=0.

Il résulte de la Remarque faite dans I'Introduction que u € HB(Q). Alors
|VV(u,—u)l; tend vers 0, u, converge vers u dans HB(Q)/2,, et
HB(Q)/#, est bien complet.

La Proposition 1.3 qui suit précise et explicite la précédente :
ProposITION 1.3. — i) Il existe ¢ > 0, ne dépendant que de Q et tel que
pour tout u dans HB(Q), il existe p = p(u) dans 2, avec
llu—pllus < |V Vulr.

ii) si m est une semi-norme continue sur HB(Q) et une norme sur 2,
alors

(1.5) m(u) + |VVuly

est une norme sur HB(Q), équivalente a la norme originelle.

Démonstration. — i) La définition de la norme quotient, jointe a la
Proposition 1.2 donne :
inf |ju—pll = ”u”HB(n)/9| < ¢|VVul;
pe?

avec ¢ une constante > 0 ne dépendant pas de u. £, étant de
dimension finie, 'infimum a gauche est atteint en un p au moins de £, ce
qui termine la démonstration de i).
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ii) (1.5) définit clairement une norme sur HB(Q) et si u, converge
vers u pour HB(Q), u, converge vers u pour (1.5). Inversement si u,
converge vers u pour (1.5), |VV(u,—u)ly et m(u,—u) tendent vers 0.
Par i) il existe donc p, dans £2,, tel que |lu,—p,—ullys tend vers O;
puisque m(u,—u) tend vers 0 et m est continue m(p,) tend vers 0,
donc p, tend vers 0, et u, converge vers u dans HB(Q).

L’équivalence des normes est ainsi établie. 0

Remarque 1.3. — Plus précisément, on peut trouver une semi-norme m

vérifiant : pour u dans HB(Q), il existe p(u) dans £,, vérifiant
m(u—p(u)) = 0. La semi-norme suivante convient :

j’ ou + J‘

— u
a 0x; Q

avec

1 n ou d 1 Jou
(L7 pl) = mesQ[,-; Jna—xixi * .[:u - i=21 mCSQLa_x‘L xi:l

En dehors de la topologie associée a la norme sur HB(Q), il est naturel
de définir la topologie faible — définie par la famille de normes :

(1.6) m@u) = 3.

i=1

O

(1.8) e(uy ,uy,0) = luy—uzly + KV Vu, —VVuy 0>, ve€(QE),

ainsi qu’une topologie intermédiaire entre les deux précédentes, qui
présente de nombreux avantages que I’on verra par la suite. Pour la définir,
on suppose donnée une fonction convexe h de E dans R, qui vérifie :

(1.9) h(0) =0
(1.10) h > 0;
3k, , k, deux réels positifs, tels que
(1.11) (k,(x]-1)) < h(x) < k,(x]+1), pour k=1...p.

Lorsque h est une fonction convexe vérifiant les inégalités du type
(1.9) - (1.11), I’étude faite dans [4] montre qu’il est possible de définir
une mesure bornée h(y) lorsque p est un élément de #,(Q,E). Nous
renvoyons a la référence précitée pour les propriétés de cette mesure et nous
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pouvons maintenant définir les distances d, qui définissent la topologie
annoncée. Il s’agit de

(1.12)  dy(uy,u;) = lug—uyly + | 1h(V Vu)lr—1h(V V)l .

On dira que u, converge vers u dans HB,, lorsque d,(u,,u) tend
vers 0. Lorsque h est la fonction h(n) = |u|, on note HB; la topologie
deéfinie par la distance :

d(uy ,uy) = |uy—uyly + [V Vuy|r—VVuyl.

La Proposition 1.4 qui suit est un cas particulier du Théoréme 2.2 démontré
dans Demengel-Temam [4], avec S =VV.

PROPOSITION 1.4. — On suppose que Q est C* régulier uniforme. Pour
tout u dans HB(Q), il existe une suite u,, € €*(Q) n W21(Q) qui vérifie

u,, converge vers u dans HB,,
et pour tout n: (u,—u)eHB, (}).

Démonstration. — i) On va exhiber pour tout 3 > 0, un élément u;
dans € ©(Q2) tel que
|us—ul; <6
|Vu;—Vu|, <3
[V Vugly —|VVuly| <498
AV Vug)lr —1(h(V Vi)lr| < ¢ 3.

ii) On choisit r > 0 tel que I’ensemble Q, défini par:

1
(1.13) Q, = {x € Q, d(x,0Q) > ;}
vérifie
(1.14) J [VVuy =0,
o
(1.15) f 1<6
a\Q,

(*) HB, désigne I'adhérence des éléments de HB a support compact, dans HB muni de
la topologie forte.
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et

(1.16)
Nous posons
]

et, pour tout entier j > 0:

Q; = {x €Q, d(x,0Q) > ]%}

=2

Soit {@;};>, une partition de I'unité subordonnée au recouvrement de Q

par les A;, et soit u; définie par:

(1.17) Us =Zpej*(pju
1

ou les g; sont décroissants, tendent vers 0 lorsque j — + oo, et les

fonctions régularisantes p;, sont définies par

1
py(x) = = p@ pe2(BO, 1),

J J

p =1 au voisinage de 0. On impose aux g;, j > 1 d’étre assez petits

pour que:
(1.18) f 1Pe, % (@1 (V Vi)~ [0, (V Vi) | < 8
Q
(1.19) f lp, % (up)—ug,l < 8277;
Q

(1.20) I P, % (VV(@0)—;(V V) = (V V() — 0;(V V) <8277 (*)

() Remarquons que cela est possible car
VV(ou) — ¢;VVu = Vo; ® Vu + Vu ® Vo; + uVVe;e L'(QE).
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On impose enfin aux ¢; de vérifier

(1.21) Q,\Q, + B(0,g,) = Q;\Q,
(1.22) A, + B(0,g,) c Q, — Q,
(1.23) A;+BOg)cA;j_,UA;UA;,,.
Alors nous avons
u—usly = Z(Pj“_Paj* Qju
1 1
< Zl‘PjU—st* Quly
1
<) 827
1
<29,

(1.24)

J (IVVug| —|VVu|) <
Q

'[ |Pe, % @, VVul—|o, VVy|
Q

+ f lz P, *@;VVu + ipsj*(VV((pju)——(VVu)(pj)
1

Qlj>2

J‘ Y 9;VVu
Q

j=2

+

Puisque Y ¢, =1,
1

(1.25) J‘

Q

D’autre part

Y0, * (VV(94)— (VVido)
1

=L

- (VVuo, — (VV(ou) — (VVu)(p,-)l < 2 6 par (1.20).

Y0, * (VV(o)

(1.26)

Y. P *9;(VVu)

j>2

<Y | oy ¥loV Vi)

Q jz2 JR"

<3 [ owvu= Ln(l—%)IVVuI

j=2 JR"

< f |V Vu|
2\Qq

<39

(1.27)

Y, 9,(VVu)

j>2

<Y | oV = J(l—¢1)|VVu| < 9.

Q 22 Ja
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La conjonction de (1.25), (1.26) et (1.27) donne :

(1.28) IVVugl: —|VVuly| < 56.

Pour montrer que

< 453,

J h(V Vug) — h(V Vi)
Q

nous rappelons le lemme 2.2, démontré dans [4]:

LEMME. — Soit h une fonction convexe verifiant les hypothéses (1.9),
(1.10) et (1.11), et n une mesure bornée sur R" a valeurs dans E; p une

1 /1
fonction de 2R"), p(0) =1, p, = ~ p(;), alors :

h(p, ¥ p) converge vers h(p) étroitement,

et que nous appliquons a la mesure @,VVu; puisque ¢@,VVu n’a pas de
masse sur 0€,, Nous avons aussi:

limf h(pe * (¢, VVu))= J h(9,VVu).
=0 2 Q

De sorte que 'on peut choisir g, positif assez petit pour que

U h(p;, * (9, VVu)) — j h(e,VVu)| < 5.
Q

Q

D’autre part la mesure h(p) étant absolument continue par rapport & p
(cf. [4], Théoréme 1.1), elle n’a pas de masse sur 0, et on peut écrire

<

J h(V Vug)—h(V Vi)
Q

J h(VVuz)— h(VVu)

+I h(VVu5)+J h(VVi) <
0\Q, N\

J h(p., * ¢, VVu)—h(e,VVu)
a9

+ k, (IVVug| +|VVu|+1) (car h vérifie (1.11))
o,
< 3(1+6k,) (par (1.14) et (1.28)).
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iii) Soit v =u; —u et v™ la somme partielle

N
o = py, ¥ (Qu) — Qu;
1

v est 4 support compact dans Q. Il s’agit de montrer que pour & > 0

donné, on peut choisir N; assez grand pour que N > N,

WN—vl, <€

J IVV(@N—v)| < €.
Q

La premiére inégalité est aisée & montrer :

Z Pe; * (pu)—ou| < 27N,

N+2

[N —v] =

qui est arbitrairement petit lorsque N est grand (8 est fixé). On choisit
d’autre part N assez grand pour que

(1.30) f VUl < ¢
Qay_;

j‘ IVVy| < €.
Q

aN_y

Remarquant que vy = v sur y_,, nous avons:

f VYN -V V| = f VY@ —v)|
Q a\an_;

< J‘
NN

Y. VV(p, *(pu)—ou)

N-2

N
Y. VV(p, *(@u)— )

N-2

+ f |VVy|
MAN_y

(1.31) J
ANy

s J.
MAN_y

+ j Y Ip, * (VW (@) —(VV1)9) —(VV (90~ (VVi)g))

\aN_; N=2

N

Y, P % 9,(VVu)—¢,(VVu)

N-2

N N
<Y |p, % 0, VVul + |@;VVul + 3 8271,
N

—2Jovay_, N-2
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Or:
N r N
(1.32) 2 P * @ VVul < | 3 Ip % @;(VVu)
Q\QN_ | N-2 JRTN-2
r N
< | Y lo;VVy
JRTN-2
< [VVy
YO\QN_3
< E.

On obtient en rassemblant les inégalités (1.29) a (1.32)

J [VVoN—VVp| < 26 + 827N 4 ¢,
Q

ce qui termine la démonstration de la Proposition 1.4. O

Remarque 1.4. — On peut envisager une généralisation de la définition
(1.12) pour un nombre fini de fonctions h,, 1 < k < p. La Proposition
1.4 et la plupart des résultats qui suivent s’étendent a ce cas.

Remarque 1.5. — Nous avons fait I’hypothése que Q ¢était connexe. En
fait tous les résultats s’étendent immédiatement 3 Q ayant un nombre fini
de composantes connexes (pour certains cette restriction n’est méme pas
utile).

2. Trace des éléments de HB(Q).

On suppose ici que Q est C? régulier uniforme. Rappelons que le
théoréme de trace de Gagliardo [6] permet de définir you e L!(I') lorsque
u est dans W'1(Q), celui de Miranda [8] donne P’existence d’une trace
interne you dans L'(I'), lorsque u est dans BV(Q). Il est intéressant de
signaler aussi I’existence de traces dans L!(I")" des éléments de BD(Q)
démontrée par Strang-Teman [13], Suquet[14]: nous utiliserons des
propriétés concernant BV ou BD, en notant que &(Vu) = VVu. Nous
rappelons aussi le résultat démontré par Giusti [7] pour BV. (Notons que
I’analogue pour BD est établi par Teman [6]) :

Si v, - v dans L'(QR")
@.1) etsi Vol — [Volr,
alors = yov,, = Yov dans LY(I)".
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Lorsque u est dans HB, nous pouvons donc définir you et v,(Vu).
Lorsque u, est la suite de (W?! n € ®)(Q) donnée dans la Proposition
1.4, soit v% la suite de fonctions de HB a support compact qui convergent
vers u, — u dans HB. L’applicatipn trace étant continue de W!! et
BV, dans L}(I') munis de la topologie de la norme, nous avons :

U, —ulr =limof, =0
V(u,—wlr = lim Vul. = 0.
De sorte que:
U, = u dans w1
Vu, =Vu dans LY.

Ceci entraine que
Yo(HB) = 7o(W*') =, WHH(I),
v,(HB) = y,(W%!) = LY(I') (cf. Proposition 1 de I’appendice),

et aussi que

2 (vot = Yo(Va),  dans LA(D).
En effet :
YO((Vu)t) = YO((Vum)t)

i,
= 5; (Youm)

0
= (You) -

\

Indiquons ici une premiére application de la notion de trace : il s’agit du
prolongement d’une fonction de HB(Q) en une fonction a hessien borné
sur un ouvert contenant strictement Q. Plus précisément soit I', une
partie C? réguliére ouverte de I' et Q' un ouvert de R", tel que:

QnQY =T, QnQ =,

et soit Qu, =QuUQ UT,.

Pour V dans HB(Q) fixé, et pour tout u de HB(Q), on définit
par:

i = u dans Q
TV dans Q.
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Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que
# appartienne a HB(Q,).

THEOREME 2.1. — t1e HB(Qy) <> you = YoV sur I, et alors:

(2.5) VVii = VVulg + VVV|, + J(—;\—/(V—u)) dr,

avec S(p) le tenseur
- -
FP)=pv®V
et SFU est la distribution de Dirac répartie sur T .

Démonstration. — Si e HB(Q,), # est dans W!!(Q,). Soit ¢ dans
2(Q)

Vi) = —J u.Vo —J u.Vo —J V.Vo
0 0 o

JVu.(p—j you¢+J VV.<p+I YoVO,
Q r, 1 r,

Vit = Vulg + VVig + (YoV—"Yo4) 8r

d’ou P’égalité classique

et le résultat suivant:
HeWH(Q) < yoV =1you sur T,.

Réciproquement cette condition est suffisante pour que # soit dans
HB(Q,). En effet:

= f uMi;y + f VM,
P o
- j uM;;; — ‘[ V.M + f u—V)M;;,v;
Q o r,

(d’aprés la formule de Green de Gagliardo)

u My + VM) — -[ (u;—V  )vM;;
rU

(d’aprés la formule de Green de Miranda [8]);
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or:

u;— V,;=[V=V). VI, + V@=V). Tl = [(Vu—VV). V1v;,

en utilisant you = Y,V et (2.4). Finalement :
(VVii: M) = (VVu:M)q + (VVV: M), + j J(%(V-u)):M.
rU

Ceci démontre d’une part (2.4) et d’autre part que i € HB(Q,). En effet,
You = YoV sur I, entraine i1e W"1(Q,) et la formule (2.5) montre
alors que VVi# est une mesure bornée sur Q.

COROLLAIRE. — On suppose que ) est un ouvert bornéde R", n > 1 et
ue HB(Q). Soit P un sous-espace de dimension n — 2. Alors P n Q est
de mesure nulle pour |D?u|. (En particulier pour n = 2, D?u ne charge pas
les points.)

Preuve. — On choisit (e;),¢;<, une base orthonormée de R" de sorte
que le sous-espace P de dimension n — 2 soit d’équation

X,., =X, =0,

et on notera x’ le (n—2)-uplet x; ... x,_,. Pour € >0, soit § >0
assez petit pour que

J' D2l < €
®" 105D~ Q

f D%l < €
®*—1x1-50DnQ

J ]
®=2x)-8, +8(xopna J | LOXn

.| ou , . N
ou |~ représente la discontinuité de
n

et

Xy Xy-1,0)dx" dx,_, <€

X, a la traversée de la ligne

X, = 0. L’ensemble

P; = (R"1x]-8,0DnQ) U (R*"!x]0,8) N Q)
U(R"2x]-8, +8[x{0})) n Q)
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est un voisinage ouvert de PN Q. En utilisant la définition de
D?u|(P N Q)

D2u|(PAQ) = inf [D2u|(d),
d ouvert
>PnQ

nous avons V3 > 0:

ID?u| (PNQ) < [D?u|(P;) = [D?u|((R*™!x]0,8[ n Q)
ou

+ D2 (R"* x]—8,0) Q) + J L

R"=2x]-5, +8[x{O}) nQ

ce qui prouve que
|D%u|(PNQ) = 0.

Les Théorémes 2.2 et 2.3 qui suivent permettent de prolonger un
élément de HB(Q) en un élément de HB(R"), a support compact. Leurs
démonstrations utilisent la caractérisation donnée dans le Théoréme 2.1.

THEOREME 2.2. — Soit Q un ouvert borné de R", C? régulier uniforme.
Il existe un opérateur P , linéaire et continu, de HB(Q) dans HB(R"),
vérifiant
Pu=u pp. surQ.

De plus P(W*1(Q)) c, W21(R").

Démonstration. — i) Rappelons que la propriété de C? régularité
uniforme entraine I'existence d’ouverts U;,j=0,...,k, les U;
recouvrant 0Q pour j > 1, et de C? difféomorphismes {@;},¢;c, tels
que:

(pj: U.i - B(O’l)a (pJ(UJhQ) = B(O,l)ﬁ {(y'9yn)9 y,,?O}
= B} (définition).
Soit B; une partition de I'unité subordonnée au recouvrement Uj,
k k
j=0; B,e2(U), ¥ B;=1. Puisque u =Pou + . Pu, et Pou est
j=o j=1

a support compact dans Q, il suffit de définir P(Bu) pour j>1 et u
dans HB(Q). L’expression :

Pu = Bou + "i P(Bu)

conviendra alors pour le prolongement de u.
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ii) Prolongement de Pu, j > 1. On définit sur By :
(P}' (Bj“) = Bj“ oQ; L.

Il est ais¢ de voir que puisque @; ' esi C?, cette fonction appartient a
HB(B;), et qu’elle est nulle au voisinage de

aBl N {(y,’yu)’ yn>0} = an .

I suffit donc de définir lorsque u est dans HB(B;'), nulle au voisinage de
0B}, un prolongement P*y dans HB(B,) a support compact.

On convient de noter x = (x;,...,x,_;) (n — 1 premiéres
coordonnées) et on définit P* par:

u(x,t) si t>0

P#‘(u)(-x’t) = {3u(x,—t) — 2u(x’—2t) si t<O.

Il est aisé de voir que
(2.6) [P*u (x,0));=0 = 0

2.7 [% P"‘u(x,O):I‘=0 =0.

Ceci prouve, compte tenu du Théoréme 2.1, que P*u est dans HB(B,)
lorsque u est dans HB(B]), et que P*(B;u) est a support compact dans
B, donc appartient a HB(R"). Enfin il est facile de voir que les égalités
(2.6), (2.7) entrainent que

P*(W2!(B})) = W2>!(B,).
Définissons alors :

P(Bu) = [P*(¢ (Bm)] 0 @;.

Il est aisé de voir que sur Q N U;, P(B;u) coincide avec B;u: la définition
donnée a la fin de ii) convient donc.

THEOREME 2.3. — Soit ve L*(I'). Il existe un opérateur P, continu, de
HB(Q) dans HB(R"), vérifiant

P,(u) =u dans Q

Y1(P,(u)) = v|r (trace externe) .
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Remarque. — Contrairement au prolongement du Théoréme 1, celui-ci
n’envoie certainement pas W2!(Q) dans WZ!(R").

Démonstration. — On se raméne comme dans la démonstration du
Théoréme 2.2 a prolonger ¢} (Bu) en une fonction de HB(B,).

On définit v; = @F(Bjv).v;e L' (-1, +1[" ' x{0}); soit alors V;
dans W2!(J—1, +1["" ' x]—1,0), nul au voisinage de

B — {1-1, +1[""* x {0}}
tel que
V;i(x,0) =0
%(x,O) = v;.
(Un tel V; existe d’aprés la Proposition 1 de I’Appendice.)
On définit alors P,‘!‘ju pour u dans HB(B]) par:

u(x,t), t=0

Fant) = {Zu(x,t) —u(x =20 + V(x0, t<0.

Remarquons qu’on a alors:
[P, (x,0)] = 0
5P:j 0 Ou 0
[—gt— (u)(x’ )} = vj - E(xa )
Comme dans la démonstration du théoréme précédent on définit

P(Bu) = P (0} (Bu) o @,

en utilisant la définition de vy, :

0
Yl(ﬁju) = 5; (‘P?(Bju))L:o °cQ;,

—~ 6/-\/
Y1 (P(Bu) = a—t [P, (07 (Bw))] 0 @;
=0;00;

= ija
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on peut conclure que si

N~—

k k
Pu = Bou + ‘21 P:j((Pf(Bju)) °Q;, Y:1(Pu) = .Zl ﬁjv =70.

J

O

Remarque 2.1. — Le résultat établi dans le Théoréme 2.2 dans le cas
d’un bord C2, se prolonge a la situation suivante : on suppose n = 2
pour simplifier. Le bord est C? régulier sauf au voisinage d’'un nombre fini
de points x; qui vérifient la condition suivante : il existe des voisinages Uj;
de x; deux & deux disjoints, et des C2-difféomorphismes ; tels que

9;(x;) = (0,0)
0;(U;nQ) = B * =]0,1[%
On se raméne alors par le procédé employé dans le Théoréme 2.2 a
prolonger une fonction de HB(]0,1[?) en une fonction de HB(]—1,+1[?).

+1

S, S,
L Sup’ u

0,0

S, Sa

La démarche est simple : on commence par prolonger u a la section
S, par la méme méthode que la précédente. 1l est aisé de voir, en utilisant
par exemple le Théoréme 2.1, que la fonction obtenue est alors dans
HB(—1,+1[x]0,1[) etle bord est a présent C*. On sait alors prolonger
aux sections S; et S, globalement. Plus précisément, on définit 4 par

(2.8) i = u dans la section S,;
2.9) d(x,t) = 3u(—x,t) — 2u(—2x,t) dans la section S, ;

(2.10) d(x,t) = Yu(—x,—t) — 6u(—2x,—t) — 6u(—x,—2t)
+ 4u(—2x,—2t) dans la section S;;

(2.11) d(x,t) = 3u(x,—t) — 2u(x,—2t) dans la section S,.
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3. Théoréme d’injection.

Les propositions suivantes sont des théorémes d’injection et de
compacité. Le premier théoréme valable pour n quelconque, est une
conséquence immeédiate des théorémes d’injection de Sobolev, et des
théorémes d’injection et de compacité concernant BV ou BD, démontrés
dans Strang-Teman [13], Suquet [14].

THEOREME 3.1. — Si n> 1

3.1 HB(Q) = W'(Q) avec ¢ <
®

, . - h . e
et linjection est compacte si q < P En particulier
n —

(3.2) HB(Q) = LYQ) pour q <

— pour n > 2

3.3) HB(Q) = L%Q), Vge[l,of, sion=2.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer des théorémes
d’injection plus fins que les premiers.

THEOREME 3.2. — Si Q est C? régulier uniforme
HB(Q) = L*(Q) si n<2.

Démonstration. — 11 s’agit de démontrer ’existence d’une constante
¢ >0 telle que

(34 lulle < c(llullwir + [VVulr).

Puisque W*1(Q) — L*(Q) (cf. Adams [1]). Soit ¢ > 0, telle que pour
u dans W2'(Q), et pour presque tout x

3.5) )| < cllullwii + |VVul,.

(1) X <=, Y signifie qu’il existe une injection linéaire continue de X dans Y.
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Soit u dans HB(Q) et u, comme dans la Proposition 1.4. Alors le
second membre de (3.5) appliqué & u,, converge vers le second membre de
(3.4) appliqué & u. Puisque u,, converge vers u dans L!, on peut, quitte
a extraire une sous-suite, supposer que- u, converge presque partout vers
u. On a alors, pour presque tout x:

|u(x)l

lim u,, (x)] < Hm c(funllwii +V Vi)
c(llullwrr +1VVuly).

Le théoréme qui suit nous a ét¢ communiqué par J. Rauch et B. A.
Taylor [11], nous en proposons ici une démonstration indépendante de [11].
L’hypothése de C? régularité uniforme n’est pas indispensable: la
démonstration étant correcte pour une fonction de¢ HB(R?), a support
compact, la Remarque 2.1 permet d’étendre le résultat a des ouverts a bord
C? régulier uniforme sauf en un nombre fini de points vérifiant les
hypothéses de la Remarque précitée.

THEOREME 3.3. — On suppose que Q est un ouvert borné de R?, C?
régulier uniforme. Alors

HB(Q) =, C(@).

Avant de passer a la démonstration proprement dite, faisons quelques
remarques.

Remarque 3.1. — 11 est connu (cf. [1]), que W*'(Q) = C(Q). La
démonstration est aisée, a partir de I'inégalité |u|, < c|lullw21, et de la
densité des fonctions de C2(Q) n W2! dans W2!. Cet argument tombe
en défaut dans ce cas de HB, puisque les fonctions de C2(Q) ne sont pas
denses dans HB pour la topologie de la norme. Il faut donc raisonner
différemment.

Remarque 3.2. — Dans la démonstration qui suit, on démontre le
résultat pour une fonction de HB(R?), 4 support compact. La
Remarque 2.1 montre qu’il n’est donc pas nécessaire de supposer QC2
régulier uniforme. Le Théoréme 3.3 est encore valable pour un ouvert C?
régulier sauf en un nombre fini de points.

Le principe de la démonstration est le suivant: on commence par
prolonger .u en une fonction # de HB(R?) (c’est possible, compte tenu
du Théoréme 2.2). On choisit des axes de coordonnées et on introduit une
fonction v dont on montre qu’elle est continue, et presque partout égale a
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. Ceci montre que v ne dépend pas du choix des axes de coordonnées, et
que v/Q ne dépend pas non plus du prolongement choisi #. La fonction
v est donnée par la

ProrosiTioN 3.1. — Soit u dans HB(R?), a support compact et v
définie par

u
v(x,t) = jf dx dt.
]—o00,x[ x]—o0,t[ 6X at

Alors
i) v est une fonction continue sur R?, & support compact;

il) v est presque partout égale a u.

Démonstration. — Pour démontrer i) observons tout d’abord que

2 a2
CCRR | =20 |
)= oox{ x] - o[ 0% OF 1= o0,x) x]— aoyg) 0% OF

ou ]— o0,x) désigne indifféremment ]—o0,x] ou ]—o0,x[. (3.6) est une
0*u
0x Ot
présente pas de masse a la traversée d’une paralléle & 'un des axes des

coordonnées. Remarquons que puisque u est nulle hors d’un compact, on
a aussi:

et) ‘”' *u ﬂ' %u
v(X,tl) = = -
(x,+ o[ x (t,+ oo ax at (x,+ [ x]—00,t) ax at

]—00,x) x (t,+ o] 0x at

Montrons a partir de 3.1 la continuité de v en un point (x4,ty). Soit
B(x,x,) (resp. B(t,t,)) la bande

conséquence immeédiate de la formule (2.5) qui montre que

ne

]inf (xo 5x) ’ Sup (xO ’x)[ X R ’ (resp' R X ] lnf (to ’t) s Sup (tO 70[) .

Puisque D?u est une mesure bornée sur R?, on peut choisir o tel que
[x—xo] < &, |t—to] < a entrainent:

” D2l < €.
B(x.xg) v B(t,tp)
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Pour fixer les idées, supposons que x > x,, t <t, et |x—x, < a,

J‘J‘— - . J‘A[ a ;
] co,xo]x] (1110[ E’L El ]—o0,x[ x]— m,]é.cfl

.”; ooxo]x}ttolax at J]]mﬂﬂ . 0% at

0u
[v(xg,to) —v(x,t)| < H
B(tg,t) L B(xg,x)

—| <&
Ox Ot
Ceci termine la démonstration de i). Pour établir ii) on peut soit vérifier

U(xo ’to) - U(X,t)

et donc

3.7) D2y = D2u,

au sens de 2'(R"), ce qui entraine classiquement que v — u est dans 2, ,
soit démontrer 1’égalité presque partout par approximation. Il est en effet
facile de vérifier la Proposition 3.1 lorsque u e 2(R?). Pour étendre ce
résultat a une fonction u de HB(R?) on utilise la suite u, de 2(R?)
donnée par la Proposition 1.4, avec Q un ouvert borné contenant le
support de u. On a alors

(3.8) u, - u
(3.9 ID*u,ly — |D?ul.

Soit O,, T'ouvert ]—oo,x[ x ]—oo,t[. Puisque:

o*u
(3.10) L% =0,
(3.11) Pt _, Fu_
' 0. 0x Ot 0. 0x 0t
x,t xt

Puisque d’autre part, (3.8) entraine a I’extraction d’une sous-suite prés la
convergence presque partout de u, vers u, on a pour presque tous (x,t)
dans R2?:

. o*u,,
u(x,t) = lim u,(x,t) = lim J‘ e 6t
n=o =0 Joxe

62
"aprés (3.11).
Lx" I or d’aprés (3.11)
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Pour achever la démonstration du théoréme, il reste a voir que ’application
qui @ u associe v est linéaire continue. C’est évident en utilisant la
continuité du prolongement de u et I’expression explicite de v en fonction

de u:
o< |
Rz

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

0%

< ot < Cllullypq) -

CoroOLLAIRE du THEOREME 3.2. — Pour tout u dans HB(Q) il existe
une suite u, €€*(Q) N W21(Q) telle que

u, > u dans W4(Q)
IVVu,lr — |[VVul;
YolUm = YolU
Yilm = Y1l
et u, converge vers u dans €(Q).

Démonstration. — On choisit u,, comme dans la démonstration de la
Proposition 1.4. 11 est connu que lorsque v est continue a support
compact, p. % v converge vers v uniformément. On peut donc choisir les
g; de sorte qu’ils vérifient aussi :

lpg, % (@) — (@)l < 8277

On obtient alors
lug—ul, < 6.

Remarque. — En ce qui concerne les dimensions autres que 2, les
Théorémes 3.2 et 3.3 sont valables pour I’espace :

V'B(Q) = {ue 2'(Q), V'ue #,(QE)}.

Remarquons que si n = 1, I’espace précédent n’est autre que BV(Q). Le
Théoréme 3.2 est valable pour V"B(Q) pour tout n, et lorsque Q a la
propriété forte de Lipschitz locale. En effet sous cette hypothése, les
théorémes d’injection de Sobolev établissent que

Wrl(Q) < L2(Q).
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Il existe donc une constante ¢ > 0, telle que pour tout u e W™!, et pour
presque tout x dans Q

(3.12) @) < c(uly+ - +Vuly).

Le Théoréme 2.2 de F. Demengel-R. Teman [4] appliqué a S = V”
permet d’approcher u dans V"B(Q) par u, dans W™! de sorte que

u, > u dans W' L1(Q)
IViuple = |V'ulr

alors le second membre de (3.12) appliqué a u, converge vers
uly + -+ + [V7uly,

et puisque u, converge vers u dans L!(Q) on peut, quitte a extraire une
sous-suite, supposer que u,, converge vers u presque partout. Alors pour
presque tout x

[u()l < lim u, (x)] < climju,|; + -+ + [V,
= c(luly+ - +|V7uly).

Le Théoréme 3.3 est faux en dimension 1 pour BV, comme le montre
I’exemple de la fonction d’Heavyside. Il est en revanche vrai pour les
dimensions strictement supérieures & 2; la démonstration du cas n = 2
s’adapte aisément.

Les considérations précédentes, en particulier le fait que
BV(Q) =, L® en dimension 1 permet de donner quelques précisions
sur les fonctions de HB, en dimension 1: elles sont continues (puisque
HB(Q) = W!'(Q) =, C(Q)) a dérivée dans L™, et lipschitziennes.

Appendice : Trace des éléments de W2!(Q).

On suppose I'ouvert QC2-régulier uniforme. Le théoréme de trace de
Gagliardo [6] sur W'1(Q) s’applique alors & u et a Vu. (En fait, pour
définir you et y, (Vu) Q-C! régulier suffit.) L’hypothése Q-C? régulier
uniforme permet de se ramener par cartes locales et partitions de I'unité au
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casde Q =10,1[ x ]0,1[ et I" = ]0,1[, de définir le gradient tangentiel de
You, noté v.(you) qui appartient a L(I') et de montrer qu’il coincide
avec vo(Vu),; you est donc dans WH1(I'). On peut aussi définir y,u égal

. - , Ou . .
a vo(Vu). v, encore noté Py et qui est dans L*(T).

De plus, il est immédiat en utilisant la continuité de ’application y, de
Wi1(Q) dans L'(I'), pour u et pour Vu, que- application 7,
(resp. y,) précitée est linéaire continue de W21(Q) dans W1 1(I') (resp.
LY(I)).

Il est naturel de se poser la question de la surjectivité éventuelle de ces
applications. Cela est prouvé pour y, et fait ’objet de la Proposition 1.

ProposITION 1. — L’application vy, : W>1(Q) —» LY(IN),

ou

U —
ov|r

est linéaire continue, surjective. Plus précisément pour g dans LY(I), il
existe u dans W2'(Q), telle que you =0, yyu=g.

Démonstration. — Seule la surjectivité n’est pas triviale. Pour I’établir, on
suit en partie la démonstration de Gagliardo [6]. Comme d’habitude, on
se raméne par cartes locales et partition de l'unit¢ a Q = 10,1[*> et
=101 x {0}. Soit alors geL!(J0,1[) et soit ¢, une suite de
fonctions réguliéres (au moins C?) a support compact dans 10,1[, qui
convergent vers g dans L!(]0,1[). On peut faire en sorte que
Z|@,+1—@,l; soit finie. En effet puisque ¢, est de Cauchy :

VpeN*, 3N(p), Vn=N(), Vk =20, |@y+)— @i <27 "lgl;.
En définissant alors
n(p) = Sup (N(p—1)+1, N(p))
la suite Y, = @, Vérifie:
V, > q dans L'(J0,1), et

(A1) .
; N’p+1 _‘l,pll < 2gly.
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La suite (y,),5, U {¥o=0} vérifie aussi (3.1). Soit maintenant ¢, une
suite de réels entre 0 et 1, t, > 0, strictement décroissante et tendant
vers 0, telle que:

2P|
tpr1—t, < gl pour tout peN.

Sup | + 1
ie{1,2}
ke{pp+1}

oo}
Remarquons que t, = Y. (t,—t,+,) et définissons v sur ]O,1[* par
0

v(x4,%) =0, t,<x,<1
U(xl ’)"tp+1+(1_7")tp) = 7\’(‘l’p+l—‘1lp) + \l"p pour )\'E]Oal[

Il est aisé de voir que
lim v(. ,x,) = g(.) dans L1(o,1D.
x2-40

ov v .
. o 3 sont intégrables. C’est
1 2 1

évident pour v. Ensuite on a, pour i =12:

I

Montrons maintenant que v,

%

i
0x

1 t » » »
dx, dx; = f dx, Y f LMD — ) +
0 P Jipy

< Y=t (WP + 14 4y)
14
< 2lgl, d’aprés le choix de |t,,,—t,|.

v

1 —
J:[ o0 dx, dx, = j z J‘% del dx,
6x2 0 thyl tp_tp+l
< 2N’p+l-‘j’p|l
< 2lgl; -

On définit alors sur ]0, 1[ x ]0, 1[, la fonction u définie par

u(xl sx2) = J‘xz U(xl ,t) dt.
0
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0
Il est ais¢ de vérifier que u est dans W2>!'(Q), que %(x1 ,0)
2

= v(x;,0) = g(x;), que u(x;,0) =0, et que |lully21 < clg]; .

Le Théoréme 1 qui suit précise I'indépendance des traces yqv, v;v
I'une par rapport a I'autre.

THEOREME 1. — 1) L’application trace :
W2HQ) — yo(W>'(©Q) x L1(I)
v = (You,Y1D)

est linéaire continue surjective, l'espace yo(W*1(Q)) étant muni de la norme
induite par v,.

ii) Il existe une constante c telle que pour tous
Wo, W€ Yo(WH'(Q) x LY(I),
il existe we W>1(Q) vérifiant
YoW = Wy, YW =w; et |[wllyar < c(|w0l70(W2'l)+|wl|l)'

Démonstration. — i) Seule la surjectivité n’est pas évidente. Soient donc
(wo,w,;) dans yo(W2?!) x LY(T') et v dans W21(Q) tels que w, = yov.
La proposition précédente assure ’existence de u dans W21(Q) telle que
You =0, y,u=—w; +y,v. Alors w=0v — u vérifie:

we W21(Q)
Yow = wo — 0
Yiw =7y —u)=w,.

ii) Il suffit d’appliquer la Proposition 2 qui suit avec

E=W(Q, S=@1), G=rW")xLYI).

PRrOPOSITION 2. — Soit S une application linéaire continue surjective d’un
Banach E dans un Banach G. Il existe une constante C(> 0) telle que

VfeG, IFeE, S(F)=f
et

(A2) IFlle < Clifllc-
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Démonstration. — C’est une simple conséquence du Théoréme de
Banach.

En effet, S étant d’image ouverte S(B(0,1)) est ouvert et il existe un
réel r > 0, tel que B(0,r) = S(B(0,1)). Alors pour

yr

y#0, e B(0,r)
2/yll
2
et il existe x, € B(0,1) tel que T'T;ﬂ = S(x,). Alors x = %lyl_l vérifie
2 2
Sx =y et |x|| < - lIyll, et (A.2) est vérifiee avec ¢ = . O

THEOREME 2. — Yo(W>1(Q)#W!1(I).

Démonstration. — On se rameéne par cartes locales et partition de I'unité
s v

Q =101 x 10,1
r =101,

et lorsque f est la trace sur ]0,1[ x {0} d’une fonction F de W>!(Q),
on peut supposer que F est nulle au voisinage de 0Q\]0,1[ x {0}, et
donc que f est & support compact sur ]0,1[.

Le résultat annoncé va alors résulter de I'incompatibilité de la
Proposition 2 avec la Proposition 3 ci-dessous si I’'on suppose que

Yo(W110,1[%) = W'1(10,1[x {0}).

ProrosiTioN 3. — Soit FeW2!(10,1[%), f = F(.,0). Pour tout
x €]0,1[, soit P(x) le réel inf(x,1—x). Alors la fonction

L SG6HD = fx=1)

t

t

est intégrable sur ]—B(x),B(x)[ et vérifie

PO f(x+) — fx—1)

b | t I

A3) a,(x) = J dt < 6lFllyaigorc)-
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Admettons un instant cette Proposition et supposons que
To(W>1(0,1[%) = W*1(10,1[ x {0}).
Soit alors C > 0 donnée par la Proposition 2 avec
S =1v,, E=W21(0,1[*, G =W"'(0,1[x{0}).

Pour f quelconque dans W%!(]0,1[x{0}), Flr=f et
IFliwz1 < Clflw.r-

En utilisant alors la Proposition 3 pour cet F nous avons pour tout
x€]0,1[:

oy (x) < 6llfllwz1 < 6C|flwr.1 -
Nous avons donc obtenu I'inégalité :

Il existe une constante C’' > 0 telle que Vfe W'1(]0,1[ x {0})

(A4) ap(x) < C'flwrigop-

Soit alors 0 < &g <1 et f, la fonction définie par

1
xeho,i—g], L) =0
[1 €1 ¢ 1 ¢
€377 5*5]’ Sil) = E(x_§+2)
1 s
4 =1.
X € 2 >’ :I f.(x)
0 1 el lge T
27221273

f. est bien dans W!1(J0,1[ x {0}).
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1
Calculons afe(i) .

t

f f@*‘) - f@*‘)d

S
N
N[ —
N——
Il
N

0 t
/2 1/2
=2|if gldt+J~ 1dt]
o €t g2 L
= 2(1—Loge)
= 2(1+|Logel).

Calculons maintenant ||f||wt.1.

I/fellwir = JI/;' + jlf;’l
L

§+
3
2

Si (A.4) était vraie, il existerait donc une constante ¢’ positive,
indépendante de ¢ telle que

3
(1+4|Logel) < ¢ x 3’

ce qui est évidemment faux.

Il nous reste a montrer la Proposition 2. Nous la démontrons dans i)
lorsque f est C2. Le résultat s’ensuivra dans ii) par densité des fonctions
C%(Q) dans W21(Q).

i) Nous décomposons la différence f(x+t) — f(x—t) comme suit :

f(x+1t) — f(x—t) = F(x+t,0) — F(x—1,0)
= F(x+t,0) — F(x+tlt]) + F(x+t,t])
— F(x—t,t|) + F(x—t,lt]) — F(x—t,0),
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et nous utilisons le Lemme ci-dessous pour les fonctions :

F..;:10,1[ - R
y +— F(x+ty).
tF(.,t)=]-x,1-x[ - R
y — F(x+y,lt).
F,_,:]0,1[ - R
y b F(x—ty).

Nous obtenons donc :

F +1 0 _Fx+t !
s (O Eenl) < [ o)+ 0P el dy
F (L) — T F (L)

(A.6) ;

f1-x
<2 [10,F (x+ p,ltD| 41011 F (x + y,eDl] dy
d” 1x
< 2| [0, F.lDl+10,,F(wiltDl dy
o

(A.7)

IF*-‘("') Lot < [ 0P e H0F Gt .
]

En intégrant par rapport & t, et en effectuant le changement de variable

x +t=u dans (A.5), x —t = u dans (A.7), on obtient bien le résultat
voulu, moyennant le lemme :

LEMME. — Soit 1 un intervalle ouvert borné de R, f une fonction de
L!(I). On suppose que f admet une dérivée seconde intégrale, alors f est
lipschitzienne et vérifie plus précisément :

(A8) V(x,_Y) EIZ, X # Y, w

l ! "
<@£|f|+£|f|-

Démonstration. — C’est une simple conséquence d’un résultat
d’injection monté dans Adams [1] : les hypothéses faites sur f entrainent
que f' est continue et que

L

e < 75

I+ 1
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Par le théoréme des accroissements finis, il existe 6 dans ]x,y[,
)= () 1
y—x

= 17O <1 < 5

Ifle + 11

et ceci est exactement (A.8).

ii) Lorsque F n’est pas C? nous rappelons que W21(Q) = C(Q) (cf.
Adams [1]) et donc qu’il existe F, e C%(Q),

F, » F W21(Q) n C(©).

, . . F,(x+t) — F,(x—t
Pour x fixé, la suite de fonctions t — n(x+1) . m(*—1) converge

fOA) = fx=1t)

t

presque partout (pour t#0) vers Par le lemme de

Fatou on obtient :

wa, If(x+t)_f(x—t)1 it < li_mfww |fm(x+t)—fm(x_t)i dt

o | t

) t
< 61im ||F,lya
= 6||F|lw21,

J fa40 — fx—1)

t

ce qui prouve que ¢t

ay(x) < 6l[Fllw 2,1.

est intégrable et que

En fait on remarquera qu’il y a aussi convergence dans C(]0,1[) de
O s VErs Oy, oOU a, , est définie 4 partir de f, comme o, a partir
de f.
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