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^-CLASSES INFINITÉSIMALES
D^UN CORPS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES

par Jean-François JAULENT

Nous introduisons dans cet article certains groupes de nombres et
d'idéaux, canoniquement attachés à un corps de nombres algébriques, et
que nous appelons infinitésimaux parce que leur logarithme Sadique, pour
un premier donné <f , est identiquement nul. Notre propos est de montrer
comment ces groupes, qui interviennent de façon naturelle dans l'étude du
groupe de Galois <^(K) de la ^-extension abélienne ^-ramifiée maximale
d'un corps de nombres K, comme dans celle de son sous-groupe de
torsion <F(K), permettent de ce fait d'éclairer les problèmes de £-
ramification. Disons un mot sur leur définition :

Si K est un corps de nombres de degré fini sur Q, le tensorisé
Jf = Z^ 0ZK" du groupe multiplicatif de ses éléments non nuls s'envoie
canoniquement dans son complété profini au-dessus de <f , défini comme la

complétion projective lim( @ K ^ / K ^ ) du composé des groupes
m \ ^ )

multiplicatifs des complétés de K pour les places au-dessus de ^. Le
noyau de cette application est ce que nous appelons le ^-groupe des
éléments infinitésimaux de K; son image ^oo(îQ dans le tensorisé
Z^ ®z P(K) du groupe des idéaux principaux est le ^-groupe des idéaux
prinôipaux-infinitésimaux; et nous disons qu'un idéal de K est
infinitésimal lorsqu'une de ses puissances non nulles tombe dans ^(K).

Bien entendu, le principal intérêt des groupes présentés est de rendre
compte des propriétés de ^-ramification, tout en dissimulant sous un
formalisme commode les problèmes souvent fastidieux de passage à la
limite.

C'est ainsi que dans une première partie nous montrons comment le <f-
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groupe des idéaux principaux-infinitésimaux apparaît comme limite des
groupes de rayons associés par la théorie du corps de classes aux extensions
abéliennes /-ramifiées, et nous relions ce résultat à la description idélique
traditionnelle du groupe ^l(K). Auparavant, nous précisons la structure
des groupes d'unités infinitésimales du corps K, qui gouvernent la
répartition des sous-groupes de décomposition des places de K dans la /-
extension abélienne /-ramifiée maximale de ce corps.

Enfin, dans les deux dernières parties nous mettons en œuvre les
résultats précédents pour étudier les questions de classes ambiges et de
théorie des genres dans une extension galoisienne finie L/K :

a) La suite exacte des classes ambiges.

Ces considérations sur les classes ambiges trouvent leur origine dans un
article de G. Gras (cf. [5]) qui souligne l'analogie entre le comportement du
groupe de défaut de la conjecture de Leopoldt vis-à-vis du groupe ^l(K) et
celui du groupe des unités vis-à-vis du groupe des classes d'idéaux. Nous
avons choisi une méthode d'exposition de la formule des classes ambiges
qui s'appuie sur des résultats de cohomologie tout à fait semblables à ceux
développés par Iwasawa dans sa note sur les unités (cf. [9]), mais nous
aurions pu aussi bien, du moins dans le cas cyclique, reprendre la
démonstration plus élémentaire de Chevalley (cf. [1]), pour la transposer
dans le cas qui nous intéresse, le parallélisme des résultats étant éclatant.
Reprenant une idée de [6], nous montrons ensuite comment l'extension du
logarithme aux groupes d'idéaux permet, dans bien des cas, d'élucider la
structure du sous-groupe de torsion ^(K).

b) La suite exacte des genres.

Nous reprenons ici des considérations de théorie des genres, que nous
avons développées ailleurs dans un tout autre contexte (cf. [10]). Après
avoir étudié l'application norme dans une extension finie L/K, nous
regardons plus attentivement le cas abélien dans lequel nous étendons au
groupe Z^OzK" les symboles de Hasse pour généraliser aux éléments
infinitésimaux la réciproque de la formule du produit. Nous introduisons
enfin la notion de genre infinitésimal d'une extension galoisienne L/K, et
nous montrons en particulier que les /-groupes d'inertie des places
ramifiées dans L/K sont déployés dans le corps des genres associé, dès que
la conjecture de Leopoldt est vérifiée dans K.
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1. DESCRIPTION DES GROUPES
DE CLASSES ET D'UNITÉS

Dans ce paragraphe, K désigne un corps de nombres de degré fini sur
le corps des rationnels, f un nombre premier, et y un ensemble fini de
places de K étrangères à ^, contenant les places à l'infini.

a. Définition du groupe de défaut et des éléments infinitésimaux.

Convenons d'écrire K" le groupe multiplicatif du corps K, puis
E^(K) le sous-groupe des ^-unités (i.e. des éléments unités en dehors
de y) et E'(K) celui des ^-unités, E(K) enfin celui des unités de
Panneau des entiers de K. Nous notons Jf, <^(K), <T(K), <^(K) leurs
tensorisés Sadiques respectifs, c'est-à-dire les fermetures de leurs images
respectives dans le groupe Jf = Z^ g) z K" , pour la topologie des sous-
groupes d'indice fini.

Pour chaque place 1 de K au-dessus de ^, introduisons le groupe Ui
des unités principales du complété Ki de K en I; faisons choix d'une
uniformisante Tii de Ki; et notons H( le groupe des racines de l'unité
d'ordre étranger à ^ contenues dans K( . Le groupe multiplicatif du corps
KI s'écrit comme produit direct K^ =^^.nz.U^, ce qui permet de définir
son complété profini en posant : Jfi = n^. Ui (cette définition étant
indépendante du choix de l'uniformisante Tii). Le complété profini de K
au-dessus de < f , ft == ]"[ jfi, produit des complétés Jfi pour les places

IK
au-dessus de < f , contient naturellement le groupe ̂ (K) = Y[ Ui des unités

w
semi-locales de K et sa filtration canonique ^(K) = Y[ (1 -h F), pour

\\f
w e N .

Cela étant, l'injection diagonale de K" dans le produit de ses complétés
]~[ KI" se prolonge par continuité en une surjection s du tensorisé Jf sur
IK
le complété profini R. La filtration transportée

Jf,={xeJf|s(x)€^,(K)}
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prolonge celle de K, et le noyau de s est le groupe Jf^ = Ç} JT^ des
w e N

éléments infinitésimaux. Son intersection avec <?^(K) est le groupe <^(K)
des y-unités infinitésimales, et son sous-groupe <^oo(K-h noyau de la
restriction de s à <?(K), est le groupe de défaut de la conjecture de
Leopoldt.

Bien entendu, c'est le théorème d'approximation simultanée qui assure
la surjectivité de l'application s, le groupe s(^(K)) recouvrant ^(K)
dès que y est assez grand. Plus précisément :

LEMME 1. — Étant donné un ensemble fini Y de places de K, ne
contenant pas les places à l'infini, il existe un y fini ne rencontrant pas y
tel que la restriction de s aux y-unités recouvre Jf.

Démonstration. — Soient Xi , .. ;, x^ une famille finie d'éléments de K
dont les images par s engendrent /-adiquement ^(K). Quel que soit Y
ensemble fini de places finies de K, nous pouvons résoudre pour chacun
des indices i = 1, . . . , n le système de congruences (où Vi est le degré de I-
hyperprimarité) :

y, = 1 (mod p), Vp e Y et y, = x, (mod P), V \\S.

Les yi obtenus sont étrangers à y , et les relations

5(^)=5(x,) (mod^(K/)

nous montrent que leurs images par s engendrent le Z^-module ^(K).
L'ensemble y réunion des places à l'infini et de celles intervenant dans
les yi convient donc.

Quant à la détermination effective du Z^-rang du groupe ê^ (K), elle
est naturellement subordonnée à l'étude des propriétés Sadiques des y-
unités. Dans le cas le plus simple, celui des unités, qui fait l'objet de la
conjecture de Leopoldt, le résultat (<?oo(K) = 1) n'est connu que pour les
corps abéliens sur le corps des rationnels ou sur un corps quadratique
imaginaire, et quelques autres. Dans le cas général, la structure du groupe
<?^(K) (qui n'est jamais nul dès que y est assez grand) est gouvernée par
la conjecture /-adique de Schanuel et il est possible d'en donner une
description conjecturale que l'on peut vérifier par le théorème de Baker-
Brumer sous certaines hypothèses d'abélianité (cf. [12]).
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b. Introduction des groupes de classes d'idoles.

Notons I(K) le groupe des idèles du corps K. Par la théorie du corps
de classes, le groupe de Galois A(K) de l'extension abélienne maximale de
K qui est non ramifiée en dehors de £ s'identifie au quotient :

A(K) = I(K)/K^TTUp(K)
p^

(où Up(K) représente le groupe des unités du complété p-adique de K).
Sa ^-partie 6t(K) s'identifie par conséquent à la limite projective :

^(K) = lim A(K)/A(KF = iï @n^} © AW,
^ L\ p^ / J

où j est induite par le plongement diagonal du groupe multiplicatif de K
dans le groupe des idèles : pour p )( £ , l'application jp est induite par
la valuation (/p(r) = Tip^), et pour les places au-dessus de <f , l'image
d'un élément r dans ft n'est autre que s(r).

La décomposition directe du groupe ft donnée dans la section a)
permet d'écrire le groupe (^(K) sous une forme légèrement différente :

^(K) = iï® 7^) © ^(K)1/7(Jf),
L\ p / J

qui redonne immédiatement la suite exacte bien connue :

(i) 1 -. ̂ (K)/sWK)) ̂  0(K) -^ W(K) -^ 1,

où l'application p associe à la classe Uans . <^(K) de l'élément

( ^ Ttpp ) -h u, celle, dans le ^-groupe des classes d'idéaux du corps K, de
\ p /

l'idéal n?0^
p

Plus généralement, si y est un ensemble fini de places de K
étrangères à <f , le groupe de Galois ^(K) de la ^-extension abélienne
maximale K^ de K qui est non ramifiée en dehors de £ et où les places
de y se décomposent complètement s'écrit comme quotient de (^(K) :

ay(K) = iï © K^} © ^(K)V(JT);
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d'où, comme plus haut, une suite exacte courte :

(ii) 1 -> ^(K)/5(^(K)) -^ ^(K) -^ ̂ (K) -^ 1,

dans laquelle ^^(K) représente le ^-groupe des ^-classes du corps K,
i.e. le quotient de ^(K) par le sous-groupe engendré par les classes dans
^f(K) des idéaux de y . En particulier, pour y assez grand, les y-
unités épuisent le groupe ^(K) et <^(K) se réduit à ^(K).

c. Interprétation en termes de classes d'idéaux.

Introduisons le groupe J(K) des idéaux de K qui sont étrangers à ^,
désignons par P(K) le sous-groupe constitué par ceux qui sont
principaux, puis, pour tout naturel .w, par P^(K) le groupe de rayon :

P^(K) = {aeP(K)|, 3xeK, û = (x) et x = 1 (modf), VfK}. Notons

/ (K) = Z, ®z J (K) , ^ (K) = Z, ®z P (K) , et
^,(K)=Z,®zPJK)

leurs tensorisés respectifs (de sorte que le ^-groupe des classes ^(K)
s'identifie canoniquement au quotient ^/(K)/^(K)); l'intersection

^(K) = Ç} ^(K) des groupes ^(K) est le groupe des idéaux
w e N

principaux-infinitésimaux du corps K, et nous disons que le groupe
^(K) = {ae^(K)|3meN, Û^€^(K)} est le groupe des idéaux
infinitésimaux de K. Cela étant, la théorie du corps de classes permet
d'interpréter le groupe de Galois ^(K) de la ^-extension abélienne ^~
ramifiée maximale K de K comme limite projective des groupes de
classes de rayon :

^(K) ^ lim^(K)/^,(K) = ^(K)/^(K).
m

Et nous disons que <^(K) est le ^-groupe des classes infinitésimales du
corps K. Il vient en effet :

LEMME 2. — Les idéaux principaux-infinitésimaux sont les idéaux
principaux engendrés par les éléments infinitésimaux.

Démonstration. — Soit x un élément de Jf engendrant un idéal
principal-infinitésimal. Par définition de ^(K), nous pouvons trouver
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pour chaque naturel n une unité £„ dans <^(K) et un élément x,, dans
Jf^ vérifiant: x = £^. Maintenant, le groupe <^(K) étant compact,
nous pouvons extraire de (£„) une sous-suite convergente, ce qui nous
permet d'écrire x = e ^ x ^ , avec £006.^ et x^eJ f^ comme annoncé.

Plus généralement, si y est un ensemble fini de places de K
étrangères à £ , convenons de noter / y ( K ) le sous-Z^-module de / ( K )
engendré par les places de y', et ^(K) celui engendré par les
places étrangères à y\ posons alors ^(K) = /^(K) n /y(K)^(K)
( le g r o u p e d e s i d é a u x ^ - p r i n c i p a u x ) , p u i s
^(K) = /^(K) n ^(K)^(K) (le groupe des idéaux ^-principaux-
infinitésimaux) . Nous obtenons sans peine les isomorphismes :

<^(K) = /(K)mK)/AK) ̂  ^(K)/^(K)

et

^(K) == ^(K)/^,(K)^(K) ^ ^(K)/^(K).

En effet :

LEMME 3. — Toute classe de ^(K) (respectivement de ^(K)) peut être
représentée par un idéal étranger à un ensemble fini de places donné.

Démonstration. — C'est bien connu pour ^(K). Cela étant, si a est
un idéal de / ( K ) et y un ensemble fini de places, il existe x dans Jf
tel que xo soit étranger à y\ puis, par le lemme 1, il existe ï) étrangère
y tel que l'élément XY) soit infinitésimal. L'idéal b = xi)û convient
donc.

Nous disons, par analogie, que <^(K) est le ^-groupe des y-classes
infinitésimales du corps K. Revenant alors sur les suites exactes courtes
introduites dans la section c), nous voyons qu'elles peuvent encore s'écrire :

(i') 1 - ̂ (K)/^(K) -^ ^(K)/^(K) -. ̂ (K)/^(K) -^ 1,

(ii') 1 -. ̂ (K)/^(K) -> J^(K)/^(K) - ̂ (K)/^(K) -^ 1.

Et, bien entendu, pour y assez grand le groupe <^(K) est nul, et ̂ (K)
se confond avec ^(K).
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d. Description du sous-groupe de torsion.

La suite exacte (i) de la section a montré que le groupe <^(K) est un
Z^-module noethérien (de même rang que le quotient ^(K)/5(^(K))),
somme directe comme tel d'un Z^-module libre de rang fini et d'un module
fini (T(K). D'après ce qui précède, nous avons immédiatement :

^(K)=^(K)/^(K).

De façon semblable, si y est un ensemble fini de places de K, le sous-
groupe de torsion de ^(K) peut être défini par le quotient
^(K) = ^(K)/^(K), où le groupe ^(K) est donné par:

^(K) = {ae^(K)|3meN, û^e^(K)}.

Pour éclairer la structure du groupe des idéaux infinitésimaux ^^(K),
il est possible de faire appel au logarithme ^-adique : supposons pour
simplifier que K soit un corps à conjugaison complexe (i.e. une extension
quadratique totalement imaginaire d'un corps totalement réel). Dans ce
cas, l'application Log^ s'étend canonîquement à la composante relative
/ ~ ( K ) du tensorisé du groupe des idéaux de K (i.e. au sous-groupe de
^(K) constitué des idéaux dont le conjugué complexe est égal à l'inverse).
En effet, si a est un idéal de / ~ (K), toute puissance principale (/w de a
admet, à une racine de l'unité près, un unique générateur a e Jf qui
vérifie a = a"1, ce qui permet de poser sans ambiguïté (cf. [6], §2) :

Lo^ û = ~fm Lo^ ̂  •

Le groupe ^oo(K) est alors de façon claire le noyau dans </~(K) de
l'application logarithme; d'où la suite exacte canonique :

(iii) 1 - [^(K) n ̂ (K)/^(K)]- -. 15- (K) -. W- (K)

Log^ Log,/- (K)/Log, ̂ (K) ̂  1,

qui précise, en ce qui concerne les composantes relatives, la situation du <f-
corps de classes de Hilbert relativement au composé des Z^-extensions de
K (cf. [6]), puisque le quotient [^(K) n ^(K)/^(K)]- du groupe des
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idéaux principaux qui sont infinitésimaux par le sous-groupe des idéaux
principaux-infinitésimaux s'identifie canoniquement, via l'application s ,

à la composante relative du quotient ( f] HO^i) l/HW du produit des
V i|^ /

/-groupes de racines de l'unité locales par son sous-groupe global.
Plus généralement, si K est abélien sur un sous-corps H, de degré

relatif [K : H] étranger à £ , et si (p est un caractère Sadique irréductible
du groupe de Galois G = Gai (K/H) qui n'est pas représenté dans le
Q^[G]-module Q^OzE^, la restriction du logarithme aux (p-composantes
donne lieu à une suite exacte :

(iv) 1 -. [^(K) n ^(K)/^(K)], -> ^(K) ̂  <^<(K)

^Log,^(K)/Log^(K)^l,

de sorte qu'en pratique, la connaissance d'un système de générateurs de
^(K) suffit pour comparer ^(K) et ^(K).

2. LA SUITE EXACTE DES CLASSES AMBIGES
DANS UNE EXTENSION GALOISIENNE

Nous considérons une extension galoisienne L de degré fini sur K,
dont nous notons G le groupe de Galois. Nous reprenons les notations du
paragraphe précédent et nous notons en outre £ le complété profini du
groupe multiplicatif L" du corps L, et J^f = Z^ ®z L" son tensorisé
par Z<,. En particulier, £f^ désigne ainsi le groupe des éléments
infinitésimaux du corps L.

a. Résultats préliminaires.

Il s'agit des trois lemmes de cohomologie suivants :

LEMME 4. — Le groupe de cohomologie H^G^^L)) est nul.
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Démonstration. - Ce n'est rien d'autre que le théorème 90 de Hilbert
pour les idéaux.

LEMME 5. - Le groupe de cohomologie H^G,^) est nul.

Démonstration. - Partons de la suite exacte courte qui définit les
éléments infinitésimaux :

1 -^o, -^J^-^fl^ 1.

Elle donne naissance à la suite exacte de cohomologie :

i ^ jr, -^ jr-^ft -^ H^G,^,) -^ H^G,^);

l'application SK est naturellement surjective, et le groupe H^G,^) est
nul d'après le théorème 90 de Hilbert; d'où le résultat.

LEMME 6. - Le quotient ^(L)°/^(K) s'identifie au groupe de
cohomologie H^G^L)) .

Démonstration. — D'après le lemme 5, la suite exacte courte qui définit
le groupe ^(L):

1^<(L)^^^^(L)-^1,

donne naissance, en effet, à la suite exacte de cohomologie :

1 -. <(K) -. Jf, -. ̂ (Lf -^ H^G.^L)) -^ 1.

b. Énoncé de la suite exacte.

Considérons la suite exacte courte :

1 ̂  ^(L) -^ ^(L) -^ ay(L) ̂  1.

La suite exacte de cohomologie associée :

1 ̂  ̂ (L)0 ̂  ̂ (L)0 ̂  ̂ (L)0 ̂  H^G^L))
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s'arrête en vertu du lemme 4. L'application f induite par l'extension des
idéaux donne lieu par conséquent au diagramme commutatif :

1-«K) -^(K) -^(K) -1
1 1

f

1 ̂  ̂ (L)0 ̂  ̂ (L)0 ̂  ̂ (L)0 ̂  H^G^L)) -^ 1.

qui conduit, par le lemme du serpent, à la suite exacte :

1 ^ Ker f -. ^(L)°1^(K) -^ ^(Lfl/^ÇK)
-^ ay(Lf|f(ay(K)) -^ H^G,^ (L)) ̂  1.

Compte tenu du lemme 6, nous pouvons donc énoncer :

THÉORÈME 2. — Dans une extension galoisienne finie L/K de corps de
nombres, de groupe de Galois G, le sous-groupe ambige du ^'groupe des y-
classes infinitésimales du corps L est donné par la suite exacte suivante, où
l'application corestriction iy est induite par l'extension des idéaux, et où tous
les termes sont finis :

1 - Ker f -. H^G.^L)) ̂  /^(Lfl/vÇK)
^ ^(L)°/^(^(K)) -> H^G^L)) - 1.

Démonstration. — Seule reste à vérifier la finitude des différents termes
de la suite. Or, puisque G est d'ordre fini, les groupes de cohomologie qui
lui sont attachés ont un exposant qui divise la ^-partie de son ordre. Ainsi
H^G.^L)) est bien fini, puisque ^(L) a un rang fini, et
H1 (G,/^(L)) l'est aussi, comme quotient de ^(L)°, qui a un rang fini.
Enfin, le groupe ^(L)0/^^) est bien connu depuis Chevalley et
mesure ici la ramification en dehors de y et de <f (cf. par exemple [10],
prop. 1) :

LEMME 7. — Désignons par y^ l'ensemble des places finies ramifiées dans
l'extension L/K et étrangères à £\ puis, pour toute place p de y ^ , notons
êy la évaluation de son indice de ramification relatif. Alors, le quotient
^(L)0!^^) admet la décomposition directe :

^(L)0/^^)^ © Z,/^Z,.
pey^\y
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COROLLAIRE 1. (Formule des classes ambiges). — Sous les hypothèses du
théorème, l'application d'extension des idéaux induit un pseudo-isomorphisme
{y de ^^(K) dans ^(L)0 dont le noyau et le conoyau sont liés par
l'identité :

ICoker f\ = |Ker i^/^L)0 : ̂ (K)) WG^^^^^
l1"1 (^^oo^))!

Plus précisément, lorsque l'extension L/K est non-ramifiée en dehors de
y et de £ , il vient exactement :

Ker f ^ H1 (G,< (L)) et Coker ï^ ^ H1 (G,^ (L)).

COROLLAIRE 2. — L'application iy est injective dès que le groupe de
cohomologie H^G^^L)) est nul. Cela a lieu en particulier lorsque le rang
du groupe S^ des y-unités infinitésimales est constant dans l'extension
L/K.

Démonstration. — C'est là une généralisation immédiate d'un résultat
de G. Gras(cf. [3], th. II, 1 et prop. II, 3). L'hypothèse sur les rangs entraîne
que <^(K) est d'indice fini dans <^(L). Mais, le groupe <^(L) étant
sans torsion, cela ne peut avoir lieu qu'avec l'égalité <^(K) = <^(L) : en
effet, si pour chaque ^-unité infinitésimale e e <^(L), il existe un naturel
m tel que e^ soit dans <QK), il suit ^-^m = 1, pour tout o de G,
i.e. e0"1 = 1, comme attendu.

Notons que cette hypothèse sur les rangs est toujours vérifiée (au moins
à partir d'un certain rang) dans une tour cyclotomique : le défaut de la
conjecture de Leopoldt y est effet borné (cf. [4], th. 1, cor.) et chaque
nombre premier est finiment décomposé dans la tour; mais ces deux
résultats peuvent être en défaut dans une Z^-extension quelconque (cf. [7] et
[11]).

COROLLAIRE 3. — Supposons l'extension L/K cyclique, et désignons par
^ao = ^L/K^ao) ^ groupe des normes infinitésimales. Le groupe de
cohomologie H1 (G,^^, (L)) s'identifie au quotient
<^(K) n ^V/N^(^(L)') de sorte que la formule des classes ambiges prend
la forme :

ICoker f\ ̂  (^(L)0 : ̂ (K)) IH^G.Ql
|Ker f\ «(K) : <(K) n ̂ ,) • |H1 (G,<)| '
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Démonstration. — Soit û un idéal de ^(L) de norme unité sur K.
Par définition du groupe ^^(L), nous pouvons écrire a = xb pour un x
de -Sfoo et un b de /y(L)\ et la condition N^(û) = 1 nous assure que
l'élément e = N^W sst une ^-unité de K. L'isomorphisme annoncé
s'obtient alors par passage au quotient.

c. Étude du sous-groupe de torsion.

Revenons au cas général où L est une extension galoisienne de degré
fini sur K. La capitulation Ker iy étant bornée, elle n'intéresse en fait
que le sous-groupe de torsion ^(K) de <^(K). Et comme l'application
corestriction iy applique évidemment <F^(K) dans le sous-groupe ambige
de (F^(L), nous pouvons reprendre pour le groupe de torsion ^y la
construction de la section précédente, à partir cette fois de la suite exacte
courte :

1 ̂  ̂ (L) -. ̂ (L) ̂  ̂ (L) -. 1.

Une difficulté toutefois se présente: le groupe H^G^/^L)) n'étant
généralement pas nul, la suite exacte de cohomologie associée :

1 - ̂ (L)0 - ̂ (L)0 - <T - H^G^L))

ne s'arrête pas, non plus par conséquent que celle déduite par le lemme du
serpent du diagramme commutatif donné par l'application f^ :

I ^ ̂ (L)°/^(K) ̂  /^(L)°/^(K) ̂  ̂ (K) -> H^G^L)).

D'après le lemme 5 en revanche, la suite exacte de cohomologie associée à
celle :

1^<(L)^^-^(L)^1,

qui définit ^(L), nous prouve que le groupe H^G,̂ !̂.)) s'injecte
dans celui de H^G.^^L)) qui est, a priori, mieux connu : Par exemple,
lorsque y se réduit aux places à l'infini, le groupe H^G^^L)) est nul
dès que le corps K vérifie la conjecture de Leopoldt.

Il vient donc :

THÉORÈME 3. — Dans une extension galoisienne finie L/K de corps de
nombres, qui vérifie la condition H^G^^L)) = 1, le sous-groupe ambige
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du groupe de torsion ^(L) est donné par la suite exacte (où iy est
l'application corestriction de <^(K) dans ^(L)) :

1 „ Ker f ̂  H^G.^OL)) -. /^(Lf/^(K) ̂  ̂ (^/^(^(K)) - 1.

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème, l'ordre du groupe
ambige ^(L)0 est donné par la formule :

Fy/T \G| 1^ ^vl / qy (\ \G . a;y (\r\\
(L) 1 = IH^G^L))!-^^ -^(K))

|̂ (K)| (^(L)° : ̂ (K))
IH^G.^L))! 0^(L)0 : ̂ (K)./^)0) '

Démonstration. — L'égalité de gauche provient directement du
théorème. Cela étant, puisque la capitulation Ker i9' est bornée,
l'intersection ^(K) n /^(L) se réduit à </^,(K.) et le quotient
/W°//^(K) s'écrit encore ^(L)0. /9'(K)/'/y'(K), d'où le résultat00 '-—^ ' <7 00

annoncé.

Bien entendu, lorsque le groupe ^ des ^-unités est cohomologique-
ment trivial dans l'extension galoisienne L/K, la corestriction iy est
injective et la formule précédente donne l'ordre de ^(L)° comme produit
de deux entiers :

( ^^(\ \0 ' ^^fWiIT-^/T \G| \7-y^v\\ v^ \LJ) ' ^ \"-))F (L) 1 = F ̂ •^w-.r^./w)
Le numérateur du quotient étant donné par le lemme 7, disons un mot sur
le dénominateur : Pour chaque premier p, de K étranger à y et à £ , qui
se ramifie dans l'extension L/K, notons ^ le composé des idéaux de L
au-dessus de p;; désignons par ^(K) le sous-module de /^(L)
engendré parles p;, et par Q^ÇL) celui qui est engendré par les ^P,. Le
groupe / y ( L ) G / / y ( K ) des idéaux ambiges modulo les étendus s'identifie
au quotient ^(L)/^(K). Comme, de plus, pour m assez grand, les
idéaux de ^(L)^ sont les étendus d'idéaux principaux de K, le choix de
générateurs permet de représenter ^(L)0/^^) comme quotient de
deux groupes de nombres ^(L) et %^(K) contenus dans Jf :

^(Lf//^^) ̂  ^(L)/^-(K) ^ ^(L/y(K/" ^ ^(L)/^(K).


