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SUR LA THEORIE ERGODIQUE
par Jean BOCLE (Rennes)

INTRODUCTION

Point de vue sur la théorie ergodique et son cadre.

En Mécanique classique, on représentc unsystéme matériel ¥
dépendant de n parametres g, =1, ..., n, par un point z
dans un espace a 2n dimensions, les coordonnees de ce point

dg;
étant: py, ..., Puy Q1 ---y G OU p; = 'dt Ces 2n paramétres

caractérisent le systéme en mouvement a l'instant ¢; le point x
représente la phase de Y; on confond d’ailleurs point z et
phase du systéme et I’ensemble des points z correspondant
a X constitue Pespace des phases P. L’évolution du systéme
au cours du temps est représentée par une trajectoire dans
I'espace des phases.

Se donner les conditions initiales pour X revient & choisir
un point z, dans P; la phase z de X a 'intant ¢ est alors le
transformé de z, par une certaine transformation T, et nous
écrivons : z = Txy. D’une fagon générale, T, est une trans-
formation biunivoque de P en lui-méme telle que si y est la
phase de X a l'instant ¢, sa phase a I'instant ¢ + ¢t est Ty.
Les transformations T, forment un groupe (si on considére
— oo <t + ©):

Tox = =, T(T, ) =T,, ,x;

elles dépendent de I'indice ¢, le temps: Pespace des indices
est ici 'espace du temps.

D’autre part, si on envisage, comme on est amené a le
faire en Mécanique statistique, un ensemble d’états possibles
pour X a un instant ¢, donc une partie de 'espace des phases P,
il est intéressant de faire intervenir un résultat de Liouville
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((1], 11-8, p. 32) (*) qui affirme que les transformations T,
conservent le volume dans P moyennant un choix convenable
des parameétres du systéme.

D’un point de vue abstrait, nous sommes donc conduits a consi-
dérer un groupe de transformations biunivoques d’un espace P
en lui-méme et tel que, P étant muni d’une mesure convenable,
les transformations du groupe conservent la mesure.

Nous plagant maintenant a ce point de vue de la mesure
abstraite, nous devons introduire ’hypothése ergodique sous
la forme suivante: (hypothése de transitivité métrique):
dans I'espace des phases, les seuls ensembles mesurables inva-
riants par les transformations T, (4 un ensemble de mesure
nulle pres) sont ’espace P lui-méme et ’ensemble vide. Dans
ce cas, s1 nous supposons la mesure de P, ¢(P), finie et si f
est une fonction dépendant de la phase de X, donc de z, le
théoréme de Birkhoff nous dit que, pour presque tout z dans P,

tf;ef(T,z)dt tend vers une limite égale a v(ip)ﬁf(x) dy

lorsque 0 tend vers I'infini; en abrégé, les moyennes tempo-
relles ont une limite égale & la moyenne spatiale pour presque
tout z. Remarquons que cette limite est indépendante de z, c’est
une constante; elle est invariante par les transformations T,.
En fait cette derniére remarque est fondamentale, car le
théoréme de Birkhoff est valable méme si 'on ne fait plus
I’hypothése de transitivité métrique et si la limite n’est plus
nécessairement une constante, elle garde néanmoins la pro-
priété d’invariance. En effet ce théoréme s’énonce de la fagon
suivante : si P est de mesure finie, si f, fonction définie sur
P, est intégrable, alors la limite des moyennes ergodiques

6 . ..
% f f(Tx)dt existe presque partout sur P et cette limite est
0

intégrable et invariante par les T,. Un calcul élémentaire de
changement de variables montre que cette invariance provient
de l'invariance par translation dans le temps de la mesure
des durées : mesure de (0, ) = mesure de (¢, ¢t + 0) quel que
soit t. De la vient I'idée de considérer un groupe de transfor-
mations T,, dépendant d’un indice ¢, élément d’un espace I,
I'espace des indices, qui est un groupe, pas nécessairement

(1) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la fin de
l'article.
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abélien et dans lequel on introduit une mesure invariante par
translation, a gauche par exemple. (Ceci implique évidemment
que le s-anneau support de la mesure est lui aussi invariant
par translation a gauche.) Comme d’autre part, il est utile
d’avoir une topologie dans I, nous sommes conduits a prendre
pour espace des indices un groupe topologique localement
compact mum de sa mesure de Haar.

Nous savons que du point de vue métrique, un tel groupe,
dans lequel on considére comme ensembles mesurables seule-
ment les ensembles de Baire et la restriction de la mesure de
Haar a ces ensembles, est un groupe mesurable ([1], §59).
Cette remarque n’est pas sans utilité, car, de méme que dans la
définition d’un groupe mesurable on introduit une propriété
de conservation de la mesurabilité dans le carré de ’espace
par une certaine transformation (2), de méme on devra complé-
ter I’hypothése de la conservation de la mesure dans P par
les transformations T, par une hypothése de conservation de
la mesurabilité dans I'espace produit I X P par la transfor-
mation T* qui a (¢, z) associe (¢, T, 'z) (3).

Origine et résumé de ce travail.

Le premier, 4 ma connaissance, a avoir généralisé I’espace
des indices est Wiener, qui, dans [20], prend pour I un espace
euclidien 4 n dimensions; les moyennes ergodiques sont alors
prises sur les boules fermées centrées a l'origine. Mais dans
son mémoire Wiener non seulement reprend les théorémes
ergodiques classiques: théoréemes de von Neumann et de
Birkhoff, mais encore considére ce que deviennent les moyennes
ergodiques lorsque la boule euclidienne au lieu de s’étendre
a I'infin1 se contracte sur 'origine (dérivation dans le cadre
ergodique). A ce propos Wiener remarque une ressemblance
entre les énoncés du théoréme de Birkoff et du théoréme de
dérivation dans le cadre ergodique qui peuvent étre coiffés
tous deux par celui du théoréme ergodique maximal. En outre
Wiener montre une analogie entre la démonstration du théo-
réeme ergodique de Birkhofl a partir du théoréme de von
Neumann et celle du théoréme de dérivation (ordinaire) dans

(3)  Voir plus loin ch. 1, § 2, transformation S*.
() A propos de cette analogic qu'il est intéressant de poursuivee, voir [19],

Appendice 1, p. 140 et [11], §3, p. 9. Voir également dans cet article ch. o, § L
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I'espace euclidien. Riesz [17] insiste davantage sur cette ana-
logie entre les démonstrations ainsi que Cotlar qui, dans [7],
signalant que I’étude n’a pas été faite dans le cas d’un groupe
topologique, mentionne le probléme suivant: « faire une
étude systématique de I’analogie entre les théorémes ergo-
diques et le théoréme de dérivation de Lebesgue-Perron-
Denjoy ». Ce fut la 'origine de ce travail; M. Pauc me proposa
en effet d’élucider le role des hypothéses vitaliennes en théorie
ergodique comme lui-méme et Krickeberg ’avaient fait en
théorie de la différentiation des fonctions d’ensembles et en
théorie des martingales.

Je n’ai pas atteint le but proposé, car, dés le début, j’ai
sulvi une orientation qui m’en éloignait. En effet, en appro-
fondissant la démonstration du théoréme ergodique maximal,
puis celle du théoréme de dérivation dans le cadre ergodique
de Wiener, il m’a semblé qu’il y avait intérét d’une part a
étudier systématiquement I'espace produit I X P, la corres-
pondance qui, a toute fonction f définie sur P, associe dans
I x P la fonction définie par f(¢, ) = f(Tx) et la transfor-
mation T* définie plus haut et d’autre part, a essayer d’éta-
blir des relations entre convergences dans I'’espace des phases
et dans I'espace des indices pour chacun des types: conver-
gence presque partout, convergence en moyenne et conver-
gence en mesure. (Ceci m’a d’ailleurs permis de constater la
souplesse que présente dans son maniement la convergence
en mesure ou convergence stochastique, comme l'avait déja
fait Krickeberg). Les résultats que j’a1 obtenus dans cette
voie ont été publiés dans [2]; leur développement fait I'objet
du chapitre 1.

Le théoréme de la densité de Halmos ([8], Ex. 5, § 61, p. 268)
me fournissait immédiatement une application aux moyennes
ergodiques de fonctions caractéristiques, moyennant une
légére extension dans le cas ou 'ensemble (E) n’est pas borné;
puis utilisant le résultat obtenu dans l’espace des phases,
1l était facile de I’étendre aux moyennes de fonctions de classe
L. Mais une autre voie, dans la ligne des travaux de Pauc
en théorie de la différentiation, consistait a généraliser le
théoréme de la densité et a rechercher des théorémes de déri-
vation globale dans I, non seulement dans le cas d’intégrales,
mais aussl dans le cas d’une mesure de Radon quelconque,
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puis a transposer dans I’espace des phases le résultat relatif
aux intégrales qui seul intervient pour les moyennos ergo-
diques. C’est le mode d’exposition choisi ic1: le chapitre 1
est consacré a I’établissement de ces théoréemes de dérivation
globale pour les intégrales et les mesures de Radon. Notons
que ces résultats, qui ont été publiés dans [4], sont nouveanx
méme dans le cas de la droite numérique. Pauc ([14], [15] [16))
et Krickeberg [13] ont obtenu des théorémes analogues,
mais dans des conditions différentes.

L’application a la théorie ergodique n’est donnée que dans
le chapitre 1r aprés 'introduction des moyennes ergodiques.
J’étudie d’ailleurs non seulement les moyennes ergodiques de
fonctions de point mais aussi les moyennes de fonctions d’en-
sembles, essayant de combler, en partie tout au moins, une
lacune signalée par M. Pauc: I’absence du point de vue dual
en théorie ergodique. Cect m’a conduit naturellement a envi-
sager systématiquement les moyennes de fonctions caracté-
ristiques qui procédent des deux points de vue et a aborder
d’une maniére différente de Calderon [6], Tsurum [18],
Halmos [10] le probléme de la mesure invariante. En parti-
culier, & propos de la question d’invariance, je suis amené a
1ntr0du1re une notion de groupe ergodlque plus générale que
celle de Calderon [5]. Les résultats principaux de ce chapitre 11
ont été publiés dans [3].

La bibliographie placée en fin d’article ne concerne que les
ouvrages cités dans ce mémoire. On trouvera dans [9], [11]
et [12] en particulier une bibliographie assez compléte sur la
théorie ergodique.

En terminant cette introduction, je tiens a exprimer a
M. Pauc, dont je n’ai pas mentionné le nom aussi souvenl
qu’ill Taurait fallu, toute mon affectueuse reconnaissance
pour les conseils et les encouragements qu’il n’a cessé de me
prodiguer pendant I’élaboration de cette theése.
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CHAPITRE 1

GROUPES TOPOLOGIQUES LOCALEMENT COMPACTS

Il s’agit essentiellement de groupes topologiques localement
compacts au sens de Bourbaki, donc séparés.

Dans le § 1, nous fixons les notations et nous énongons
les définitions et propriétés qui serviront dans la suite,
en particulier lorsque nous utiliserons un groupe topologique
localement compact comme espace des indices en théorie
ergodique. Dans le § 2, nous adaptons au cas général unc
transformation utilisée par Halmos seulement dans le cas
d’un groupe mesurable; cela nous permet de démontrer deux
propositions qui trouvent leur application dans le § 3, ou nous
étudions le probléme de la dérivation dans un groupe topo-
logique localement compact.

1. — Généralités.

La plupart des notations, définitions et propriétés que nous
introduisons ici sont empruntées & Halmos ([8], chapitres x
et x1 principalement).

I, groupe topologique localement compact; e, élément unité
de I; r, s, t, éléments quelconques de I.

S1 A est une partie de I, on note:

SA={r:r=st teAl As={r:r=1ts, teAl

sA, resp. As, translaté a gauche, resp. a droite, de A pars.
Si A et B sont deux parties de I,

AB = UtB =JAs.
teEA SEB

C, classe des ensembles compacts de I; B, s-anneau booléen
engendré par €. Les éléments de $# sont les ensembles boréliens
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de I. Tout ensemble borélien est s-borné. Tout ensemble
ouvert s-borné est borélien.

U, famille des ensembles boréliens ouverts.

Co, classe des ensembles compacts de I qui sont des Gj; By,
s-anneau engendré par C, Les éléments de %, sont les
ensembles de Baire de 1.

Uy, famille des ensembles de Baire ouverts.

IX, espace produit I X I; %5, s-anneau engendré par la
famille des ensembles Ay X By, A, et B, appartenant a B;
BX coincide avec la famille des ensembles de Baire de I*
considéré comme groupe topologique localement compact.

#*, s-anneau engendré par la famille des ensembles A X B,
A et B appartenant a $.

esures: Mesure de Borel: mesure définie sur $ et finie
M M de Borel défi $ et fi
pour tout ensemble compact. Toute mesure borélienne est
o-finie.

Mesure de Baire: mesure définie sur 3, et finie pour tout
élément de C,. Toute mesure de Baire g, est régulicre, c’est-
a-dire que:

o(Ao) = 1nf . 5o(Up: Agc Uy, U € Uyp),
Po(Ao) = sup.po(Co : Ag2 (o, CoeCy).

Une mesure borélienne est réguliére si, o désignant une
telle mesure,

VAe®B, z(A)=inf.;(U: AcU,Ue‘l)=sup.g(C: A>C, CeC).

O

VAO € i%0’

Elle est complétement réguliére (en abrégé c. r.) si:
¢(A) = inf.p(Up: A c U, Uy e Uy) = sup.p(Cy: Ao Gy, CoeCy).

Une mesure de Radon est une mesure de Borel réguliére.

Une mesure de Haar A est une mesure de Radon c. r.,
positive pour tout ensemble non vide de ‘Il et invariante par
translation a gauche:

VAeR et rel, rAe® et A(rA) = A(A).

Une telle mesure n’est définie qu’a un facteur constant
prés et par conséquent le rapport des mesures de Haar de
deux ensembles boréliens est déterminé de fagon unique. Or
dans la suite il n’interviendra que de tels rapports. Aussi



SUR LA THEORIE ERGODIQUE 9

parlerons-nous de « la » mesure de Haar définie sur $ et qui
sera toujours désignée par A.
Quel que soit I’ensemble borélien A et I'élément r de I,

Are® et AAr) = AA).k(r)

k(r), qui ne dépend pas de A, est la fonction modulaire. Elle
est positive et finie, et continue sur I. On a:

k(e) =1 et k(rs) = k(r).k(s), Vr et sel.

Si k(r) = 1 quel que soit r, on dit que le groupe est uni-
modulaire.

2. — Utilisation dans le cas d’un groupe topologique
localement compact d’une transformation
intervenant dans la définition d’un groupe mesurable (*).

Transformation S*: S* est la transformation de I* sur I
qui, a (r, s) fait correspondre (r, r~1s). Elle est biunivoque et
bicontinue. Elle transforme tout ensemble de &Y en un ensemble
de .

(LB.A)

|

(1.B.P)

Utilisant les notations de [8] pour les sections d’un ensemble
dans un espace produit {*), si A et B sont deux parties de I,
on a:

[SA X B),=r-BsireA et OsireA,

(*) Dans (8], § 59, p. 257, la transformation S utilisée est l'inverse de notre
transformation S*.

(®) Si E est un ensemble dans I'espace produit X x Y des deux espaces X et Y,
E:={y:(z, y)eE} et E? = {a: (2, y)€E}.
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et [SYA X B)f={r:r-t=s, reA, teB}
= {r:r=1ts"1, reA, teB} = AnBs!
Soit (I¥, #%, ¢*) 'espace mesuré produit des deux espaces
mesurés (I, 8, p) o p est une mesure de Radon c. r. quelconque
et (I, #, A). [Cf. note (**)]. Si Ay et By sont deux ensembles

de Baire, on obtient par application du théoréme de Fubini
au calcul de la mesure de S*(A, X By):

[S"(AoXBy)] = [, Ar-Bo)dp(r) = [, A(Bo)dp(r) =5(Ao). A(By).

Donc dans (I¥, #% 5*), S* transforme un « rectangle » de
Baire en un ensemble de Baire de méme mesure.

Soilent maintenant A et B deux ensembles boréliens bornés.
A X B est un « rectangle » de #*. Puisque les mesures g et A
sont complétement réguliéres, on a:

5(A) = sup. 5(Co: Gy A, Gy € Cy) = inf,
A(B) = sup. A(K, : Kq € B, K, € &) = inf.

Mais :
CcAclU; et KjecBeV, = (C X KgcA XBcU, XV,
donc: S*C, X Ky) e S*A X B) « S*U, X V,)

Or:

sup. p* (G X Kp: G e A, K, eB)

= sup. p(Co: Gy = A).sup. A (Kq: Ky € B) = p(A).A(B)
inf. ¢*(Uy X Vy: Uyo A, V,B)

=1inf. p (Uy: Uy 2 A).inf. A (Vy: Vo2 B) = p(A).A(B).

et puisque S* conserve la mesure $* pour les « rectangles »
de Baire:

sup. ¢¥[S*(Co X Ko)] = inf.* [S* (U, X Vy)| = ¢(A). A(B).

S* (A X B) a donc des mesures intérieure et extérieure égales,
et comme 1l appartient au s-anneau héréditaire engendré
par $%, 1l est mesurable relativement a la complétion (*) g%

2(Up: Uy o A, U, € Uy)
A(Vo: Vo2 B, V, € Uy)

() La complétion p d’une mesure p définie sur un espace de mesure (X, ) est
Pextension de la mesure u a la classe de tous les ensembles EUN ou Eed et N est
un sous-ensemble d’un ensemble de mesure nulle, extension définie par:

W(EUN) = u(E).
(CS. (8], § 13.)
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de la mesure p* (cf. [8], § 14, th. F, p. 60) et sa mesure est
?(A).A(B).

D’autre part le théoréme de Fubini reste valable si on
remplace ¢* par sa complétion g*.

Comme conséquences de ces remarques, nous obtenons les
deux propositions suivantes:

Prorosition 1 : Quels que soient les ensembles boréliens bornés

A et B tel que A(B) > 0, quelle que soit la mesure de Radon

complétement réguliére o, si \ désigne la complétion de %, on a:

a)= [RREB R ()

En effet, 'application du théoréme de Fubini au calcul de la
mesure de S*(A X B) donne:

5(A). A(B) = f 5(A n Bs~1)di(s)
d’ou, puisque A(B) > 0:

(a)= [EATS) ).

(1)

Posant s = ¢!, on obtient dA(s) = k(1)

(AnBs 1)
(8= [EETEdA

(A n Bt) d)\( ) . ';(AfLBL)
= [%5d =m0

et

O

ProrositioN 2. — Si U est un borélien ouvert et borné, B
un borélien borné, si f est une fonction définie dans 1, locale-
ment B-mesurable et si g est la fonction définte dans I* par
g (r, 8) = f(rs) — f (s), alors la restriction de g au « rectangle »
U X Best mesurable relativement a la complétion \* de la mesure
produit AX = A X A.

¢ étant un nombre réel, posons: A = {s:f(s) = c{.

(?) Si dans I’expression d'une intégrale aucune mention n’est faite de I’ensemble
sur lequel elle est prise, c’est que I'intégrale est étendue au support de la fonction
ou a 'espace tout entier si celui-ci est mesurable.
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A est localement borélien.
f(rys):se Al n (U XB)=(IXA)n(UXB)=U X (A nB)e®*
donc g, telle que g (r, s) = f(s) est localement $* mesurable.
f{(r,s):rse Al n(U x B) = [S*(I X A)]n (U X B)
= [S$*[U X (AnUB)]|n (U X B).

Or UB est ouvert et borné, donc borélien, par suite A n UB est
borélien borné et par conséquent S*[U X (A n UB)| est mesu-
rable relativement a A*. Il en résulte que la restriction de g,

telle que gy(r, s) = f (rs) 8 U X B est A*-mesurable. Puisque g,
I’est aussi, 1l en est de méme de g = g, — g; ().

3. — Théorémes de dérivation globale

dans les groupes topologiques localement compacts.

o étant une mesure de Radon, B un ensemble borélien
borné de mesure positive, nous allons étudier le comportement
de la fonction pp définie par zp(t) = %Egg lorsque B tend vers e
du point de vue de la convergence en moyenne oude la conver-
gence en mesure sur un ensemble borélien borné.

Nous décomposerons cette étude en plusieurs cas en nous
appuyant sur les remarques suivantes:

a) Si p est une mesure de Radon de signe quelconque sur
(I, ®) elle est différence de deux mesures positives (décompo-
sition de Jordan):

p=pt—p"

b) Si p est une mesure de Radon positive, elle peut s’écrire

et cela d’'une maniére unique, sous la forme:

p=vt7Y
ou ¢ est une mesure de Radon positive absolument continue
parrapport a A et une mesure de Radon positive étrangére a A.
Il nous suffit donc de considérer deux cas: d’une part

celui d’'une mesure de Radon positive absolument continue

par rapport a A, d’autre part celul d’une mesure positive
étrangére a A.

(8) Remarquons que si I est métrisable, on peut remplacer U par un borélien
borné A quelconque; il n’est pas nécessaire de le supposer ouvert.
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Cas d'une mesure de Radon positive absolument continue par
rapport a A.

Soit donc ¢ une fonction d’ensemble définie sur $, & valeurs
réelles positives et finies sur les ensembles boréliens bornés,
s-additive et absolument continue par rapport a A. Cette
fonction posséde alors un intégrant de Radon-Nikodym f,
positif et localement $-mesurable, défini seulement a un
ensemble localement borélien et négligeable prés.

Tutortme I. — Lorsque U, ensemble borélien ouvert et

borné tend vers e, la fonction ¢y définte par qb(t):iggg
converge en moyenne vers f sur tout ensemble borélien borné D. (*)

a) Posons g (s, t) = f(st) —f(¢).

Quels que soient I’ensemble borélien ouvert et borné U et
I’ensemble-borélien borné B, d’apres la proposition 2 ci-dessus,
nous pouvons appliquer le théoréme de Fubini a la restriction
de g 4 U X B relativement a la mesure A%, complétion de A*.
En remarquant qu’une s-section ou une t-section quelconque
de g est B-mesurable, nous pouvons écrire:

[ glsnd¥s, 0= [ a0 [ gls, 0 dn(s)
_ f dA(s) f g(s, H)dA (1)
Mais : fgstdx ff (st)d(s —ff (t)d(s

Posant st = r, on obtient :

[.flanane) = [ fir).kendr () = k1(t> ﬁ'f(r)dx(r)=?]£%t).
Comme fU £(6)d\s) = (). A(U), il vient :

ﬁ g, ) dn¥(s, 0 f X(U)]di(t)

— A(U) ﬁ [J)\g—Ut—)—f(t)]di(t).

(®) Modification a I'énoncé de ce théoréme dans [4]: I'ensemble qui, dans cet
énoncé élait désigné par B doil étre supposé ouvert, pour une question de mesura-
bilité (cf. la démonstration de la proposition 2); ¢’est pourquoi il est noté U ici.
Si I est métrisable, il n’est pas besoin de considérer un ouvert (cf. note (8)].
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Mais la fonction de ¢t définie par ¢(Ut) est continue; cela résulte
en effet de |¢(Us) — ¢(Ut)| < ¢(Us — Ut) (*), de I’absolue
continuité de ¢ par rapport a A et de la continuité de la
fonction de r définie ‘par A(U — Ur) (*'). C’est donc une fonc-
tion de Baire (**), donc une fonction localement borélienne, de
sorte que I'on peut intégrer au moyen de A et écrire :

f[ﬁ—) f)]a fdx fgstd)\

donc, en utilisant la notation gy déja defime-

[ lat)— (0] o)< 5y - d6) | lato, 0100

Soit D un ensemble borélien borne quelconque. Désignons
par B’ et B” les sous-ensembles de D sur lesquels on a respec-
tivement :

gu() —f() =0 et gu(t) —f(8) <O

B’ et B” sont des boréliens bornés. On peut donc appliquer
I'inégalité (1) en prenant pour B, B’ puis B”, ce qui donne:

| lsb0 — Fo)dre) = [ 1540 —F@1dr)
sf‘ 5 [ [ lets, 01an(o
[ 560 —rol | = [ 150 — o

<*~—fd7\ f|gs, )| dA(2)
d’ou, en ajoutant:

S 1ot — F01d00) < 5 L) 1t 01 anio,

b) Soient ¢ un nombre positif et V un voisinage de e ouvert
et borné fixés arbitrairement. Alors VD est ouvert et borné,

() Le signe — désigne ici la différence symétrique de deux ensembles, notée A
dans [8]. Rappelons que A — B est I'ensemble des ¢éléments qui appartiennent seu-
lement a I'un des deux ensembles A ou B. Si Bc A, on retrouve la différence ordi-
naire.

(1) [8], th. A, § 61, p. 266.

(*2) [8], p. 223.
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et de I’absolue continuité de ¢ par rapport a A résulte I'exis-
tence d’'un nombre ¢ positif tel que:

(3) Ae®, AcVD et AA)<E = (A)<ce

¢ dépend de V et de .
D’apreés le théoréme de Lusin, il existe un compact C inclus
dans D, sur lequel f est continue et tel que:

~N

¢
(4) AMD—C) < 9

La fonction f étant continue sur le compact C est donc
uniformément continue sur C et par conséquent il existe un
voisinage V' de e tel que:

(5) seV' et te(sCnC) = [f(st) —f(t)|=|g(s, 8)|<< i(sb")
V’ dépend de C-et de «.

C étant fixé, 1l existe un voisinage V" de e tel que:

(6) seV’ —= As~1C—C) < 2

V” dépend de C et de d.
La suite des implications qui déterminent V' et V" est
résumée dans le schéma suivant:

/6
/}:

\ N\

¢) Eerivant D’=D —(s~1CnC), on a D=D"u (s71Cn ()

puisque C est inclus dans D, D’ n (s='Cn C) = o et par suite:

(7) fl;!g(S, t)ldn (t) = ‘ Ctg(s, t)|dA (t)—l-fb.‘g(s’ )| ) (2).

v sTiGN

v”

D’aprés (5):

8) seV’ =>-f._'cnc|g(s, )| dA (1) < MED) As=1Cn C) <.
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D’autre part:
[ Jgs i@ = [ ifeo—r@iana
< | fsn @) + [ f an)

puisque f est positive.

Mais :

[roa@=2D) et [ feadr@)= [ fr)dnr)=g(sD).

Comme D’ est inclus dans (D — C) v (s72C — C), s1 s appar-
tient a V", d’aprés (4) et (6), A(D’) est inférieur a 3, et par
conséquent aussi A(sD’). Par suite, en tenant compte du fait
que D’ est inclus dans D et de (3):

seV'=¢(D)<e et seVaV = ¢(sD’) e
donc :
(9) seVaV’ —» f (s, )i dA(t) < 2.
N

Finalement (7), (8) et (9) montrent que:

seVaVaV" —» f[g(s, ) dN(t) < 3¢

D
d’ou
UcVaVaV' —» x_(lff) ﬁdi(s)ﬁ[g(s, 0] dAQ)
1 r
< )\—(U)Juugi d)\(S) = 3E
donc:
UecVaVaV — ﬁ]g{,(t) — (0] dA(E) < 3¢

autrement dit ¢y converge en moyenne vers f sur ’ensemble
borélien borné quelconque D.

Cas particulier : Si A est un ensemble borélien fixé, prenons
pour ¢ la fonction définie sur $ par 3(B) = A(Bn A), Be®,
Alors f(t) = y(t; A) (2).

(**) x désigne la fonction caractéristique d’un ensemble.
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Si Pon désigne par Ay(A) la fonction définie par
Ny AMAnUt) , I . ‘.

Au(t; A) = YN I'application du théoréme précédent nous

donne alors le résultat suivant: Ay(A) converge en moyenne

vers y(A) sur tout ensemble borélien borné. C’est le théoréme

de la densité pour un groupe topologique localement compact

([8], Ex. 5, § 61, p. 261) (mais ici nous ne supposons pas que
I’ensemble A est borné).

Cas d'une mesure de Radon positive étrangére a Aet c. r.

Soit Y une fonction d’ensemble définic sur B, a valeurs
réelles positives et finies sur les cnsembles boréliens bornés,
s-additive, singuliére par rapport a A et complétement réguliére.

Il existe alors un ensemble localement borélien N tel que

Y(A) = $(A n N) pour tout Ae¥ et A(A"n N) = 0 pour tout
ensemble borélien borné A’.

Tutorkme II. — Lorsque B, ensemble borélien symétrique
borné et de mesure positivé lend vers e, la fonction Yy définie

par u(t) =j\’((B;) converge en mesure relativement a A\ vers

zéro sur tout ensemble borélien borné D.
a) Soit D un ensemble borélien borné quelconque. Soient ¢

un nombre positif et V un voisinage de e ouvert et borné
fixés arbitrairement.

Alors VD est ouvert et borné, donc boréliecn, A(VD n N) est
nulle et puisque A est réguliére, 1l existe un ouvert de Baire

borné U, tel que:
VD n Nc U, et AUp) < e

Soit ¢’ un nombre positif fixé arbitrairement. Puisque toute
mesure de Baire est réguliére, il existe un compact de Baire
Co inclus dans U et tel que:

(1) $(Uo) — $(G) < ¢
A tout borélien borné B, associons I'intérieur Uy de
ft: Btc Upyf.
Uy est ouvert et borné, donc 1l est borélien. En outre : BU, < U,

Il est évident que: Be B’ > Uyo Uyj si Uy n’est pas vide,
a fortiori Uy n’est pas vide non plus.
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C, étant fixé, il existe un voisinage ouvert et borné V' de e
tel que:
VGV e U,
CoV’ est ouvert et inclus dans U,, donc CyV’' € Uy,. Par consé-
quent Uy, n’est pas vide et il contient C,.
On a donc le résultat suivant:

BcV' = U;>UzoUy>oC(,.

Par suite, si 'on tient compte de (1):

(2) BeV' — {(Up) — ¢(Us) < ¢'.
Enfin, si B est symétrique,
(3) BtnUB#Vf — tEUo.

En effet, si Bt n Uy £ @, il existe seB tel que st e Up, donc
te s71U,, et par conséquent t € B-1Uy et puisque B est symé-
trique te BU,c U,.

b) Nous avons vu (proposition 1 ch. 1, § 2) que, quels que soient
la mesure de Radon c.r. p et les ensembles boréliens bornés A

et B tel que 7\(B) <0:
fP(‘A.'LBt

Appliquons ce résultat a la mesure §, on obtient pour tout
borélien borné B de A-mesure positive :

H(U) f.PU nBt

> {UonBt Zf\[aUBnBt )

v, A(Bt
Si en outre B est symétrique, on a, en tenant compte de (3):
,l.a Uu n Bt f£ Uu nbi) Bt 7\(t) —_ "l"(U")
U,
U n Bt " (U n Bt
1 $(U, n Bt — o n BY) 5y < — (U
donc: f d)\ t) o, A(BY) t) < P(Up) — Y(

et par suite:

J" DN U.P([;(()I;t)Bt) dry) < $(Us) — $(Us)
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Donc si B est inclus dans V', on a, d’aprés (2):

(U, n Bi) )
ﬁ—l) n Uo}‘__)\(ﬁt)_ d)‘(t) <ce

Enfin, si B est inclus dans V et si ¢ appartient & D, Bt n N est
inclus dans Btn U,, et par suite $(Btn U,) = 4(Bt). Donc:

YBY <o

BeVaV - f Y
v g p—pn U,A(Bt)

autrement dit, puisque ¢’ est arbitraire, , converge en moyenne
et par suite en mesure relativement a A vers zéro sur D—D n U,
quand B tend vers e.

Mais U, est de A-mesure aussi petite que I'on veut, donc

P converge en mesure relativement & A vers zéro sur I’en-
semble D quand B tend vers e.

Cas d’'une mesure de Radon complétement réguliére quelconque.
Soit p une mesure de Radon c. r. définie sur %,

p=rpt—p¢"

sa décomposition de Jordan. g et p” sont c.r.

Sotent gt = ¢t - YF, o7 =27+ {7, s = 3 + } les décom-
positions de Lebesgue respectives de p*, 5~ et ¢ par rapport
aA.Onaalorsg =¢t—zs-ety = Jt—4=. }*, ) et Ysont, c.r.

St f+, f~, f sont des intégrants de Radon-Nikodym par
rapport a A de 7%, 7,  respectivement, on a f=ft—f-
localement presque partout.

Lorsque I’ensemble borélien ouvert et borné U tend vers e,
(#7)u et (37)u convergent en moyenne, donc en mesure rela-
tivement 4 A sur tout borélien borné D vers f+ et f~ respec-
tivement, donc 7y converge dans les mémes conditions vers f.

Lorsque 'enserable borélien borné symétrique B tend vers e,
(3*)n et (y7)n convergent en mesure relativement a A sur
tout borélien borné D vers zéro, donc i converge aussi dans

les mémes conditions vers zéro. On peut donc énoncer le
résultat suivant:

Tutorime IT1. —- Si ¢ est une mesure de Radonc. r. quelconque
qui admet par rapport & A une décomposition de Lebesgue



20 JEAN BOCLE

e=1¢%+ } ot ¢ est absolument continue par rapport a \ et ¢
étrangére a A, si f est un intégrant de Radon-Nikodym de ¢
par rapport a A, lorsque Uensemble borélien ouvert symétrique
_ (W)
| A(W1)
converge en mesure relativement & A vers f sur tout ensemble
borélien borné.

et horné W tend vers e, la fonction pw définie par pw(t)

)

ADDENDUM AU CHAPITRE PREMIER

Les résultats obtenus dans ce premier chapitre ne sont valables que pour
des mesures de Radon complétement réguliéres; mais, tandis que cette
condition n’intervient pas explicitement dans les énoncés de la proposition 2
et du théoréme 1 parce que d’une part la mesure de Haar ) est complétement
réguliére et que d’autre part I'absolue continuité de la mesure ¢ par rapport
i X implique la compléte régularité de ¢, nous avons di I'expliciter dans les
énoncés de la proposition 1 et des théorémes 2 et 3. Cette restriction est due
essentiellement a la définition du produit de mesures que nous avons utilisée
(ef. p. 8, définition de ®X et p. 10, introduction de (IX, X, pX) et qui est
empruntée 4 Halmos ([8], ch. vir, § 33, Th. F, p. 140 et § 34, Th. B, p. 144).

Si nous définissons le produit de deux mesures de Radon comme une
mesure de Radon (cf. Bourbaki, Intégration, Ch. 1v, § 4, N° 10) alors la
restriction de compléte régularité n’a plus de raison d’étre et la proposition 1
et le théoréme 3 en particulier sont vrais quelle que soit la mesure de Radon p;
en effet :

a) La transformation S*, qui est un homéomorphisme de IX sur lui-méme,
transforme un borélien en un borélien;

b) Si X désigne cette fois la mesure de Radon produit, S* conserve la
mesure pour un rectangle A X B quels que soient les boréliens bornés A et B:

?¥[S*(A x B)] = pX(A X B) = p(A).\(B)

comme cela se voit en appliquant le théoréme de Fubini (cf. p. 10) a la mesure
de Radon produit.



CHAPITRE 11

CADRE DE LA THEORIE ERGODIQUE

Dans 'introduction, nous avons exposé comment, en théorie
ergodique, interviennent un espace des phases et un groupe
de transformations de cet espace en lui-méme, chaque trans-
formation dépendant d’un indice, élément de l'espace des
indices. Nous avons tenté d’expliquer pourquoi nous prenons
pour espace des phases simplement un espace mesuré ('),
sans topologie et pour espace des indices un groupe topo-
logique localement compact. Nous avons également esquissé
les hypothéses que I'on doit faire sur le groupe de transfor-
mations. Il nous faut maintenant fixer les notations el pré-
ciser ces hypothéses: ce sera I'objet du § 1. Dans le § 2,
nous utiliserons les notions introduites dans le § précédent
pour donner de nouvelles définitions dont nous déduirons
quelques propriétés immédiates. Enfin dans le § 3, nous démon-
trerons des théorémes généraux sur la liaison entre convergence
dans l'espace des phases et convergence dans 1’espace des
indices.

1. — Notations. Définition d’un groupe mesurable

de transformations.

Notations. — a) Dans I'espace des indices I, qui est un
groupe topologique localement compact, les notations sont
celles qui ont été introduites au ch. 1, § 1.

b) Dans I’espace des phases P, z, y, z, désignent des élé-
ments de P, X, Y, Z, des parties de P.

(P, .It) est un espace de mesure (‘') dont les ensembles

(1) Un espace de mesure, appelé aussi espace mesurable ou espace borélien, est

un espace dans lequel on a fixé le s-anneau booléen des ensembles mesurables. Un
espace de mesure muni d’'une mesure est un espace mesuré.
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mesurables sont les éléments de .1, 5-anneau boolécn de parties
de P comprenant P comme élément unité.

v, mesure positive définie sur .Il, totalement finie et norma-
lisée (**). On désignera aussi par espace des phases l'espace
mesuré (P, 1L, v).

c¢) Nous avons fait intervenir deux espaces: l'espace des
indices I et I'espace des phases P. Introduisons maintenant
I’espace produit: P*=1 X P. Le s-anneau booléen .11X
engendré par les ensembles B X X, ou B appartient a # ct
X a ., est alors le support de la mesure produit v<=24 X v,
telle que v*(B X X) = A(B).v(X).

La mesure de Haar A étant o-finie et la mesure v totalement
finie, le théoréme de Fubini pourra s’appliquer dans I'espace
mesuré (P*) LX) vX).

Si Q est un ensemble de P, s, un élément de I, nous convien-
drons de noter:

sQ={(r, 2): r=st, (t,2) Q|
c’est-a-dire I’ensemble déduit de Q par une translation a
gauche définie par s, « parallelement » @ 1. On définirait de

méme Qs. S1 Q° est la section de Q déterminée par z, I'z-sec-
tion de sQ sera sQ” (cf. ch. 1, §1).

Groupe mesurable de transformations. — A tout élément ¢
de I, nous associons une transformation T, biunivoque de P
sur lui-méme, ’ensemble G des transformations T, étant carac-
térisé par:

1) une structure de groupe,

2) une propriété de conservation de mesurabilité,

3) une propriété de conservation de mesure.

a) Structure de groupe:

T.T, =T, Vr,sel

T, est la transformation identique, c’est I’élément unité du
groupe de transformations G.
Ces transformations étant biunivoques, quel que soit ¢, T,
a une inverse:
(Tt)_l = Tt"'

b) Propriété de conservation de mesurabilité :
A © nous faisons correspondre dans P* la transformation T*

() v(P) = 1.
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qui applique (¢, z) sur (¢, T,-.z). Soit X* I'image de I X X
par T*, X étant une partie de P; X* est donc I’ensemble des
(t, z) tels que T appartiénne a X et une t-section de X*
est T, . X.

Nous supposons que, quel que soit ’ensemble mesurable X
dans (P, .lb), X* est localement mesurable dans (P%, .1%):

V Xellb et QedbX X*nQe. X

En fait nous nous servirons de cette propriété sculement
sous la forme suivante: '

VXe.lb et Aed, X*n(A X P)e.lX,

Par conséquent, si X est mesurable, T, ., X est également mesu-
rable quel que soit ¢: donc toute transformation T, est une
transformation mesurable au sens de [8], § 39.

Nous avons déja remarqué I'analogic qui existe entre les
transformations S* et T* (cf. p. 3). Nous la soulignons encore
en qualifiant © de groupe mesurable de transformations (').

c) Propriété de conservation de mesure.

Nous supposons qu’il existe une mesure v invariante par 0.
Pour bien distinguer cette mesure invariante, nous lui affectons
une notation particuliére et nous la désignons par w. Donc,
par hypothése :

Vtel et Xe.lb w(X) = u(T,-. X).

On a aussi évidemment: p(T,X) = w(X) quels que soient
relet Xe.ll. : .

2. — Définitions et propriétés découlant de Pintroduction
du groupe de transformations.

Nous envisageons successivement le cas des ensembles, des
fonctions de point, des mesures et enfin des fonctions carac-
téristiques qui peuvent étre considérées soit comme fonctions
de point soit comme mesures.

(18) A tel, associons la transformation de I sur T qui a s fait correspondre s
(translation & gauche de ?). L’ensemble de ces transformations constitue un groupe .
La transformation analogue a T* associée a un tel groupe n'est autre que S* et f
est un groupe mesurable de transformations si I est lui-méme un groupe mesurable
au sens de [8].



24 JEAN BOCLE

1) Ensembles. — a) Dans I'espace produit PX, nous avons
déja associé a toute partie X de P I’ensemble:

X* =TI x X) = {(t, 2): TweX]

Rappelons que: (X*), = T,—.X.

(X*), = X est la trace de X*.

S1 X appartient a AL, X* est localement A*-mesurable et
toutes les t-sections de X* d’aprés b), § 1 sont mesurables
dans (P, .1l) et d’apres ¢) § 1 ont méme w-mesure.

St A est unc partie de I, posons: Xi = X*n(A X P).

Alors VXedl et Aed, Xie X et uX(X3)=2AA).u(X).

Dans le cas d’un ensemble réduit a un seul point z, on
écrit z* au lieu de jz{*.

Par un élément (y, r) de P* passe un 2* ¢t un seul dont la
trace est z = T,y

On a: X*zuw*

reXx

et toute opération sur des ensembles X de P ou toute relation
entre ces ensembles se traduit par la méme opération sur les
ensembles correspondants X* ou la méme relation entre ces
ensembles; ainsi:

(XoY)=X"uvY, XaY)=X"nY"
(X—=Y)y=X"—Y"
XnY=0=X"nY" =y, XY= X*cY"

Notons pour finir que (T, X)* = tX*.

b) Considérons dans I'espace des indices P'a-section de X*,
que nous désignons par E (2, X). Nous faisons ainsi corres-
pondre au couple (z; X) un ensemble de I. De la défimtion
ou des propriétés de X* nous déduisons immédiatement les
résultats suivants:

E(z; X)={r: ToeX| = {r:zeT,_X|

Si on prend pour X un élément de AL, E(z; X) est localement
B-mesurable, quel que soit z, et, si A est un borélien borné,
la fonction numérique définie sur P qui en x a pour valeur:

AE(z, X)nAj
est mesurable dans (P, .1l) et :

uX(X3) = f AE(z; X) n Aldu(z) = A(A). u(X).
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Si maintenant on considére z comme fixé, E(z; X) dépend
de X et toute opération sur des ensembles X de P ou toute
relation entre ces ensembles se traduit par la méme opération
ou la méme relation pour les ensembles correspondants E(z; X);
ainsi :

E(z; X v Y) E(z; X) v E(z; Y),

E(z; Y)=E(z; X)nE(z; Y),

E(x; X Y) E(z; Y)—E(z; X),

XnY=g=E(z; X)nE(z; Y) =g,
XecY = E(z; X)cE(x; Y),
Enfin: E(z; T X) = tE(z; X),
E(Tx; X) = E(z; X)t.

¢) Dans I’espace des phases, 'orbite d’un élément z de P
est 'ensemble de tous les transformés de x par les transfor-
mations T, :

z)=4y: y="Tux, tel}

O (z) est la projection de z* sur P.

L’appartenance a une méme orbite définit dans P une rela-
tion d’équivalence.

Une partie X de P est un ensemble invariant si:

T¢X=X, Viel

Une orbite est un ensemble invariant. Tout ensemble invariant
est une réunion d’orbites. L’union et I'intersection d’ensembles
invariants est encore un ensemble invariant: la propriété
d’invariance est conservée par les opérations sur les ensembles.
La famille des ensembles invariants forme un sous-c-anneau
de .Ib avec P comme élément unité, I’ensemble vide étant aussi
invariant.

Remarquons qu’il revient au méme de dire qu’un ensemble
X est invariant ou de dire que X* =1 X X.

Un ensemble mesurable X est presqu’invariant (du point
de vue métrique) si:

(T X —X)=0
pour localement presque tout ¢ dans I (*").
(17) En fait cette propriété de quasi-invariance ne dépend pas (e la mesure inva-

riante @, mais du o-idéal des ensembles de mesure nulle; elle peut se traduire au
moyen d’'une mesure quelconque équivalente a .
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Nous montrerons (n® 4 de ce §) que dans ce cas, si & est la
complétion de i (°) il existe un ensemble Z, invariant, x-mesu-
rable et tel que:

KTX—7Z)=0 Viel

Alors : pX(X% — Z3) = 0 quel que soit 'ensemble borélien
borné A.

Remarque. — On peut considérer un ensemble mesurable
invariant et de mesure non nulle comme un espace des phases.

2) Fonctions de point a valeurs réelles. — a) Soit f une
fonction numérique a valeurs réelles définie dans P. On lui
associe dans P* la fonction f* définie par:

(4, x) = f (T@).

On a évidemment :
frtr, x) = Af(T,,:c) = f*(t, Trx).

Conformément aux notations de [8], § 34, pour une t-sec-
tion, resp. une z-section, de f*, nous écrivons: f}, resp. f*.

Sl g est une fonction deﬁmc dans P*, nous appelons g la
trace de g(**). f est la trace f; de sa fonctlon associée.

f* est constante sur tout ensemble z*. Réciproquement, si
une fonction g définie dans P* est constante sur tout ensemble
z*, g est la fonction associée de sa trace: g = (g.)".

Soit ¢ un nombre réel quelconque, alors:

f(t, o) : f*(t, &) = c} = {(t, 2) : f(Tex) = ¢}
=§(t7 x):T,x=y, f(y)ch

donc:
(1) {t2): f* (6, &) = ch={y: fly) =}
b) De cette égalité, il résulte immédiatement que :
fz:fi(z) = ef=[ly:f(y) = e}*\ =T jy:f(y) =
et:

piz:fi(x) 2 cf = uly:fly) =cf Viel

Donc si f est lb-mesurable, f7 I’est aussi quel que soit ¢; en
outre ces deux fonctions ont la méme répartition spectrale

(1®) CI. [19], § 13, p. 35.
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relativement a @, de sorte que si f est w-intégrable, f7 Pest
également et

@  ff@da(@) = [fi@)dp(x) Vel

Notons en passant que si Z est un ensemble mesurable inva-

riant :
Juf @ da (@)= [,fi(@)du (2

et si Y est un ensemble mesurable presqu 1nvariant;

Jox @ i (@) = [ F(x) it (2) = J, f(a) dit (@) = [, 1 (=) ds (2)

quels que soient r et ¢, Z étant I’ensemble invariant u-mesu-
rable tel que k(T,Y — Z) = 0 quel que soit s.

c¢) DeTl’inégalité (1) on déduit encore que si f est . lb-mesurable,
f* est localement .Ib*-mesurable. En particulier si B est un
borélien borné, la mesurabilité de f dans (P, .1b) entraine celle
de la restriction de f* a B X P dans (P%, .1tX).

S1 f est mesurable et positive, 'application du théoréme
de Fubini dans (P, .1, uX) nous donne:

B) [y ol (t D) duX(t, 2) = [, dA () ff*

.ff

Ce résultat est encore valable pour une fonction de signe

quelconque comme on peut le voir en utilisant sa décomposition

en f*+ et f~. Donc si f est w-intégrable, f* est u*-intégrable.
d) De I'inégalité (1) résulte encore ceci:

{1:1() = of = E(z; ly:f(y) = c})

quel que soit le nombre réel c.

Donc si f est mesurable dans (P, .Ib), f*" est localement
$-mesurable, quel que soit z.

Si f est w-intégrable, en appliquant de nouveau le théo-
réeme de Fubini, on constate que f** est aussi A-intégrable
sur tout borélien borné B, pour presque tout z, que la fonc-

tion définie sur P qui en z a pour valeur/;f*‘(t)d)\(t) est u-inté-
grable et, en tenant compte de (3), que:

(4)  [du(@) [ fe0dne) = \B). [f(a)du(2)
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Nous pouvons constater également que si Y est un ensemble
mesurable invariant ou presqu’invariant :

S, de(@ [0 @)k (@) = A(B). [ fle)du(a).

e) Une fonction f est invariante si f(T,z)) = f(z) quels que
solent ¢ et z. Une telle fonction est constante sur une orbite
quelconque. Sa fonction associée f* est constante sur tout
ensemble I X {z}. Réciproquement si la fonction associée
f* d’'une fonction f est constante sur tout ensemble I X {z},
f est invariante.

Une fonction f est presqu’invariante (du point de vue
métrique) si, pour t fixé quelconque, f(T.x) = f(z) pour
presque tout & (relativement a 1). [Cf. note (V)]

Prorosition 1. — Toute fonclion mesurable et presqu’inva-
riante est presque partout (relativement a 1) égale a une fonction
invariante wu.-mesurable (°).

Soit f une fonction définie dans P, .Ab-mesurable et pres-
qu’invariante. Posons:

g(t, ) = f(Tw) —f(x) et Q= {(t2): g(t,x) +# 0

Si A est un ensemble borélien borné quelconque, la restric-
tion de g & A X P est .I*-mesurable, donc Qn (A X P) est
JV*-mesurable. Toutes ses ¢-sections sont de wu-mesure
nulle; il est donc de uX-mesure nulle, et par suite presque
toutes ses z-sections sont de mesure nulle, c’est-a-dire qu'’il
existe un ensemble N dans P de w-mesure nulle, tel que:

reN=>A{t:gt,z) £0,teA{ =01ie.:A(Q°nA)=0

Soient r et s, éléments distincts de I, et z, élément de P, fixés
tels que T,z et T n’appartiennent pas & N. On peut alors
trouver un borélien borné B tel que A(B n Brs™) £ 0.
Puisque T,2¢ N, si teB—Bn Q™, f(T,z) — f(T.x) = 0.
Puisque Tz e N, si '« B—Bn Q™ f(T,x) — f(T,x) = 0.
Prenons alors pour ¢ un élément quelconque de B n Bsr-!
qui n’appartienne pas a Q™ u QT"sr71, ce qui est possible
puisque ce dernier ensemble est localement de mesure nulle,
alors que le premier ne I'est pas, et prenons ¢ = trs, alors

(%) Cf. [11], § 9.
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Tox =T,z et f(T,x) = f(Tx). Donc si T,z et T,z n’appar-
tiennent pas a N, f(T2) = f(T,z), autrement dit: (r, z) et
(s, ) € N* = f*(r, 2) = f*(s, z). Pour un z fixé, f*(t, z) est
donc une constante sauf sur I’z-section de N*. Considérons
alors dans P* la fonction h définie par:

h(t, z) = f*(t, =) s1 (¢, ) & N*
h(t, z) = f*(s, ) s1 (¢, x)e N*, (s, z) & N*
h(t, z) =0 s1 (¢, z) e N*  quel que soit ¢.

h est constante le long de tout ensemble z*; c’est donc la
fonction associée de sa trace h,. h est constante sur tout
ensemble I X {z{, donc h, est invariante. Or h, ne différe de f
que sur un sous-ensemble de N qui est de w-mesure nulle,
c’est donc la fonction cherchée.

Exemple: P est le cercle (ouvert) de rayon 1; g, la restriction & P de la mesure

de lLebesgue dans le plan. I est la droite numérique; Ty la rotation d’angle ¢
(orvienté) autour du centre de P. Soit X, un rayon (segment ouvert) de P. Posons:
[(¥) =2 si xeX;, =1 si ¢ X, Alors I, est la lonction constante égale a 1.

Cet exemple me scinble contredire le résultat énoncé dans [1], p. 167.

3) Mesures. — Si v est une mesure définie sur .ll, nous
pouvons lui associer une famille de mesures en posant:
v¥*(t, X) = (T~ X); a chaque ¢ fixé correspond une mesure v*(t).
Mais pour X fixé, nous obtenons une fonction définie sur I:
v¥(X). —

Le cas de la mesure invariante introduite précédemment
correspond a v* indépendante de ¢ quel que soit X fixé.

On serait tenté de définir une quasi-invariance pour une
mesure de la fagon suivante: v est une mesure presqu’inva-
riante si pour tout X e.ll, v*(X) = v(X) localement presque
partout sur I. Mais une telle quasi-invariance se rameéne a
une invariance stricte. Soit en effet un r tel que v(T,X) 5 v(X).
Mais v (T,X) = v(X) localement presque partout. Donc
(T, X) # v(T,X) localement presque partout (r fixe, s variable).
Posons: T, X =Y et t=sr1, alors TX=T,-.Y=T,Y et
(T, Y) £ 9(Y) localement presque partout, ce qui est contraire
a ’hypothese.

4) Cas particulier des fonctions caractéristiques d’ensembles.
Nous envisageons ce cas particulier parce que 'on peut consi-
dérer une fonction caractéristique 7 soit comme une fonction
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de point, soit comme une fonction d’ensemble qui est méme
une mesure.

Pour XcPetzeP,on a: y(z; X)=1s1ze X, 0s1 z¢X.
Si on se fixe X, on a une fonction de point y(X) dont la fonc-
tion associée y*(X) est définie par:

1t z; X) = y(Ta; X)

Si on se fixe z, on a une mesure y(z) a laquelle on associe la
fonction y*(z) définie par:

Y@ & X) =y(z; T, ,X)
Mais : Y (Tzx; X) = y(z; T,_,X)
car: Toxe X<=-2zeT,_ X

Par conséquent, si on considére y comme fonction de z et
de X, on peut parler d’une fagon générale de la fonction associée
y* de la fonction caractéristique y; elle dépend du triplet:
t, z, X).
( S1 1’021 adopte le méme symbole y pour les fonctions carac-
téristiques dans P* et dans I (ef. (")), et si 'on tient compte
de ce que:
TrxeX <= (t, z) e X*

on a: yH(X) = 7 (X*)

7(@; X) = y[X¥] = y[E(z; X)].

Si X est un ensemble mesurable presqu’invariant, sa fonction
caractéristique est aussi mesurable et presqu’invariante au sens
défini au n° 2; elle coincide donc sauf sur un sous-ensemble
d’un ensemble de mesure nulle avec une fonction invariante
qui est la fonction caractéristique d’un ensemble invariant:
on obtient ainsi le résultat annoncé pour les ensembles
presqu’invariants au n° 1.

3. — Liaison entre convergence dans ’espace des phases
et convergence dans I’espace des indices.

Au § précédent nous avons montré comment a toute fonc-
tion f définie dans P on peut associer une fonction définie
dans I, en considérant I'r-section de f*. Donc a toute famille
de fonctions f; correspond ainsi pour chaque z une famille
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de fonctions dans I. Dans ce §, nous allons établir certaines
liaisons entre la convergence suivant un certain mode des f;
dans P et la convergence suivant le méme mode pour presque
tout z des fonctions correspondantes dans I.

Soit J un ensemble ordonné par une relation <, filtrant
pour cette relation et dont le filtre des sections admet une
base dénombrable. Soit f;, jeJ, une famille de fonctions
définies et mesurables dans P quel que soit j; soit g une fonc-
tion définie et mesurable dans P.

, \ . 4
Tutorkme 1. — Si pour presque toutz, [ converge en mesure
. *T 7 »
sutvant J vers g sur tout ensemble borélien borné A de mesure
non nulle, alors f; converge en mesure vers g sur P.
Soit ¢ un nombre positif arbitrairement fixé.

Posons :
X, ={z:|ffz) — g(@)| > ¢}.
Alors: {(t, z):|fj(t, ®) — g°(¢t, x)] > ¢} = XJ.

Traduisons I’hypothése avec ces notations: quel que soit
I’ensemble borélien borné A de mesure non nulle,

M(X7)=n A] = AE(z; X)) n A]
tend suivant J vers zéro pour presque tout z.

Mais :
w(x) = [HEE LR gy o)

Or )‘LE(x)’\—<%*)’)—‘4] est inférieur ou égal a 1, qui est inté-
grable sur P puisque 1 est totalement finie. J étant & base
dénombrable, le théoréme de convergence bornée de Lebesgue
s’applique et la convergence presque partout entraine la conver-
gence en moyenne, c’est-a-dire, puisque 'intégrant est positif,
que:

(X)) =f)\[E(xi(§;) nAl du(z) >0 suivant J.

(X, tendant vers zéro suivant J, f; converge en mesure vers g
sur P.

Remarquons que wX[(X))1] tend aussi vers zéro suivant J,
c’est-a-dire que I'on a aussi la convergence en mesure de [

I
vers g* dans P* sur A X P.
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Tutorkme 2. — Si f; converge presque partout suivant J
vers g sur P, alors, pour presque tout z, (f;)° converge presque
partout sutvant J vers g*° sur tout ensemble borélien A de I,
borné et de mesure non nulle.

Dire que f; converge presque partout suivant J vers g dans P,
c’est affirmer I’existence d’un ensemble N dans P de w-mesure
nulle et tel que, € étant un nombre positif fixé arbitrairement,
pour tout y, élément de P, n’appartenant pas a N, on peut
trouver j(y, €) tel que:

Co . fi(y) —gly)] <e st g(y) estfini,
1216 9== 0 15) >% si |g(y)| = .

Mais f7(t, x) — g*(t, z) est constante le long de tout ensemble
y*; donc si les inégalités (1) sont satisfaites en y elles le sont
aussl le long de y*. Par conséquent en tout point (¢, z) n’appar-
tenant pas a N* f%(¢, z) converge vers g*(¢, ). Donc pour z
fixé, en tout point ¢ de I n’appartenant pas & (N*)* = E(z; N),
fi(t, z) converge vers g*(t, z).

Or, quel que soit 'ensemble borélien borné A, pX(Ni) =0
et pour presque tout z, A[(NX)°] = A[E(z; N)n A] = 0. Par
conséquent pour presque tout z, (f7)° converge presque partout
suivant J vers g*° sur tout borélien borné A.

Remarquons que nous avons montré en passant la conver-
gence presque partout de f% vers g* sur A X P.

Tenant compte du fait que sur un ensemble de mesure finie
la convergence presque partout entraine la convergence en
mesure, nous pouvons dresser le tableau suivant, les conver-
gences dans 'espace des indices étant des convergences sur
un borélien borné quelconque:

Esp. des indices I:  Conv. p.p. Conv. en mesure
| Th.2 Th.1]
Esp. des phases P:  Conv. p.p. — Conv. en mesure.

De ce tableau il ressort en particulier que pour dissocier
convergence presque partout et convergence en mesure dans P,
il suffit de le faire dans I.

On appliquera ces résultats a la dérivation dans le cadre
ergodique. Pour compléter ces questions relatives a la conver-
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gence, on va démontrer le théoréme suivant qui ne concerne
que I’espace des phases.

TutoriME 3. — Si g est une fonction définie dans P non-
négative et intégrable, si f;, je J, est une famille de fonctions
définies dans P non-négatives et intégrables et telles que

[ (@) dy- () = [g(2)d

quel que soit j, alors la convergencee en mesure suivant J de f
vers g entraine la convergence en moyenne de f, vers g dans P (*°).

Soit hy=f,—g et hy=~hi —h; la décomposition de
Jordan de h,
On a:

hi =f,— g lorsque f,> g et =0 dans le cas contraire;
hy = g—f, lorsque f;< g et =0 dans le cas contraire.
Donc:

0<h <g quel que soit .

D’autre part de la convergence en mesure de f; vers g on
déduit la convergence en mesure de h; et de h; vers zéro.
On peut donc appliquer' pour h; le théoréeme de convergence
bornée de Lebesgue qui donne:

[ by (2)du(z) >0 suivant J.

Mais [ hy(2)du(z) =0 et hj=h,+ h;, donc [ k}(z)du(z) -0

et par suite:

[1k@)| d(z) = [ hj(@)dw(@) + (] (@

tend vers zéro suivant J.

Pour des fonctions satisfaisant aux conditions du théo-
réeme 3, on peut alors compléter le tableau des convergences
et on obtient:

Esp. des indices I: Conv. p. p. Conv. en mesure <——— Conv. en moyenne
Th. 2 I Th.1 l
Fsp. des phases ’: Conv. p. p. ——> Conv. en mesure === (onv. en moyenne

Th. 3
(%0) CIf. [8], § 26, Ex. 7, p. 112,



CHAPITRE 111

MOYENNES ERGODIQUES

Dans le § 1, abordant le point de vue dual en théorie ergo-
dique, nous définissons les moyennes ergodiques pour les
fonctions de point et pour les mesures dans le cadre élargi
de la théorie oit nous nous sommes placés et nous établissons
une relation entre ces deux types de moyennes. Dans le § 2,
aprés avoir établi un théoréme qui lie convergence des
moyennes de mesure et convergence des moyennes de fonc-
tions caractéristiques et qui compléte dans un certain sens
pour les moyennes ergodiques les théorémes du § 3, ch. m,
nous considérons le probleme de la dérivation dans le cadre
ergodique. A partir de formules simples obtenues dans le § 1
pour les moyennes de fonctions caractéristiques, nous dédui-
sons dans le § 3 des inégalités qui nous conduisent a une
notion de groupe ergodique plus générale que celle de A.P. Cal-
deron, puis & un théoréme sur I’existence d’une mesure inva-
riante dans 'espace des phases.

1. — Définition des moyennes ergodiques.
Point de vue dual en théorie ergodique.

1) Moyennes ergodiques pour une fonction de point. — a) Soit
f une fonction définie sur P et .ll-mesurable, et B un ensemble
borélien borné et de mesure non nulle.

Nous savons que f** est mesurable sur B (cf. ch. 11, §2, n°2 d).

Nous pouvons donc définir la moyenne ergodique f; de f par:

(1) Tu(a) =xﬁ‘3) [ rwa.
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Remarquons que dans le cas ou f est bornée, cette moyenne
existe certainement.

b) Il importe de remarquer que la définition de la moyenne
ergodique ne fait pas intervenir la mesure invariante u,
ni méme une mesure dans I'espace des phases, mais simple-
ment une propriété¢ de mesurabilité pour f, qui ne dépend que
de b,

Il est évident que si f est non-négative, sa moyenne fy est
parfaitement définic quel que soit B et est non-négative éga-
lement.

Si fest w-intégrable, fi Pest aussi (cf. ch. 11, § 2, n° 2 d).

D’aprés la définition des fonctions associées :

fu*(t,2) = fuo(Tx) = J f*(r, Tx)dA(r B\ff* (rt, z)d\(r
Mais le changement de variables rt = s, ou r = st™! donne:

"I"/*(n, DdA(r) = | [*(s, @) .k(t=1) dA(s) f*(s, x) dA(s).

_1
o Bt k(t)t Bt

donc:
Pt =) = 5557 L DN = g [ 7 )
c’est-a-dire :

(2) fu(T@) = [u*(t, ©) = fu(v)

Si f est invariante; fy = f quel que soit B.

Si f est presqu’invariante et si g est la fonction invariante
telle que f= g sauf sur un sous-ensemble d’un ensemble de
mesure nulle, alors 7.; = g sauf sur un sous-ensemble d’un
ensemble de mesure nulle.

2) Moyennes ergodiques pour une mesure. — a) Soit v une
mesure quelconque définie sur AbL.v* est une mesure définie
sur \1%; et si X est un ensemble ll-mesurable, X* a une inter-
section avec tout rectangle B X P, ou B est un ensemble
borélien borné de mesure non nulle, qui est .l*-mesurable, de
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sorte que la restriction a B de la fonction de ¢t définie par
v(X*) = (T~ X) =v*(t, X) est B-mesurable. Nous pouvons
donc définir la moyenne ergodique Vs de v sur B par:

(4) GB(X)=X(~1§~) ﬁ V(t, X)dA(0).

B) u(TX) = i(_iB‘)f., V(r, T,X)d\(r) = 1—(1]3—) ﬁ V(t-tr, X)dA(r)

Effectuons le changement de variables t2 r = s ou r = ts,
alors :

1 et r L v¥(s s
\B) S XD =5 [ (e X)dr)

c’est-a-dire :
(5) 8(TeX) = Vi-ip(X).
On aurait pu définir la moyenne ergodique par:

(6) 5(X) = L (K5),

A(B)
Or vX est une mesure sur .IX, et d’autre part si {X,{,
n=1,2,.. est une famille dénombrable d’éléments de .ll,

(u X8 = v [(X,)}], de sorte que la s-additivité de v* entraine
celle de 95. Pour B fixé, 5 est encore une mesure définie sur I\,
Si pour un X fixé, v(T.X) = v(X) localement presque
partout, V5(X) = v(X) quel que soit B. En particulier:
w(P) =v(P)=1 VBe®B. Dans le cas de la mesure inva-
riante u, alors (y(X) = ®(X) quels que soient B et X.

3) Relation entre moyennes de mesure et moyennes de fonc-
tion de point. — Soit f une fonction définie sur P, non-néga-
tive et .lb-mesurable. Soit v une mesure positive, totalement
finie définie sur .b. On a:

(7) [ £(2) dva(z) = [ Fola) dv(a

Soit R la droite numérique, Jb, la famille des ensembles boré-
liens de R et 3 la mesure de Lebesgue sur R. ¢ étant un nombre
réel non-négatif, I’ensemble de P X R qui a pour c-section
tz: f(z) = ¢} est mesurable dans (P X R, b X ) et le
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théoréme de Fubini s’applique a la mesure de cet ensemble,
de sorte que si R* est la demi-droite positive :

ff(x)d%() f vefz: f(z) =c} df(c)
—'f d(c) fvlT,_lzx f(@) = c}|dA(r)

—i(—f’ﬁdxrﬂx s 1(@) > of | dBl0
= [0 [ e e 9> el a0

B ﬁ?) J, @0 [ 10, @) it

Par application du théoréme de Fubini dans PX, on obtient (7).

Si f est une fonction de signe quelconque, on décompose [
en f+ — f~, et en s’appuyant sur la propriété de linéarité de
I'intégrale, on montre que (7) est encore vrai.

(On pourrait également introduire sur .lb une mesure v de
signe quelconque et utilisant sa décomposition de Jordan
montrer que (7) est valable pour une fonction et une mesure
de signe quelconque).

Si Z est un ensemble mesurable invariant:

8) [, Fol@) dv(z) = [, f(z) din(a
Si A est un ensemble borélien borné:
9) ﬁ Pf"txdv"tx——l ffA ) dvp(z
En effet:
[odne) [ Fate, ) dv(z) = [ dn@) [, 2) din(a)
= [da(a) [, f*(t, 2)d)(2).

Dans le cas de la mesure invariante w, les formules (7),
(8) et (9) deviennent respectivement :
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4) Cas particulier des fonctions caractéristiques d’ensembles
mesurables. — Nous avons déja signalé le fait qu’étant donnée
une fonction caractéristique y(z; X), s1 on fixe X, on définit
une fonction de point; si on fixe z, on définit une fonction
d’ensemble qui est en particulier une mesure sur .lb. Mais la
moyenne ergodique sur un ensemble B est la méme que 'on
considére la fonction caractéristique comme mesure ou comme
fonction de point : cela provient du fait que la fonction induite
dans I qu est utilisée dans le calcul de la moyenne est la
méme dans les deux cas (cf. ch. 1, § 2, n* 4), c’est la fonc-
tion caractemsthue de L(z, X); de cec1 on déduit d’ailleurs
une expression simple pour cette moyenne [qui résulte aussi

de (6)]:

(10) (s X) — ME(s X) 0 B),

A(B)

Les formules (2) et (5) deviennent dans ce cas particulier:

AE(z; X)nBi]
A(Be)
A[E(z; X) nt71B]
A(B)

Nous aurions pu prendre (10) comme définition de la
moyenne ergodique pour une fonction caractéristique et par-
tant de la obtenir les moyennes pour une fonction de point
ou une mesure. En effet la formule (7) appliquée avee

v(X) = y(z; X),

(11) i“(Tt 2;X) = im(x; X) =

>

(12)  7w(z; TX) = 7,-m(x; X) =

z étant fixé, donne:,

[1@) din (@) = [Ful2)dy, (@) = Fu(2)

fu(x) n’est donc autre que I'intégrale de f relative 4 la mesure
7u(z; X), z et B étant fixés.
Appliquée avec f = ., c’est-a-dire X étant fixé, (7) donne :

w(X) = [ 7n@; X)dv(a).
S1 Z est un ensemble mesurable invariant, on a:

(X nZ) = ”/z';_,,(x; X)dv(z).
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Dans le cas de la mesure invariante u, on a:

w(X) = [nl@; X)du(a) et w(XnZ)= [ yuz; X)du()

2. — Familles de moyennes ergodiques.
Liaison entre convergence des moyennes de mesure
et des moyennes de fonction caractéristique.
Dérivation dans le cadre ergodique.

Soit J un ensemble ordonné par une relation < et filtrant
pour cette relation. A tout jeJ, faisons correspondre un
ensemble borélien borné de mesure non nulle de I: B;. Alors,
a toute fonction f définie dans P et .b-mesurable, resp. a
toute mesure v définie sur .lb, nous associons une famille de
fonctions, les moyennes f.,j, resp. une famille de mesures, les
moyennes vy, que nous notons pour simplifier f, resp. ,.

“n particulier s1 nous considérons la fonction caractéristique
d’un ensemble X, élément de A, nous avons une famille de
moyennes : 7(z; X).

Quel que soit j, 0 < 7,(xz; X) < 1 qui est v-intégrable sur P
puisque v est totalement finie. Par conséquent si nous suppo-
sons que le filtre des sections de J est a base dénombrable,
d’aprés le théoréeme de convergence bornée de Lebesgue la
convergence suivant J presque partout ou en mesure relati-
vement a v de 7,(X) vers une fonction h entraine la v-intégra-
bilité de h et la convergence en moyenne de 7,(X) vers h, donc

la convergence de f?_,(m; X)dv(z) vers /‘h(x)dv(x). Mais :

[7; X)dv () =3(X).
Nous avons donc le résultat suivant :

TutoremE 1. — Si le filtre des sections de J est d base dénom-
brable, si v est une mesure définie sur .\b, la convergence presque
partout ou en mesure relativement a v et suivant J des moyennes
7.{x; X) pour tout X e b, entraine la convergence suivant J
des moyennes ¥;(X) pour tout X e .1b.

Remarquons que si v(T.X) < a.v(X) localement pour
presque tout r, v;(X) est inférieure ou égale & a.v(X), a étant



40 JEAN BOCLE

une constante. Si cctte constante a existe pour tout X e.lb
et est indépendante de X, alors la convergence de v,(X) vers
une limite v/(X) pour tout X entraine la s-additivité de
cette limite, donc le fait que v’ est une mesure.

Exemple de famille de moyennes ergodiques. Dérivation dans
le cadre de la théorie ergodique.

Nous prenons pour J I'ensemble des voisinages boréliens
bornés ouverts de e et pour relation < la relation d’inclusion,
et nous établissons la correspondance U; = (2!). La famille
fU,;| converge vers e suivant J.

Soit f une fonction définie sur P et p-intégrable. On a alors
la famille de moyennes:

N B
) = quy J, £ 2N
D’autre part, si nous posons:

2) = [,f*(t, @) dA (1)

¢(B; x) est définie pour tout ensemble borélien borné, et
ceci pour presque tout z. Donc il existe un ensemble N dans
P de v.-mesure nulle tel que pour z fixé n’appartenant pas a N,
< (B; z) est une fonction d’ensemble définie sur #, absolument
continue par rapport & A et s-additive: c’est une mesure de
Radon. f** est un intégrant de Radon-Nikodym pour cette
mesure. Donc, pour presque tout z, d’aprés le théoreme 1,
§ 1, ch. 1, 7Ut 2)
AUg)
sur tout ensemble borélien borné D.
Mais :

. % L
converge en mesure suivant J vers f

K = o) = Fste. @) = e =)
Donc, pour presque tout z, on a convergence en mesure
suivant J de (ff)” vers f** sur tout borélien borné D.
Supposons que dans I, e admette un systeme fondamental
de voisinages & base denomblable c’est-a-dire que I satis-
fasse au premier axiome de denombrablhte alors le théoréme 1,

(21) On note ici U au lieu de B, pour marquer le fait qu'il s’agit de boréliens
ouverts.
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§ 3, ch. 11 s’applique et f; converge en mesure suivant J vers f
sur P.

Comme d’autre part, /f}(m) ff z) quel que soit J,
il résulte du théoréme 3, § 3, ch II que s1 en outre f est non-

négative, f} converge en moyenne suivant J vers f sur P.

De la convergence en mesure de ¥,(z; X) vers y(z; X) pour
tout X (ce que l'on pourrait déduire directement du théo-
réeme de la densité) résulte la convergence de v,(X) vers v(X)
quel que soit X, pour toute mesure v équivalente & w, par
application du théoréme 1 de ce paragraphe.

3. — QGroupe ergodique. Invariance.

1) Inégalités concernant les moyennes ergodiques de fonc-
tions caractéristiques. Groupe ergodique. — Soit X un élément
de .. Soient B et B’ deux ensembles de $# bornés et tels que
A(B) = A(B’) £ 0. De (10), nous tirons:

donc:

5oz X)— (2 A[E(z; X) n (B—B')] - A(B—B’)
Conséquences : Puisque yp(z; T, X) = 7,-p(z; X)
At~1B) = A(B) quel que soit ¢:

(13)

o . A(r—'B — s—'B) _ A(B—rs—'B)

Si le groupe est unimodulaire, c’est-a-dire si A(Bt) = A(B)
quel que soit ¢, puisque d’autre part ona yp(T,z; X)=75(z; X),

et que

A(Br—Bs) _A(Brs—!—B)
(1) 17T X)—7a(Tas X)) < B0 < 2B B,

TR T . . A(B —1B
Ces inégalités ou interviennent les expressions AB —B)

(B — BY) MB)

(B nous ameénent a introduire la notion de groupe ergo-

et

dique.
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a) Soit B;, j € J, une famille d’ensembles boréliens bornés,
de mesurce non nulle. Pour unc telle famille les conditions :

A(B,— B, n Bj)

Ve BT
it — B, n Dbt
2) xg}) ) -0
3) AB, =B suivant J quel que soit ¢,
)\()1\3(BJ)B )
4 A, n B
) ‘ (I}(Bj])s )—->1
AB; Y BR)
5) A(B) —1

sont équivalentes.

S AB;—B,nBjt) _ AB;i7'—Bjt1nB)
En effet: ™\ 4. 77 = 2 / L k(t), or k(t
, A(B) A(B) (6 or it
est finl quel que soit ¢, done 1) et 2) sont équivalentes.
D’autre part:

AB,—Bjt) _ A(B;—B;nBy) n A(Bt—B;nBjt)
\B) A(B) \(B)
Donc 3) entraine 1) et 2). Comme 1) implique 2) et que 1)

et 2) entrainent 3), on obtient I’équivalence.
Enfin il suffit de remarquer pour les deux derniéres que:

ABnBf) _,  MB,—B;nBp) ABuBY_  MB—B;nBy)
A(B)) A(B)) A(By) A(By)

b) Pour qu’il existe une famille B, satisfaisant a ces condi-
tions, 1l est nécessaire que le groupe soit unimodulaire.

En effet:

__ABp) ABt—B;nBgt)
k(t)_WSil—l— / 3B

ceci ayant lieu quel que soit j et quel que soit ¢, on en déduit
que k(t) < 1 quel que soit ¢t. Or k(t71) = kiz" Donc k(t) =1
quel que soit ¢. ()

¢) Pour une famille {B;}{ les conditions que 'on déduit des
conditions 1) & 5) en remplagant B;t par tB; sont aussi équi-
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valentes. Remarquons que si le groupe est abélien ou si les
B, sont symétriques quel que soit j, ces nouvelles conditions
ne sont pas distinctes des précédentes.

Définitions : 1) J étant un ensemble ordonné par une rela-
tion < et filtrant pour cette relation, {B;{, jeJ, une famille
d’ensembles boréliens bornés de mesure non nulle, nous disons
A(B; — By) ot A(B,—B)

A(B)) A(By)
tendent vers zéro (?2) suivant J quel que soit ¢.

2) Un groupe topologique localement compact est dit ergo-
dique s’1l admet au moins une famille ergodique d’ensembles (*).
Un tel groupe est nécessairement unimodulaire.

que cette famille est ergodique si

Remarque. — Si {B,;}, jeJ, est une famille ergodique et
si J' est un sous-ensemble cofinal (*) de J, {B,}, j'eJ’, est
encore une famille ergodique.

2) Invariance. — Soit {B,;{, jeJ, une famille ergodique
d’ensembles. Considérons les familles correspondantes de
moyennes de fonctions caractéristiques. Des inégalités (13) et
(14) et de la définition d’une famille ergodique, il résulte que :

ly (Trx; X) — 3(Tsx; X)| = 0 suivant J
et que [y (z; T,X) — ¥,(x; T,X)|— 0 suivant J.

Par conséquent:

lim. sup. 7,(Tz; X) = lim. sup. 7,(z; X) = lim. sup. y (z; T,X)
j€d jed jE€d

c’est-a-dire que lim. sup. 7,(z; X) est doublement invariante
jey

par les transformations T, Il en est de méme pour la limite
inférieure.

Dire que y;(x; X) converge presque partout relativement a
une mesure v définie sur .lb, quel que soit X, cela revient a dire

(22) Remarquons que pour la famille { U;} contractant vers e considérée dans
le cas de la dérivation, ces rapports rendent vers 2: O et 2 sont les valeurs extrémes
qu'ils peuvent prendre.

(3) Nous avons été amenés a donner ces définitions sans connaitre le travail de
Calderon. Elles sont d’ailleurs en un sens plus générales que celles de [5] qui
sont adaptées au cas ot 'ensemble J est la droite numérique, alors qu’ici J est
quelconque.

(*%) Un sous-ensemble J' de J est dit terminal s’il existe un jyeJ tel jo<€j
implique j € J’, et cofinal si son complément dans J n’est pas terminal. (Cf. Krickeberg).
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qu’il existe un ensemble N(X) de v-mesure nulle et une fonction

h(z; X) tels que:

h(z; X) =lim. sup. 7 ;(z; X) =lim. inf. j ;(z; X) saufsi z e N(X).
jed j€d

De la double invariance des limites supérieure et inférieure,

on déduit que, quel que soit X, d’une part N(X) est un ensemble
invariant :

N(T,X) = N(X)

et d’autre part: h(Tz; X) = h(z; X) = h(z; T, X) sauf peut-
étre s1 z € N(X). Mais d’apres le théoréme 1 du § précédent,
si J est & base dénombrable J,(X) converge pour tout X vers
v(X) = fh(:v; X)dv(z) qui est donc invariante.

Réunissant les divers résultats obtenus, nous pouvons
énoncer la conclusion suivante:

Soit v une mesure définie sur b, positive et totalement finie
et telle que: v(T,X) < a.v(X) quels que sotent t et X, a étant
une constante indépendante de t et X; soit J un ensemble filtrant
a base dénombrable et {B;}, j € J, une famille ergodique d’en-
sembles, si les moyennes de fonctions caractéristiques y,(x; X)
convergent presque partout relativement d v sur P pour tout X,
alors les moyennes ,(X) convergent suivant J pour tout X
vers une mesure invariante 11(X).

Remarquons que ce résultat implique I’équivalence de v
et de u.

)
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