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Introduction.

Soient E un espace R-vectoriel de dimension finie, E* son
dual et E¢=E +iE son complexifié. On sait a présent que
si [;(j€J) est une famille finie de cones convexes saillants dont
les polaires recouvrent E*, toute fonction analytique sur E
s’exprime comme somme de fonctions holomorphes sur des voisi-
nages complexes Vi de E incluant respectivement un tube de
profil E + iI';. Nous nous proposons ici de caractériser les fonctions
analytiques sur E admettant des décompositions de ce type qui soient
plus spécifiques (c’est-a-dire pour lesquelles la condition sur les
polaires des I‘, est moins restrictive).

La méthode que nous proposons repose sur l’utilisation systé-
matique des constructions géométriques décrites dans le premier
chapitre de larticle fondamental [15] de M. Sato, T. Kawai et

(*) Chargé de Recherches du Fonds National de la Recherche Scientifique.
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M. Kashiwara. Ces constructions permettent de définir de maniére
intrinséque (c’est-a-dire fonctorielle) un faisceau €7 de “micro-
fonctions invariantes par translations réelles” sur la sphére S*
cotangente 4 E en O . Nous démontrons alors que ce faisceau
joue vis-a-vis de I’espace des fonctions analytiques sur E (que
I’on peut identifier 4 un faisceau sur {0}) un rdle analogue a celui
du faisceau € des microfonctions vis-a-vis de celui des hyperfonc-
tions.

De plus, dans le traitement des équations aux dérivées par-
tielles a coefficients analytiques, I'importance des microfonctions
n’a cessé d’augmenter depuis leur introduction par M. Sato en
1969 (cf. [14]) et dans un article en préparation, nous montrons
que le faisceau @& est quant a lui particuliérement bien adapté
au traitement des équations a coefficients constants.

Nous tenons enfin a remercier M. le Professeur P. Schapira
qui nous a suggéré les idées maitresses de ce travail et nous a
aidé a le réaliser. Les nombreuses discussions que nous avons
eues avec lui nous ont été trés profitables.

1. Description du cadre géométrique
et énoncé des résultats.

Soit E un espace R-vectoriel de dimension finie »n muni
d’'une topologie équivalente a celle définie par la norme eucli-
dienne. Notons E* 1le dual de E (qui s’identifie a 1’espace
cotangent 4 E en 0),<,> le couplage entre E et E*,
E® = E +iE le complexifi¢é de E et S (resp. S*) la sphére
[EN{0}]/R* (resp. [E*\{0}]/R*) tangente (resp. cotangente)
a E en 0. Pour tout §€E\{0} (resp. n €E*\{0}), nous
notons £ (resp. m) le point de S (resp. de S*) correspondant.

Munissons les transformées monoidales (E x S) U(E®\E)
et SUGE\{0}) [resp. comonoidales (E x S*) U(Ec \E) et
S* UGE\{0})] des topologies d’éclaté [resp. de coéclaté ]
définies dans [15] et qui induisent sur E x S et S[resp. E x S* et S*]
la topologie produit habituelle. Si on munit

DE = {(x,§,7)€E x Sx 8*: (¢,7) >0}
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et D= {(§,nM€ESxS*: (&,7)>0} des topologies induites
respectivement par Ex Sx S* et Sx S*, les projections
suivantes sont continues :

vy : E® — iE:y(x + ix") = ix’'
: SUGE\{0}) — iE: a(f) =0 si £ES
a(ix) = ix si x €E\{0},
B : S*U(E\{0}) —iE: f(n) = 0 si n € S*
B(ix) =ix si x €EE\{0},
T : (Ex SYU(E\E) — E®:7(x,§) =x si (x,§)€EEx S
7(z) =z si z €EC\E,
™ (Ex $*) UE®\E) — E® : m(x,n) =x si (x,n)€E x S*
m(z) =z sizEEc\E,
A : (E x S) U(EC\E) — S UGE\{0}) :
Ax,§) =§si (x,§)EExS
Ax + ix") = ix" si x + ix’ €EEC\E,

R

DE— Ex8*: 7(x,§,n) = (x,n),
: DE— Ex S : 1r.(x,§,11) =(x,§).

U ExS*— S* : pu(x,n) =1,

v : DE— D cv(x,E,m) = (8,1,
a: D — S* co(E,n) =1,
B:D— S L B(E, ) =&,

T,

7r.

On peut résumer cette situation sur le diagramme commutatif

ue voici :
q DE

I

(E x S)U(E®\E) «——E xS (E x S*) U(E®\E)y*—T—— E x S*

\c ‘/ ~ \ /ﬂ/
E > E
A 7[ A N v 17 I
iE /F’ 0
%’ — B 1] y
SUGEN{0}) *—3 S*U(GE\{0} —=T—g=*

D
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Désignons par © le faisceau des germes de fonctions holo-
morphes sur E® et par = O|g celui des germes de fonctions
analytiques sur E. Considérons alors les faisceaux sur S suivants :

(90 = (a—’l Y% O)ls

6, = (O Ols

@1,0 = @1 / @0

0,,0 =Hs(@ ' 74 0),
et sur E x S le faisceau ‘?z,=3€l’;xs(1"l ©) introduit dans [15].
Grace au théoréme de H. Grauert [4] assurant l’existence pour
tout ouvert de E d’une base de voisinages pseudoconvexes dans EC,
a sa version “tuboidale” due a J. Bros et D. lagolnitzer [2], a
plusieurs résultats das a M. Sato, T. Kawai et M. Kashiwara [8],
[15] et au théoréme de décomposition [11], il vient en notant

Dy la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux au-dessus d’un
espace topologique X :

THEOREME 1. — Sur S, on a la suite exacte de faisceaux

0— 6, — 6, ,— A, 2— 0

qui correspond dans Dg au triangle

©)
1,0‘&1
RTs a~' Ry, ©[1] — RA, Ry, 7! O[l]

dont les trois sommets sont des complexes de faisceaux dont la
cohomologie est concentrée en degré 0.

Le foncteur T de Dg dans Dg* défini par
TY. =Ra.,8-'F5[n—1], VZF.€0bjDy),
ou 9° désigne l'image de § par I’homéomorphisme involutif
antipodal : § — (— g), transforme les triangles en triangles.
Désignons alors par &' le faisceau de cohomologie d’ordre 0
du complexe TO®, o, ce qui revient & poser
ef=R""a,)pr 0],

Griace au théoréme du “Edge of the wedge” cohomologique de
M. Morimoto [13], a un argument du type Vietoris-Begle et a la
cohomologie de éech, on obtient alors le
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THEOREME 2. — La cohomologie des complexes T O, ,,
TRIga 'Ry, O[1] et TRAR[g,g7 ! O[l] est concentrée
en degré 0 et sur S* on a la suite exacte courte de faisceaux
suivante :

0— e —H4B 7,0 — p, — 0,

ou C=Y% s« (m=! ©)° désigne le faisceau des microfonctions
de M. Sato (aux orientations preés).

L’exactitude de la suite courte fondamentale de la théorie
des microfonctions

0o—mae— B —>m, C— 0, (*
ou @B = YL (0) est le faisceau des hyperfonctions (aux orienta-

tions preés), permet alors de démontrer l’exactitude d’une suite
analogue a (*) pour les fonctions analytiques sur E c’est-a-dire le

THEOREME 3. — Il existe un morphisme canonique b
Yo & — B, C" qui rend la suite

0—-)0[*00 —-»7*6(—»3*@‘—»0,
exacte. Autrement dit, il existe un isomorphisme

Q(E)

1(S*) ~ lim —— )
€ (5%) = lim 6E +i5,)

me

ou {2, :m€EN} désigne une base de voisinages ouverts de 0
dans E.

Cette théorie permet en particulier de définir de maniére
intrinséque une notion de front donde a !linfini (ou invariant
par translations réelles) pour les fonctions analytiques sur E en
adoptant la

DEFINITION . — Pour tout f€ Q(E), on pose

W.F! (f) = supp .+ (bf),
ou b désigne le morphisme de v, @ dans B, @ obtenu au théo-
réme 3.

Pour toute partic A de S (resp. de S*), désignons par I',
I’enveloppe conique de A, c’est-a-dire I’image inverse de A par
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la projection naturelle de E\{O} sur S (resp. de E*\{0} sur
S*) et par A' le polaire de A défini par N {n €S*:(¢,n) > 0}
tEA —

(resp. N {(€S;{t,n)=0}). Si SSCE et wCS sont
neEA

des ouverts, rappelons encore qu’un ensemble V de E® est de profil
Q +il, (cf. J. Bros et D. lagolnitzer [2]) s’il est inclus dans
Q +ill, et si pour tous compacts KCQ et kCw il existe
Py > 0 tel qu’on ait

{x +ipk/lE| :xGK,ﬁEK,pE]O,po]} CV.

En particulier, nous notons T, Ila famille des tubes de profil
E +il',, cest-a-dire des ouverts de profil E + i, qui s’écri-
vent E +iQ' avec ' ouvert dans E. On peut alors énoncer le

THEOREME 4. — a) Considérons une famille finie w,;(jET)
d’ouverts de S vérifiant

- U w} = S*
jel

-Vj€l), T, est convexe et saillant (i.e. n’inclut aucune
droite). Pour tout f€ Q(E), il existe des tubes V,'GTwl,, des
ouverts pseudoconvexes V,-DVi'UE et des fonctions f;€ 0(V))
tels qu'on ait f= Y, f; sur E.
i€l
b) Soit w unouvertde S telque T, est convexe.
Pour tout g €' (S*), ona

supp, t(g) Cw' = g = b(flp),

ou f est une fonction holomorphe sur un voisinage de E incluant
un tube de profii E +il',, univoquement déterminée, modulo
l'addition d’une sectionde ©, .

c) Soient n €S* et f€ AE). Ona

nEWF! (f)¢=f= 2 f surE,
j€’
ou J est fini et ou chaque f; est holomorphe sur l'union de E

et dun élément de T, avec w; ouvert dans S tel que I‘w’_

soit convexe et w; 3n .(*)

(*) Les différences de signe entre ces résultats et ceux annoncés dans [12]
sont dues aux définitions distinctes de T adoptées dans ces deux notes.
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2. Une suite exacte de faisceaux sur la sphére.

On introduit un faisceau auxiliasire ©, sur S puis on
explicite la forme des sections de ©,, ©, et O, . On en déduit
des isomorphismes de faisceaux A, 2=0,/6,, O, , = 6,/0,
puis on prouve le théoréme 1. On termine ce paragraphe en
démontrant que les ouverts de S dont I’enveloppe conique est
convexe sont acycliques pour O, .

DEFINITION 2.1. — Notons j [lidentit¢é de iE\{O} dans
SUGEN\{0}) et définissons le faisceau ©, sur S par

Oz = (s [(rx O l,'E\{o}])ls.

PROPOSITION 2.2. — a) Le faisceau ©, est constant sur S et
admet pour fibre l’espace lim O(E + iS2).
e
b) Pour tout ouvert w de S, notons {w, : €1} la partition
de w en composantes connexes. On a alors un isomorphisme

0 (w) = 0 lim O(V)N ).
=
c) Pour tout ouvert w de S, onaun isomorphisme
0, (w) =~ lim o).

VET,,
Preuve. — a) Pour tout £ €S, ona
(Oo)i = (74 O)a(g) = ILT} O(y~'iQ),
in30
ou £ parcourt ’ensemble des voisinages ouverts de O dans E.
b) Comme S est fermé dans SUGE\{0}), il vient

0,(w) = lim "'oY\t L),
U>os
oiu U parcourt la famille des voisinages ouverts de w dans
SUGE\{0}). La limite inductive permet de se restreindre aux U
vérifiant U\SCT_, donc de supposer que les 7A~!U sécri-

vent sous la forme dunions U (EUV) avec V €T, . La
el

conclusion découle directement du théoréme de rrolongement
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analytique et de [linterprétation des sections de 77! ® en
termes d’applications localement constantes.

c) se démontre comme b).O

PrOPOSITION 2.3. — Tout ouvert U de (ExS)U (Ec\E)
tel que U\(E x S) est un ouvert d’holomorphie vérifie

HP(U, 7' ® =0, Vp+#0.
De plus, tout ouvert A de E x S tel que pour tout x € 7(A)
P, = {§E€E\{0} : (x,§) EA}

est un coOne convexe admet une base de voisinages composée de
tels ouverts.

Preuve. — La deuxiéme partie de 1’énoncé résulte immédiate-
ment du théoréme 3 de [2] car pour tout voisinage U de A dans
(E x S) U(E®\E) inclus dans

AU{x +ix':x€E€r(A),x"EP,},

U\A est un tuboide de profil U (x,P,) au sens de J. Bros
et D. Iagolnitzer. xE1(A)

Pour démontrer la premiére assertion, considérons la suite
d’espaces UN\A—— U 2> E®, ou A et ¢ désignent respecti-
vement l’intersection U N(E x S) et l'inclusion naturelle. Avec les
notations de [15] p. 270 (cf. également [9]), on obtient un triangle
dans la catégorie dérivée de celle des espaces linéaires :

R[(U — E¢, 0)
+ 1 ™
R['(U\A — E€,0) — R[(U\A — U, 7! 0).

Comme 7ot est un plongement de l'ouvert U\A dans Ec, il

vient R['(U\A =5 E®, ©) > R['(y\,, (E®, ©) et la suite exacte
de cohomologie relative

— H¥\a) (ES, © — H¥(E®, ©) — H*(U\A, ©)—
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assure alors, en vertu du théoréme B de Cartan, que la cohomologie

de RI(U\AZ*> E®, ©) est concentrée en degré 1 puisque
H?U\ A) (E®, ©) s’annule en vertu du théoréme de prolongement
analytique. Pour calculer RI'(U\A — U,7~! 0), remarquons
que I'on a @ist“(7~! ©) = 0 pour k # 0. En effet, comme ¢ est
une application propre entre espaces paracompacts, il vient

@ist¥(r=! @), = H*(r='(z) — {2}, 6,(,)), Vk, VzEU

et ces espaces sont nuls pour tout k# 0 ou kE€Z selon que z
appartient ou non a8 A. On en déduit de suite (aux orientations prés)

RC(U\A — U,7-! 0) = R['(U @ist’(r™' ©)) ~ @(rA)  en

vertu du théoréme de H. Grauert puisque I'on a ®ist? (7 “lo)y=o0, (2
pour tout z€A. La suite exacte de cohomologie associée au
triangle (*) procure alors les annulations suivantes :

HAU — E®, =0, Vp#1,
et pour conclure, il suffit de se reporter a la suite exacte qui définit
R[(U — E®, 77! 0), clest-a-dire
..— H*(U— E®, 0) — H*(E®, 0)
- HU,77' 9 —... .o

LEMME 2.4. — Soit Ql.(iGN) un recouvrement ouvert d’un
ouvert ) de E tel que pour tout jEN, il existe au plus un nombre
fini de K, qui rencontrent Qj. Soient également ""i’Vi et
P;.(j € N) respectivement un ouvert de S, un ouvert de profil
Qi + il',. et une fonction holomorphe sur Vi' Si pour tous
j,kEN, il existe un voisinage complexe y,.,,c =\_/k', de
QN Q, etune fonction H; , € O(V; ;) tels qu’on ait

F,—F,=H, , sur V,NV, N0V, ,,
il existe aussi des ouverts V,' de profil ; + iFwi et FEO( Go V;)
l'=

tels que F,—F admette un prolongement holomorphe sur un
voisinage complexe de Qj .

Preuve. — On vérifie de suite ’existence d’ouverts _\_’, de EC
incluant les SZ]. correspondants et tels que y,.nyk soit inclus
dans V; , pour tous j,kEN. Le théoréme de H. Grauert
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rappelé au chapitre 1 assure I’existence d’un ouvert d’holomorphie
V vérifiant QCV CU V. Les \_/,f = \_/,. NV recouvrent donc V
et en résolvant un probléme de Cousin de premiére espéce, on peut
écrire les H; , sous la forme H; —H, avec H;€ 0(V)). Pour
conclure, il suffit de prendre V;=V,NV, et F=F,—H; sur
V;.o

PrOPOSITION 2.5. — Si {w,:tE€1} est la partition en compo-
santes connexes d’un ouvert w de S, on a un isomorphisme

A Q) (W) = C[II {[f]l:f€ 6(V), V = ouvert de profil E + iI‘w‘},

ou [f] désigne la classe de f pour la relation d’équivalence “f ~g
si et seulement si f — g admet un prolongement holomorphe sur un
voisinage de E”.

Preuve. — Un élément s de (A4 Q)(w) est une application
localement constante qui, au voisinage de chaque (x,§)€E x w,
coincide avec un élément o, , de Hg,s(U,,,77'©), ou
U, . désigne un voisinage de” (x,§) dans (Ex S) U (E®\E)
que— I’on peut d’ailleurs supposer vérifier les hypothéses de 1la
proposition 2.3. En tenant compte du théoréme de prolongement
analytique qui permet d’annuler les ngw (Ux’g,r‘l 0), les
suites exactes de cohomologie relative s’écrivent -

0— H°(U, ,,7"!' ®— H°(U, ,\(E x S),7~' ©)
(Ux'f,‘r_l (9)_—) 0

x, £

, 1
HExw

et permettent d’interpréter les o, , comme classes d’équivalence
d’applications f, , localement constantes sur les U, ¢ \(ExS)
et a valeurs dans les germes de fonctions holomorphes pour la
relation d’équivalence

o~ g™ frg —fi €770 OU, o).

Ces fx' ¢ ¢tant localement constants, on peut leur associer
de maniére biunivoque une fonction F, . € O(U, \(E x w)).

Considérons alors ¢ €1: comme w, est connexe, il existe une
suite croissante de compacts connexes Kk, de S tels que

QUN Ko = w, . Il existe également des compacts connexes K, CE
€
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tels qu UK =E et K N U K..)=0¢. Fi
que Y K e - (m,>m+2 m') =@ ixons

2, €EN; il existe une suite croissante d’entiers M,, € N\{0} et de
points (x;, §) €E x w(j E€N\{0}) tels qu’on ait

K

mxeOC U

M, <i<Mpey I4i
et le lemme précédent assure I’existence d’ouverts V,i(j €N\ {0})
de méme profil que les le,,_sj\(E x S) ainsi que de F,20 holo-

morphe sur V;lo:igl Vj tels que (F, . —Fy)ly, admette

un prolongement holomorphe sur un voisinage complexe de
T[le,’zi N (E x S)]. De cette maniére, on peut exprimer s au voisi-
nage de E x K, 0 a partir de la classe d’équivalence 090 de I’application
localement constante définie sur 7 ~'(Vy ) a partir de Fy . Lais-
sons alors %, varier dans N; un raisonnement par connexité assure
’existence, pour tout 2 €EN\{0} d’un voisinage W, de E et d’une
fonction H, € O(W,) tels qu’on ait

Fo_,—Fy=H, sur Vo_, NV, NW,.
Cela étant, remarquons que la fonction F définie par

F, sur Vg~
FO) = 0

)
Fo+ X H sur Vpn( N W), VEEN\{0}

ji=1 i=1
est holomorphe sur un ouvert v de profil E + i[‘w‘ et permet
d’exprimer s sur E x w, .

Pour conclure, il suffit enfin de prouver que [’opérateur
r oqui, & SE€EMA,2)(w) associe la famille des [F(Y] obtenus
comme ci-dessus est linéaire et bijectif, ce qui s’obtient aisément. O

PROPOSITION 2.6. — Le faisceau A\, 2 est isomorphe au faisceau
quotient ©,/ ©, et la cohomologie de R\, = R\, RI'y, s 77! O[1]
est concentrée en degré 0.

Preuve. — Soit §€S. Un élément de (0,/0,), s’écrit donc
comme l'image de la classe d’équivalence d’une fonction f holo-
morphe sur un ouvert VET,_ pour la relation: f'~f" & f' —f"
se prolonge holomorphiquement au voisinage de E. Comme V
est un ouvert de profii E +iI',, on peut donc associer a cet
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élément celui de (A4 ), qui, avec les notations de la proposition
précédente est caractérisé par [f]. L’opérateur ainsi défini est
visiblement linéaire et injectif. Sa surjectivité découle alors immédia-
tement du théoréme de décomposition établi dans [11].

En vertu du théoréme 1.3.1 de [15], on'a dans Dg
R\.& = R\, RIg, s 7! O[1].

Comme le foncteur I'p,g conserve les faisceaux flasques, il suffit
alors de prouver quesi ® —> 7! © — J_ est une résolution flasque
de 77! @, la cohomologie des complexes 0 — A4 Fgys (W, . F.),
ou {w, : mEN} désigne une suite de voisinages ouverts de £ dans

S dont les enveloppes coniques sont convexes, est concentrée en
degré 1. Cela s’obtient sans peine a partir de la suite exacte longue
de cohomologie relative, du théoréme de prolongement analytique,
du théoréme B de Cartan et de la proposition 2.3. O

LEMME 2.7. — La cohomologie du complexe Ry, © est
concentrée en degré 0.

Preuve. — La résolution de P. Dolbeault du faisceau ©
assure l’existence d’un isomorphisme entre Rvy, © et le complexe
..—> 0 —> v,C%) au sein de D;e . Comme v, est exact
a gauche et conserve les faisceaux mous et comme tout point de
iE admet une base de voisinages convexes, la suite 7*C£?") est
une suite exacte de faisceaux puisque le probléme du 9 admet
toujours une solution sur les ouverts convexes (cf. [6]). D’ou
la conclusion. O

PROPOSITION 2.8. — La cohomologie du complexe
Rl a~! Ry, ®€ 0bj Dy

est concentrée en degré 1 et on a un isomorphisme entre 0,/0, et
Rlsa™! Ry, O0[l]= 0, ,.

Preuve. — On adapte ici la démonstration du théoréme 1.3.1
de [15]. Soient & un faisceau sur (E, 0— & — g et
0— a ! — . les résolutions canoniques de F et
a~1g; pour tout €>0 et tout £, €S, que nous pouvons
d’ailleurs supposer tel que &, = (1,0,...,0) quitte a effectuer
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une rotation, posons
Q, = {x€E: Ex})'? <e}etT, = {er:(§ x> ex, ).
j=z2
On remarque aisément l’existence d’opérateurs linéaires u et u,
rendant commutatif le diagramme suivant :

0 ——— lim Fil‘e (iﬂe,@) —_— !l_l’l‘l Fil‘e (iﬂe, g.)
€>0 €e>0

u u

0 —— R (' F),, - 3 (%),,

On en déduit immédiatement Pexistence d’opérateurs naturels

induits u* de lim H;Fe (iR, , F) dans Zeé(a"‘ %), - Comme «
>0 )

est un homéomorphisme de E®\E sur lui-méme, on obtient directe-

ment des isomorphismes naturels i et i, entre lg)n Fli(Q2N\T,)]

et lim(@ 'F)(U\S) et entre lmH [i((Q\[),F] et

l_h}nH'[U\S,a“:%L ou U parcourt les voisinages ouverts de &,

dans SUGE\{0}). Si on écrit alors les suites exactes de cohomologie

a support relatives aux situations ci-dessus en tenant compte des

annulations de lim H? (i, , %) et de g’ (a~' 9),, pour
- £

p > 0, on obtient les diagrammes commutatifs suivants :

0— lim [y (iR, ,%) — lim§ (iQ,) — lim & [i(Q \T,)] — lim HY. (iQ,,%) — 0
—: € —_ — — €

lu"’ ‘ ‘Id ‘ i ‘ u* *)
0— ('S} (! )= lim(a~'§) (U\S) —=H (@ ' §); ———>0
(ou, en vertu du lemme descing, u* et u*% sont bijectifs) et
lim H? [i(Q\T,) , ] —— lim HY' ' (iQ, , %)

€ €

i uy L ¥p=1. (%)

li_r>n HP (U\S,a" ! &)

el (o o
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Particularisons alors au cas ou % = v, ®; le théoréme B de
Cartan assure [cf. (**)] Iannulation des € (a~ '+, ©) pour
p=2 vu que les Yy '[i(QI,)] sont convexes. De plus, le
théoréme de prolongement analytique assure aussi I’annulation
de ("' v, 0) et on a

Oy~ '(iQ\il 0
ges (@' vy 0)y, = lim by (l.,e.\l )l _ _2)
- —;) (9(7 ZQE) Oo 5_0

en vertu de la proposition 2.2, ce qui suffit vu I’isomorphisme au
sein de D,z entre v, O et Ry, O (cf. lemme précédent). O

Démonstration du théoréme 1. — La définition de ©, , et
les propositions 2.6 et 2.8 assurent I’exactitude des deux premiéres
lignes et colonnes non nulles du diagramme commutatif suivant :

o

°
- G — 8 «——

SN R B
l 1
0 191 - ;x*'l%l’v -0
0 ’ 9,0 >~ %0 = MR 0.
1 1 1
0 0 0

Le lemme des neuf assure alors l’exactitude de la derniére ligne,
ce qui, en recourant a nouveau aux propositions 2.6 et 2.8
correspond au triangle

0l,O

N

R[g o~ Ry, ©[1]— RX, 2 = R\, Rl,s 7-! @[1].0

LEMME 2.9. — La cohomologie du complexe R\, 7! O est
concentrée en degré 0.
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Preuve. — Soit 0—> 7! ® —> g . une résolution flasque
de 7-'©. Il suffit de démontrer que pour tout p > 0 et tout
x€SUGE\{0}), le p-éme espace de cohomologie du com-
plexe 0 — lim F.A"1U), ou U parcourt une base de voisi-

nages de x dans SU(E\{0}) est nul. Si x appartient a
iE\{0}, <c’est immédiat car 7 est un homéomorphisme de
iE\N{0} sur lui-méme. Si x appartient a S, la proposition 2.3
permet de conclure. O

PROPOSITION 2.10. — Tout ouvert w de S dont l'enveloppe
conique est convexe est acyclique pour 0, , (ie. vérifie
H? (w, 0, 4) = 0 pour p > 0).

Preuve. — Montrons d’abord que w est acyclique pour O, .
Comme l'image directe et la restriction a un fermé conservent les
faisceaux flasques, le lemme 2.9 assure que si 0 > 7=! @ > F _ est
une résolution flasque de 7' ®, 0 > 0O, > (A\«F,)|g est une
résolution flasque de ©,. Vu lexactitude du foncteur li_r)n, on
est donc ramené a prouver I’annulation des

limH? A~'U,7"!' 0), Vp>0,
U

ou U parcourt une base de voisinages de w dans SUGEN\{0}).
Comme on démontre sans peine que les voisinages U de w tels
que U\S soit convexe forment une base de voisinages de w, la
proposition 2.3 achéve la premiére partie de cette démonstration.

Comme w est contractile et que ©, est constant sur S,
on a également H”(w, ©,) =0 pour tout p>0 et la suite
exacte longue de cohomologie a sections globales sur w déduite
de la sujte exacte 0—> O,—— O —> O, ;—> 0 permet
de conclure. O

3. Passage sur la sphére duale.

On examine la structure des images par T des trois sommets
du triangle du théoréme 1. Pour prouver que la cohomologie de
TRIg a~! Ry, ® est concentrée en un seul degré, on établit
un théoréme du type “Edge of the wedge” global a partir des
résultats de M. Morimoto [13]. On prouve alors le théoréme 2
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grice a la cohomologie de Cech et a Iobtention d’une formule

permettant le calcul explicite de la cohomologie des complexes
du type TY,.

ProposiTION 3.1. —Dans Dg., on a un isomorphisme entre
TRA, 2 et u,C. En particulier, la cohomologie du complexe
Ra , 87" RA, RIg,s 7! O est concentrée en degré n.

Preuve. — On a successivement

TR & 5 (Ro,, 7" R\ Rl 5 77" O[n])

& (Ro Ry 77 Rl s 771 O[n))*

>~ (R(a,ov), 7 'R, g 71 O[n])f°

& (Rus R7 7 ! R[g, g 771 O[n])*

@ Ru, Rl e 771 O[n])* ~RusCxp, €

en tenant compte en (1) de la proposition 2.6, en (2) de la pro-
position 2.3.11 de [9] (qui constitue a la fois une simplification
et une généralisation du lemme 1.4.2. de [I5]) que l'on peut
appliquer au diagramme

s
Ex Se————DE=(Ex S) xD

7\1 l ;

S €«<—D

8.

puisque A et v sont des applications fermées et que tous les
ouverts de D et E x S sont paracompacts, en (4) de la proposi-
tion 1.2.2 de [15] et en (8) du fait que le faisceau & est flasque
(cf. [15]p. 473). O

UN RESULTAT DU TYPE “‘EDGE OF THE WEDGE 3.2. — Soient I’
un coéne convexe saillant et fermé de E admettant {0} pour
sommet et d'intérieur non vide. Pour tout ouvert S de E conte-
nant 0 tel que T'\S soit convexe et "N Q soit borné, on a

HZ,,r (E+iQ, 0)=0, V¥p#n.



FRONTS D’ONDE A L’INFINI 127

Preuve. — On démontre sans peine que les fermés I' et '\
vérifient les hypothéses des théorémes 1 et 2 de M. Morimoto [13].
Cela étant, écrivons la suite exacte de cohomologie suivante :

- HE.ir\a) (E®, © — HE, .. (E®, 0)
- H%ﬂp (E + iQ, 0)'—’ .

Le théoréme de prolongement analytique permet d’annuler
les groupes de cohomologie d’ordre 0 car I'\2 et 'N & sont
d’intérieur non vide. Le théoréme 1 de [13] permet d’annuler
aussi les H%, . (E®,0) et HE. ir\a) (E®,®) pour pEN\{n},

d’ou on en déduit de suite les relations annoncées pour p ¥ n
et p ¥ n — 1. Enfin, ’exactitude de la suite

0— Hgi;p (E +i2,0) — Hi,q\q) (EC,0)
- H,, (B¢, 0) — HL,, . (E+iQ, © — 0
et le théoréme 2 de [13] fournissent I’annulation de

Hi L (E+iQ, 0). o

PROPUSITION 3.3. — Dans Dg., on a un isomorphisme entre
TRIga ' Ry« O[1] et 35%. (B 'v«0©°*. En particulier, la
cohomologie du complexe

Rlg. 87! Ry, ® = (TR[ga~! Ry, o[1 —n]¥ (*

est concentrée en degré n.

Preuve. — La proposition 1.2.2. de [15] fournit directement
TRIga ! Ry, O[1] =~ (RTs. B~ ' Ry, O[n]),

d’ou on déduit de suite (*). Pour conclure, il suffit donc en vertu
du lemme 2.7, de prouver l’annulation des d€ g. (B~ " 74« © pour
k#n. Pour tout €>0 et tout n,€S* tel que |[n,/=1,
posons I, = {(x EE:(x,ny)<—e(Ix|> —(x,ny))"?} et
Q. ={x€E:{x,ny?>—¢€}. Vu la proposition 1.2.3. de [15],
il vient

362‘ (B_ ! Tx 0)20 = li’m HFi.([‘Eﬁﬂe) (IE"Y* 0)

>0 . c
) = }l{n H%H(renne) (E*,0)

e>0
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et comme on a Hiiir,na,) (E®,0) ~ HE,r, (E+if,,0) en
vertu du théoréme d’excision, le résultat précédent permet de
conclure. O

LEMME 3.4. — Pour tout faisceau % sur S et tout m,€ES*,
on a un isomorphisme naturel B

HP (Ra., B 5%),, = lim HP(S\w; ... 9), Vp

e>0
ou We,no désigne un ouvert de S* contenant n, dont l’enveloppe
conique est convexe et polyédrique et vérifiant

. Mo . .

diam :n— inl=1,n€w §)<e.
( (M - ko

Preuve. — Soient 0 —m & —> G. et 0-—>B,_1$——’9€,

les résolutions canoniques de $ et B! %. Quitte a effectuer une

rotation, on peut supposer que n, sécrit (0,...,0,1) et, pour

fixer les idées, prenons pour We,ng la trace sur S* de lintérieur
n

du cone 'Zl rpmjir; > 0¢ avec
I=

ni<n = (l + 62)-1/2 (03 .. ’0,630:"',03 l)
n, =1 +m—De]" "2 (—e,...,—€,1).
On démontre aisément l’existence d’opérateurs linéaires u, et

u, . rendant commutatifs les diagrammes suivants :

0 —>F(S\w; ,) — = §.(8\w 4)

u u Ve€]0, 1]

€ °,€

0 ——>p7'F (a7 W, ) —> BT W, 5 )

puisque [, est un opérateur ouvert, que W, n, ©St connexe et
que, I’on a successivement

—B.al (W) =B.({E, M€, 4, E,n)<0})
= U (g GEm<0 =00 0 (aFl=S\e, .

N€wWe,nyg n€we,ng
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Par passage aux limites inductives lorsque € tend vers O, on obtient
le diagramme commutatif de complexes suivant :

.= 0— lim g.(S\wﬁ,Eo)

€e>0

| u.

L 0 (o, BeD), *)

Pour conclure, il suffit de montrer que u. est un quasi isomor-
phisme (i.e. induit des isomorphismes en cohomologie). Une pre-
miére application du théoréme II. 10.5 de [1] en prenant respective-
ment pour X, 9,9 et A, la sphére S, la famille des fermés
de S, les ensembles S\c.)t'n0 et ’hémisphére fermé

F={§€85:(§,n)=0}
fournit des isomorphismes

lim HP (S\w* 9)~HP(F,%|), Vp.

— G,llo ’
€e>0

Comme les groupes de cohomologie de (*) s’écrivent
lim B (a7 w, o, 87759,
€e>0

une seconde application de ce théoréme procure

lim HP (@' w,, 67" &)

>0 ~HP (@7 {0y}, BT 9 o-1(,,1)> VP,

ce qui suffit puisque B, est un homéomorphisme de o ! {no}
sur F. O

COROLLAIRE 3.5. — Le faisceau

Hn(Rao* B._l (91,0) = Rn a-*B._l (91,0
est nul.

Preuve. — Soit 7m, un point de S* et reprenons les notations

du lemme précédent. Pour tout € > 0, considérons un recouvre-
ment {y; .:1<j<n} de EN\[{O}UT,L o ] par n cones
’ »No

ouverts convexes dont nous notons w; . les traces sur S et



130 J.-L. LIEUTENANT

posons U, = {w; :1<j<n} (on vérifie aisément que Cc’est

toujours possible puisque F“ﬁ n est polyédrique). La conclusion
» 70

découle alors de suite du lemme précédent, de la proposition 2.10

et du théoréme de J. Leray sur la cohomologie de Cech car on a

(R" e, 7' 0,,), =~ lmH'@U,0,,)=0.0.
- e>0

Démonstration du théoréme 2. — Appliquons le foncteur T
au triangle obtenu dans le théoréme 1. En tenant compte des
propositions 3.1 et 3.3 qui assurent la concentration en degré O
de la cohomologie des complexes TRAyx RIg, 771 0[1]1=TR\s 2
et TRIg a~! Ry, O[1], il vient

5t (B e OF — u. C

La suite exacte longue de cohomologie déduite de ce triangle
procure I'annulation des HP(TO, ,)= (RP" "t )BTt o010
pour p€2\{0,1} et la conclusion découle alors de suite du
corollaire 3.5. O

PROPOSITION 3.6. — On a (RPB,)3%. (B~ ' 7,0) =0 pour
tout p ¥ 0 et il existe une suite exacte courte

0— a, Op — 7, B — B, H€5%. (B ' 7,.0) — 0.
Preuve. — Appliquons la proposition 1.2.5 de [15] au faisceau
7« © en tenant compte du lemme 2.7. On obtient le triangle suivant
aux orientations pres :
%0 |,
‘N
RT (o} R, O[n] — RB, RTs. ' Ry, O[n].

On vérifie immédiatement I’existence d’un isomorphisme entre
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Y« ©l, et ax0O, au moyen de la proposition 2.2.a. Comme
ona R? v, ®©= 0 pour p # 0, on obtient

RF{O}R'y*O[n] = Ry, RI'; ©[n] (T) Ry,® (3)
si on tient compte en (1) du fait que E est pur de codimension
n dans EC pour O et en (2) du fait que @3 est un faisceau
flasque. La suite exacte de cohomologie associée au triangle ci-
dessus assure alors que la cohomologie de R, RI'g. B~ Ry, 0[n]
est concentrée en degré 0 et — 1. D’ou la conclusion grice a la
proposition 3.3 car H! (RB+F€ 3. B ' vx®)) est visiblement
nul. O

7*639

PROPOSITION 3.7. — Les suites
0 — ByC — B85 (B! 7,0 — By — 0
0 7, & — 7B — 7,71, € — 0

sont exactes.

Preuve. — Si on applique le foncteur f, a la suite exacte
obtenue dans le théoréme 2, on obtient la suite exacte

0 — B, & — BuRE. (877, 0
— Bk @ — R'B)E — ...

Or, il vient successivement

(Rl By) e = Hl(Rﬁ*Tol,o)
= H'(R(Boa,), 7" 0] ¢ [n —1])
& H"(Ra, RB.« B ' 0% ) (i) (R 07 )

en tenant compte en (*) de la relation Boa, = aof, et en (**)
du fait que B, est une application propre séparante et a fibre
contractile, ce qui entraine R®ist, (©7,) =0. On vérifie de
suite l’existence d’un isomorphisme entre H"(Ra, 010) et
H"(S, ©01,) sur le seul ouvert non vide de {0}. Cela étant,
considérons un recouvrement U de S par n + 1 ouverts dont
I’enveloppe conique est convexe. Le lemme 1 de [10] assure alors
que l’intersection de ces ouverts est vide et comme en vertu de la



132 J.-L. LIEUTENANT

proposition 2.10, on peut appliquer le théoréme de J. Leray relatif
a la cohomologie de Cech, il vient

[(R' B,) €] (0) =~ H*'(U, 0% ;) ~ 0,
ce qui suffit.

Pour la deuxiéme partie de 1’énoncé, appliquons le foncteur
v+« a la suite exacte (*) du chapitre 1. En procédant comme ci-
dessus, on vérifie de suite qu’il suffit de prouver que H'(E, @)
est nul, ce qui découle de suite du théoréme de H. Grauert déja
invoqué. O

ProOPOSITION 3.8. — Il existe un morphisme canonique b de
Y« @ dans B, @' rendant commutatif le diagramme

b
Tx & ——’B*Gt

|

Y B —» By 9@%:(3— ! Yx o)

Preuve. — Appliquons le foncteur & — (Boa,), B ' &°
au diagramme commutatif

%
l
o

0

— () —

00— 1

o 0 4
P
~ 6, — 0, ,— 0.

0 —

Les deux lignes étant exactes, on obtient au niveau des (n — 1)-émes
foncteurs dérivés le carré commutatif

R""1(Boa,), B @ == R ! (Boa,), 7' 0%,

R"™ '(Boa,) B O — R"™!(Bow,), B 0F,

dont les sommets s’écrivent encore H°(RB, T ©,), H°(RB,TO,)
ainsi que B, Ha. (B 75 0)° et Byuy & [cf. propositions 3.1
et 3.3). Remarquons tout d’abord 1’égalité H°(RB, T 0,) = 7, X.
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En effet, il vient successivement
RB.T O, 3, Roy RB. (BT [(RA 77! O)Is) [n — 1]
5) Ray, [(RA, 771 ©)5]° [n — 1]
(3—') Ro, RA (77! O)|g,s [n — 1]
= Ry ,R7r, 7! &[n—1]
si on tient compte en (1) de 1’égalité Boa, = aof, et de la propo-
sition 2.9, en (2) du fait que B, est une application propre, séparée
et a fibre contractile entre espaces paracompacts (ce qui entraine
R @ist; =0), en (3) de la relation Raxa~! = R(xoa)y = Roy
et des égalités

[(RA, 9)is]; = (RA. 9), = RT(\"' £, %)
= RTOT' £, @lg,s)) = R\SFlg,5),,  VEES

valables pour tout faisceau & sur (E x S) U (E®\E) puisque tous
les ouverts de cet espace sont paracompacts et que A est fermé
et en (4) de Iégalité o7 =aoA. Cela étant, considérons le

triangle
R @ist, (%)

/\

$§ — = Rr, 7"

ou & désigne un faisceau sur R. Comme 7 est fermé et que
tous les ouverts de E xS et de E sont paracompacts, on a
également

R @ist, (%), = R[(r7'(x) — {x},9,)=8_[—n], VxEE
puisque 77 !(x) est une sphére de dimension n — 1. Ainsi,

7:S —> E est pur de codimension n—1 etona RP 1,77 '% = &

ou O selon que p appartient ounon & {0,n—1}. On en déduit
alors

H'(RB,T O ) =R""'(yom,'Q
=R D, Rl A) =y, &L (*)
Pour conclure, il suffit donc de prouver que Il'on a
H° (RB, T 0,)=17,8. On  vérifie immédiatement 1’égalité
0, = Rjx (R4 O ;g\ {o})Is au sein de Dg. Il vient alors en



134 J.-L. LIEUTENANT

désignant par [, et I, les inclusions S <= SU(GE\{0}) et
iE\{0} = iE
RB.TO, o (Re, R B T Ri I3 Ry, ©) [n— 1]
> Ra,I; ' Rj, I; ' Ry, O[n — 1]
5, (ReuRj, ;' Ry, 0] [n—1]
(z) (RL, I; ' Ry, ©), [n — 1]

en tenant compte en (1) de I’égalité aocf, = foc,, en (2) de I'annu-
lation de RCOistﬁ. et de I’égalité Ro, = Rey (cf. [15] p. 278), en
(3) du lemme 1.4.2 de [15] et en (4) de I’égalité aoj =1,. Comme
I, est un plongement, il vient R(Dist12 &) = RI‘{O}(.%") pour
tout faisceau & sur iE et comme 7 est pur de codimension 0
et E pur de codimension n dans EC par rapport 4 ©, il vient

H°(RB, T ©,) = H"(RY,RIy ©) = Ry, B = v, B
puisque @3 est flasque. O
Preuve du théoréme 3. — Le morphisme b est bien sir celui
du résultat précédent. Cela étant, en combinant les propositions

3.6, 3.7 et 3.8 et en tenant compte de l’égalité fou = yomw, on
obtient un diagramme commutatif

0 0
00— o0, O, Ve X — B, & >0

0 —= a, O, Y B By B! 7, O —=0

|

Ve Tx e ﬁ*“* e

L

0 0
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ou les colonnes et la ligne du milieu sont exactes. D’ou la conclusion
par le lemme des neuf. Le cas particulier découle de suite de la
connexité de S. O

4. Fronts d’onde a I’infini.

Nous obtenons tout d’abord plusieurs suites exactes sur S
qui sont en quelque sorte ‘“‘duales” de celles obtenues sur S* dans
la section précédente. On démontre ensuite point par point le
théoréme 4.

PROPOSITION 4.1. — On a une suite exacte

0— )\*2’ - a_lﬁ*#*e—" B.*a.—l#* ¢ — 0.

De plus, le faisceau (RP B,,) (a7 ' u, @) est nul pour tout p # 0.

Preuve. — La proposition 1.4.4. de [15] appliquée au faisceau
(A« 2)? fournit (aux orientations prés) le triangle

/N

a 'RB,TA 2 RB.,a 1 TA 2.

En vertu de la proposition 3.1 et du caractére flasque du faisceau
e @, il vient a 'R, TA, 2 =~a"'B,u,C et on en déduit
immédiatement que la cohomologie de Rp,, a7 !TA, R est
concentrée en degrés — 1 et 0. Comme ce complexe s’écrit
encore Rp.,a !'up, @ sa cohomologie est en fait concentrée
en degré 0 et s’écrit donc plus simplement 8, ,a ' u,€. D’ou
la conclusion. O

PROPOSITION 4.2. — Il existe des morphismes de faisceaux
naturels qui rendent le diagramme

@;‘ ——-»a"l'y*a — . a! !

0_—’(91,0 — a1, — = o' — >0
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commutatif et les deux lignes exactes. De plus, le faisceau
(RP B,,) (@7 ' ") est nul pour tout p # 0.

Preuve. — Appliquons a nouveau la proposition 1.4.4 de [15]
mais cette fois a ©f eta Of ,. Comme sa démonstration repose
sur la théorie des foncteurs dérivés (qui conservent les morphismes
de triangles : cf. [5]) et comme il existe un morphisme de faisceaux
naturel O, — O, ,, on obtient en tenant compte du théoréme
2 le diagramme commutatif

© —— H°(« 'RB,TO,)—— H°(RB.,a]' T O)

0—=0{ , —= a '§, ¢ > B..a e ——0

dont les lignes sont exactes. Grice a un raisonnement semblable
a celui de la proposition 3.7, on a tot fait de montrer que la
cohomologie de RB, &’ est concentrée en degré O et on démontre
que (RPB..)a !C" =0 pour tout p # 0 comme on I’a fait pour
RB.,a ' TA, 2 dans la proposition précédente.

La formule (*) de la proposition 3.8 et I’exactitude du fonc-
teur image inverse fournissent de suite

H( 'RB, TO)=a 'H(RB,TO)=0a"'7,&.

D’ou la conclusion. O

PROPOSITION 4.3. — On a une suite exacte de faisceaux et de
morphismes canoniques

0——> o ——>aly,d —> B, a7 e —>0.

Preuve. — La définition de O, , et la proposition précédente
fournissent le diagramme commutatif suivant :
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0 0
\ ]
- > 08 >
0 ‘(9: - (9‘11 (91,0 =0

0 0

ou la ligne du milieu s’obtient a partir du théoréme 3 en tenant
compte du fait que ©, est un faisceau constant. Ainsi toutes les
lignes et la derniére colonne de ce diagramme sont exactes et le
lemme des neuf permet a nouveau de conclure. ©

Preuve du théoréme 4. — Le point a) constitue en fait un
théoréme de décomposition dont nous donnons une démonstration
directe dans [10] (*).

Démontrons ensuite le point b). Comme w est connexe
et comme o«o:S — {0} est une application ouverte on a
a 'y, A(w) ~&(E) ainsi que a.B,_l (—w) = S*\w* et 1la
proposition 4.3. assure I’exactitude de la suite

0 —= 0, (—w) 'S \wh). ™

A(E)

Le théoréme 3 fournit f€&(E) défini modulo 1’addition
d’une fonction holomorphe sur un tube ouvert incluant E tel qu’on
ait g =b(f). On déduit alors de (*) que supp,.; & est inclus

(*) Au cours d’une discussion récente que nous avons eue avec lui, le
Professeur A. Kaneko nous a signalé que M. Sato possédait déja une preuve de
ce résultat basée sur la théorie des hyperfonctions de Fourier.
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dans w' si et seulement si f est I'image d’un élément de 0, (w),
c’est-a-dire si et seulement si le voisinage complexe de E sur lequel f
s’étend en fonction holomorphe inclut un tube de profil E + il
L’unicit¢ de f <s’obtient grice au théoréme de prolongement
analytique.

L’implication <= du point c) est une conséquence directe de
b) et pour prouver sa réciproque, désignons par w, , un voisi-
nage de n dans S* inclus dans S*\W.F.’(f) et semblable a
celui décrit dans le lemme 3.4. En vertu de ce lemme, on a
¢ = lim H'~! (S\w; ,, 0, o) et comme n&W.F.'(f), il

e>0
existe €, >0 tel que I'image de f dans H"~' (S\wj n ©1,0)
soit nulle. Si on désigne alors par U un recouvrement ouvert de
S\weo n Par n ouverts w; 3—n dont lenveloppe conique est
convexe, ce dernier espace secrlt encore H'™' (U, ©,4) vula
proposition 2.10 et le théoréme de J. Leray relatif a la cohomologie de
Cech. On en dédl.ll;t de suite que f s’écrit dans cet espace comme un
n — 2 cobord de Cech c’est-a-dire qu’il existe des f; € 0, , (kgi W)

n
tels que f= Z f; sur E, ce qui suffit puisque les kQ‘ Wy
ji=1 ]
contiennent — 1, ce qui implique ( N ook)l $n.0
- k#j -

Remarque 4.4. — Le point a) permet en fait de donner une
forme explicite au morphisme b dont le théoréme 3 affirme
I’existence. Par la proposition 1.4.4. de [15] et le théoréme 2, on a
en effet

By =RB,TO, , =Ra, 6 ,[n—1]
=R 1) 0, ,=H"1(S,0, ).

Dés lors, si les w,f(j =1,...,n+ l) sont des ouverts qui
recouvrent S* et vérifient S = U (N w )0 posons
j=1 k#j

U= {nN w;)loz 1<j<n+ 1}. Il vient alors en raisonnant
k+j

comme ci-dessus :

ﬁ*et = Hn—l (‘l'l, 01,0)

et pour tout f€ A(E), b(f) apparait comme la décomposition de
f obtenue dans [10]
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