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_ CALCUL EXPONENTIEL
DES OPERATEURS MICRODIFFERENTIELS
D’ORDRE INFINI. 1

par Takashi AOKI

Introduction.

Le but de cet article est de donner la loi exponentielle des symboles des
opérateurs microdifférentiels d’ordre’ infini, plus précisément des
opérateurs microlocaux holomorphes.

Soit f(x, &) une fonction holomorphe définie sur un ouvert conique du
fibré vectoriel cotangent T*X a X, ou X est un ouvert de C" muni des
coordonnées x = (xy,...,x,). On dit que f(x,£) est un symbole si
If (x,E)l exp (—h|E]) est borné pour tout h > 0 [5]. Nous dirons que déux
symboles f(x;8) et g(x,& sont équivalents si
[f(x, &) —g(x,E) x exp (h|€]) est borné pour quelque h > 0. Un
opérateur microlocal holomorphe est une classe d’équivalence des symboles
[2], [15]. On note: f(x,£): I'opérateur défini par le symbole f(x,£).

Soient exp {p(x,£)} et exp {q(x,£)} deux symboles définis sur un
ouvert de T*X. Nous calculons r(x,£) qui satisfait a la formule suivante.

rexp{p(x,£)}: :exp{g(x,0)}: = :exp{r(x.8)}:.

En outre nous trouverons les lois d’adjoint et de changement de
coordonnées des symboles exponentiels.

Comme application, nous généraliserons le théoréme d’inversibilité des
opérateurs microdifférentiels d’ordre infini qui a ét¢é donné dans notre
article précédent [2].

Les résultats principaux de cet article sont annoncés dans [4].
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1. Préliminaires.

A. Soit X une variété analytique complexe, munie du faisceau Oy des
fonctions holomorphes. On note T*X le fibré vectoriel cotangent a X,
S*X (resp. P*X) le fibré en sphéres (resp. le fibré projectif complexe)
associé. Identifions X a la diagonale de X x X et T*X au fibré
conormal @ X dans X x X par la premi€re projection. On note myx, x
la projection (X xX—X) u T¥(X xX) - X xX le premier espace étant
muni de la topologie de co-éclate [9], [21].

Le faisceau d’anneau &% sur T*X est défini par
X

g; = Aoy (Mxxxx—1 Oxxx)* ® Q4

* X
TX(XXX) 0y xX X x
ol a désigne I'application antipodale et QY“"* Tespace des formes

différentielles holomorphes de type (0, dim X) sur X x X [9], [13], [16].
Les sections de & f( sont appelées opérateurs microlocaux holomorphes [2],
[16].

On hote yg(resp.y) la projection T*X — T¥X — S*X
(resp. T*X —T{X—->P*X). Le faisceau &5 des opérateurs microdifféren-
tiels (d’ordre fini ou infini) est défini par

EFNT*X—TEX) = v~ 1y,6%
EXITEX = 99 = 6XITEX
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ou 9y désigne le faisceau d’anneau sur X (identifié & TEX) des
opérateurs différentiels (d’ordre fini ou infini). Rappelons qu’il existe des
morphismes injectifs naturels

nx'9% - &7,
R

[ o]
&Y - 85

ou my désigne la projection T*X — X. C’est-a-dire, on peut regarder un
opérateur microdifférentiel, donc un opérateur différentiel, d’ordre fini ou
infini pour un opérateur microlocal holomorphe. Les opérateurs d’ordre
infini sont utilisés dans les ¢tudes des problémes variés [12], [19], [20], [21],
[22].

B. Supposons désormais que X soit un ouvert de C" muni des
coordonnées x = (xi,...,x,). On dit qu'un ensemble W < T*X est
conique si ¢W <« W pour tout ¢>1, ou c¢W désigne I’ensemble
{(x,c€);(x,§)e W}. L’ensemble conique W est appelé compact si
Yr(W—T%X) est compact.

Soient x* = (%,8)e T*X, Q un voisinage conique. On note S(Q)
(resp. R(Q)) [l’espace vectoriel des fonctions holomorphes f(x,§) sur Q
satisfaisant a la condition suivante : pour tout compact conique Q' << Q
et pour tout h > 0, il existe une constante C > 0 telle que

If (x,8) < Cexp(h[g]), (x,8)eq

(resp. pour tout compact conique Q' << Q, il existe des constantes
C>0, h>0 telles que

If (x,E) < Cexp(—hlg)),
pour tout (x,£) e Q’). La fonction

f(x,8) e S(Q) (resp. f(x,5) € R(Q))

sera dite, pour abréger, a croissance lente ou un symbole (resp. a
décroissance rapide). On peut construire un isomorphisme linéaire

(1.1) lim SQ)/R(Q) ~ & . = lim &5 (@)
Q Q

tel que I'image de x;§; par cet isomorphisme soit égale & x;D;, ou
D; = 0/0x;(j=1,...,n). Nous désignons par :P(x,£): Iimage d’une
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(classe d’équivalence de) fonction P(x,§) par 'isomorphisme ci-dessus;
P(x,E) est appelée le symbole de ’opérateur :P(x,£):. Pour les définitions
précises nous renvoyons a [2], [15].

Remarque. — Dans [2], :P(x,£): est not¢ P(x,D,).

Soit m un nombre réel. Un symbole P(x,§) défini sur Q est appelé
d’ordre m (resp. m—0) dans Q si pour tout compact conique Q' =< Q,
P(x,£).|E”™ est borné dans Q' (resp. pour tout compact conique
QccQ, PxE.IET™ -0 pour [E] » o0, (x,£)eQ).

Si un symbole p(x,§) est d’ordre 1 — 0, la fonction exp{p(x, &)} est
a croissance lente, c’est-a-dire, exp{p(x,§)} est aussi un symbole.

2. Symboles formels. .
A. Nous allons généraliser une définition introduite dans un cas
particulier par L. Boutet de Monvel [5] (cf. aussi [2]).

Soit {P;(x,8)};cn (N={0,1,2,...}) une suite de symboles définis sur un
voisinage conique Q de x* e T*X. Considérons une série formelle

0

@1 P(t:xf) = ¥ tP,(xf).
j=0
DEFINITION 2.1. — On dit que la série formelle P(t;x,E) est un symbole

formel si pour tout compact conique Q' < < Q, il existe des constantes R,
A qui satisfont aux conditions suivantes :

a) 0<R, 0<A<I.

b) pour tout h > 0, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
J et pour tout (x,£)eQ, [E| = (j+1)R

22 IP;(x,6)l < CAJexp (hlE]).

Remarque. — Un symbole (analytique) formel au sens de [2] ou [5] est
un symbole formel au sens ci-dessus.

Nous noterons S(Q) I’espace des symboles formels définis sur Q.
Soient

o0 [e9}

P(t;xf) = ), tPi(x8) et Q(t;x8) = ) t"Qu(x.f)

Jj=0 k=0
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deux symboles formels définis sur Q. On pose

0

P(t:x,0) + Q(1:x,8) = .Z Y(P;(x.8) + Q;(x.8)),

P(t;x.8).Q(tx8) = Y ¢ Y Pix8).Qu(x8).

(=0 j+k=/¢

L’espace S(Q) est alors un anneau commutatif. On peut identifier S(Q) et
un sous-anneau de S(Q) défini par

{P(t;x,£) € S(Q); P;(x,£) = 0 pour j>1}.

DEFINITION 2.2. — Nous dirons qu’'un symbole formel
P(t;x£) = ), tPi(x.8)
j=0

défini sur Q est équivalent a 0 et nous noterons P(t;x,£) ~ 0 si pour tout
compact conique Q' < < Q, il existe des constantes R, A qui satisfont aux
conditions suivantes :

a) 0<R, 0<A<].

b) pour tout h > 0O, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
m=1,2,... et pour tout (x,£)eQ’, |& = mR

(2.3)

m—1
Z Pj(xag)
j=0

< CA™exp (h[E]) .

Nous désignerons par R(Q) I’espace des symboles définis sur Q qui
sont équivalents a 0.

La proposition suivante est fondamentale pour nos études.

ProrosiTioN 2.3 (Cf. L. Boutet de Monvel [5]). — Soit P(x,£) un
symbole défini sur Q. Alors P(x,£) ~ 0 si et seulement si P(x,£) e R(Q).

Cest-a-dire, S(Q) n R(Q) est égal a R(Q). On a donc un morphisme
injectif S(Q)/R(Q) —» S(Q)/R(Q). D’autre part, on a le théoréme suivant
(2], [5]-

THEOREME 2.4. — Soit P(t;x,8) = Z t/P;(x,E) un symbole formel défini
=0

sur Q. Il existe alors un symbole P(x €) tel que P(x,t) ~ P(t;x,E).
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On a donc un isomorphisme
lim S$(Q)/R(Q) — lim S(Q)/R(Q).
—— —
D’aprés (1.1), on obtient un isomorphisme linéaire
- a 5 R
lim SQ)/R@) —~ &%,

tel que limage de x;&; par cet isomorphisme soit égale a xD;
(i=1,...,n). Nous noterons

P(t;x,8): = :Zo tP;(x,£):

ou, pour abréger, : ), P;(x,£): Iimage d’un symbole formel
ji=0

P(tx8) = 3 UP,(x.)

j=o

par I'isomorphisme ci-dessus. Les propositions suivantes sont bien connues

(2], [5), [18].

ProposITION 2.5 (Composition). — Soient P(t;x,£) et Q(t;x,£) deux
symboles formels définis sur Q. Posons

W(t:x,8) = exp (¢ 3.0, P(t:x.E) QU:y Ml ym e -

Alors W(t;x,£) est un symbole formel défini sur Q tel que
PExE): 1QEx8): = :W(E;x,8):.

PROPOSITION 2.6 (Adjoint). — Soit P(t;x,£) un symbole formel défini sur
Q. Définissons une série formelle par

Q(t:x.E) = exp (—t 0, 0)PEX, My ¢
La série Q(t;x,8) est alors un symbole formel défini sur Q° satisfaisant a
(P(:x,8))* = :Q(1:x.8);5,

ou le premier membre désigne I'adjoint de :P(t;x,E):.
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ProposITION 2.7 (Changement de coordonnées). — Soient

X = (X1,5...5X,) et Y =15 5Vn)

deux systémes des coordonnées, P(t;x,£) un symbole formel défini sur
Q < T*X par le premier systéme des coordonnées. On pose

P(t;x,n) = exp(t 0. 0)P(t;x,8 +"M(x,x)IN)|ex
£=0
avec y = y(x) et M(x',x) est la matrice définie par
y(x) — y(x) = M(x,x").(x—x').

La série P(t;y,m) est alors un symbole formel défini sur Q par le dernier
systéme des coordonnées satisfaisant a

P(x8): = Py,

ou le second membre désigne l'opérateur correspondant au symbole formel
P(t;x,m) par le dernier systéme des coordonnées.

B. Soit p(t;x,£) = Y t/p;(x,£) un symbole formel défini sur Q. On
i=0

dit que le symbole p(t;x,£) est d’ordre 1 — 0 si pour tout compact
conique Q' cc Q, il existe des constantes R, A satisfaisant aux
conditions suivantes :

a) 0<R, 0<A<I.

b) pour tout h > 0, il existe une constante H > 0 telle que
2.4 Ip;(x.6)l < A(hg] + H)

pour (x,§)eQ, [§ > (+DR;j=0,1,2,....-

ProposiTiON 2.9. — ,Supposons que p(t;x,E) soit un symbole formel
d’ordre 1 — 0. La série formelle exp {p(t;x,£)} est alors un symbole formel.
De plus, si p(t;x,£) ~ 0, on obtient exp{p(t;x,E)} ~ L.

Démonstration. — Remarquons d’abord que

29

exp{p(t;x.8)} = Y. te;(x,E)

j=0
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avec

1
(25 ej(x8) = K DR N CXI NP N EXIN

it +jk=J

”MS

Comme p;(x,£) satisfait a (2.4), on a
o0l < AT o (’ >(hIE.,I+H)"
Il est facile de voir que
© 1 [j+k—1 j G—1)!
— =1
kgok!< k—1 ) t L ae—nig=nt’ &P
et pour  >0,7/=0,1,2, ...
(h|E|+H) exp(—h'|E]) < exp(h’ H/h).(h/h") .£ 1.

On peut en déduire que
le;(x.E)|.exp(—H'§]) < AJ(1+h/h'Y exp{hlE|+H(1+h[h)}.

Comme 0 < A <1, pour tout "> 0 il existe h > 0 tel que
0 <A(l+h/K) <1

ce qui prouve la premiere partie de la proposition.

Démontrons ensuite la derniére partie. Si le symbole formel p(t;x,&)
d’ordre 1 — 0 est équivalent a 0, on peut supposer que pour tout
Q < c Q, il existe des constantes R, B satisfaisant aux conditions
suivantes :

a) 0<R, 0<B<1.
b) pour tout h > 0, il existe H > 0 telle que

(2.6)

i(x,8)| < B"(h|G[+H)

pour (x,8)eQ, |l =2 mR, m=1,2,....
D’aprés (2.5) on a

m-—1 0 m—1
T g -1=Y =Y L p..p,
i=0 k=1 J=0 ji+... +jg=j

"MS ?\"|.—

1 m—1 k (m— 1)k
k_{(z pJ) - Z ) Z D, - ""pik}‘
j=m i+ 4 =j

Joe - dgSm—1
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On a donc

m—1

Y ej(x,£)—1

j=o

< B™(h|g|+H) exp{(1—A)~ ' (h[g|+ H)}

0 1 (m—1)k . )
Tl L L ARG R
k= j=m i+ +j=J

Comme on a

(m— 1)k

TE LT MR +H)

J=mo i =

| m—1 k
Z E—(Z AJ) (h|k|+H)*

il vient
m—1
Y e;(x.&)—1] < (A™+B™ exp{2(1—A)~ ' (h|¢|+H)}
j=0
pour m = 1,2, .... Ceci achéve la démonstration de la proposition.

D’apreés la proposition 2.9, : exp { Y tfpj(x,E,)} : est un opérateur dans

j=0

&s si Y thp(x,£) est un symbole formel d’ordre 1 — 0. Nous le
ji=0

oo}
noterons parfois, pour abréger, :exp{ Z pj(x,&)}:.
j=0

3. Enoncé des théorémes.

A. Composition. Soient p(x,£) et g(x,§) deux symboles définis sur un
ouvert conique Q < T*X. On définit la suite {w;},  de symboles définis
sur Q x Q par

Wo(xsy,ﬁﬂl) = P(x,é) + ‘I(.Van)

3.1) 1 ; j
Wisy = (0. 0,w, + ) Ogwi-0,Wj-i), jeN
j+1 k=0

et la suite {r;};,.n par

(32) rj(x,g) = rj(x9§;p’q) = wj(xax’é’€)9 J € N
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On obtient le théoréme suivant :

THEOREME 3.1. — Supposons que p(x,E) et q(x,E) soient d’ordre
1 — 0. La série formelle Y. t'rj(x,£) défini par (3.2) est alors un symbole

j=0
formel d’ordre 1 — 0 satisfaisant a la loi exponentielle de la fagon suivante :

o

(3.3) cexp{p(x&)}::exp{q(x,E)}: = :exp{z rj(x,é)}:.

Jj=0

Si p(x,£) et q(x,E) sont d’ordre <1, on a:

THEOREME 3.2. — Soit p un nombre réel tel que 0 < p < 1. Supposons
que p(x,E) et q(x,£) soient d'ordre p. Le symbole r;(x,8) défini par (3.2)
est alors d'ordre (j+1)p—j; par suite il existe un symbole formel

o0
Y. t*L(x,§) d’ordre négatif satisfaisant a
k=0

(3.4) :exp{p(x.)}::exp{q(x.£)}:
N <)
= :exp{z rj(x,ﬁ)}.{l + kg‘o Lk(X,{;)}:

=0

et la condition suivante: pour tout Q — < Q il existe des constantes
R>0, C>0, A>0 telles que, pour (x£)eQ, | = (k+1)R,
k=0,1,2, ...,

3-5) L (x,E)] < CA*k!~Plg| > k19
ou N soit le plus grand entier tel quee (N+1)p — N >0 et

A= (N+1)—(N+2)p > 0.

Le théoréme 3.2 dit que le symbole de 'opérateur :e?::e?:, quiest un
N
opérateur d’ordre infini, est factorisé par exp{z r,-(x,&)} et que le
ji=0
quotient est un symbole formel d’ordre 0, de partie principale 1.

B. Adjoint. Soit p(x,£) un symbole défini sur Q. Définissons alors la
suite {v;};en de symboles définis sur Q par

vo(x,m) = p(x,m)

3.6 1 ! .
( ) Uj+1 = —m—(&naxvl"' Z 5“vk.5xvj_k>, ]EN
k=0
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et de la suite {p}}, n par
(3.7 P (x,8) = v;(x,—&).

On obtient les théorémes suivants :

THEOREME 3.3. — Supposons que p(x,E) soit d’ordre 1 — 0. La série

formelle Y t'p¥(x,£) est un symbole formel d'ordre 1 — 0 défini sur Q°
j=0
satisfaisant a

(3-8) (exp {p(x.£)} )* = :CXP{ > P}"(x,é)}:
ji=0
ou le premier membre désigne l'adjoint de :exp{p(x,£)}:.

THEOREME 3.4. — Si p(x,§) est un symbole d’ordre p < 1, le symbole
p¥(x,£) défini par (3.7) est d’ordre (j+1)p—j. Il existe par conséquent un

symbole formel Y t*P}(x,£) d'ordre négatif défini sur Q° satisfaisant a
k=0

(39 exp{p(rh})* = :exp{z pf(x,a)}.{u i P:(x,&)}:

Jj=0

et la condition suivante : pour tout Q' cc Q°, il existe des constantes
positives R, C, A telles que, pour (x,£)eQ’, [E| > (k+1)R,
k=0,1,2, ...

(3.10) IP¥(x,E)] < CAkk11pjg| "= k1=0)

ou N soit le plus grand entier tel que (N+1)p — N >0 et
A=(N+1)—-(N+2)p > 0.
C. Changement de coordonnées. Soient

X = (Xg,...5Xy) et V=01 sYn)

deux systémes des coordonnées de X, p(x,f) un symbole défini sur
Q < T*X par le premier systéme des coordonnées. On définit la suite
{u;};cn de symboles par

o (x,x".E'M) = p(x.&'+M(x,x)M)

3.11 1 J
( ) uj+l 3 .—<a§/.ax'u]' + Z ag’uk'ax'uj—k>’ jEN
j+1 k=0
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et la suite {p;};.n par
(3.12) pj(y:m) = u(x,x,0m),  jeN
avec y = y(x) et M(x,x’) est la matrice définie par
y(x) = y(x) = M(x,x)(x—x').

Avec ces notations, on a:

THEOREME 3.5. — Si p(x,§) est dordre 1 — 0, la série formelle

@

Y. tp;(y.n) est un symbole formel d'ordre 1 — O défini sur Q par le
j=0
dernier systéme des coordonnées satisfaisant a

J

(3.13) exp {p(x.5)}: = :exp{ > z)j(y,n)}:

ou le second membre désigne l'opérateur correspondant au symbole formel

exp{ t’i)j(y,n)} par le dernier systéme des coordonnées.
j=o0

THEOREME 3.6. — Supposons que p(x,E) soit d’ordre p < 1. Le
symbole p;(y,n) est alors d’ordre (j+1)p —j. Il existe donc un symbole

formel Y. P, (y,n) d'ordre négatif satisfaisant a
k=0

(.14 :exp{p(x,0)}: = 1exp{ 2 i7j(y,n)}-{1 +k§_:opk (y,n)}:

J

et la condition suivante: pour tout Q' << Q, il existe des constantes
positives R, C, A telles que, pour (yn)eQ, In| = (k+1)R, keN
(3.15) [Be(y,n)l < CA*K!! =P ~2 7+ =0
ou N soit le plus grand entier tel que (N+1)p — N =0 et
A=N+1) —(N+2)p>0.

Le théoréme 3.6 dit que la partie principale du logarithme d’un symbole
ne dépend pas du choix des coordonnées locales si le symbole est de
croissance < 1.
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4. Application : Inversibilité.

Soient p un nombre réel tel que 0 < p < 1, P(x,£) un symbole défini
sur un ouvert conique Q < T*X. On dit que P(x,£) est un symbole de
croissance p si pour tout compact conique Q' << Q, il existe des
constantes positives h, C telles que, pour (x,£)eQ’

IP(x,6) < Cexp(hlgl).

Un opérateur microlocal holomorphe P est appelé de croissance p si son
symbole P(x,£) est de croissance p.

THEOREME 4.1. — Soit P(x,E) un symbole de croissance p défini sur un
voisinage Q de x* dans T*X. Supposons que 1/P(x,£) soit aussi un
symbole de croissance p sur Q. L'opérateur :P(x,E): est alors inversible
dans J;'i. et son inverse est de croissance p.

Démonstration. — Posons p(x,£) = log P(x,£). Alors p(x,£) est un
symbole d’ordre p défini sur Q. Nous allons appliquer le Théoréme 3.2.

©

Définissons la suite {Z t’ﬁj""} de symboles formels et la suite
ji=1 k=12, ...

{u®},_,, . de symboles par récurrence sur I'enties k: on pose pour

j=0,12, ...

u (x,8) = r;(x.; p,—p)
ou r; est défini par (3.2). Le symbole u{"(x,§) est alors d’ordre
(Gj+1)p —j. Deplus,ona u’(x,E) = 0. On en déduit que i ulP (x,)
est un symbole formel d’ordre 2p — 1. D’aprés le théorémé:21.4 il existe
un symbole u'"(x,£) d’ordre 2p — 1 tel que

uP(x8) ~ ) tuP(x.§)
j=1
et donc
rexp{p(x,8)}: rexp{—p(x.0)}: = rexp{u’(x,8)}:.
Supposons que u® soit défini. On pose, pour j=0,1,2, ...

Uit (x,8) = ry(x,8u®, —u®).
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On a alors ud*V(x,£) = 0. D’aprés le théoréme 2.4, il existe un symbole
u®*V(x,E) tel que

9

u(k+l)(x,l:°) ~ Z t’ﬁ&"“’(x,é)
i=1
et donc

rexp{u®(x,6)}: rexp{—u®(x,6)}: = rexp{u**V(x,E)}:.

On voit facilement que u®(x,£) est un symbole d’ordre 2¢p — (2¥—1).
Comme p>1, il existe le plus grand entier m tel que
2"p —(2"—1)=0. On obtient alors

Comme u™*V(x,£) est d’ordre négatif, on peut construire I'inverse
Cexp{u™*V(x,£)}:)"' de lopérateur :exp{u™*P(x,£)}: (cf.[2],
Th. 3.1.1). On est alors en mesure de construire un inverse a droite de
lopérateur P = :P(x,£): = :exp{p(x,£)}:. Nous définissons I'opérateur
Q de croissance p par

Q=:exp(—p): :exp(—uV): ... :exp(—u™): Gexpu™*tP:)~1,

Il est facile de voir que PQ =1, c’est-a-dire Q est l'inverse a droite
de P. Par la méme méthode on peut construire un inverse a gauche.
L’existence d’un inverse a droite et d’un inverse a gauche implique
’existence d’un inverse. Ceci achéve la démonstration du théoréme 4.1 qui
généralise un résultat de [2] (cf. aussi [5], [6], [17]).

Remarque. — D’aprés le théoréme 3.6, I’hypothése du théoréme 4.1 ne
dépend pas du choix des coordonnées locales.

5. Démonstration des théorémes.

Démontrons d’abord les théorémes 3.1 et 3.2. D’aprés la
proposition 2.5, I'opérateur :exp p::exp q: s’écrit sous la forme

(5.1) :exp{p(x.)}: :exp{g(x.8)}:
= rexp(t 0;.0,) exp{p(x,5)+q(y,n)jly=x:.
Posons -

(5.2) IT = exp(t 0;.0,) exp{p(x.§) + q(y.n)} .
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On voit facilement que II est une unique solution formelle de ’équation
différentielle

(5.3)

{a,n = 0,.9,11
|, = exp{p(x.£) +q(y,n)} -

Nous supposerons que II s’écrive sous la forme

i thj(x’y,{‘:’Tl)} .

j=0

5.4) IT= exp{

L’équation différentielle (5.3) est alors équivalente a la formule récurrente
(3.1): pour jeN
wo(x,y,E,n) = p(x,8) +4(y,n)

1 J
Wj+1 +1 (aé ij+k§Oa§Wk.aij_k>.

Comme on a (5.1) et rj(x,§) = w;(x,x,£,£), on obtient que

rexp{p(x,£)}: rexp{q(x.,£)}: = :exp{i rj(x,é)}:‘

j=o0

Y tfrj(x,é)} est un symbole formel. Mais il n’est pas

j=0

On sait que exp{

9
clair que Y trj(x,) est aussi un symbole formel. Afin de montrer que
j=o0
¢ ]

Y trj(x,£) est un symbole formel, nous utiliserons le lemme suivant.

LEMME 5.1. — Il existe une constante c > 0 telle que

v—1j—-v+p+1
Z Z (k+1)kp2(l k+1)1kv+u l<c(l+2)1v2

SR -

pour j=123 ...; v=12,...,j
Démonstration. — 1) Lorsque v < j — 2, on décompose le premier
membre de (5.5) de la maniére suivante :
v—1 j—v+pu+l

Lo L GrD Tk

1 j—v+iv-—-1

]+1 Y Y 4+ 2j—p—t 1y
/=0 nu=0

=Ll 4+ L2413

]+l
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avec
1 v—-1
L' =i Z ‘; a(l,usjv)
L2 _ —I_J i vzl a(/uv)
]+1 2 5 ) 91’
Jj-v+1iv—1
L= Y a(Z.pijv)

]+l{—1vu0

ou a(Z,uij,v) = W++D"2(j—p—£¢+1y"""'"7. On a alors

l v v
L' < +l{(1+1)’ v Z (+D)72 4777 ‘Z (n+2)" }

n=0 n=0
v—1 v—1
Comme ) (p+1)"2 et j7' Y (u+2)"' sont bornés, il existe une
n=0 n=0

constante ¢, > 0 telle que
L' < co(j+2y 772
Ainsi, on voit que
L3 < co(j+2) V2.
De plus, comme (u+7+1)"2 < (j—1)"? et comme
(—p—f+1y7 7 < G-y
on obtient

] " 1 G—=1Y"v3.(—v+2).v.

D’ou il existe une constante ¢, > 0 telle que

L2 C1(1+2)1 v—2
ce qui permet de conclure le lemme dans ce cas.

2) Lorsque v =j — 1, la série du premier membre de (5.5) s’écrit

Z_: WH++ D) H(j—p—+1)7°

IIMN

~.

1 (i
]—+—{Z(u+l) 2+ Z M+ 'G-w™' + Z G—n=1)" }
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ji—-2 ji-2 ji-2
Comme Y (u+1)72, Y (u+2)7'(G—p)~* et Y (j—p—1)"2 sont
u=0 n=0 u=0

bornés, on peut en déduire qu’il existe une constante ¢, > 0 telle que

IIMN

Tl i WHZ+D) 2 —p—C+D) 7 < cy(j+2)7!

ce qui permet de conclure également dans ce cas. Par la méme méthode, on
peut démontrer le lemme lorsque v =j.

Maintenant nous définissons la suite {w("} (v<jeN) par

wy) = wo(x,y.6M) = p(x.§) + q(x,n)
(5 6) 1 v—1 j—v+p+1
’ W}Vl1 = J_:l-—1< .0, WM + Z Z O wt, 6yw}V__k“ _”)

ou wy’=0 pour v>j et wi¥ =0 pour j>0.
Jj J
: : - v - M o1
Il est facile de voir que w;= ) w{ et donc r;= ) r” ou

v=0 v=0
rM(x,8) = wi(x,x,6,£). On pose

A = AEmn) = sup {Ip(x.&)|+1g(y,n)l; x.y € m(Q)}
A = AE) = AEE),

ou w: T*X - X. On peut supposer que

lim  AEmn)/(&+ M) = 0

&l In|— o0

si (x,8), (y,n)eQ pour tout x,yen(Q). Avec ces notations, on a la
proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. — [l existe une constante positive B telle que pour tout
compact comque QccQ, pour (x,y.En)eQ xQ, j=0,1,2,.
v=01,

’

7)WL yEM) < BIG+1Y Y2 emH AT g
et pour (x,£)eQ, j=0,1,2,...; v=0,1,...,j

(5.8) (.8l < BIG+1Y 7" e 2 AV g™
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ou & = dist(Q,0Q) désigne la distance de Yg(Q) a 0yr(Q), g étant la
projection T*X — T¥X — S*X.

Démonstration. — Par récurrence sur I'entier j. La proposition est
claire dans le cas j = 0. Supposons que cette proposition soit vraie pour
tous k < j, v < k et montrons qu’elle est encore vraie pour k =j + 1,

v<j+1. Nous estimons d’abord les dérivées de w pour k <j,
p < k. Choisissons un compact conique Q" telque Q' cc Q" cc Q,
dist (Q',0Q") = ¢/(k+2). On utilise les hypothéses pour Q”. Comme
dist(Q",0Q) > (1—1/(k+2))e, la formule de Cauchy implique pour
i=1,...,n, (x,§) e

(5.9 o, wi|

< (k+2)(elg]) " B¥(k+ 1)*»73((1 — 1/(k+2))e) ~ 2k A»*1jg)~*
< 2e?Bf (k4 1) #2g7 2k~ 1&"“]}’;] k-1

ainsi
(5]0) |ay,-W;cu)| < 2e2B"(k+l)""“_28_2"‘1K"+1|E_,|_"
et

(5.11) 10, 0, W] < 4e”BF(k+ 1)k THT g kT2 Rt g koL

ou e=2718 ....

Comme ), (x,8) = wi,(x,x,£,€), il suffit de montrer (5.7) pour
j+ 1. D’apres (5.6) on a

v—1j—v+pu—1 n
Wil < S o+ T8 T i,

d’ou, en utilisant (5.9)-(5.11),

Wil < 4an8-2!‘-2Kv+1|g|-f-1{e2(,'+1)f-v-2

v—1 j—-v+pu-—-1

(k+l)k'“_z(j—k+1)f"“””“}.
Comme on a le lemme 5.1, il vient
WO, (x, 0,6 M)| < 4n(e® +ce®)BI(j+2) VT 2gm T2 Rv gL

On peut choisir B > 4n(e? +ce*) indépendamment de €, j et v, ce qui
achéve la démonstration de la proposition 5.2.
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On est alors en mesure de montrer le théoréme 3.1. Comme

R = ¥ i),

v=0

on obtient, grice a la proposition 5.2, pour (x,) € Q'
. j . .
(512) IOl < Be™2) 3 G+ T3AEIT) AL T,
v=0
d’ou, pour (x,£)eQ’, [§| = (j+1)R (R est une constante)

(5.13) Irj(x,8)] < (Be 2R~y fj; (A.lE|"IR)".A.
v=0

On peut choisir R assez grande telle que 0 < Be 2R~ ! < 1. De plus,

comme lim A(E).J€|"! =0 (dansQ), la série i (AE).IEI"tR)Y est
& -0 v=0

bornée pour [§| = (j+1)R. On a donc I'inégalité suivante: pour tout
compact conique Q < c Q, il existe des constantes R, A, C, telles
que

a) 0<R, 0<A<l1, 0<C,.
b) pour (x,5) e, [ = (+DR, j=0,1,2,...

(5.14) Ir;(x,6) < C;ATA(E).

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.1.

Démontrons alors le théoréme 3.2. Dans ce cas, pour tout Q' c < Q,
il existe des constantes positives A;, R telles que

A®). T < AETET® pour (xE)eQ, [ >R.

D’aprés (5.12), il existe donc des constantes positives C,, A, telles que
pour (x,&)eQ’, € = (G+1DR, j=0,1,2,...

(5.15) Iri (B < CAL(+ 1) P73 g =PiA(E).
Ce qui permet de conclure la premiére partie du théoréme 3.2.

Définissons un symbole formel Zt*L,(x,£) par

o)

Y tL(x.8) = em{i ter+j+|(x,§)} - 1.
j=0

k=0
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On a alors comme (2.5)
LO(xaé.r) = €Xp {P'N“(X,é)} -1
o1
Ly(x,8) = Z 7 Z rN+j|+l(xaé)~ o 'rN+j,+l(x9E.|)9 k>0.

it tig=k

D’ou, d’aprés (5.15), pour tout Q <c Q, il existe des constantes
positives C, A telles que

L, (x,E)] < CA¥k!I1-p|g|~2—(1 -k

pour (x,£)eQ’, [§| > (k+DR, k=0,1,2,....

Il est facile de voir que le symbole formel
2 tri(x8)
j=0

est équivalent au symbole formel

N ©
Z rj(xa&) + Z ter+j+I(x9{:u)-
j=0 j=0
D’aprés la proposition 2.9, on peut en déduire que

0 N ©
exp{z tjrj(x,é)} ~ exp{z rj(x,é)}{l + ) t"L,‘(x,é’;)}.
j=0 ji=0 k=0

Ceci prouve le théoréme 3.2.

Par la méme méthode, on obtient les théorémes 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6.

6. Exemples et remarques.

A. Dans le cas n=1, les premiers cinq termes de {r;} (cf.
Théorémes 3.1 et 3.2; Proposition 5.2) sont

o =7p + q,
ry = agl’-axq,
r,=rdP +r@P,
1
ry) =5 0p.0%4,

) = %{6317-(6,;4)2 + (0p)*- 024},
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ry=rd +r® + Y,

—agp 03,
ry) = —(6 p.0.q.02q+0:p.0%p.03q),

rY) = g{a.i,‘p-(axq)3 + (3p)*.03q} + 0,p.0%p.0.q.0%q,
ra=rP + 1@ + QP + Y,

o = iagp.a:q,
2 {a p.(029)* + (02p)*.0%q} + - (6 p.0.4.03q+0p.02p.0%q)
—{6“17 (0:9)*. 039 +(92p)*(029)> +(0yp)* . O2p . 02q}

= {ﬁgpﬁ (029)* +0p.03p.0,9.03q+(0%p)*.0.9.03q},
ry) = {6 p. (8xq)“+(6gp)“ d0va}

+ 5 {agp .02p-(0,9)* . 029 +(0%p)* .(0.9)* . 0%q
+ (agp)2 0%p.(029)* +(0,p)*.0%p.0.q.0%q} .

B. Supposons encore que n = 1. Considérons des opérateurs
microlocaux holomorphes

= :exp(x\/g): et Q= :exp(—x\/g):.

C’est-a-dire,

CO

._.k 0k| k(\/__)k
Q= z—< X)H(/D.

Nous calculons les opérateurs P2=P.P et P.Q. Daprés le
théoréme 3.1, on qbtient

© Ok _ )
P? = :exp{Zx E+x Y %(—1/JE,"“}:

k=1

= :exp{2x\/g+x(1+\/1 + 1/\/2)“}:,

et
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ainsi

P.Q = :exp{x(1+V 1—1/\/5)—1

Remarquons que :exp(x\/E): ne désigne pas l’opérateur

1
Y 7 (/D) = exp(:x/8).

On voit facilement que

exp(: x\/E ) = :exp (x\/g+x/4) .

C. Pour toutes les classes des opérateurs pseudodifférentiels nos
théorémes 3.1, 3.2, etc. sont vrais si les seconds membres de (3.3), (3.4), etc.
ont des sens. Considérons, par exemple, I’espace des symboles S 5(X x Rf)
de Hérmander, ou X soit un ouvert de R}. Nous supposons 3 < p.
Soient p(x,£) et q(x,&) deux symboles € S);(X xRf). Alors le symbole
ri(x,£) défini par (3.2) appartlcnt a S¢; ""(XxR”) pour tout j. C’est-

a-dire, on peut considérer Z ri(x,£) et exp Z ri(x, &)} Donc on a la
formule (3.3) dans lespace des opérateurs L 8(X) (cf. [8)).

De plus, on peut appliquer les théorémes aux opérateurs non-locaux de
certaines classes. Par exemple, nous considérons un opérateur de la fagon
suivante :

6.1) Ta = :exp(Ax.E):

ou A = (a;) soit une matrice (a;€C,1<ij<n), Ax.§ = Zauxlf;,

Pourtant la fonction exp (Ax.§) n’est pas un symbole generalement, on
peut considérer :exp(Ax.f): comme I’opérateur non-local défini par

6.2) exp(ax.9): 1) =28 2

=f ((A+ Dx),

ou f soit une fonction holomorphe. Soit B = (b;;) une matrice
(b;jeC, 1<i,js<n). Nous allons calculer I’opérateur
TaTg=:exp(Ax.£): :exp(Bx.£):. En utilisant le théoréme 3.1 dans ce cas
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exceptionnellement, on a
rexp(Ax.&)::exp(Bx.§): = :exp(A+B+BA)x.§):.
Cette formule-ci est vraie car on a d’aprés (6.2)

:exp(Ax.§)::exp(Bx.&): f(x) = f(B+1)(A+1)x)

= f(((A+B+BA)+1)x).
Donc un a
6.3) TaTs = Taipsna-
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