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SUR UNE INEGALITE FONDAMENTALE
ET LES SINGULARITES
D’UNE FONCTION ANALYTIQUE DEFINIE
PAR UN ELEMENT LC-DIRICHLETIEN

par M. BLAMBERT et R. PARVATHAM

INTRODUCTION

Ce travail comporte deux chapitres: dans le premier, utilisant une
fonction entiere ge B[1,T] (la classe des fonctions entiéres au plus de
I’ordre borélien 1 et au plus du type fini T de leur ordre si cet ordre est
égal & 1) et les propriétés relatives 4 son diagramme indicateur et 4 son
diagramme conjugué, on établit une inégalité fondamentale liée au terme
général d’'un élément LC-dirichlétien. La méthode a la fois simple et
¢légante est distincte de celle utilisée par T. M. Gallie [6] dans le cas d’un
¢lément C-dirichlétien et conduit & un résultat contenant celui de cet
auteur comme cas particulier. La méthode est aussi beaucoup plus simple
que celle due & M. M. Dzrbasjan [5] pour établir I'inégalité fondamentale
obtenue dans un mémoire antérieur [3].

Dans le chapitre II, on donne des propriétés de convergence (un peu
plus générales que celles introduites dans [1]) dans le but d’utiliser
’inégalité fondamentale obtenue dans le chapitre I pour préciser certaines
propriétés liées au prolongement analytique de la fonction définie par
I’¢élément LC-dirichlétien dans un ouvert connexe de convergence
uniforme. Cette inégalité peut servir aussi a 1’¢tude des ordres supérieur et
inférieur au sens de Ritt pour les fonctions entiéres et permet de retrouver
ainsi les résultats établis dans [3].
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CHAPITRE PREMIER

On considére un élément LC-dirichlétien :

{f} :i P,(s) exp (— A,s), avec s = o + it, (o, 1) € R?
n=1

Mp

ou P,(s) = ) a,s’,les a,; étant des constantes complexes avec Ay, # 0
j=0
et ou les A, sont des constantes complexes telles que la suite des modules

de A,, (JA,)) est une D-suite (<> |A,|<|A,4 avec lim |A,|=00). On

pose

Y (m+1)

D* = llm Sup il—l;‘T‘

m
* = lim sup{ "}-
b = ISP

On désigne par &, I’ensemble des points de C qui sont des zéros pour le

polynome P, et par &, l’ensemble des points de C qui sont chacun un

zéro pour une infinité de polyndmes P,. On pose &* = &4 v &, ou &*

désigne le dérivé de & = | ) &,. On suppose D* < + oo (=B*< + )
n

et

et C— &*# . Pour chaque point seC — &* ona P,(s) #0 a
partir d’une certaine valeur de ’entier n, dépendant évidemment du point
s considéré. On pose :

vV 5,(5) = liminf {_ Log [P, (s) exp (—xns)l}

seC—-&* p"nl

et

V Dy = {s€C—6*/5,(s)>0}.
eR

a

On considére, en outre, une fonction entiére g satisfaisant aux
conditions suivantes :

1) g admet, pour chaque neN — {0}, A, pour zéro a l'ordre
m, + 1;
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2) g est au plus d’ordre borélien égal a 1 et du type fini T de cet
ordre si cet ordre est égal a 1 (<> ge B[1,T));

3) désignant par ¥ I'image par rapport a l’axe imaginaire du
diagramme indicateur de g, on a:- € c 9@, g*.

Remarque 1.1. — On sait que [4] le diagramme indicateur (et donc aussi
%) est inclus dans I’adhérence du disque de centre s = 0 et de rayon égal

a T (on note d(0,T) cette adhérence) et qu’il a un point commun avec
Fr{d(0,T)}. En outre, ¥ est un compact.

Remarque 1.2. — Eu égard a la condition D* < + oo, le produit infini

[T [1—(s/A)*™*" est absolument convergent dans C (on note L(s) sa

n=1

valeur au point seC). La fonction L: Cas +— L(s) satisfait aux
conditions 1) et 2) ci-dessus si T > nD*; on peut alors évidemment
choisir pour fonction g la fonction L si elle satisfait en outre a la
condition 3).

On considére, pour chaque neN — {0}, I'application

: __8®
Y,: Cas = Y,(s) = oA

(définie par continuité au point A,). Chaque V, est holomorphe dans C,
avec Y,(A,) # 0. Pour chaque ne N—{0}, on considére la fonction ¢,,
méromorphe dans C, définie comme il suit:

V. o o) =
seC—- UM\
i=1

1
we & et =gay

¢, admet pour chaque j # n, ’élément A; pour pdle d’ordre m; + 1; @,
est évidemment holomorphe au point A,. On pose:

1 (do,
A]()"n) - ﬁ{ dSJ }s=ln

et pour te{l,2,...,m,+1}:

my—t+1

Qi = T ALY

(Q,.(s) estla valeur en s du polyndme-section de degré m, — t + 1 du
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germe taylorien de ¢, au point A,), ainsi que:

Va()Qu(s) (s— ) "L
(t—1)!

O = D

L’application Q,,: C3s — Q,,(s) est évidemment holomorphe dans
C et a le méme diagramme indicateur que V, et donc que g, en outre
Q,, e B[1,T].

ProrosiTioN 1.3. — On a

v 3 V YV W)l < M (e) exp [(T+e)ls]] .

eeRT —{0) M(=M () neN-{0} seC

Démonstration. — Puisque g e B[1,T], on a:

v 3 v lg(s)l < exp [(T+¢)s]].

e>0
>0 ec_ao.r)

Posant M(g;r) = Sup{lg(s)||Is|<r} et
M*(g;r) = Max {1 M(g.ro)},

et eu égard a I'inégalité ci-dessus, on a:

V18 < M* (gr) exp[(T+e)lsl].

On consideére le disque ouvert de centre A, et de rayon 1, que ’on note
dix,,1). Si seC —d(\,,1), on a:
g(s)

Gor )| S lg(s)l < M*(g; r) exp [(T+¢)ls]].

Si sed()\,,1), alors il existe un point s, € Fr{d(%,,1)} tel que

g(s)

| < B60I < M* @r) exp (T+)s

()l = '

(On rappelle que V, au point A, est définie par continuité). Or se d(A,,1)
et s, e Fr{d(A,,1)} entrainent |s,| <|s| + 2, et donc:

g(s)
(S _ X")m" +1

W, (s)] = . < M7 (g;r,) exp [(T+e)(Is| +2)].
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Posant M,(g) = M™*(g;r) exp [2(T+¢)], on a:

V ¥V Wa6) < M) exp [(T+e)lsl]

neN—{0} seC

(ou M, (g) est indépendant de n et de s).

ProposITION 1.4. — On a, pour chaque ne N — {0} :

1) v V.o oone) =0,

j(#meN-{0} re{0,1,2,...,m,}

2) v QM) =0 et QIPQ) =1,

r(#t—1)e{0,12,....m;}
(o QOY(\;) désigne la valeur en \; de la dérivée dordre r de Q,,).

Démonstration. — L’assertion (1) est triviale eu égard a la
représentation (I.1) de Q,,(s).

On considére un disque de centre A, et de rayon p >0 — noté
d(\,,p) — dans lequel le germe taylorien de ¢ en A, est convergent (on
peut choisir le disque de convergence de ce germe au point A,. Ce disque
n’est pas vide puisque ¢, est holomorphe en A,). On a:

V. Q,.(s)

sed(\,.p)

_ t—1 ©
PO 00— T as-a]

_G=A)T @A) &

(t—l)! (t—l)! j=m§'+2 A.i()"n)(s_)"n)j

S 20 A N R TR e

-1! =D i
Eu égard a cette derniére représentation, I’assertion (2) est triviale.
On pose:
1 my—t+1 |
= A AP
.(on,t (t_ 1)! Jgo l ]( n)” "IJ

M, = Max {|A;M)Ilj€{0,1,2,...,m,+1}}

v = lim sup Log M, .

LC R U
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ProrosiTiON 1.5, — Ona: —T<y< + .
En effet, on a:
I(pn)"n)l = IAO()“n)! S Mn

ou par la proposition 1.3.:

1 1
Al = > exp[—(T+e) ] ;
000 = 451 2 Wy P T+l
d’ou
lim sup & /M1 )] [Il){l\ldf(a)] —(T+8) < v,
-T<y.

Notations. — Soient un point donné s, et une partie donnée E de C;
on désigne par {s;} + E l'ensemble {seC|s =35, + s avec s e€E}.
On pose: E, = {seC||s|<1}

‘;7’0 eEy, = {seC|[s|<g}.

E, et E, étant deux parties de C, on désigne par E, + E, I’ensemble
{s+5'|seE;As €E,}.

DEerINITION 1.6. — Soit F une fonction holomorphe dans un ouvert
G # &. Soient s, un point et E un compact tels que {s;} + E = G.
Soient s, un point distinct de s; et ¥ un chemin (continu) rectifiable
joignant les points s, et s,. On pose:

G, = | ({s}+E).

NEES

Si F admet une extension holomorphe dans G U G, on convient de dire,
avec S. Mandelbrojt, que F admet une extension holomorphe, au moyen de
E, de {s,} +E a {s,} +E, le long de &.

On énonce :

ProposiTiON 1.7. — Sous les conditions :

1) I existe un point s, tel que l'ensemble {s,} + € est inclus dans un
composant connexe D de D, g+ (avec D* < + 0);
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2) L'application f: D>s +— f(s) = {f}, admet une extension
holomorphe, au moyen de €, de {s,} + € a {s,} + €, le long d’un
chemin rectifiable ¥ joignant s, a s, (puisque {s,} + € est un compact,
il existe donc €€]0,1[ tel que f est holomorphe sur le compact
{82} + € + €Eo);

alors, posant m’ = Max {|f(s)||s € {s,} + € +¢€E,}, il existe un entier n,
et une constante K ne dépendant que de € et de g telle que pour chaque
n=z=ng:

v POV exp (=sah) _ Km "2 o, (m 4 1)

=
te{l 2. ..my+1) t-1! gmnt!

Démonstration. — % est un continu borné, donc un compact. La
fonction f a une extension holomorphe sur le compact {s} + €, indexé
par se#. On a:

3 V f est holomorphe sur {s} + ¥ + nE,.

nel0, 1] seZ

On désigne par I, la frontiére de — € + nE, et par b,, la transformée
de Borel de Q,,. On considére I'intégrale :

(1/2mi) § f(s—2)b,,(z) dz.

On sait que b,, est holomorphe dans le complémentaire par rapport & C
du diagramme conjugué de Q,,; celui-ci étant I'image du diagramme
indicateur de Q,, par rapport a I'axe réel, — € est donc précisément le
diagramme conjugué de Q,, et b,, est holomorphe sur I',. On pose:

A= Sg)g ({s}+%+nE,).

A U D est un connexe. En chaque point s e ¥, il existe un disque ouvert
d(s,p;), centré en s et de rayon égal & p, > 0, tel que la fonction des
deux variables complexes { et z:

S d(s,p) x (=€+nEg)3(2) = f(E—2)

est holomorphe sur d(s,p;) x (—€+nE,). Il en résulte que I'application

d(s,p) 3G = (1/2mi) § J(€—2)b,,(2) dz
l'nn
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est holomorphe dans son support d(s,p,). On désigne par F, la fonction
définie comme suit: & {e () d(s,p,), on associe un point s,e & tel que
se¥

Ced(s, psg) et on fait correspondre a { la valeur en { de l’application
(L.2) d(s,p,) 38" = (1/2mi) § f(€ —2)b,(2) dz.
l'nn

F, est, comme il est évident, holomorphe dans () d(s,p,). On désigne par
se¥

¢, la longueur de T, et on pose:
B,., = Sup {Ib,(2)llz € T},

m(f;s3,m) = Sup {|[f QI € {s,} +E+nEo}.
On a:

(1.3) 1(1/2mi) § [ (s;—2)b,,(2) dz| < (1/2m)¢, B, ym(f;s;5m).
l'nn

En outre, on a:

my—t+1

l6=A) " 'Qus)| 1

o | T aent| & AR
(l+7\i)mnmn_‘+l
STy &, WA

D=
)\' my, m,—t+1 .
i W N VR

= (Isl+1AD)™ @, -

Eu égard a ce résultat, on a:
¥ Sup {0, 1Isl = r} < 0+ Sup (¥, ) l1s1=7}

Puisque b, est la transformée de Borel de Q,, € B[1,T], on a, comme on
le sait:

zeE®.,T)

vV  b,.(2) =exp(—i0) J " Q, (rexp (—i6))exp[—zrexp(—i0)] dr
0



FONCTION ANALYTIQUE DEFINIE PAR UN ELEMENT LC-DIRICHLETIEN 143

ou la constante Oe]—m,n] et ou E(O,T) désigne le demi-plan ouvert
{ze C|Re[zexp(—i0)]>T}. Soit £€]0, 1[ arbitraire fixé; on a:

Sup {|b,,(2)llz€ E®, T + ¢)}
< o, f "+ exp[—r(T +5)]. Sup (@I IEl=r}dr.
0o

Eu égard a la proposition V.3, on a:

Sup {|b,.(2)||z € E(6,T +¢)}
< o, M, (g) f T (r+|A)"™exp [—r(T+¢€)]exp [r(T +§>] dr
0

+
= mn,,M1<-§—>J (r+|\,)"™ exp [— 82—r:| dr.
0

Ona:3 V A|=>1; dou:

Ill "2"'

Vv {Sup |b,(2)lln € E(6,T +¢)}

nzn)
+ o0
< o, A, "M, <;>J (1+r)™ exp( — sz_r) dr.
0
Or

+eo m er 1 ™= m,(m,—1)...(m,—i)
L (147) e""(‘?>d"@[”§o @) ]

(m,+1)!
(8/2)m"+l

(puisque €€]0, 1]).

En définitive, on a pour @e]—m,m] et pour n > n,:

(m,+1)!

(1.4) EE\]{“[ Sup {|b,(2)llz € E(0,T+¢)} < mn,:llnl'"”Ml(S/Z)W'

Le majorant obtenu est indépendant de 0 sur ]—m,n]. De ce dernier
résultat, on déduit :

{1.5) \]{)” Sup {|b,,(2)l|z € Fr{d(0,T +¢)}}

6\ (m,+1)!
< Oy [A| ”M1<§) 2
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On considére maintenant la restriction de F, au disque d(s,,p,); on a

V o Fu(s) = (1/2mi) § J(s—2)by(2) dz;

SEd(SI‘Psl)
or

v V s —z€D,p%;

sed(s,.psl) zel",1
d’ou:
f(S—Z) = {f}s—Z'

Eu égard a la convergence uniforme de I’élément LC-dirichlétien

(1} % Ps=2)exp [~ 62

par rapport au couple (s,z) ed(sy,p,) x I'y, on a:

v )F,,(s) = (1/2mi) § (i P;(s—z) exp [—A;(s—2)]Db,(2) dz
I \j=1

sed(sl.psl
©

=Y exp (—sh)[(1/2mi) § P;(s—z) exp (zA)b, ,(2) dz],

i=1

avec
(1/2mi) § P;(s—z) exp (zA))b, ,(2) dz
l'nn

= 'go aj'il:(l [2mi) é;r (s—2)" exp (z\))b,,(2) dz]-
i= o
On sait que:
Q,.(A) = (1/2mi) ﬁ exp (zA))b, ,(2) dz,
et donc “
(1/2mi) ﬁ_ Pi(s—z)exp (z\)b, () dz = 'go aj; Zi:o (i)(- 1)‘/3"—va:3(7»]).
" i= v=

Or, on a montré que (Proposition 1.4):

v VooolR) =0

j(#n)eN-{0} ve{0,1,2,...,m,}
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et que:

v Qn,) =0

V(# t=1)e{0,1,2,...,m,}
et
QM) = 1.

Il en résulte:

0 si j#n
(1/21u)§ P;(s—z)exp(zA)b,,(2) dz = % a...( 11>(_1)t_15i_t+1.

i=t—1

En définitive, on obtient :

v F,.(S)=CXp(—s7‘.n)|: Z (=1 1a ( .l>si—1+1i|

sed(s) .Psl) i=t—1

— (—iy i

Ainsi F, holomorphe dans U d(s,p;) est l’extension a cet ouvert
connexe de la fonction se¥

(PG
d(sy,p,)3s — (=1)'"7 ( D1 exp(—sh,).
On a donc:
PE(s)
V.  F.(s)=(=D" P Y exp (—s'A,);
se . eU.T d(s,pg) ( )

en particulier, on a:

Pl V(sy)

(L.6) F,(sp) = (=1 (t—])—!—cxp(—szkn).

Eu égard aux majorations obtenues antérieurement, ((I.2), (I.3) et (1.6)) on
a:

P((t—_)l()s') exp(—52h)| < (1200, m(fisz:m).

Choisissant maintenant € = n€]0, [, on a, pour n > n,, par (L.5)

(m,+1)!

B, < mn,tl)"nlman(n/z)W'
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En définitive, on a, K étant une constante ne dépendant que de n et de la
fonction g et pour n > n,:

@y A" (m, + 1) 1 27

P(nt_ ”(Sz)
7Y Nt

(-1

(ou m(f;s,,m) n’est autre, par le choix € = n, que le m’ de I'énoncé de
la proposition 1.7) qui établit la proposition.

exp(—s2A,)| < Km (fis5;m)



CHAPITRE 11

On considére la condition suivante (dite condition (C)):

Z (m;+1)
VY limsup=t — = 0.

e>0 n—- |)\,”|l+e

Elle implique, comme il est trivial :

. n
o NP =0
. m,
o ISP e = 0-

La condition D* < + oo implique que la condition (C) est satisfaite mais,
par contre la condition (C) n’implique pas nécessairement D* < + oo
(ni nécessairement PB* < + o0). Soit se C — &*. On sait que:

3 V P,(s)exp(—sA,) #0

n'(=ng) nzn
et donc — Log|P,(s) exp(—sA,)] < + o0; on pose:

v v Bc(n,s) — - LOg IPn(s) exp(-S)"n)I s

£>0 n=n' I)“n|1+£

8% (s) = lim inf 8°(n,s),

et
V 2% = {seC — *|85(s)>a}.
eR

a

ProposiTioN I1.1. — Sous la condition (C) 1'élément LC-dirichlétien
{f} converge absolument dans 2%, pour chaque € > 0.

Démonstration. — Soit ¢ > 0 arbitraire fixé. Si 9%, # &, soit un
point s€%5,. On a: &,(s) >0 et

v 3 vV 8(n,s) > ¢

¢8O ni=ngge) new
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d’ou:

vV IP,(s) exp(—sh,)| < exp[—€A,|' *7].

Or la condition (C) implique :

vV 3 v e

>0 n”(=n£‘£~) nzn" IX"II'HZ

Rapprochant ces inégalités, on a:

n=>max (n',n”

vV |P,(s)exp (—sA,)| < exp [—;—78—]
)
L’élément {f} converge donc absolument en chaque point se %%,.

ProposiTioN I1.2. — Désignant par E] I'ensemble de convergence
absolue de 1'élément LC-dirichlétien {f}, on a:

\ v 35,(s) < 3,(s).

£>0 seE/n(C-%*
Démonstration. — Soit se C — &*; on a:

3 V — Logl|P,(s)exp (—sA,)| < + oo.

n'(=ng nzn'
Soit s appartenant & E/ n (C—&*) supposé non vide; on a:

3 V 0< — Log|P,(s)exp(—sA,)| < + o

n"(="s) n=n"

et donc \7’0 ¥ (n,s) < d(n,s); dou: &(s) < 8,(s).

ProposiTiON I1.3. — Sous la condition (C), on a:

V D50 € Dyo-

e>0

Démonstration. — Sous la condition (C) et eu égard a la proposition
II.1 on a:

V 2% < Ef n(C—&%);
>0 .
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d’ou, eu égard a la proposition II.2, on a:

Vo {D%035 = 0 < 8,(s) < 8,(5)(=5€ D)}

et donc
V D% < Dyo-

>0

A désignant un compact quelconque de C, on énonce :

ProposITION I1.4. — € > 0 étant arbitraire fixé, on a:

1) Vv E| V {la fonction A >s > &(n,s) est lipschitzienne} .
HcC—&* n'(=ny) nzn

2) Sous la condition (C), on a:

3, BC—e = (),

ae RU{+0}u{—

(l'image par &, de son support C — &* se réduit a un seul point réel
pouvant étre + o0 ou — 00).

Démonstration. — En suivant la démonstration du lemme 1 dans [2],
on a:

v 3 Vv v |8%(n,5) — &%(n,s") < w5 ls—5

eel0eyl n(=ng) n>n' (ss)eX xX
ou

V&, = dist (X ,6%)

X cC-&*

e, =] [1 + m"]
b =L TEm

qui établit I’assertion (1).

et

Soit un compact J inclus dans C — &* et soit & fixé dans ]0,e,[.
La condition (C) implique: lim p’ = 0. Il en résulte:

Vo di(s) = &(5).
b s

(s,s) e X x

Soit s, un point arbitraire fixé dans C — £*. A" étant un compact inclus
dans C — &*, l'ensemble {so} U A" est encore un compact inclus dans

6
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C — 6*. Posant o = 8%5(s,), on a donc:

Vo 806) =a.
seC — &*
L’assertion (2) est établie.
ProposiTION I1.5. — Sous la condition D* < + o, on a:
V 940 = Z%.
£>0
Démonstration. — Sous la condition D* < + oo, on sait que {f}

converge absolument en chaque point se%,,. On a alors, pour s
arbitraire fixé dans 2,4 :

— Log |P,(s) exp(—sh,)| _

v 3 v > > 0;
€€)0,3,() n'(=ngg) n=n' p\,,,l
d’ou:
— Log |P,(s) exp (—sA,)| 4
V n n. — 3
30 naw e F(ms) > e > 0

et donc 85(s) =0 (= s € 5, n C — &* puisque, eu égard a ’assertion
(2) de la proposition I1.4, &, est trivialement continue dans C — &*).
Ainsi: D,035=>5€(D%N(C—E*). Or 2,, est un ouvert et donc

Do < Int (TN (C—E%)).

En outre, eu égard a I’assertion (2) de la proposition II.4, ’ensemble
D40 est aussi un ouvert; enfin, Int(2%,n(C—8&*) = 25,. D’ou:
Dyo © D40, e, eu égard a la proposition I1.3, on a, en définitive :
Dyo = Dyo-

Remarque 11.6. — On considére un disque d(s,p), de centre s et de

rayon p, dont ’adhérence, d(s,p), estincluse dans C — &*. Eu égard a
la proposition I1.4, on sait qu’il existe pour € > 0 arbitraire fixé, un indice

’

n' tel que les applications d(s,p) 3§ — 8%(n,f), indexées par n > n’,
sont lipschitziennes (donc continues). En outre, il est évident que ces
applications sont dérivables dans d(s,p) partiellement par rapport & Re(
et Im{. On désignera par Si(n,s) la valeur au point { = s = ¢ + it de
la dérivée partielle de I'application d’indice n.
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On considére la suite (P,) des dérivées premiéres des polyndomes de la
suite (P,). On désigne par & I’ensemble des points de C qui sont des

zéros de P,,. Désignant par V¢ le dérivé de &™) = | ) &4, on pose

n
EM* = g, gD ou &Y est 'ensemble des points de C qui sont
chacun zéro d’une infinité de polyndmes P,. En d’autres termes, on a
considéré pour les polynomes P, des ensembles analogues a ceux
considérés pour les polynémes P,. Supposant C — &W* # ¥ on a:

v 3V Pys)#0
seC—eM*  n'(=n) n>n'

et on pose, pour ¢ > 0 arbitraire fixé et s et n satisfaisant aux choix ci-
dessus :

— Log [P,(s) exp (— sA,)|

86(1)(”98) = |l Il +e

et

5:',5”(S) = lim inf{_ Log [P, (s) exp(— Skn)'}.

Al

Considérant un ensemble E de C et les ensembles associés suivants :

VA, ={seC|Ims=Ima A Res < Rea},
acE

(A, est un fermé de C mais Ag n’est pas nécessairement un fermé), on
cenvient d’appeler « étoile rectiligne associée a E » 'ouvert C — Ag; onle
note &(E).

ProposITION I1.7. — Supposant &(E¥*UEWM*) # &, on a:

Voo 8(s) < 8519

seé(E*uE*)
, O0Arg A
Log (1 —-85(n,s)IA,[° exp (—i Arg A,) + iA, 1<—73£§—l>
< 8% (s) — lim inf —
p\-nll +e

ou: & > 0 est arbitraire fixé;
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J(Arg A,)
. Jo
dérivée partielle de la fonction

) désigne la valeur en un point se &(E*UENV*) de la

EE*VEV*) 35 > Arg A,(s),
avec ArgA,(s)e]l—mmn], ou A,(s) =P,(s)exp(—sr,); Argh,e]—mnn].

Démonstration. — Soient € > 0 arbitraire fixé et se C—(£*uE&V¥);
on a:

v 3V OV {P(s)#£0 et Pi(s) #0).

pelo, dist (s,8* U &M n(=ny) n=n' s ed(s,p)

On fixe pe]0,dist(s,6* UEP*)[; pour n>n'(=n), on a, pour
s’ ed(s,p):

— Log [P,(s) exp (—s'A,)|

8¢(n,s’) =

[t
et
A(s) = A, ()] exp[i Arg A,(s")]
= exp[— 8 (ns) A" T +iArg A, (s)],
avec

Arg A,(s) €]—m,n].
Posant s =s + h, avec 0 <|h| < p, on a:

M‘t}%ﬂﬁ = % {exp[—&°(n,s+h)I\, ) T5+i Arg A, (s+h)+(s+h)A,]

= exp [~ F(ms)h, [t TP +i Arg A, () +5A,]} .

Posant: 6, = 3*(n,s+h)—&(n,s) et a, = ArgA,(s+h) — Arg A,(s), le
membre de droite de I’égalité ci-dessus, peut s’écrire :

1
5 {exp [—&°(n,s)IN, | Y= +i Arg A, (s) + sA,]} {exp [hh, — 0, A" "5 +io,] — 1},

et exp[hh,—0,A, ' "< +io,,] peut s’écrire

exp {A,[h—0,I, [ exp (—i Arg A,) +ioy), ']}
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On a donc:

exp [k, — By/A,) ! <+ iogy] — 1
h
_ exp {A[h—6y\,[° exp (—i Arg A,) +ioyh, ']} — 1
B h — 0, A, exp (—i Arg A,) + ioA, !
b — 0,0, exp (—i Arg A,) + i), 1
h

Or lim {h—8,A,|" exp (—i Arg L) +id, '} =0, puisque { — 8(n0)
est lipschitzien sur tout compact 4 < C — &* dés que n est supérieur a
un certain n,. En outre:

h — 0,A,°exp(—i Arg A,) + ioh, !
h

0
=1— [\ Jexp(—iArgd,)— + il,,”%
h h
avec :

&¢(n, s+h) — &(n,s)
h

1im9h"— = lim = 85(n,s)

et

. oy .. ArgA,(s+h) — Arg A,(s) 0
—h =[— A
lim p lim I . Arg A, s,

lorsque h réel tend vers 0, et enfin

exp {A,[h—6,/A,I° exp (—i Arg A,) +io,A, ']} — 1

i e A exp(—i Arg h) + foh. !

A,

lorsque h tend vers 0 (cette limite est, en effet, la valeur de la dérivée de la
fonction C>s — exp(sA,) au point s = 0). On obtient donc, pour h
réel tendant vers O:

h — 8, A, ° exp(—i Arg A,) + i\, !
m h

li

=1 — [\ Jfexp(—iArg),) 8 (n,s) + ir ! (5% Arg A,,) .
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Or P, étant holomorphe dans C, on a:

JP oP
V n = ’ - il = .
seC_<6c >s P,.(S) l<aT>s’

il en résulte que, pour h réel tendant vers 0, on a, en définitive :

P.(s) = A {exp[—&(ns)\,|' **+i Arg A,(s) +sh,]}

[1 — |\ fexp(—i Arg A,) 85(n,s) + ixﬂ-l(%) ]

0o

De ce résultat, on déduit :

85(1)(n,s) — St(n,s) o LOg Ixnl + lArg A"(S)

TWERE Al *e
Log |1 -8 (ns)M,I* exp(—i Arg 1) +ik; ! (?‘%X‘O
c /s
— I;"nll +¢e
et enfin :
(IL.1)
, A
Log |1 —85(,0) I\,[° exp(—i Arg A,) + i, ! (g%A_")
8¢ (s)—lim sup AT 7E ‘
< 85 M(s)
, J0ArgA,
Log|1—385(n,0) |A° exp (—i Arg A,) + iA, 1(%)

. ..

<€ (s)—liminf L
n

On se propose de déterminer un minorant de la limite supérieure figurant

ci-dessus. Pour cela, on constate facilement que, au point s considéré, on

a:

s
do ),  Au(s) . [dArgA,
{12 AO - A ’( 3o )

0|A
<01‘1 <%) désigne la valeur en s de la dérivée partielle par rapport a
Re { de la fonction d(s,p)3( — |A, (),

<5IA.,I>
35(n,s) = : oo Js

T A6
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et par (IL.2)

(I1.3.)  AF 85(n,s) exp (—i Arg A,)

: {A:'(s) - i(a Aar(g; A”) } exp(—iArg),)

T T M AG)
avece
: A Py
A© P
et
1 ALGs) 1 omo m
1.4 — /< —— <1+ L
()' Ml ALG) Pl 25— okl

D’autre part, on a:

3 ArgA(9) = Arga,,, + 3 Arg(s—a,) + 21K,
=1

Ko(=Kgm)eZ j
et
3 Arg (exp(—sA,)) = — Im (sA,) + 2rK,
K (=K (m)eZ

(avec la convention: Arg:z désigne I'argument principal du nombre
complexe z, a savoir, par définition: Argzel—mn,n)).

A,(s) = |A,(s)| exp {i[Arg a, .,

J

+ % Arg(s—a,;) —Im(s),) +2n(K,+ Kl)]}
j=1

d’ou:

0A "n
(IL5) (%”L) = Y (Arg(s—a,)), — (Im(sA,)L).

ji=1
De s — o, = |s—a,;]| exp[i Arg(s—a,))], on déduit:

1 = (Js—o,{); exp[i Arg(s—a,;)]
+ ils—o,;| exp[i Arg(s—a,;)] (Arg(s—a,;);

d’ou:

ifs — o] (Arg (s —0,))) = exp[—i Arg(s—o,)] — (Is—a, 1),
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et donc, puisque |(|s—a,;)sl < 1

, 2
(Arg(s ol < (=~
(I1.6) i), <2§ ! .
' i i=1 s — 0
En outre :
(Im (sA,)); = Im (A,)
et donc
(IL7) I(Im (sA,))el = Im(A,)] < I7»..I~‘

Réunissant ces résultats, (I1.5), (I1.6) et (I1.7)), on a:

(IL8) I(% (Arg A,,))

1M+2Z

=1 |S ru]

utilisant (I1.4) et (I1.8) dans (II.3) on a:

, , 1AL 1|/
€ | KE _ s n A An
3 0 1 3m,
<2+ — <2+
p"nl le IS an,l pl}"nl

d’ou:

1 —85(n,s)|\J° exp (—i Arg A,) + i), 1 (% Arg A,,)

SE 1 _, Sm,

<4+ —_—
Al jgl Is_anjl pIA,l
et eu égard a la condition (C):
Sm,
Log [ ]
. Log|... . AP
(I1.9) lim sup—%a—l < lim supw;le'— =0.

La proposition II.7 résulte de (IL.1) et (IL.9).
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Soit Ty = Inf {m,|ne N—{0}}. j étant un entier positif fixé, tel que
j€{0,...,To}, on pose:

v V.V AD(s) = PP(s) exp(—sh,),

neN-{0} je{0.....- Ty} seC

ou PY(s) désigne la valeur en s de la dérivée d’ordre j de P,. On définit
pour la suite des dérivées j™ des polyndmes de la suite (P,) des
ensembles &Y, £V g9 £U* respectivement analogues aux ensembles
&, &, ., &* définies pour la suite (P,). En outre pour € > 0, on
définit, a laide des AY des fonctions s — 8U(ns), s+ 89(s)
respectivement analogues aux fonctions s +— &°(n,s), s > &,(s) définies
a laide des A,, et on pose:

(I11.10) v V 2% = {seC — £V*|8>q)}

je{0,.... Ty} «eR

avec les conventions, pour € =0 et t =0:
EO* = &*; 8Ons) =8(ns), 80(s) = 8,(5); DU =Dy

A Taide d’une technique analogue a celle utilisée dans la démonstration
de la proposition I1.7, on prouve:

ProposiTION I1.8. — Supposant &(EV*VEY*V*) # &, on a:
v A" e < SeU+ D)
jel0... T} sesEWxusl+ Dy ¥ () * (s)
Log |1 -8 (n,s)[A,[" exp [—i Arg L)

+ i\, 1(6% Arg A?’)

< 829(s) — lim inf TN

ou: € > 0 est arbitraire fixé,

0 Arg AY
oo
partielle de la fonction s — Arg AY(s) avec

> désigne la valeur en se &(EV*UEYTV*) de la dérivée

Arg AY(s)e]—mn,m];  Argh,e]—mn,n].
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ProposITION I1.9. — Soit t un entier positif fixé tel que t e {0,...,T,}.

t
Sous la condition é"(U 6’”’*) #J, ona:

Jj=0

Vo 8(s) < 8,9()

se J( U EV*
i=1

(avec € > 0 arbitraire fixé).

Procédant comme dans la démonstration de la proposition II.5 et eu
égard a la proposition I1.9, on énonce :

ProposiTiON I1.10. — Sous les conditions : D* < + o0, t€{0,...,Ty}

t
et é’( 5‘”*) # J, ona, pour € > 0 arbitraire fixé et t entier positif :
j=0

t &(t)
et

i) () e )

On se propose maintenant d’utiliser certaines propriétés établies
antérieurement en vue du prolongement de la fonction définie par I’élément
LC-dirichlétien {f}. On énonce:

ProposiTION II.11. — Sous les conditions D* < + o et vy < + o0, il
n’existe pas d’extension holomorphe, au moyen de €, de la fonction

Dypx3s = {f}s

de {5;} +€<Dypx a {s;} +F, avec s,€(C—E"V*)— 2%V (ou
{f}; désigne la somme en s de la série {f}: ZP,(s)exp(—s\,) avec
tef{l,... To+1}).

Démonstration. — On suppose fausse I’assertion; il existe alors
S, €(C—E" %) — g5 ou te{l,....To + 1} tel  que
Do+ 25 > {f}, admet une extension holomorphe de {s,} + € = 2«
a {s,} + ¢, aumoyende ¥, lelongd’un arc rectifiable joignant les points
s; et s,. Euégard a la proposition 1.7, on a pour chaque n > n, :

v |Pf,'—1)(s2) exp(—szl,,)l < Kmfp",,|m" 2m"+l(0,,,,(m,,+ 1)!
te{l.2,....my+1} (t__l)[ = T]m"+1
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ol: m est une constante appartenant a lintervalle ]0,1[, K est une
constante ne dépendant que de m et de la fonction g,

l my—~t+1

O = G0 jz,o Al [t

avec |A;(A)l < M,; d’ou, pour n tel que |A,| > 1

© mM,
S —-1)!

Pour te{l,2,...,m,+1} (donc pour te{l,....To+1}) et &>0
arbitraire fixé, on a:

¢ LogIPI™(s;) exp(=s;h)| _ Log (Km/ |1, "2"" @, (m, + 1)1 /2%*")
nzny I)"nll+£ |}\'"|l+e

d’ou, comme il est évident (sous la condition D* < + o0)

(t—1) —
fm sup LOE P VD e (—sh )l _ o Log M,

=00 I)‘n|1+£ n— oo |)\'"Il+e :

Or la condition vy < + oo, jointe a la proposition 1.5, implique : |y| fini;
LogM,
I)" '1 +e
8%~ Y(s,) > 0 qui implique, eu égard a IL10: s,e 2 V. Ny a
contradiction; ce qui établit I’assertion.

d’ou: limsup =0, et enfin, puisque s,eC — ¢ V*;
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