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SUR UNE INÉGALITÉ FONDAMENTALE
ET LES SINGULARITÉS

D^UNE FONCTION ANALYTIQUE DÉFINIE
PAR UN ÉLÉMENT LC-DIRICHLÉTIEN

par M. BLAMBERT et R. PARVATHAM

INTRODUCTION

Ce travail comporte deux chapitres : dans le premier, utilisant une
fonction entière ^eB[l,T] (la classe des fonctions entières au plus de
l'ordre borélien 1 et au plus du type fini T de leur ordre si cet ordre est
égal à 1) et les propriétés relatives à son diagramme indicateur et à son
diagramme conjugué, on établit une inégalité fondamentale liée au terme
général d'un élément LC-dirichlétien. La méthode à la fois simple et
élégante est distincte de celle utilisée par T. M. Gallie [6] dans le cas d'un
élément C-dirichlétien et conduit à un résultat contenant celui de cet
auteur comme cas particulier. La méthode est aussi beaucoup plus simple
que celle due à M. M. Dzrbasjan [5] pour établir l'inégalité fondamentale
obtenue dans un mémoire antérieur [3].

Dans le chapitre II, on donne des propriétés de convergence (un peu
plus générales que celles introduites dans [1]) dans le but d'utiliser
l'inégalité fondamentale obtenue dans le chapitre Ï pour préciser certaines
propriétés liées au prolongement analytique de la fonction définie par
l'élément LC-dirichlétien dans un ouvert connexe de convergence
uniforme. Cette inégalité peut servir aussi à l'étude des ordres supérieur et
inférieur au sens de Ritt pour les fonctions entières et permet de-retrouver
ainsi les résultats établis dans [3].
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CHAPITRE PREMIER

On considère un élément LC-dirichlétien :

00

{/} '' E W exp (- ^s), avec s = a + h, (a, z) e R2

où Pn(s) = ^ û^s^les û^- étant des constantes complexes avec o^ 7^ 0
j=o

et où les ^ sont des constantes complexes telles que la suite des modules
de ^, (|̂ ,|) est une D-suite (<=> |^J<|^n+il ûw^c lim |^J=oo). On

pose

Z (^+1)
D* = lim sup

l̂ n

et

P*=limsup{^l.
n-"00 U^lj

On désigne par <^ l'ensemble des points de C qui sont des zéros pour le
polynôme ?n et par ê'^ l'ensemble des points de C qui sont chacun un
zéro pour une infinité de polynômes ?„. On pose <^* = ^d u ê^ où ^d

désigne le dérivé de ê = (J ̂ . On suppose D* < + oo (=>?*< 4-oo)

et C — S* ^ 0. Pour chaque point seC — ^* on a P^(s) 9^ 0 à
partir d'une certaine valeur de l'entier n, dépendant évidemment du point
s considéré. On pose :

v ^ ^ r . J-Log|P^)exp(-^V 8^(5) = hmmf^——————.-——————^
,eC-^ ^°o [ Î J J

et

V 2^ = {5eC-<T*/8^(5)>a}.
a e R

On considère, en outre, une fonction entière g satisfaisant aux
conditions suivantes :

1) g admet, pour chaque n e N — {0}, ^ pour zéro à l'ordre
m^ 4- 1;
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2) g est au plus d'ordre borélien égal à 1 et du type fini T de cet
ordre si cet ordre est égal à 1 (<=>^e B[1,T]);

3) désignant par ^ l'image par rapport à l'axe imaginaire du
diagramme indicateur de g , on a : • ^ c @^p*.

Remarque 1.1. — On sait que [4] le diagramme indicateur (et donc aussi
^) est inclus dans l'adhérence du disque de centre s = 0 et de rayon égal
à T (on note d(0,T) cette adhérence) et qu'il a un point commun avec
Fr{d(0,T)}. En outre, ^ est un compact.

Remarque 1.2. — Eu égard à la condition D* < + oo , le produit infini
00

Y[ ^—(s/À-,,)2]"1^1 est absolument convergent dans C (on note L(s) sa
n= 1

valeur au point s e C). La fonction L : C 9 s \-> L(s) satisfait aux
conditions 1) et 2) ci-dessus si T > TtD*; on peut alors évidemment
choisir pour fonction g la fonction L si elle satisfait en outre à la
condition 3).

On considère, pour chaque n e N — {0}, l'application

^C3^^)=^^

(définie par continuité au point ÀJ. Chaque v|/^ est holomorphe dans C,
avec v|/^(À^,) ^ 0 . Pour chaque n e N — { 0 } , on considère la fonction (?„,
méromorphe dans C, définie comme il suit :

v ^=^—— et ^^ !^ .«v.. - ̂ ^
S 6 C - (J X,

cp^ admet pour chaque j ^ n, l'élément ^ pour pôle d'ordre mj -h 1 ; (pn
est évidemment holomorphe au point ^. On pose :

^-m..
et pour te {1,2,.. ..m,,-1-1} :

m^-t+l

. Qn.<(5)= S A,(^)(S-V;
J=0

(Qn,r(5) est ^ valeur en 5 du polynôme-section de degré m^ — t + 1 du
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germe taylorien de (p,, au point X,), ainsi que :

v n .^^)Q,,(s)(s-v-1

"c "'"/ (t^Tfj (i.i)

L'application tî,,, : C s s h-» t2,,,,(s) est évidemment holomorphe dans
C et a le même diagramme indicateur que \)/, et donc que g en outre
"n,,6B[l,T].

PROPOSITION 1.3. — On a

v 3 V V |̂ (s)| ^Mi(e)exp[(T+e)|s|].
e e R + - { O j M|(=MI<E)) » 6 N - { 0 } seC " " ' " i ' ' r Lv '" u

Démonstration. — Puisque geB[l,T], on a :

^ 3 V__ l̂ (s)l < exp [(T+ e)|s|].
re> seC-d(0,r^)

Posant M(g;r) = Sup[\g(s)\\\s\^r} et

M^i^Max^MQ^)},

et eu égard à l'inégalité ci-dessus, on a :

V \g(s)\ < M + (g; r,) exp [(T + e)|s|].
S6C

On considère le disque ouvert de centre X, et de rayon 1, que l'on note
rf(^ , l ) . Si seC - d(^,l), on a :

^(s)
^ |̂ (s)| < M+(g;r,)e\p[(rT+s)\s\].KS-^)""^

Si seri(^, l) , alors il existe un point Si 6 Fr{d(À,, 1)} tel que

^(s)
'̂>(s)l = (s-^r^' ^ k(5l)l ^ M+^'^ ̂ P [C^^M.

(On rappelle que \|/» au point À,, est définie par continuité). Or sed(^,l)
et Si6Fr{rf (X, , l )} entraînent IsJ ^ |s| + 2, et donc:

8(s)
l̂ (s)| = ^ ̂  M^rJexpKT+e^H+l)].KS-X,)-^
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Posant Mi(e) = M^r,) exp [2(T+e)], on a :

V V |̂ (s)| ^M,(£)exp[(T+£)|5|]
H 6 N - { 0 } S € C

(où Mi(e) est indépendant de n et de s).

PROPOSITION 1.4. - On a, pour chaque n e N - {0} :

1) V V Qi^,)=0,
;(^)6N-{0} re {0,1,2,...,m,,} J

2) V tWn)=0 et Qî l̂,
r(îéf-l)e{0,l,2,...,m^

(où Q^^^) désigne la valeur en À-y de la dérivée d'ordre r de tî^).

Démonstration. — L'assertion (1) est triviale eu égard à la
représentation (1.1) de Q^(s).

On considère un disque de centre À,^ et de rayon p > 0 — noté
^(^n»P) — dans lequel le germe taylorien de (p en ^ est convergent (on
peut choisir le disque de convergence de ce germe au point ^. Ce disque
n'est pas vide puisque (?„ est holomorphe en ^). On a :

V 0^(5)
sed(\^p)

^•T'.y"^^)- s A/^-^I
^ l ) ' L J=m^-t+2 J

(^-V-1 vk(^-V- ^ ,
- (t-l)! (t-l)! ^L„A^'•)(S-^
^-y-1 ^(.)(.-x,r^- _ ,

(t-l)! (t-1)! ,^.„A^••)(S-^

Eu égard à cette dernière représentation, l'assertion (2) est triviale.

On pose :

œ^=(^ll)T mn^ Î JIV^""1

M^ = Max {|A,(Ul/e {0,1,2,... ,m^+l}}

,. Log M^y = hmsup————1 .
|À-J
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PROPOSITION 1.5. — On a : — T ^ y ^ -1- oo.

En effet, on a :

|(p ,̂)| = |Ao(^)| ^ M^

où par la proposition 1.3. :

tv•M•^^apl-{'T+cw}•
d'où

,^Logl.;M.(,Ql_^^
l̂ l

- T ^ Y .

Notations. — Soient un point donné s^ et une partie donnée E de C;
on désigne par {s^} 4- E l'ensemble { 5 e C | 5 = s^ +5' avec 5'eE}.
On pose: EQ = {seC|[s |^l}

V eEo = {5GC||5|^£}.

Ei et E^ étant deux parties de C, on désigne par E^ + E^ l'ensemble
{54-s ' [5 e Ei A 5' e E^}.

DÉFINITION 1.6. — Soit F une fonction holomorphe dans un ouvert
G 7^ 0. Soient s^ un point et E un compact tels que {s^} + E c= G.
Soient s^ un point distinct de s ̂  et ^ un chemin (continu) rectifiable
joignant les points s^ et s^. On pose :

Gi = U ({5}+H).
seJ^

57 F adm^ une extension holomorphe dans G u G^, on convient de dire,
avec S. Mandelbrojt, que F admet une extension holomorphe, au moyen de
E, de {51} -h E à {52} + E, le long de ^ .

On énonce :

PROPOSITION 1.7. — Sous les conditions :
1) II existe un point s^ tel que l'ensemble {s^} 4- ^ est inclus dans un

composant connexe D de ^.p* (avec D* < -h oo);
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2) L'application f : D 9 5 \-> f(s) = {/}, adwé?r un^ extension
holomorphe, au moyen de ^, de {s^} 4- ^ à {s^} + ^, fc fon^ d'un
chemin rectifiable ^ joignant s^ à s^ (puisque {s^} + ^ ^sî un compact,
il existe donc e e ]0 , l [ tel que f est holomorphe sur le compact
{s^} + ^ + eEo);

alors, posant ^ = Max{|/(s)| |5 e {^J+^+sEo} , il existe un entier n^
et une constante K ne dépendant que de e et de g telle que pour chaque
n ^ n^ :

^ IPr^exp^A,) ^ Km^^rz'^œ^^+l)!
^{1,2,...,.^!} (r-1)! ^ c^^

Démonstration. — ï est un continu borné, donc un compact. La
fonction / a une extension holomorphe sur le compact {s} -I- ^, indexé
par s G J^f. On a :

3 V / est holomorphe sur {s} -4- ^ 4- nEo.
Î16]0, l [ 56^ l J • °

On désigne par F^ la frontière de - ̂  + r|Eo et par ^ ̂  la transformée
de Borel de 0^ ̂ . On considère l'intégrale :

(1/271Q (£ f(s-z)b^z)dz.
Jr^

On sait que b^ est holomorphe dans le complémentaire par rapport à C
du diagramme conjugué de O^,; celui-ci étant l'image du diagramme
indicateur de Çî^ par rapport à l'axe réel, — ^ est donc précisément le
diagramme conjugué de Q^, et b^ est holomorphe sur r^. On pose :

A = U ({5}+^+r|Eo).
S € £f

A u D est un connexe. En chaque point se ̂ \ il existe un disque ouvert
rf(s,ps), centré en 5 et de rayon égal à ps > 0, tel que la fonction des
deux variables complexes Ç et z :

/,: d(s,p,) x (-^+îiEo)9(Ç,z) ^ /(Ç-z)

est holomorphe sur (f(s,p,) x (-^+r|Eo). Il en résulte que l'application

f
rf(s,p,) 9 (; h-. (1/2711) (b /(Ç-Z)^ ,(Z) ^Z

Jr^
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est holomorphe dans son support ^(s,pj. On désigne par F^ la fonction
définie comme suit : à Ç e (J ri(5,p,), on associe un point Sr € Jâf tel que

se^f -

Ç G d(5ç, p^) et on fait correspondre à Ç la valeur en Ç de l'application

(1.2) d(s^)BÇ ^ (1/2711) (t /((;'-z)^(z)dz.
Jr^

F^ est, comme il est évident, holomorphe dans (J d(s,p,). On désigne par
se^

^ la longueur de F^ et on pose :

B^ =Sup{[^(z)||zer\J,

^(/;52;îl) = Sup{|/(0||(;e{52}+^+îiEo}.

On a :

f
(1.3) |(1/2 ni) (h /(S2-z)^(z)riz| ^ (l/2ît)^B^m(/;S2;r|).

Jr^

En outre, on a :

l^-y-1?^)! _ i h-^
- ^ _ 1 \ t Z ^(^(.sr—XJ7'^

v ^ • l j = o0-1)! j=t

s]^"
idJ ^^1+

^\,_:, Z IV^-1^^)!
V1 1 / • 7=0

fkl-1-IÎL 1^» mn-f+ l

'^^T- Z IV+t-'""-•IA/^)l
V1 1 ^• j=0

==(H+|)ijr"œ^.

Eu égard à ce résultat, on a :

^ Sup{|n^(5)|||s| =r] ^ œ^(r+[^|)w"Sup{|v|/„(s)|||5|=r}.

Puisque fc^, est la transformée de Borel de 0^ e B'[1,T], on a, comme on
le sait :

Ç +00

.CE^T) Mz) =exP(-i9) "n.r(yexp(-f9))exp[-zrexp(-fe)] drJ o
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où la constante 9e]—71,71] et où E(9,T) désigne le demi-plan ouvert
{zeC|Re[zexp(-i6)]>T}. Soit 8G]0 ,1 [ arbitraire fixé; on a :

Sup{|^(z)| |zeE(e,T+e)}

^ œ,,, [^(r+IXjr-expt-ra+e^.SupdvI/^OIIIÇI^r}^.
Jo

Eu égard à la proposition V.3, on a :

Sup{|^(z)||zGE(9,T+£)}

^ œ^M/8) [^(r+l^ir-expt-ra+e^exprrfT+^ldr
v7Jo L \ ^/J/c\ r+°o r Fr~i

=œ,,M, , (r+I^D^exp -- \dr.
wJo L ^J

On a : 3 V |?J ^ 1 ; d'où :
MI n^M)

V {Sup|^(z)||neE(e,T+e)}
n ^ H j

/£\ r'1^00 / pr\
< (oJV""Mi , (l+r)'""exp - - dr.

\2/ J o V 2 /

Or

r^ , ^ / e'•^. ! r, v"î,,(w,,-i)...(w,,-oiJo (^^"-p(-ï)^ = ̂ L1 + .z —^—\
<(^ë[ (puisque ee]0, l[) .

En définitive, on a pour 96]—7t,7t] et pour n > ni :

(1.4) V Sup{|b„,.(z)||^eE(eJ+e)}<»„JX^"Ml(e/2)('"^+^•
E€]0,l[ ^£/ L) n

Le majorant obtenu est indépendant de 9 sur ]—7i,7c]. De ce dernier
résultat, on déduit :

(1.5) V Sup {|^(z)||z e Fr{ri(0,T+e)}}
£6]0,1[

«o.AI-M,(l)̂ .
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On considère maintenant la restriction de F^ au disque ri(si,pj; on a

.e^) Fn(s) = (1/2J^) 4 ^-^M^) ̂ ;
or T1

V V s - ze^B* ;
sed(si,p ) zel^ *•''

d'où:
f(s-z) ={/},_,.

Eu égard à la convergence uniforme de l'élément LC-dirichlétien

{ f } ' ' E P/5-z)exp[-^.(5-z)]
j-i

par rapport au couple (s,z) e d(s^p^) x F^, on a :

.e2,p ) Fn(s) = (1/2710 (? f£ p^-z) ̂ P [-^^-^)^(^) ̂1 ^i Jr^^ \j-1
00 /»

= Z exp (-s?i,)[(l/27i0 (t) P,(5-z) exp (z^)b^(z) dz],
J - 1 Jr^

avec

f
(l/27i0 d) P,(s-z)exp(z?i,)^ ,(z) dz

Jr^

= S ^.f (V2711) <P (s-z)1 exp (zU^ ,(z) dz| .
i=o L Jr^ ' J

On sait que :
f

.̂.A) = O/27") <P exp(zÀ,,)fc^(z)dz,
Jr^^

et donc

(l/27i0 ^ P/5-z)exp(z?i,)^(z)dz = ^ ̂ , ̂  f'V- l̂ -^a.).
•/^^ 1=0 v=o V/

Or, on a montré que (Proposition 1.4) :

V V Q^(U = 0
y(^)eN-{0} ve {0,1,2,...,m^} •/
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et que :

et

II en résulte :

(1/271Q

v n^ )̂ == o
v{^ (-1)6 {0,1,2,...,m,}

ûi.7̂ ^ 1 .

(0 si j + n/. U SI J =7= lï

d) P,(s-z)exp^,)^(z)rfz= ", / i \ , , _ , ^ -
Jr^ ^L^^_J(-1) ^

En définitive, on obtient :

V F^)=exp(-5^)f § (-iy-1^/ 'V'-^l
56^l,P^) U=f-l V^- 1 / J

p(r-i)(ç\
=(-l)t-17t^^-exP(-^)•

Ainsi F^ holomorphe dans (J rf(s,p,) est l'extension à cet ouvert
connexe de la fonction se^

d(s,^)3s ̂  ( - ^ - ^ " ^ e x p Ç - s ^ ) .

On a donc :

V F
s'e U ^(^P,)

seJS?

P(t-l)fo^^^(-ly^—^-expc-^);0-1)!

en particulier, on a :

(1.6) F,^) = (-ly^^l^j^expC-^^).

Eu égard aux majorations obtenues antérieurement, ((1.2), (1.3) et (1.6)) on
a :

p(t-l)/5 )
-——^exp(-5^) ^ (l/27i)^B,,Tn(/;52;r|).

Choisissant maintenant £ = T| e]0, 1[, on a, pour n ^ n ^ , par (1.5)

B,^œJ^M,(n/2)^^.
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En définitive, on a, K étant une constante ne dépendant que de TI et de la
fonction g et pour n ^ n^ :

Ï^exp^) ̂ K.^;.)^^;012""'(t-1)! ^+1

(où m(f;s-i;r\) n'est autre, par le choix e = r\, que le mf de l'énoncé de
la proposition 1.7) qui établit la proposition.



CHAPITRE II

On considère la condition suivante (dite condition (C)) :

Z (^+i)
V limsup^"1 ——V lirnsup^'"1 . — — = 0.

e>0 n-oo |XJ1 +8e>0 n-oo |XJ1 +8

Elle implique, comme il est trivial :

V limsup n = 0,
e>0 n-»oo |/J

V lim sup . mn = 0.
e>0 n-^ \^n\

La condition D* < 4- oo implique que la condition (C) est satisfaite mais,
par contre la condition (C) n'implique pas nécessairement D* < + oo
(ni nécessairement P* < +00) . Soit s € C — <?*. On sait que :

3 V P^(5)exp(-s^) ^0
n'(=n,) n-^ri

et donc — Log \Pn(s) exp(—5^)| < + oo; on pose:

V V y^^-^ë^^-^l,
e>0 n^n' IÀJ

8^ (s) = liminfS^n.s),

et
V 2^= {seC-^ î lc|ô£Js)>a}.

a e R

PROPOSITION 11.1. - Sous la condition (C) Vêlement LC-dirichlétien
{/} converge absolument dans ^o pour chaque £ > 0.

Démonstration. — Soit e > 0 arbitraire fixé. Si ^o ^ 0 ? soit un
point se^o. On a : S^(s) > 0 et

V 3 V y(n,s) > £'
e'e]0,8^(s)[ n'(=ns,e,e') n^"'
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d'où :

V |P^(s)exp(-s^)| < expt-e'pj1^].
n^n'

Or la condition (C) implique :

V 3 V n < e".
E">O n"(=ne,e") n^n" l^nll+8

Rapprochant ces inégalités, on a :

V |P^)exp(-5^)|<expf^1.
n$tmax(n',n") g

L'élément {/} converge donc absolument en chaque point se^o.

PROPOSITION 11.2. - Désignant par E/ l'ensemble de convergence
absolue de l'élément LC-dirichlétien {/}, on a :

V V S,(5)^ô,(5).
e>0 seE;fn(C-^*)

Démonstration. — Soit 5 e C — ^* ; on a :

3 V - Log |P^(5) exp (-5^)| < + oo.
?i'(=ri5) n^n'

Soit 5 appartenant à E^n(C-^*) supposé non vide; on a:

3 V 0 < - Log |P^(5) exp(-5^)| < + oo
"(=",) n^n"

et donc V y(n,s) < ô(n,s); d'où: 8e (s) ^ ÔJs).
e>0 * * ' /

PROPOSITION 11.3. - Sous la condition (C), on a :

V w c- o^v ^îleO <:- «^*0-
E>0

Démonstration. — Sous la condition (C) et eu égard à la proposition
11.1 on a :

V ^ocrE^C-^);
£>0
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d'où, eu égard à la proposition 11.2, on a :

^{^95 => 0 < W ̂  5^(s)(=>5G^o)}

et donc

^oc^o.

JT désignant un compact quelconque de C, on énonce :

PROPOSITION 11.4. - E > 0 étant arbitraire fixé, on a :

O v 3 V [la fonction J fas »-)- ô^n.s) est lipschitzienne}.
jTcC-^* n'(^n^) n^-n' )

2) Sous la condition (C), on a :

3 5^(C-^)= {a},
a6Ru{+oo}u{-oo} î

(l'image par 6^ de son support C - ^* se réduit à un seul point réel
pouvant être 4- oo ou — oo).

Démonstration. — En suivant la démonstration du lemme 1 dans [2],
on a :

V 3 V V \y(n,s) -SW) ̂  ̂ Js-5'|
e' e ]0,e [̂ n'( = n )̂ n ̂  n' (s,s') 6 Jf x JT "^ •

OÙ

V ^ = dist (Jf,^*)
Jf-cC-^

et î r, ^n 1'•"'ivL'^J'
qui établit l'assertion (1).

Soit un compact JT inclus dans C - ̂ * et soit e' fixé dans ]0,e^[.
La condition (C) implique : lim ^ , = 0. Il en résulte :

n-»oo n'e

V d^s)=W.
(s,s')ejrxjr

Soit 5o un point arbitraire fixé dans C - S * . Jf étant un compact inclus
dans C - S * , l'ensemble {so} u Jf est encore un compact inclus dans
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C — <^*. Posant a = ô^(so), on a donc :

V ô^)=a.
s e C - S*

L'assertion (2) est établie.

PROPOSITION 11.5. — Sous la condition D* < + oo, on a :

V <^ — W
v °^î|80 —— -^*0 •

e>0

Démonstration. — Sous la condition D* < + oo, on sait que {/}
converge absolument en chaque point s e 2^. On a alors, pour 5
arbitraire fixé dans ^o :

V 3 V -Log|Pn^exp(-^)| ̂ , ̂
e'e]0,S,(s)[ n'(=n^) n^n' |ÀJ

d'où :
y v - Log|P^(5)exp(-5^)| 8'
v v ' —————TT^————— = 8 (nî5) > ^i.
^ ^ -^i.^^v-^i ^ y^^^ ̂ . ^

e>0 n-Ss-n' [ÀJ [ÀJ

et donc 8^(5) ^ 0 (=> s e Q\^ n C - ̂ * puisque, eu égard à l'assertion
(2) de la proposition 11.4, ô8^ est trivialement continue dans C — ^*).
Ainsi : ^o 9 s => 5 e (^on(C-^*)). Or ^o est u11 ouvert et donc

^o^Int(^o^(C-<n).

En outre, eu égard à l'assertion (2) de la proposition 11.4, l'ensemble
^o GSt aussi un ouvert; enfin, Int(^on(C-^*)) = ̂ o- D'où:
^*o c ^^o» et» eu égard à la proposition 11.3, on a, en définitive:
^0=^0.

Remarque 11.6. — On considère un disque d(s,p), de centre 5 et de
rayon p, dont l'adhérence, d(s,p), est incluse dans C — < ^ * . Eu égard à
la proposition 11.4, on sait qu'il existe pour £ > 0 arbitraire fixé, un indice
n' tel que les applications ^(s,p)9Ç i—> y(n,Ç), indexées par n > n ' y
sont lipschitziennes (donc continues). En outre, il est évident que ces
applications sont dérivables dans d(s,p) partiellement par rapport à ReÇ
et Im Ç. On désignera par 88 (n,s) la valeur au point ^ = s = <j + h de
la dérivée partielle de l'application d'indice n.
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On considère la suite (?„) des dérivées premières des polynômes de la
suite (?„). On désigne par ^1) l'ensemble des points de C qui sont des

zéros de P;,. Désignant par ^(l)d le dérivé de ^(1) = (J ^1), on pose
n

^(D* = g{W ^ ^i)^ ^ ^i) ^ l'ensemble des points de C qui sont
chacun zéro d'une infinité de polynômes ?„. En d'autres termes, on a
considéré pour les polynômes ?„ des ensembles analogues à ceux
considérés pour les polynômes ?„. Supposant C — ^(1)* + 0, on a :

V 3 V P;,(5) + 0
seC-s^* n'(^ny) n^-n'

et on pose, pour e > 0 arbitraire fixé et 5 et n satisfaisant aux choix ci-
dessus :

.e(i). ^ _ -Log|P,(5)exp(-^)|
v î ) " Ï ^

»;»M .....^{-^"'•'y^1}-"-^00 ï A»., 1v. « ni j

Considérant un ensemble E de C et les ensembles associés suivants :

V A, = {5 € C | Im 5 = Im a A Re s < Re a},
c e Ea e E

AE = U A.,a e E

(A^ est un fermé de C mais AE n'est pas nécessairement un fermé), on
convient d'appeler « étoile rectiligne associée à E» l'ouvert C — âg» on le
note <^(E).

PROPOSITION 11.7. — Supposant ^(^u^^*) ^ 0, on a:

V 8^(5)^8^(5)
sieW^"")

Log 1 - Ô ,̂s)| V exp ( - »• Arg X,) 4- il,-1 f3^8^) |
^ ô^s) - lim inf ________________________V w ^\,

1 + €1^1

où : £ > 0 ^sî arbitraire fixé,
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(——.——"-) désigne la valeur en un point s e ^(^*u<fr(l)*) de la

dérivée partielle de la fonction

^((^U^^BS ̂  ArgA^(s),

avec Arg A^(s) e ] - n,n], ou A^(s) = P^s) exp ( - SÀJ; Arg ̂  e ] - 71,71].

Démonstration. — Soient e > 0 arbitraire fixé et s e C — ( ( ^ * u ê ' ( l ) * ) ,
on a :

V 3 V V {P^)^0 et P;. 00 ^0}.
pe^dist^^u^»1»*)! i'(="p) M^M' s'6d(s,p)

On fixe pe^disHs^u^1^)!:; pour n ^ n'(==yip), on a, pour
s ' e d(5,p) :

se/. ̂  _ - LogIP.OO exp (-5^)1
(ïs)'——^T-——

et

A,(s')=|A,(s')|exp[iArgA,(s')]
=exp[-§e(n,s')|?L„|l+e+iArgA,(s')],

avec

ArgA,(s')6]-n,7t].

Posant s ' = s + h, avec 0 < |/i| < p, on a :

P^s+h^-W ^ ^exp[-8t(n,s+A)|^|l+£+l•ArgA„(s+/l)+(s+A)^]

-exp[-ôe(n,s)|À„|l+£+iA^gA„(s)+s?L„]}.

Posant: e^=ôe(n,s+/l)-8E(n,s) et a» = ArgA,(s+/i) - ArgA,(s), le
membre de droite de l'égalité ci-dessus, peut s'écrire :

^ {exp [ - y(n,s)\^\l +E + i Arg A,, (s) + AJ} {exp [/î  - 6, |^|1+t + i-aj -1} ,

et exp[/l^.n—9),|À,„|l+e+ia^] peut s'écrire

exp {^[h - 9,,|V exp ( - i Arg ?.„) + ia,X,-1]}.
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On a donc :

expt^-e^l'^+t-aj-l
h
^ exp {\[h - 9,| V exp ( - i Arg ̂ ) + foc,^-1]} - 1

/» - 9<,IV exp(-( Arg ̂ ) + (a^-1

fe - 9,|V exp ( - i Arg X,) + t-a,̂ -1

/i

Or lim {/i-9JVexp(-iArg;\.,,)+ia,,À,,,-1} = 0, puisque Ç i-> ô^n.Q

est lipschitzien sur tout compact Jf c= C — ^* dès que n est supérieur à
un certain n^ . En outre :

h - e,|Vexp(-;Arg?i,,) + t-q^-1

/i

= 1 - |V exp ( - i Arg ?L,) ̂  + (X,-1 ̂

avec :

,. 9» ,. y(n,s+h)-y(n,s) „, .lim — = lim —————,————— = So(n,s)h h
et

, a,, ArgA,(s+/i) - ArgA,(s) / ô . , \
l.m -^ = hm ———————^——————— = ̂  Arg A^,

lorsque ./i réel tend vers 0, et enfin

^ exp {U/t - e,|V exp ( - i Arg ̂ ) + ;q,̂ - ']} - 1 ^ ^
h - e»|V exp( - i Arg ̂ ) + ia ,̂-1

lorsque h tend vers 0 (cette limite est, en effet, la valeur de la dérivée de la
fonction C 3 s i-»- exp (s ,̂) au point s = 0). On obtient donc, pour h
réel tendant vers 0:

^ h - ejy exp(-i Arg ̂ ) + t-a^-1

h

= 1 - |Vexp(-iArg?.,)§^(n,s) + fÀ,-l ( 8 Arg A,) .
\8G h
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Or ?„ étant holomorphe dans C, on a :

vf^ï-p^)--/^.
Jc.^-1''^- \3x)/

il en résulte que, pour h réel tendant vers 0, on a, en définitive :
P,(s) = ̂ {expt-ô^^pJ^'+iArgA^+^J}

F 1 - |V exp ( - i Arg ̂ ) ̂ n,s) + i^l (ÔAr^"} 1 •

De ce résultat, on déduit :

ô-(n,,) = W - L^ + i-Aîêw

\^n\ l'1»!

Log 1 - ô (̂n,s)|V exp( - i Arg ?.„) +1\-1^ Arg A^
i ôa

I?-, | l+e

et enfin :
(11.1)

§^,(s)—lim sup

^ S,«l)(s)

Log 1 -S^o) IXJ6 exp(-i Arg X,) + iK1 (^1^) [

1^,

Log 1 - §^(n,CT) IXJ' exp ( - i Arg X,,) + iX,- ' rj^'1)
/, \ /:

^e^^—liminf
1^,

On se propose de déterminer un minorant de la limite supérieure figurant
ci-dessus. Pour cela, on constate facilement que, au point s considéré, on
a :

Wn\\
8a ), A;,(s) , ( Q Arg A,(11.2)

, (8\^n

- i|A,(s)| A,(s) \ ôa ) ,

désigne la valeur en s de la dérivée partielle par rapport àou 80 A
Re L, de la fonction d(s,p) a (, ̂  |A,(0|),

|̂A,

^'-d^iA^i
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et par (11.2)

(11.3.) |V ô^(n,s) exp ( -1 Arg \,)
-__LjA;.(s) .^ArgA^

1̂ ,1 fA,(s) \, ^CT

A,(s) _ P,(s)
avec

^An(s) P,(s)
et

^exp(-îArgX,)

(11.4) 1 A,(s)
1^,1 A,(S)

D'autre part, on a :

< 1 +-1- ? 1 ^ i | m»
l^nlj"! |s-aJ "~ p)À,

Ko(4")).Z Arg ̂ ^ = Arg a'••M" + ̂  Arg (s-anJ) + 2îtKO

et

3 Arg (exp(-s^)) = - Im (ŝ .,) + 27iKi
K|(=K, (n) )eZ

(avec la convention : Arg z désigne l'argument principal du nombre
complexe z , à savoir, par définition : Arg z e ] — 7i,it]).

A,(s) = |A,(s)| exp {i[Arg a^

+ E Arg(s-a,,)-Im(s^)+2ît(Ko+Ki)]}

d'où:

( 8 Are A \ '""
(IL5) -^T'I= s <Arg^-a"X - (Im^).)-

De s - a,, = |s-aJ exp[('Arg(s-a^.)], on déduit :

1 = (|s - ot̂ .|), exp [i Arg(s - â .)]
+ i|s - a,,| exp [i Arg (s - a,,)] (Arg (s - a,y),

d'où:

i|s-0 .̂1 (Arg (s-a,,,)), = exp[-(Arg(s-a^)] - (|s-a,,|),
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et donc, puisque |(|5—a^|)y ^ 1 :

|(Arg(s-a,,)),|^,——
1° ^njl

^ (Arg(s-a^), ^22 .————(11.6)

En outre :

et donc

(11.7)

7=1 j=l \s~v•nj\

(Im(s^)),=Im(^)

|(Im(s?iXI=|Im(^)|<PJ.

Réunissant ces résultats, (11.5), (11.6) et (11.7)), on a :

(11.8) (^(ArgA^IXJ^S
"n 1
T-1 1

j = l \S-V.nj\

utilisant (11.4) et (11.8) dans (11.3) on a :

IV |ô^(n,5) exp ( - , Arg XJ ^ 1 AB(S) + 1 If5 Arg A, ;
l^l|A,(s)| \^\\\8o 0 "/,
-, 3 ^ 1 -, 3w,<' '7 i ___ V _______ <" ^ -L ___n-•̂  ^ l~ .. . / , 5^ Z, -t-

\^n\j=l\S-^nj\ Pl̂ nl

d'où :

1 - 8 ,̂5)1 V exp ( - i Arg ̂ ) +1^-1 (^ Arg A^

5 S 1 . 5m^
^ ^ n ï ï Z ï ï — ^ ^ 4 ^N,=i|s-aJ p|̂

et eu égard à la condition (C) :

5m.,Log 4-h-
(11.9) lim supLog1';;1 ^ lim sup L IÀ-nlp-v / ' l^6 ' " N1'6

La proposition 11.7 résulte de (11.1) et (11.9).

= 0.



FONCTION ANALYTIQUE DÉFINIE PAR UN ÉLÉMENT LC-DIRICHLÉTIEN 157

Soit To = Inf {mj n e N- {0}}. j étant un entier positif fixé, tel que
je {0,. . .,To}, on pose :

V V V A^(5)=P^(5)exp(-5^),
neN-{0} ;e{0,...Jo} seC

où P^Çs) désigne la valeur en s de la dérivée d'ordre } de P^. On définit
pour la suite des dérivées f^ des polynômes de la suite (P^) des
ensembles ^œ, ^œd, <^, ^œ* respectivement analogues aux ensembles
<^, <^, ^oo, ^* définies pour la suite (?„). En outre pour e ^ 0, on
définit, à l'aide des A^ des fonctions 5 ̂  ô^n.s), s \-> ô '̂̂ s)
respectivement analogues aux fonctions s h-> S^^s), s h-^ 8^(5) définies
à l'aide des A^, et on pose :

(II. 10) V V ^ = {5 e C - ̂ (0* 10e. ° > a}
. / e{0 , . . . ,To î a e R * l 1 * J

avec les conventions, pour e = 0 et t = 0 :

<f(0)*=<r; 5(0)(^)^§(^ ô^(s)=ÔJs); ^=^.

A l'aide d'une technique analogue à celle utilisée dans la démonstration
de la proposition 11.7, on prouve :

PROPOSITION 11.8. - Supposant ^(^u^0''^*) ^ 0,, on a :

v v ô60'̂ ) ^ yu+l)(s)
7 6 { o , . . . j o } s6wœ*^o'+1)*)

Log 1 -8^(n,s)|V exp [-f Arg ̂ )

+ft.-(|;ArgA»
^ ^(s) - lim inf^ ^ x^^ ______

\ \^n\

où ; e > 0 est arbitraire fixé;

/^AreA0'^
( — — n ) désigne la valeur en se ̂ (^u)*u^u+l^) de la dérivée
\ oa /s

partielle de la fonction s \—> ArgA^^s) avec

Arg A^ (s) e ] - 71,71] ; Arg ̂  e ] - 71,71].
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PROPOSITION 11.9. - Soit t un entier positif fixé tel que t G { 0 , . . . ,To} .
/ t \

Sous la condition <q (J ^0)* =^ 0, on a :
\j=o )

V 8 )̂ ^ 0^(5)

.6</U ^)*)

(aî c £ > 0 arbitraire fixé).

Procédant comme dans la démonstration de la proposition 11.5 et eu
égard à la proposition 11.9, on énonce :

PROPOSITION II. 10. — Sous les conditions : D* < + 0 0 , ( e {0, . . .,T()}
/ t \

et €\ (J ^0)* j + 0, on a, pour e > 0 arbitraire fixé et t entier positif :
\j=o /

^o = ̂
et

^o^(WÙ ̂ *))= ̂ o^f^fÙ ̂ ït c ̂ n(WÙ ̂ V\ Vj-o // \ \j=o // \ \j=o ) )
On se propose maintenant d'utiliser certaines propriétés établies

antérieurement en vue du prolongement de la fonction définie pa,r l'élément
LC-dirichlétien {/}. On énonce :

PROPOSITION II. 11. — Sous les conditions D* < + oo et y < + oo, il
n'existe pas d'extension holomorphe, au moyen de ^, de la fonction

Q^ 9 s ̂  {/},

de {si}+^c^p* à {53} +^, avec s^ eÇC-^-^) -^rT) (où
{f}s désigne la somme en s de la série {/} : SP^(5)exp (—s^,)) avec
t €{ l , . . . ,To+ l} ) .

Démonstration. — On suppose fausse l'assertion; il existe alors
52 eÇC-^-1^) - ̂ -1) où t G { ! , . . . ,To + 1} tel que
^p* 9 s »-*• {/}, admet une extension holomorphe de {s^} -h ^ c: ^^p*
à {52} + ^, au moyen de ^, le long d'un arc rectifiable joignant les points
Si et S2. Eu égard à la proposition 1.7, on a pour chaque n ^ n^ :

^ IPr^exp^A,)! ^ Km^l^r^^^œ^^+l)!
re{ l , 2 , . . . ,^+ l } (î-1)! ^ Tl^''1
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où: T| est une constante appartenant à l'intervalle ]0,1[, K est une
constante ne dépendant que de T| et de la fonction g ,

1 m^-t+i
^^(^TnT ? lA/Ul^r-"1"-1

avec [A/^)[ ^ M^; d'où, pour n tel que |̂ | ^ 1 :

m..M..
^n,t <

0-1)!

Pour r G {1,2,. . . ,m,. 4-1} (donc pour te { 1 , . . .,To+l}) et £ > 0
arbitraire fixé, on a :

^ Log IPÎT- 1)^) exp (-̂ ,)| Log (Wl^r^1 œ, ,(m,+ 1) ! /2^)
l^r6 " l^r6

d'où, comme il est évident (sous la condition D* < + oo)

Log IPÏ"^^) exp (-52^)1 ,. Log M,,lim sup — — — — — , . t v——"- ^ lim sup —v,—n- •
—— kl^6 ——p N1^

Or la condition y < + oo , jointe à la proposition 1.5, implique : [y[ fini;

d'où : lim sup o g y > = 0, et enfin, puisque s^ e C - ^(t-1)* •
l̂ nl

^"^(^^O qui implique, eu égard à 11.10: s^e^o"^. Il y a
contradiction; ce qui établit l'assertion.
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