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LOCALISATION FORMELLE
ET GROUPE DE PICARD

par J. FRESNEL et M. van der PUT

INTRODUCTION

Soit X un espace affinoide réduit sur un corps K complet pour une
valeur absolue non archimédienne, r : X - X sa réduction canonique, p
un point de la variété algébrique affine X. Le but de ce travail est de
construire des objets sur K, espaces analytiques, algébres noethériennes,
qui rendent compte de la singularité du point p. La premiére idée est la
fibre formelle r~!(p) qui est canoniquement un sous-espace analytique de
X. Cet aspect est clairement insuffisant, d’une part ’anneau O(r~'(p))
n’est pas ncethérien, il est donc difficilement utilisable avec I’algébre
commutative traditionnelle, d’autre part la réduction de O(r~'(p)) sera
(Oﬂx,p qui ne décrit que I’aspect analytique de la singularité de p.

L’outil principal que nous construisons est la localisation formelle notée
Ox-qui est en quelque sorte l'algeébre des germes de fonctions
holomorphes sur r~'(p), cette algébre est de Banach ncethérienne, son
spectre maximal est r~'(p) et sa réduction est Og,. Pour I'étude des
anneaux locaux il est parfois pratique de passer au complété, de méme ici
nous définissons pour 0y, un complété formel (ﬁx,(p) qui est une algebre
de Banach ncethérienne dont la réduction est Ug,. Cet anneau est
beaucoup plus petit que O(r~!(p)), par conséquent plus maniable et se
révélera étre trés utile.

Nous traitons ici deux applications :

D’abord le cas o peX est un point régulier. On montre alors que
Pic (Ox (), le groupe des classes d’isomorphie de modules projectifs de
rang 1 sur Oy, est trivial et que Oy, est factoriel si X est de plus
régulier.
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Le second exemple concerne la dimension 1 et plus précisément le cas
ou X est régulier et ou p est un point multiple ordinaire. L’aspect
analytique de la singularité de p est décrit par les équivalences suivantes :

1) le point p est multiple ordinaire

2) r Y(p) ~ P! — (B,u---UB,) ol les B; sont des disques fermés

3) Pic (@x.<p)) = (1)

4) r~1(p) est localement isomorphe a P!.

Signalons que la partie 4) de I’équivalence nous a été suggérée par
W. Liitkebohmert.

D’autre part I’aspect algébrique de la singularité du point p est décrite
|Kx]n—s
V4
le nombre de composantes irréductibles de X passant par p et Z un
sous-groupe de |[K*|"™* engendré par au plus n — 1 éléments. Comme
corollaire on retrouve un résultat de [8] : Pic (O ) = (R'r,0%), = (1) si

et seulement si p est une intersection multiple ordinaire.

par I'isomorphisme Pic (O ) ~ ou n est la multiplicité de p, s

C’est ce résultat et plus généralement I’article « Stable reductions of
algebraic curves » ([8]), qui fut & l'origine de notre travail. Il parait certain
d’autre part que l'article « Uber die Picardgruppen affinoider Algebren »
([4]) permettrait de calculer Pic(0x) pour des singularités plus
compliquées.

Conventions.

Si K est un corps valué pour une valeur absolue |.| non
archimédienne, K° = {x € K||x|<1} désigne son anneau de valuation,
K® = {xeK]||x|<1} désigne son idéal de valuation et K = K°/K* son
corps résiduel.

Si (A,]|.]]) est une algébre normée, on note

A® = {aeAlllall<1},
A* = {aecAllal<1}, A = A°/A*,

A s’appelle la réduction de l'algébre A.

Si (K,].]) est un corps valué, on dit que la valeur absolue |.| est
discréte si [K*| le groupe des valeurs de K est isomorphe & Z, ce qui
veut dire que la valuation associée est discréte.
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1. UNE LOCALISATION FORMELLE

1.1. Définition.
Soient X un espace affinoide réduit, r:X — X sa réduction
canonique, peX. Soit Og, la fibre du faisceau structural Og en p,
c’est-a-dire  Og, = lim Og(U) ou U décrit les ouverts de X contenant

p. Comme les ouverts principaux contenant p forment une partie
cofinale on peut se restreindre & ces derniers.

Soient Ox(X)° = {f € OxX)IIIfII<1},
Ox(X)™ = {f € OxX)IIIfl < 1},

0x(X) = O0x(X)°/O0x(X)** ou ||.|| désigne la norme spectrale de 0Oy (X).
Par définition ona 0Ox(X) = Ox(X). Si f € Ox(X)° on note f son image
résiduelle dans 0x(X).

Soient f € Ox(X)° tel que f(p) # 0 alors

r D)) = {xeXIIf(x)I=1},

c’est donc un ouvert rationnel de X. On a

-1 _ OxXKT) _1 o _ Ox(X)XT)
() Ox(r~* (D)) = 0—/0 (Ox(r~1(D())) =B
et
Ox(X)[T]

Ox(r~ ' (D)) = = 0x(D(f)).

(1-fT)

On sait qu’il existe un ouvert principal Uy 3 p tel que Og(Uy) — O,
soit injectif. Il suit alors que pour tout ouvert principal U avec
peU c U,, T'homomorphisme 0g(U,) —» Ox(U) est injectif. Il résulte
de (1) que Ox(r '(Uy)—0x(r '(U)) est isométrique. Ainsi chaque
norme spectrale sur  Ox(r~'(U)) induit une norme sur
liin Ox(r~*(U)) = (r,0x),. On appelle localisation formelle de X en p le
complété de I’algébre li_131 Ox(r~1(U)) pour cette norme et on le note Ox )

2
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(noter que 'on écrit (p) pour éviter la confusion avec la fibre en p, qui
n’a pas de sens ici puisque p ¢ X).

Si ||.|| désigne la norme de 0Oy, soient

%o = {f € OxplllflI<1} o = {f € Oxplllfll<1}
et

@x,(p) = 0%/ -
Il suit immédiatement de (1) que 0, = O,.

Un exemple. — Soient K un corps valué complet algébriquement clos,
X = Spm (K(Z,,Z,,...,Z,>) ~ (K°)", alors 0g(X) =K[Z,,...,Z,] et
X = Spm (K[Z,,...,Z,)]) ~K". Soit p =(Z,,...,Z,) lidéal maximal
engendré par les Z;. On a Og, = K[Z], et r™'(p) ~ (K®) et Oy,
s’identifie aux limites uniformes de fractions rationnelles
P(Z)/Q(Z) e K(2) telles que Q(z4,...,z,) # 0 pour tout
(21522, - -»24) € (K®)". En effet, si ||Q(Z)|| = 1, alors Q(0,0,...,0) # 0
est équivalent & Q(z,,z,,...,2,) # 0 pour tout (z,,z,,...,2,) € (K*)".
Ainsi Oy, s’identifie a I'algébre des éléments analytiques au sens de
Krasner sur (K*)" [5], [9].

1.2. L’algébre k°CZ,,Z,,...,Z,)q,-

Soient k un corps complet pour une valuation discréte,
X =Spm (k(Z,,...,Z,>), p lidéal (Z,,Z,,...,Z,) de Kk[Z,,....Z)].
Notons kZ,,Z,,...,Z,), Ialgébre 0%, . Alors (1) montre que

—~ kZ,,...,Z,T
k0<Zl, .. .,Zn>(0) = hm ‘_<_1_“——>’

1-s/7
ou f parcourt les éléments k°¢Z,,...,Z,> tels que f(0,0,...,0) # 0,
kKZ,T
ordonnés par la relation de divisibilité. De plus la norme de (l—<_—f—_r—§ est

la norme induite par la norme spectrale de k°(Z,T) et fim signifie
complété pour cette norme.

PRrOPOSITION 1. — Soit k un corps complet pour une valuation discréte.
Alors l'algebre k°(Z,,Z,,...,Z,>¢, est ncethérienne et locale.
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Démonstration. — Soient © une uniformisante de k° et

M=nk® + ) Zk<Z\,Z,,...,Z,)0- Alors I est l'unique idéal
i=1

maximal de k°Z,,...,Z,>o,- En effet si f¢ M alors f(0,...,0) # 0
ainsi fek[Z], est inversible, il s’ensuit que f est inversible.

Soient A un idéal de k°(Z), et A = {fe k°(Z) )| il existe n > 0
avec mfeA}. Alors A = A'/nA’ est un idéal de 'anneau ncethérien
k[Z] ), donc A’ est de type fini. Soient u,, ..., u; = A’ dont les images
résiduelles #,,#,, ..., #; engendrent A'. Soient feW et ||f|l =1,
alors il existe 0, ...,00€k(Z),, tels que f=Zofu;. Ainsi

f=0u, + - +url+nfy, ou fieW. De méme il existe
Vi, ..., 0 €kXZ)o, tels que f; = Zvlu; + nf,. On pose alors
v, =v) +mw} +--- et on a f=Zpu;. Ce qui prouve que

A = ZhZY oyl -

Montrons maintenant que U est de type fini. Il existe n tel que
n"u; € W, ce qui montre que 7"WAY' < A < A. Ainsi W/n"WA' est un
kXZ> o) k<20 _ KlZlg
Tk CZ) o) kNAZyo) Tk(Z]g
Il s’ensuit que W/r"A’' est ncethérien et ainsi A/n"A’ est de type fini.
Comme n"W' est de type fini, on déduit que A est un idéal de k°KZ}
de type fini. Ainsi lalgebre k°(Z,,Z,,...,Z,>,, est ncethérienne.

-module de type fini. Or est ncethérien.

1.3. Bases normales dans les algébres de Banach.

DerFiNiTION 1. — Soient K un corps valué complet, un sous-anneau R
de K° est dit discret s’il posséde les propriétés suivantes :

1) Il existe un sous-corps k = K dont la valuation induite est discréte
et tel que k° < R < K°.

2) R=R/R® (ot R® =R NK*® est un corps et K est une
extension algébrique purement inséparable de R.

3) Il existe m, e K* tel que R* < m;K°.

DeFiNITION 2. — Soient K un corps valué complet, (A,||.|]) une K-

algébre de Banach. Une famille [e;}: est appelée base normale de l'algébre
A s’il existe un sous-anneau discret R = K° tel que @ Re; soit un sous-

anneau de A et que {e;}; soit une base normale du K-espace de Banach
A.
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THEOREME | ([1]). — Soient K un corps valué complet, (A,|.||) une K-
algébre de Banach, {e;} une base normale de [algébre A,
A = (feAlIfI<}, A® = {feAllfll<1}, A = AYA™ et fis] la
surjection canonique de A° sur A . Soient W unidéal de A tel que N soit
de type fini engendré par fy,f5, ....f,. AlorsU° = AN A° =Y fA°.

i=1
De plus U est facteur direct topologique. Si I'on munit A/ de la norme
quotient on a (A/A) = A/U et A/U admet une base normale d’algébre. En
particulier A ncethérien implique A ncethérien.

LeMME 1. — Soit K un corps valué complet. Alors il existe un sous-corps
fermé k = K dont la valuation induite est discréte et tel que K soit une
extension algébrique purement inséparable de k. Si K est algébriquement
clos on peut choisir k tel que k = K.

Démonstration. — Ce résultat doit étre bien connu, esquissons une
preuve rapide. Soit k, = K un sous-corps fermé dont la valuation induite
est discréte. Alors K contient une extension transcendante pure ko (X;);c,
telle que K soit algébrique sur ko(X;);c,. Il est alors facile de vérifier que
le groupe des valeurs de ky(x;);.; est celui de k,. Soit k, le complété de
ko(x;);ic;- Soit ¢ I’extension séparable maximale de k; contenue dans K.
Alors le lemme de Hensel permet de relever £/ en L qui a méme groupe
de valeurs que k;. Ce qui démontre le lemme. Si de plus K est
algébriquement clos, I’extension purement inséparable K de ¢ se reléve
en k qui a méme groupe de valeurs que L.

1.4. Lalgébre K<(Z,,Z,,...,Z,) -

THEOREME 2. — Soient K un corps valué complet,
X = Spm (K<Z,,...,Z,>) l'espace analytique affinoide défini par le spectre
maximal de K<{(Z,,...,Z,>

p=(Z,Z,,....2,)eX = Spm (K[Z,,Z,,...,Z,)

et K<Z\,Z,,...,2Z,>0) = Ox,. Soit k = K un sous-corps fermé dont la
valuation induite est discréte et tel que K soit algébrique purement
inséparable sur k. Alors

K<Z,,Z,,.. "Zn>(0) ~K ® kXZ,Z,,. . "Zn>(0)’
kO
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'isomorphisme est isométrique, la K-algébre K<Z,,Z,,...,Z,»,, admet une
base normale d’algébre et est ncethérienne.

_ Démonstration. — Soit D(f) un ouvert principal de X contenant p.
Soient ¢ la caractéristique résiduelle, et £, = max (1,/), alors il existe n

tel f’Tek‘[Z]. Comme D(f) = D(f"T) on a

/.\K Z PR "Z"’T
K(Z,,....Z>0) = 11_{n-<“(11___7T)—>

ou f parcourt les éléments de k°¢Z,,...,Z,> tels que f(0,0,...,0) #0.

Comme (K(Z,,. . .,Z,,,T>>° _KXZy. 2Ty
1—fT (1—fT) d
K<Z,,...,.Z,,T) ~ k%Z,,....Z,T> , ,
—— P I~ K® —————= et cet isomorphisme est
(1-fT) K© (1-57

isométrique. Ainsi on a isométriquement

K<(Z,,.. "Zn>(0) ~ K ® k<Z,,.. "Zn>(0) .
ko

On a vu que k°(Z),, admet une base normale {e;};, il suit alors que
{1 ®¢}; est une base normale d’algeébre de K<(Z),. D’autre part
K{(Z),, = K[Z], c’estun anneau ncethérien, ainsi le théoréme 1 montre
que K(Z),, est un anneau ncethérien.

1.5. La localisation formelle 0y, .

THEOREME 3. — Soient X un espace affinoide réduit sur K valué complet,
r: X — X sa réduction canonique, p e X défini sur K. Alors il existe un
entier n = 1 et un homomorphisme surjectif ¢ :K<{Z,,...,Z,> - O0x(X)
tel que @ :K[Z,,...,Z,] - 0g(X) soit surjectif et que p soit 'image de
Z,2,,...,Z,) par ®. De plus ¢ induit un homomorphisme surjectif
¢, KLZy,. . 2,0 > Ox(,y etona ker @, = U.KLZ), ou A= ker @
et (ker @,)° = A°.KL(Z),. Il suit que Oy, est une K-algébre
neethérienne.

Démonstration. — 1) Existence de ¢ :K{(Z) — 0x(X). 1l existe un
homomorphisme surjectif { : K{U,,...,U) = O0x(X). Alors I’homo-
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morphisme { : K[U,,...,U] - 0g(X) est fini. Soient f,, ..., f € Ox(X)°
tels que

3 FHRIU....UD = Ox(R)

Soit ¢ : K(U,,...,U,T,,...,T,) = Ox(X) défini par
0(Za,T") = Zo(a)f1' ... f7

ou a,e K(Uy,...,U>. Onadonc ¢(K[U,,...,U,T,,...,T,)) = 03X).
Soit donc n=s+4+r et notons {Z,Z,,....Z,} Iensemble
{U,,...,U,Ty,...,T,}. Soit a;eK I'image de @(Z;) dans
O0x(X)/M, = K (ou M, est le maximal associé & peX). Soit a;eK°
tels que a; =o;, alors Z;—~Z;, — a; définit un automorphisme de
K(Z,,Z,,...,Z,>. Ainsi on peut supposer que p est I'image du maximal
“z.2,,....2,).

2) L’homomorphisme @, est surjectif. Soit

= {g€K%X2Z)|2(0,...,0) # 0}.

Ox(X)KT)
Puisque est surjectif on a @ = fim X202 D’autre part on a
aue @ ! 0= T l-e@TD) P
im K<Z.T) , . o
par définition K{(Z},, = ( I T) - Il est d’abord clair que ¢ induit

un homomorphisme

 K@TY |~ 0K
% M e M i eD)

Comme X est réduit @ induit sur Ox(X) une norme équivalente 4 la
norme spectrale, ainsi il existe 0 < ¢ <1 qui posséde les propriétés
suivantes : pour tout fe O0x(X), il existe ge K<(Z) tel que

M cdigh <Ifil<llgll et o@=s.

Ox(XKTY | _ Ox(X)XT)

Comme (1—<p(g)T> T U-e@D)
. Ox(X)XT K{(Z,T

fi 611_131 (1—_((%, il existe g, ehm (1< gT;

() cdligal <A< llgadll et @8 = /i

> il suit de (1)‘ que pour tout

avec
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Il suit donc de (2) que ¢, se prolonge par continuit¢é en un
homomorphisme surjectif @, : K<Z}, = Ox,.

On en conclut donc que Oy = ¢,(K{(Z),) est une algebre
ncethérienne et que @, induit sur Oy, une norme équivalente a celle de

(OX'(p)'
3) Le noyau de ¢,. Soit A = ker ¢, montrons d’abord que le noyau
0xX)<T)

de K°<Z,T> —’(T—;ag)—T) est

WK (Z,T) + (1-gT)K(Z,T).

Soit Xa,T"eK(Z,T) tel que Zo(a)T" = (1—-0(@T)(Eu,T") ou
Zu,T" e Ox(X)°T). Montrons qu’il existe v,eK°(Z) tel que
¢(v,) = u,. Comme u, — 0 il existe n, tel que pour n > n, d’aprés (1),
on puisse trouver v,e K°Z) avec o(v,) = u,.

Autrement on a
Ug = (P(ao), u = (p(ga0+al)9 ey Uy = (P(gna0+gn—lal+ e +an)

pour n < ny. Ce qui détermine bien le noyau cherché.

K*(ZTy

Soit fe(ker¢,)°, alors f=Ilimf,, ou f,elim On a
- (1—gT)
\ o . K%Z,T)
f 0, a& 2) il h,elim ——*
0p(f) aprés (2) il existe h,€lim (—¢T) tel que
cllrl < Nl < llhall et 9,(f) = @p(hy,).
’Z
On peut supposer que h,, f, € %i—é"% pour un certain g. Ainsi I'étude

qui précede montre que h, — f, € A°.K(Z)>,. Ce qui montre que
(ker @,)° est I'adhérence de A°.K°(Z), ). Or A° est de type fini sur
K°(Z)o, puisque K[Z], est ncethérien (théoréme 1). D’autre part
K{(Z), est une algebre de Banach ncethérienne, il suit donc que
W°.KCZ) ) est fermé (lemme I1.3.8 [3] ou prop. 3.1 [10]). Il est alors clair
que ker @, = W.K(Z) .

COROLLAIRE. — Les hypothéses sont celles du théoréme. Alors l'algébre
Ox (,)XT1,Ty,. .., Ts) est noetherienne.
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Démonstration. — L’homomorphisme ¢, induit un homomorphisme
surjectif de K(Z}((Ty,..., Ty sur Ox,(T,,...,T,». Il suffit donc de
montrer que K<(Z)((T,,...,T;> est ncethérien. Si Za,T' € K(Z)(T)
par définition on a ||Za,TY|| = mlax llaJdl. Si {e;}; est une base normale

d’algébre de K<(Z), il suit que {T'¢;},; est une base normale d’algébre
de K(Z),,<T). Son algebre résiduelle est K[Z],[T] qui est un anneau
ncethérien, ainsi le théoréme 1 montre que K(Z)(,(T) est ncethérien.

Remarque. — La condition, p défini sur K, n’est pas indispensable,
néanmoins elle simplifie les démonstrations. Indiquons comment on peut
procéder pour généraliser le théoréme 3.

Soient X un espace affinoide réduit, X sa réduction canonique,
A = X un sous-ensemble non vide possédant les propriétés suivantes :

i) A=nU ou U parcourt les ouverts d¢ X contenant A.
i) Si U > A est un ouvert, il existe un ouvert affine V avec
U >V o> A. Dans le cas ou les points de A sont définis sur K on

montre par la méthode du théoréme que Oy 4, & lim Ox(r~'(U)) est une
algébre ncethérienne. UsA

Soit pe X un point (quelconque), alors il existe une extension finie L
de K telle que [L:K]=[L:K] et que p soit défini sur L. Soient
X =X xgL et X' =X xgL sa réduction canonique. Soit A
Pensemble (fini) des points de X' au-dessus de p, cet ensemble satisfait i)
etii). Ainsi Oy, (,, est ncethérien et comme Oy ) ~ Oy ) ®k L il suit que
Ox, est ncethérien.

2. COMPLETE FORMEL ET FIBRE FORMELLE

La localisation formelle ¢y, est un anneau ncethérien. Néanmoins les
techniques du § 1 ne permettent pas de montrer que tout idéal maximal de
Oy soit de codimension finie et qu’ainsi Spm (O ,) s’identifie a
r '(p). Pour ce faire nous avons besoin d’une algébre auxiliaire
ncethérienne factorielle dont la réduction correspond essentiellement a
K[Z,,Z,,...,Z,] (§2.1,2.2). Elle permettra de définir un complété formel
de Oy, dont la réduction sera essentiellement (OAXJ, (§2.3.2).
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2.1. Une algébre de sérielles formelles.

2.1.1. Définition de l'algébre C,.

Soient k = K deux corps valués complets. Posons

C, = K ® k[X.X,,.. .. X,] € K ® K[X;,X,,....X,]
ko
C K]IXI’X2" . .,X":[l .

Ainsi feC, s%écrit de fagon unique sous la forme f= ) aX'. On

veN"

définit sur C, une norme de K-algeébre par

A1l = supla,].

Cette norme est multiplicative, c’est-a-dire ||fg|| = ||f]l.|lgll et on peut

montrer que cette norme n’est autre que la norme tensorielle sur
K ®k°[X]. On a

I = KI, €= {f1IAI<1} = K° & K[X],
C, = Cy/C = R ® A[X].

2.1.2. Automorphismes de l’algébre C,.

Désormais on suppose que k est un sous-corps fermé de K, que la
valeur absolue induite sur k est discréte (c.a.d. |k*|~Z) et que K est une
extension algébrique de k. Il nous faut d’abord caractériser les éléments
de C, =K ® k[X,,...,X,] parmi ceux de K[X,,...,X,].

DEerFINITION 3 (ou notation). — Soit S une partie de K; on note
Convy (S) ['adhérence du sous-k®-module de K engendré par S. C’est
donc le plus petit « convexe » fermé du k-espace de Banach contenant S.

LeMME 2. — Soit f= Za X' eK[X,,....X,]. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1) La série f est un élément de C2 = K° ® k°[X].

2) Il existe une suite {e,} d’éléments de K° avec 0 = lim e, et
{a,}, = Convg ({e,}) -
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Démonstration. — 1)=2)Ona f=Xe, ® g, ou g,ek’[X], e, eK®
et lim e, = 0. Il est alors clair que a, e Convy ({e,}).

n— oo

2) = 1) Soient f= XaX* et a,eConvy({e,}). Soient &€ >0 et
N = N(¢) tel que le,] <€ pour n > N. Alors
a, =\ e; + -+ + A nex + a,, avec |d)] <&, A,;€k°. On a donc

0 =3 e,(z xv,,.XV> P Y axe.
i=1 v v

Puisque Z A, X" € k°[X] et que
feK°® k°[[X]]

Za)(v

< g, Iégalité (1) montre que

LEMME 3. — Soient {e,} une suite de K° telle que 0 = lim e,,
R = k%e,),, la sous-k°-algébre engendrée par {e,} sur k°. Alors il existe

une suite {v,} de K° telle que 0 = lim v, et R = Conv, ({v,}).

Démonstration. — Clairement on a
R < Conve ({e" -+ - &"ln > 1, ay,...,0,=0}).
On peut supposer (quitte a changer les indices) que
les] = leal - =lex| =1 > lexil = lensol =

Il existe un polyndme unitaire P;(T) € k°[T] tel que P,(T) soit le polynome
minimal de e; sur k de degré d;. Tout polyndme P(T) e k°[T] s’écrit de
fagon unique sous la forme

(2) P(T) = Ao(T) + A(DP(T) + --- + A(T)P(T)",

avec d°A;(T) < d;.

Il suit alors de (2) que e’ --- ¢;"€ Convy (S) ou
o 0< z<du 120
S = {ehegz o NP, (e - - - Pu(en)NeiNi! - - - ek Nf/O k10 }

Puisque |P;(e)| <1, |ex,| <1, la suite S a pour limite zéro. Ainsi le
lemme est montré.

LEMME 4. — Soient s;,5;, ...,5,€ K ® k[Y,,...,Y,.], lIsll <1 et
Is;(0,...,0)l < 1. Alors il existe un unique K-homomorphisme ¢, de
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K ® k[X,X5,...,X,] dans K ® k°[Yy,...,Y,] tel que o(X) = s;. Il
est déﬁnl par (p(f(beZa .. .,X")) = f(sl’529' . 'asn) .

Démonstration. —

Existence de @. — Soit fe k°[X], par la formule de Taylor on a

SX+T) = AT on f,(X)ek[X].

Soit donc s; = s; — 5;(0,...,0). On a donc

fGeens) = Y fiuls1(0),. . .,5,(0) 8822 .. s,
v=(V],. V)
Or f,(s;(0),...,5,(0)) est bien défini puisque |[5;(0)] <1 et comme
si(0) =0, on a f(sy,...,s,) €eK[Yy,...,Y,]. Il sagit de montrer que
f(s15--.,5,) €K ® k°[Y]. Puisque s,,...,5,e K ® k°[Y] le lemme 2
montre qu’il existe une suite {e,}, de K telle que

s;v€ Convis ({e,,}))  on lime, =0, s(Y)=2) s.,Y.

On a s5;0)eConv,.({e,}) et les coefficients f,(s,(0),...,s,(0)) de

A EA]

i, 832, ..., s," sont dans ’adhérence de I'anneau R = k%e¢,],. Or le
lemme 3 montre qu’il existe une suite {u,} de K° telle que
R < Conv,. ({u,}). Ainsi

fG152,--5) €K ®KLY] et IIf (515258l < IIfII-

On pose donc o@(f) = f(sy,.--,8,). Alors ¢ se prolonge a
feK ® k[X].

Unicité de @. — Soit ¢ un K-homomorphisme de K ® k°[X]
dans K ® k°[Y] tel que @(X;) =s;. D’aprés la partie existence on a
un K-homomorphisme t de K & k°[X] dans lui-méme tel que
(X)) =X; — 5(0,...,00. Soit ¢ =¢pot on a @'X;) =s;=s(0).
Montrons que @'(f) = f(s},...,s,). Soit f = Za, X" eK ® k[X],

posons fy = Y aX'. On a

V>N

B) U =[G 8D = OUN = AGL- s e (Y, LY.
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Comme (3) est vrai pour tout N, il en résulte que
O'(f) =S(sh,- .80
Et ainsi @(f) = f(51,52,- . -»Sp) -
COROLLAIRE. — Soient s;,...,5,€C,=K® k[Xy,. ... X,] avec
lIsdl < 1 s;(0)] < 1. Alors le K-endomorphisme ¢ défini par o(X,) = s;

induit un K-endomorphisme @ de K ® k[X,...,X,]. De plussi @ estun
automorphisme alors ¢ est un automorphisme.

Démonstration. — Exercice.

2.2. Un théoréme de division et de préparation
de Weierstrass.

DEFINITION. — Soient fe C3 = K° ® k°[X,,...,X,],f son image dans
C,=K®k[X,,...,.X,]. Ondit que f est régulier en X, et d’ordre d si
70.0,....0X,) # 0 et si d=ordy J(0,0,...,0.X,).

2.2.1. — Le théoréme de Weierstrass.

THEOREME 4 (de division et de préparation de Weierstrass).
1) (Division). — Soient feC, régulier en X,, d'ordre d, heC,.
Alors il existe des éléments uniques qeC, et reC,_([X,] tels que

h=fq+r, dyr<d, |l =max( gl lir).

2) (Préparation). — Soit fe C, de norme 1. Alors il existe un K-
automorphisme o de C, tel que o(f) soit régulier en X, .

Démonstration. — 1) Puisque K est algébrique sur k, il existe un
corps ¢ extension finie de k, avec ¢ < K, et f(X,,...,X,)e?[X].
Soient ®,, ...,o,eK® dont les images résiduelles ®,,®,, ..., ®
constituent une base de ¢ sur k. Alors il existe g(X)eK°® k°[X],
AeK, |Al =1 satisfaisant

() g =2Xa X", a,e @ ko,
i=1
£0.0,...,0X,) = X4 + uy X2 g = 7.
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Soient he K° ® k°[X], R la k°-algébre engendrée par les coefficients
de g et h, alors les lemmes 2 et 3 montrent qu’il existe une suite {v,} de
K® avec 0 =limv, et R < Conv, ({v,}). Il suit de (1) qu'on peut
effectuer la division de Weierstrass de h par g dans 'anneau R[X]; il
existe ¢, re R[X] uniques tels que

) h=gqg+r, dyr<d.

Il suit de (2) que pour he K ® k°[X] il existe q,r e K ® k°[X] uniques
avec

() h=gqg+r, dyr<d et [h]|=max(lql, ).

Posons maintenant f, = f— Ag, alors (3) s’interpréte ainsi; soit
heK ® k°[X], il existe q,r,h; e K ® k°[X] avec

@) h=gqf+r+h, dyr<d,
lall = max (llgll, lIrlD), Ayl < 1Al [lAll.

Ainsi par récurrence en utilisant (4) on construit des suites (h,), (q.), ()
qui satisfont

(5) hn=qn.f+rn+hn+l, d‘))(nrn<d:
Al = max (lIgull, lIrall) > 1An+ oIl < WSl A

11 suit que ||kl < |If1lI*-)lAll, or |Ifill < 1, ainsi les séries Xq,, Xr, sont
convergentes. Posons

29 9
ql=q+zqn’ r’=r+zrn'
n=1 n=
De (5) on déduit
6) h=gqf+r,dyr<d et |hll =max(lgl,|Il).
Ainsi I’existence de la division est montrée. Pour I’unicité supposons
h=qgf+r =q"f+r", ilsuit (¢ —q")f=r"—r". Quitte & multiplier

par une constante on peut supposer ||’ — q”|| = 1 etdonc || — r|| = 1.
Résiduellement on & ¢ — ¢".f=r"—7r, de

ordy 0,....0X)=d et dir" —r <d

on déduit une contradiction.
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2) Soit fe K ® K[X], il existe un corps ¢ extension finie de k avec
¢ <K tel que fe/[X]. On sait qu’il existe des entiers u(i),
1<i<n-—1 tel que l'automorphisme s de ¢[X] défini par
sX) =X, + X4 1<ig<n—-1, sX,) =X, transforme f en un
¢lément ¢ tel que ¢(0,...,0,X,) # 0 (Bourbaki, alg. com. ch.7,§3,n°7,
lemme 3, p.38, [2]). Alors le corollaire du lemme4 montre que
I'endomorphisme o de C, défini par o(X) = X; + X4,
I1<ig<n-1, o, =X, est un automorphisme de C,. On a bien
o(f) régulier en X,.

2.2.2. Conséquences du théoréme de Weierstrass.

THEOREME 5 (conséquences du théoréme de Weierstrass). — Soient
toujours k = K deux corps values complets, k de valuation discréte, K
algébrique sur k, C, = K ®, k°[X1, X5, . -, X,]-

1) L’anneau C, est noethérien et factoriel.

2) Soit W wun idéal de C,, alors il existe un entier d et un
homomorphisme injectif et fini C; = C,/W. La dimension de Krull de C,
est n.

3) Soit M un idéal maximal de C,, alors le corps C,/M est une
extension finie de K.

Démonstration. — Elle est analogue a celle du théoréme I1.3, p. 56 de
[3]. 11 suffit de remplacer « degré » par « ordre ».

2.2.3. La (semi-) norme spectrale.

Décrivons d’abord le spectre maximal de C,. Soient a,,a,, ...,a,
algébriques sur K et |a] <1 pour 1 <i < n. Alors il existe un K-
homomorphisme ¢ de C, dans K[a,,a,,...,q,] tel que oX,) = q;
(c’est essentiellement le lemme 4). Alors ker ¢ est un idéal maximal de
C,. Soit M un idéal maximal de C,, alors L = C,/9M est une extension
finie de K (théoréme 5, partie 3). Soit ¢ I’homomorphisme canonique de
C, sur L. Posons ¢@(X;) = a;, alorson a |a;| < 1. En effet, supposons
laj = 1, puisque a; satisfait une équation de la forme

o+ uga; + - +up_a ' +a"=0 avec u;ek,
lugl = |u|, il suit que f=wuy+ uX;+ --- + X" est un élément

inversible de C,, or @(f) = 0. On a donc |e(X;)] < 1. En particulier si
K est algébriquement clos, Spm (C,) est en bijection avec (K°)".
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Soient A unidéalde C,, A =C,/UA, si M est un idéal maximal de A
il suit que A/ est une extension finie de K munie d’une unique valeur
absolue prolongeant celle de K. Soient x = M e Spm (A), fe A et
notons |f(x)| la valeur absolue de 'image de f dans A/9. On définit la
semi-norme spectrale sur A par

= su .
flly = s9p 1)
Il suit que la (semi)-norme spectrale sur C, est la norme de C, définie
en 2.1.1.

On pose
A’ = {feAllfll,<1}, A*={feAllfll,<1}, A=A°/A™.

PROPOSITION 2. — Soient U un idéal de C,, la norme de C, induit sur
C,/U= A une norme de Banach notée ||.||.

1) Leradical de A est égal au nilradical de A. La semi-norme spectrale
est une norme si et seulement si A est une algébre réduite.

2) Soit @ : C; = A injectif et fini, alors @(C3) = A° et A° est entier
sur @(C). Ona A° = {feAlsupllfill<co} et lIfll = lim |7

La démonstration est analogue a celle de I1.5.3, I1.5.4, I1.5.5 et I1.5.6 de
B3]

2.3. Le spectre maximal de O .
2.3.1. Fidéle platitude de K ® k°[X] sur K<(X))-

THEOREME 6. — Soient k < K deux corps valués complets, k muni
d’une valuation discréte, K algébrique purement inséparable sur k. Soient
i, j les homomorphismes canoniques suivants :

K(X 1 X o Xn) S KCX X XDy S K ® KX Xy . X, ]

Alors i est plat, j-est fidélement plat, Spm (j) est bijectif, Spm (i) est
injectif et Spm (i) a pour image r~'(0).

Démonstration. — 1) Soient M un maximal de K & k°[X],
M =M N K{XDg), M = Mn KX). Comme M est de codimension
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finie il suit que W', M" sont de codimension finie et donc sont maximaux.
Tout d’abord on a

0 KX = KXo = KOK[XDar-

Cette égalité est claire si MM est le point (a,,a,,. . .,a,) € (K*)"; en effet on
a

KXy = KK o) = KOK[X])m = K[Y]

ou Y; = X; — a;, le cas général est seulement techniquement un peu plus
compliqué. Il suit alors trivialement de (1) que Spm (j) et Spm (i) sont
injectifs.

2) Montrons que i et j sont plats. On a le diagramme commutatif :
(KK — (KK o) > (KOK[X Dy

o B Y

(KK > (KK o) > (KOKTX D

Comme o, B, v sont fidélement plats (théoréme 56, p. 172, Matsumura,
com. alg [6] ou prop. 9, chap. III, § 3, N. Bourbaki, alg. com. [2]) et que i’,
J' sont des isomorphismes d’aprés (1) il suit que i et j sont plats (31, p. 24
Matsumura, com. alg. [6] ou prop. 15, chap.Il, §3, N. Bourbaki, alg.
com. [2]).

3) Pour montrer la fidéle platitude de j, il faut vérifier que pour tout
idéal maximal M de K(X), on a

MK ® k°[X] # K ® k[X].

Supposons le contraire, il existe my,m,, ..., m;e M,
fl’f29 o 9f;€K ® ko[[X}], avec

s

() a= ) mf,, ack®, a#0, |Imii <1, lIfll<1.

i=1
Soient m; e K° ® k°(X),, fi€e K° ® k°[X] tels que

lm;—mill < la®, |f; = fill < la?|.
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Alors on a

N

3) Y mifi=a(l +ag) ou geK°® k[X].

i=1

Puisque  k°(X), est ncethérien local, d’idéal maximal

N

N =k + Y Xk°(XDe il suit que k°[X] est le complété de k(XD
i=1
pour la topologie 9N-adique, ainsi k°[X] est fidélement plat sur k°(X},
(theorem 56, p. 172 [6], prop. 9 chap. III, § 3[2]). Il suit que par
changement d’anneau que K°® k°[X] est fidélement plat sur
K°® k°¢(XD)p,. Soit I = Y mK®® k°(X),,, alors
i=1

I(K® ® k°[X]) nK® ® k°(X)) =1 ((4.0), p. 27, Matsumura [6]). Or de
(3) il suit que ael.(K°®k[X]), ainsi ael. Il existe donc
815> &EK®® k(XD tels que

s
a= ) mg;.
i=1

1

Il suit alors de (3) et (2) que

i=1
Ce qui prouve que M = K(X},, d’ou la contradiction.
ProposITION 3. — Soient K un corps valué complet, k un sous-corps

fermé dont la valeur absolue induite est discréte et tel que K soit algébrique,
purement inséparable sur k, W un idéal de K{Z),,. Alors

(A.K ® k°[Z])° = A°.K° ® k°[Z].

Démonstration. — Puisque K{(Z),, = K ® k°(Z),, admet une base
normale d’algebre il existe f;,...,f,e UA° tel que

A = Zf(K® ® k(ZD(q)) -

Soit g e (A.K ® k°[Z])°, alors il existe aeK*®, a # 0, u;e K° ® k[Z]
tels que

) ag = Y fu;.
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Soient
_K®kZ)o K @K
a(K°®k°<Z>(0)) a(K°®k°<Z>(0))
_Kek[z] K ®k[Z]
T aK°QK[Z])  a(K°QK[Z])

Puisque K°® k°[Z] est fidélement plat sur K® ® k°(Z),, il suit que B
est fidélement plat sur A. Notons u > & les surjections qui définissent A

et B. Par platitude on a <2]}A)®Bﬁ$ Y fB, or 0= Y fa,
i=1 i=1 i=1
d’aprés (1), donc 0 = Y fi® #;. Ainsi il existe a;;€ A, X;€B avec
i=1

0 = Zﬂau, ai = 2 a,’j.ij, Soit donc
i i
Z.f"aii e U N a(K°®k(Z) () = aW°

et u;— 3, a;x; =ab;, ou b,eK°® k°[Z]. La relation (1) s’écrit
j

s

ag = Zs: fu; = ;f,(z a,-,.xj> +a Z fbs.

i=1 i=1

Il est alors clair que geA°.K°® k[Z] .

2.3.2. Un complété formel pour Ox .

Soient k un corps valué, complet pour une valeur absolue discréte, X
un espace affinoide réduit, r: X — X la réduction canonique, peX.
L’algébre Ox(X)° est un anneau ncethérien, ainsi que l'algebre 0% . De
plus 0%, est un anneau local, soit @;m son complété pour la topologie
de l'idéal maximal. Cette derniére algébre peut étre normée en posant
[[lim £,|| = lim ||f,]] puisque ||f,|| est stationnaire a partir d’un certain
rang. On appelle complété formel de Oy, et on le note (9‘,(‘(1,) I’algébre
k® (OA;’('@) . C’est une algébre de Banach, ncethérienne dont la réduction est
Os.,-

Lorsque le corps de base K n’est plus discret, 'algébre 0% (, n’est plus
ncethérienne, ainsi la construction précédente n’est plus possible.



LOCALISATION FORMELLE ET GROUPE DE PICARD 39

Néanmoins en choisissant un sous-corps fermé k pour lequel la valeur
absolue induite est discréte on peut construire un complété formel de Oy,
qui a des propriétés analogues. En revanche cette algébre dépend du
corps k.

Soient X wun espace affinoide sur K, r: X - X sa réduction
canonique p € X défini sur K. Soient n > 1 et @ un homomorphisme
surjectif de K<(Z,,Z,,...,Z,> sur 0Ox(X) tel que @ soit un
homomorphisme surjectif de K[Z,,Z,,...,Z,] sur Og(X) et que p soit
I'image de 'idéal maximal (Z,,Z,,...,Z,). Soient A = ker@ et k =« K
un corps fermé dont la valeur absolue induite est discréte tel que K soit
algébrique, purement inséparable sur k. Alors on sait (théoréme 3) que
K ® k<{Z)

(QX‘(") = A K ® k<{Z) ) .
K® K[z
On appelle un complété formel de Oy, I'algebre QI.K®®k k[E[[l]] et on

le note (ﬂﬁxm. Cette algeébre dépend du choix de k et a priori de la
représentation Ox(X) = K<Z>/U. Si K est algébriquement clos on verra
que (ﬁx_(p) est indépendant de la représentation (proposition 7, §2.5).
Puisque K ® k°[Z] est ncethérien il suit que @y, est ncethérien.

2.3.3. Le spectre maximal de Ox .

THEOREME 7. — Soient X un espace affinoide réduit sur X, r: X - X
sa réduction canonique, peX défini sur K. Soient les morphismes

canoniques 0Ox(X) s Ox ) -2, @x'@). Alors i est plat, j fidélement

plat, Spm (j) est bijectif, Spm (i) est injectif et a pour image r~'(p). Il suit
que la norme de Oy, est la norme spectrale. Soient I € Spm ((DAX,(‘,)),
M =M Oy, M =Mn Ox(X). Alors on a

(wx(x));r = ((OX‘(p));;l' = (@x,(p));z
et les algébres Oy, et (fx,(p) sont réduites. Enfin on a
dim Oy ,, = dim (OAX,(I,) =dim Og, = sup HM),
Mmer—l(p)

ou h(IM) désigne la hauteur de M.

Démonstration. — Soient n>1, o¢: K<{(Z,,Z,,...,.Z,> - 0xX)
tel que @ soit surjectif et que p soit I'image de I'idéal maximal
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(Z2y,Z,,...,Z,). Soit A = ker @, alors ona K{X} /AKX ) = Ox,
(théoréme 3) et

Oxpy &€ K ® KZ]/AK & k°[Z]).

On a donc le diagramme commutatif suivant :

K(ZY) —— K{(ZDo —— K&K[Z]

o LT

1 -~
0xX) — Oxpy —— Oy

ou i, j sont les morphismes injections canoniques, a, B, y les surjections

canoniques, i, j les morphismes induits.

Il s’ensuit d’abord que i’ plat implique i plat, j° fidélement plat
implique j fidélement plat. D’autre part (1) donne le diagramme
commutatif suivant pour les spectres maximaux

Smp (¥ Spm (' 5
Spm (K<Zy) 2D Spm (K(ZD(0) 220, Spm (K & k°[Z])
2) Spm a Spm B Spm y
S (i) S i) ~
X S0 Spm (Ox ) >n® Spm (0 x )

D’abord les maximaux de K ® k°[Z] sont de codimension finie
(théoréme 5) il suit que leurs images réciproques par j' et i’ oj sont des
maximaux (de codimension finie) et que les maximaux de @x,@) sont de
codimension finie, donc aussi leurs images réciproques par i et ioj (la
méme remarque est valable pour K(Z},, et O ). Sachant que Spm
et Spmj sont injectifs (théoréme 6) il suit que Spmi et Spmj le sont
aussi. De plus on a:

im (Spm B) = im (Spm ¥y)
= {M e Spm (K(Z) ) =~ Spm (KR K°[Z])|M > A},

ainsi Spmj est bijectif. Soit U un ouvert principal contenant p, les
morphismes Ox(X) = Ox(r~'(U)) - O, impliquent

Spm (i) (Spm (0x ) < r~*(U).

Il suit alors que im (Spmi) = r~!(p).
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Soient M un maximal de K ® k°[Z], M =M KL(ZD,
M =M n K(Z>, alors on a

K@Z)g = (KLZYo)we = KK [Z]m
(premiére partie de la démonstration du théoréme 6). De plus, soient A un

anneau ncethérien, M un maximal de A, I = 9 un idéal de A, enfin

-~ A
N =N/T. Alors on a (A/l)g e

= ﬁ—m Il suit donc que

3) ((ﬁx.(p));n . ((9,(‘(,,));,, = ((OX(X));,” pour I maximal de @X‘@) et
M =M Oy, M =Mn Ox(X).

Puisque Ox(X) est une algebre affinoide réduite il suit que (Ox(X))gp-

est réduit, ainsi que (Ox(X))g (lemme 5’ ci-aprés). Alors ((OAX‘(‘,))\m et

(Ox ) sont réduits, ce qui prouve que Oy, et (0‘,('(,,) sont des algébres
réduites.

Notons A'(9) la hauteur d’un idéal maximal M. Le lemme 5 qui suit

dit que h(p)= sup R(M). Or h'(M)=dim (Ox(X))y = dim (Ox(X))gz -

Wer=1(p) .
Ainsi I’égalité (3) montre que pour tout N maximal de O , on a

R =K~ (W) = KH((God) ' (W).
On a donc

dim 0y, = dim Oy, = sup (M) = K'(p) = dim Og,.

Mer~l(p)
LEMME 5. — Soient A une algébre affinoide réduite, A sa réduction,
me Spm (A). Alors h'(m) = max h'(M).
gller_'(m)
Démonstration. — 1l existe d > 0 et une injection finie T, < A,

ainsi T, = A, cest fini (IL.6.7, p.77, [3]) ce qui prouve que
dim A = dimA.

Soient X = Spm (A), U un rationnel de X, ¢: Ox(X) - 0x(U).
Si M est un maximal de Ox(U) on a K (M) = k' (e (M)); en effet
O0x(X)o-1my = Ox(U)yz  (I1L.7.2, p. 116, [3]).
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Soit X la réduction de X, il existe un ouvert principal V3 p tel que
dimV = h'(m). Comme

dim V = dim 0g(V) = dim Ox(r~ V) = dim Ox(r~1(V)) > '
pour Mer 1(V),

on a donc pour Mer t(m), h'(M) < h'(m).

Supposons maintenant A intégre, c’est-a-dire X Zariski irréductible.
Montrons qu’alors A‘(MM) = dim A pour tout M e X. Ceci est vrai pour
A =T,, comme A estintégre et T, intégralement clos, le « going up »

« going down » est vrai pour T, A (theorem 5, p. 33, [6]). Ainsi tout
idéal maximal de A est de hauteur d.

Enfin, soient B,, ..., P, les idéaux premiers minimaux de A, le

s
morphisme canonique ¢@: A < @ A/P; est isométrique. Soit
i=1

@;: A - A/PB;. En réduction on a

:A = QA/P;, et kerp, =./B,.

s

Donc X = () V(). On peut supposer (par exemple) que me V(B,)
i=1

et que h'(m) = dim V(B,). 1l existe donc m; maximal de (A/B,)
avec m = ¢;'(m,) et ainsi h'(m) = h'(m,). Soit M, maximal de
A/B, tel que r(M;) = m;. Comme A/, est irréductible on a

h'(M,) = dim (A/B,) = dim (A/P,) > k'(my).
Comme on a toujours h'(M,) < A (r(M,)), il suit que A'(M,) = h'(m,).

Soit alors M =@ (M, DA/B,D ... DA/PB,), il est immédiat que
r) =m et BM) = KK(M,) = K'(m,) = h'(m).

Ce qui prouve le lemme.

LEMME 5. — Soient A une algébre affinoide réduite, M un idéal
maximal de A. Alors Ay est réduit.

Démonstration (certainement connue). — On se raméne au cas intégre.

Soient By, B, ..., B, les premiers minimaux de A. Alors [} B; = (0),
i=1

de plus la platitude de Ay —» Ay montre que NPAy = ("P)Ag.
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Alors l'application canonique Ay —» @ Ay/P,An est injective. Il suffit
donc de montrer que Ay/BAy ~ (A/P)g est réduit, ou M = M/B,;.

Si A est une algebre affinoide intégre, la cloture intégrale de A dans
un corps extension fini de Fr(A) est fini sur A (théoréme I.6.1, p. 73,
[3]), il suit que cette propriété sera vraie pour les localisés, ce qui montre
que Ay, est pseudo-géométrique. Un théoréme de Nagata montre alors
que A, est réduit (theorem 36.4, p. 132, [12)).

2.4. La fibre formelle en p.

Soient X un espace affinoide réduit, r: X - X sa réduction
canonique, p e X défini sur K. Alors X induit sur r~!(p) une structure
d’espace analytique (réduit) sur le sous-ensemble r !(p) = X. Plus
précisément les ouverts admissibles de r~!(p) sont r~!(p) et les ensembles
rationnels V de X qui sont contenus dans r~!(p); d’autre part un
recouvrement {V;}, de r~!(p) est admissible si tout admissible
V # r !(p) est contenu dans une réunion finie de V;; enfin le faisceau
O = 0,-1, est défini par O(V)= 0Ox(V) si V#ri(p) et

O(r~(p)) = lim Ox(V,) si {V,} est un recouvrement admissible de r~*(p)

par des V; rationnels dans X.

PROPOSITION 4. — Soient X un espace affinoide réduit, r: X - X sa
réduction canonique, pe X défini sur K, fi, f5, ..., fs€ 0% tels que
fis ... f; engendrent l'idéal maximal pOg,. Soit aeK*, n> 1, alors
V.. = {xeX]||fl(x)|<|al,1 <i<s} est un sous-ensemble de r~'(p)
rationnel dans X et on a

Ox T3 Tare - T _
(aTl —f,i’ .. ~aaTs—f:)

(oX (Va.n) =~

De plus {Van}ack=n»1 €St un recouvrement admissible de r~'(p).

Démonstration. . — Soit xeV,,, alors on a fi(r(x)) =0 pour
1 <i<s, cequiprouve que r(x) = p. Ainsi V,, < r"!(p). Soient U
un ouvert principal de X contenant p, on a un morphisme canonique
o(U): Ox(r~'U) > 0x(V,,) et |lo(U)|]| <1, ainsiles ¢(U) passent a
la limite inductive complétée et ils induisent un morphisme
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¢: Oxp — 0x(V,,). De plus pour fielim Ox(r~'(U)) et

Usp
I = fil < laP® ona V,, = {xeX| Iff®)| < lal}.
Donc il existe U, 3 p, ouvert principal de X tel que fie Ox(r~*(U,)),
1 <i<s.
Soit peU < U, un ouvert principal de X, on a le diagramme
commutatif suivant

T >

-1 .
Gx(r (Uo))<T1....,T.> °x,(p)<T1""’ "

4

ex(r"(undl, vl T

|

a

-1 -1
Ox(r (U))<Tl ..... Ts> @x(r (Uo))< Tl.... ’ T.> 2 R le [prl' vees Ti) B
ThA:sx(va n)” n n —— B= n A — &M -
- \ ) » ! £ - - '
\nTl—il,....aTs»fs) (aT‘ il ,...,aT. f' ) (1‘1‘l fl,.A,,aT‘ ')

Comme 0Oy ,<T,,...,T,) est ncethérien (corollaire du théoréme 3),
Pidéal (aT,—f1,...,aT,—f%) est fermé pour la norme canonique de
Ox ,)<Ty,...,T;) induite par celle de Ox,; cette derniére induit sur B
une norme notée ||.||z et B est une algébre de Banach. L’application o

m m

(resp. o) est définie par of(T,) = o 7’ resp. &' (T) = © 7" , Cce

qui est possible puisque Y;’ . K‘L_ ;’ .

|’% ; < 1. DLapplication p est induite par la restriction
Ox(r ' (Ug)-»0x(r"*(U)), o), o,, o sont les surjections canoniques.
L’application P’ est définie par B'(T,) = w(fin) et B'(g) = ¢(g) pour

a
o(f?)
YDl <1, o, < el

ici ||.|ly,, estla norme de Ox(V,,). Les applications o et B sont celles
induites par o (et aussi o) et B'.

<1 et < 1 impliquent

g € Oy (,); Ce qui est possible puisque

Il est immédiat de vérifier que Boa = 10x(Va,,.)’ Montrons que o est
surjectif; pour cela il suffit de prouver que aB° < a(A°) + a?B°. Soit
beaB°, alors il existe ce Oy, T,,...,T,» tel que o(c)=b. On a
¢ = Z¢, T, ilexiste N tel que |v| > N implique ||c,|| < |a]?>. De plusil
existe ¢, e lim O%(r~*(U)) avec ||c,—c,|| < |a]*. Soit donc U un ouvert
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principal de X tel que pe U < U, et ¢, e O%(r *(U)) pour |v| < N.
Soit d= ) c,o'(T)eA°. Alors on a |b—a(d)| < |a?| puisque

IVI<N
IIff/a—f"allg < |a]*. 1lsuit que aB°® c a(A°) + a?B°, donc que a est
surjectif et que o est un isomorphisme.

Montrons que {V,,},ck=n.>1 €St un recouvrement admissible. Soit W

un rationnel de X contenu dans r~!(p), alors sup|fi(x)| <1 pour
xeW
1 <i<s. En effet, il existe un ouvert principal Usp tel que

fi€ Og(U), soient fie Ox(r *(U))*° tels que f; = f;. Puisque W est

rationnel (dans r '(U)) on a sup|fi(x)] <1, ce qui implique
xeW

sup |fi(x)| = sup |fi(x)] < 1. De plus il existe x,eW tel que

xeW xeW
sup |fi(xo)| = sup |fi(x)|, ainsi il existe n>1 et aeK* tel que
<s

I<iss xeW

la|'" = sup |fi(xo)| (IL.5.3 de [3].

<iss

11 est alors clair que W <« W,,. Comme r~*(p) = U V,,, il est clair
que {V,,}sex=€st un recouvrement admissible de r~'(p).
n=>1

CorOLLAIRE. — Soient X, Y deux espaces analytiques affinoides réduits,
r: X—->X, r:Y oY leurs réductions peX, qeY définis sur K. Si
les algébres Oy, et Oy, sont isomorphes, alors les espaces analytiques
r Y(p) et r '(q) sont isomorphes.

2.5. Le cas ou K est algébriquement clos.

Soient toujours X un espace affinoide réduit sur K, r: X - X sa
réduction canonique, pe X. Soient k = K un sous-corps complet de K
dont la valeur absolue induite est discréte et tel que K = k. Il existe un
entier n > 1 et un homomorphisme surjectif ¢ : K<(Z,,...,Z,> sur
0x(X) tel que p soit 'image par ¢ de I'idéal maximal (Z,,...,Z,) de
K[Z] et que ¢ induise sur Ox(X) la norme spectrale, c’est-a-dire que
pour tout feOx(X) il existe geK{(Z) tel que o(g) =f et
llgll = lIfll [1]. Dans cette situation on a une description plus précise des
algébres Ox,, Oy et de leurs réductions.

PROPOSITION 5. — Sous les hypothéses qui précédent, soient A = ker ¢,
A° = A n KKZ), A = A N KKZ>, A = A /A ¢t
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e = ;K® ®"k[[zﬂl]] Alors on a:
W 0xx) =522, 0,000 = XL 5505 - 0,0 =KD
(2 Oxp) = 9%2(;:0_) » (Oxp)° = gﬁ%«%ﬁ’
Oxp = O, = Q_IE_IE(Z[__]Z(?;
Oxip = s, = QT%

oi K[Z], est la localisation de K[Z] a lidéal (Z,,...,Z,).
Les algébres 0x(X), 0O et (9‘,(’(,,) admettent des bases normales
d’algébre.

Démonstration. — Comme ¢ induit la norme spectrale de 0x(X), on
a @(K(Z)) = Ox(X)° ainsi (1) suit. Comme Oy, = Og, (§1.1), il suit
R[Z]g

de (1) que Oz, = grgin—

Montrons (3). On a (A.K ® k°[Z])° = A°.K° ® k°[Z] (proposition
3). Soient g;,...,g,€A° dont les images résiduelles g,,...,g,€qA

engendrent A, alorsona A°.K°® k°[Z] = ¥ gK° ® k°[Z]. D’autre
i=1

part A.K ® k°[Z] est facteur direct topologique (théoréme 1), plus
précisément, il existe un sous-K-espace de Banach F de K ® k°[Z] tel
que K®K[Z] = A KQKZ]®F et |ju+v| = max (||ull,||v]}) pour
tout ueWA.K®K[Z] et veF. Soient |.|| la norme induite

_ K®K[Z] A
sur B = UK O K[Z] par celle de K ® k°[Z],
= {feBllIflI<1}, B* = {feB||fl<l} et B=BB>.
o K ®K[Z] _ R[z] _
Alors B —mm’ B Q-[ KI[Z]] parce que E—— K). Or
K(Z]

o - 0z (X) est une algébre réduite puisque la norme spectrale est
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. e . K[z
potentiellement multiplicative. Il suit que Og, = %
. @

. K[z
aussi Og, ~ QI_TET[% (c’est la démonstration du lemme 5). Ainsi la norme
[l.]] de B est potentiellement multiplicative, ce qui prouve que ||.|| est la
norme spectrale de B = (9”,(‘(,,). Ainsi (3) est vérifié. Enfin les relations (1),

(2), (3) et le théoréme 1 montrent I’existence de bases normales d’algébre.

est réduit et

Désormais lorsque K sera algébriquement clos, un complété formel @‘X,(p)
K ® k°[Z]
A.K ® k°[Z]
un sous-corps fermé dont la valeur absolue induite est discréte et k = K, ou
le morphisme ¢ : K{(Z,,...,Z,) sur Ox(X) définit la norme spectrale de
0x(X) avec W = ker @ et ou p est l'image par ® de l'idéal (Z,,...,Z,).

de Oy, sera toujours défini par un quotient ou k =« K est

LEMME 6. — Soient X un espace affinoide réduit, sur K algébriquement
clos, r: X - X sa réduction, peX. Alors Ox,(Ty,...,T,) est une
algébre ncethérienne.

K ® k°[Z]
A.K® k°[Z]
spectrale sur @x‘(p) est la norme induite il suffit de démontrer que
K ® k°[Z]<T,,..., T,y est une algébre ncethérienne. Puisque k est de
valuation discréte, k°[Z] admet une base normale {e;};, ainsi {1 ® e;};
est une base normale d’algébre de K & k°[Z] et {(1®e)T"};, est une
base normale d’algébre de K ® k°[Z]<T). Or son algebre résiduelle
K ® k[Z][T] est ncethérienne, ainsi le théorémel montre que
K ® k°[Z]<T,,T,,...,T,> est ncethérienne.

Démonstration. — Comme 0Oy, = > et que la norme

PROPOSITION 6. — Soient X un espace affinoide réduit, sur un corps
algébriquement clos K, r: X - X sa réduction canonique, peX,
fis oo i€ (Ox )’ tels que fy, ..., f, engendrent I'idéal maximal de Uy, .
Soit aeK®, alors V, = {xer '(p)||f{x)|<|al} est un sous-ensemble
rationnel de X et on a

0AX,(p)<T1 aTZ, .. aTs> —
(aTl _f19 e ’aTs—.f;)

0X (Va) = B.

De plus {V,},cx~ est un recouvrement admissible de r~'(p).
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Démonstration :

1) Soient U < r !(p) un rationnel dans X, | Iapplication de
restriction de Ox(X) dans Ox(U). Soit ¢ la surjection canonique de
K{(Z) sur 0x(X), comme @(Z)ep, on a |@(Z)(x)|] <1 pour tout
xer '(p). Ainsi |[W(@(Z))||<1, il suit que Yo¢ induit un
homomorphisme 6 de K &® k°[Z] dans Ox(U). Notons aussi ¢
I’homomorphisme surjectif de K & k°[Z] sur (OAM,), comme @(A) =0,
il suit que 6 induit un homomorphisme noté { (aussi) de (OAX,(I,) dans
Ox(U) tel que 8 =Yoo

K®K[Z] —2— by,

KZy -2 0% Y o).

Ainsi la restriction Y : Ox(X) - Ox(U) se prolonge en un
homomorphisme noté aussi |y de @x,@) dans 0Ox(U).

2) Soient h,e K° ® k°[Z] tels que o(h) = fi, g4, ..., g €A° dont
les images g;,...,g engendrent A. Alors Iisomorphisme

Os, ~ ﬁ% montre que (hy,...,h,,...,g,,...,8,) engendrent I'idéal
maximal (Z,,Z,,...,Z,) de K[Z]. 1l existe a;e(Ox,)° tels que
o(Z) = Z&Ufj, ainsi on a ¢(Z) = Za,-jfj +f avec fie(Ox ).
Soit bell(“’ tel que |b| > |h,~(0,0,..,0)|1 et |b| = |f;|, alors on a

Vo = {xer ') <bl} = {xer ') e(Z)(x)] <|bl}.

Comme @(Z)) € O0x(X) il est clair que V, est rationnel dans X. Soit ¥
I’homomorphisme canonique défini en 1) de (9‘,('0,) dans Ox(V,), alors on
a V, = {xeV,|¥(fH)I<lal}. Comme Y(f;) e Ox(V,) il suit que V, est
rationnel dans V,, donc dans X.

3) Soit beK® défini comme en 2), N >1 tel que [bN < |af’.
Posons h; = h; + r;y ou r,y estla somme de mondmes de h; de degré
plus grand que N. On a donc

lo(h/a) — @(hn/a)ll < lal?.
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Soit f; = @(hn) € Ox(X). On a

V, = {xeX||fi(x)| < |al}
et donc
Ox(XXT,,...,Ty

OxNVa) = T T f)

Considérons le diagramme commutatif suivant

Ox(X)XTy,..., T, Ox (<T1s-- 2T

a’l o cl B

A OXXKT, T>\ h’
@X(V“)—A_(aT,—f'l,...,aTs—f;) @T,~f,,...,aTs—f,) Ox(Va)-

Comme (OAXV(,,,<T1 ,...,Tgy est ncethérien (lemme 6), I’idéal

(aT,—f1,...,aT,—f) est fermé pour la norme canonique de
Ox <Ty, ..., T;); cette derniére induit sur B une norme notée ||.|[ et
B est une algébre de Banach. L’application o est définie par

tg

< 1. L’application f’ est définie par

’

a(T) =0 ), ce qui est possible parce que
a

'’
fi _Ji fi
a alls all|s

<1 et
B

< 1 impliquent

B'(T) = Efl_fi et P'(g) = V(g) pour ge(ﬁx,(p), ce qui est possible
puisque @ <1 et ||\ll(g)||v < |lgll, ici ||.||V est la norme de

Ox(V,). Les applications o et P sont celles induites par o et .

Il est immédiat de vérifier que Boa = 1,,,. Pour montrer que a
est surjectif il suffit de prouver que aB° c a(A°) + a?B°. Soit beaB°,
alors il existe ¢ e 0% ,KTy,..., T,y telque o(c) =b. Ona c =} ¢T"

et il existe

d,eK°® k°[Z] tel que ¢(d,) =c,,d, =2Xd,,7Z".
Ainsi b =) ) d,00¢(Z)s(T)" ou d, eK°. Il suit de la relation
Vo

co@(Z) = Zo(ayo(f) + o(f)
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que ||oco@(Z)|lz <1 puisque ||o(f)l|lz < |a|. Ainsi il existe N, tel que

b— % ¥ dwooe@s(D s < laf.

M<N; /<N,
Soit e= ) Y 4,002 (T)eA".

M<Np <N
Comme o(c’(T)) = o(fi/a), o(T) = o(fi/a), a(c'(9(Z))) = o(9(Z)),

i _fi
a a

aB° c a(A°) + a’B° montre que o est surjectif et donc que o est un
isomorphisme.

on a |lb—a(e)| < |al* puisque < |al*. Ainsi Pinclusion

Enfin montrons que {V,},.x~ est un recouvrement admissible de
r~!'(p). Soit W un rationnel de X, W < r~!(p), comme |f;(x)| < 1
pour tout xer '(p) on a ||Y(f)ll <1, ou Y est 'homomorphisme
canonique de COAX,(F) dans Ox(W). Soit aeK*® tel que

la| = max [[y(f)||. Ainsiona W< V,. Comme (J V,=r"1(p) il

1<igs aeK®

est clair que {V,},.x~ est un recouvrement admissible.

COROLLAIRE. — Soient X et Y deux espaces analytiques affinoides
réduits sur K algébriquement clos, r:X ->X, r:Y->Y leurs
réductions, pe X, qe Y. Si les algébres (Oﬁx'(p) et (OAYM) sont isomorphes,
alors les espaces analytiques r~'(r) et r~'(q) sont isomorphes.

ProposITION 7. — Soient X wun espace affinoide réduit sur K
algébriquement clos, r:X — X sa réduction, pe X, k = K un sous-corps
complet pour la valeur absolue induite qui est discréte et k = K. Soient
s:KLZ,,...,Z,> - Ox(X) (resp. s :K{(T,,...,T,> = 0x(X)) un
homomorphisme surjectif qui induit la norme spectrale de Ox(X) et tel que p
soit l'image par s (resp. §) de lidéal (Z,...,Z,) (resp. (T,,...,T,)).
Soient W= kers (resp. B =kers’). Alors s et s induisent un
isomorphisme @ de K<Z)/W sur K{T)/B; cet isomorphisme se prolonge
de fagon wunique en un isomorphisme ¢ de K—Q\Ifl[—z]]—
A.K® k[Z]

K ® k°[T]
B.K @ K[T]

sur
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Démonstration. — Considérons le diagramme suivant :
K & k[Z] A »K & k[T]
/ °l / ,
Py c
K<(Z)> l > K(T)
. K ® k[Z] & , K®K[T]
AK® k[Z] S,l B.K ® k[T]
K{(Z) 0 K(T) /
A B

Soient f;e K(T) tels que s'(f;) = ¢ os(Z) et ||f]l < 1. Donc il existe
un homomorphisme unique @, : K{(Z) - K(T) tel que ¢,(Z) =f;
puisque ||f]l <1 et on a kers’o@, > A. Comme |Z;(x)] <1 pour
tout xer !'(p), on a |fi(0,...,0)) <1. Ainsi il existe un
homomorphisme unique @, :K ® k°[Z] - K ® k°[T] tel que
©,(Z) = f; (lemme 4). On a alors ker o’ o @, o A, ce qui montre que
¢, induit un homomorphisme

- K®k[Z] LK ® k°[T]
P UK K[Z]” B.K & K[T]

K ® k[Z] K ® k°[T] ,
AK® K k[Z]  BK k] ™
prolonge ¢, alors { peut se relever en '’homomorphisme ¢,, ce qui
prouve I’unicité.

qui prolonge ¢. Soit maintenant s :

1

De méme ¢~ ! admet un relévement (unique)

. K®KT]  K®K[Z]
"B.K®K[T] AK® K[Z]

Ainsi § ! o @ sera un relévement de I'identité sur K{(Z)/U, et 'unicité
K ® k[Z]
AK ® k[Z]
, ce qui prouve que @ est un isomorphisme.

montre que ¢ o @ est I'identité sur - On a la méme chose

pour poe !

LEMME 7. — Soient X un espace affinoide réduit sur K algébriquement
clos, r:X —>X sa réduction, peX, ¢ un homomorphisme de
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K ® k[Z,,...,Z,] dans (ﬁx‘(p) tel que @ soit un homomorphisme surjectif
de K[Z] sur (ﬁx‘p. Alors @ est surjectif.
K ® k[T,,...,T,]

Démonstration. — On a O, = ,
B K[T] X0 T QK ® K[Ty,..., T.]
(OXA(p)=(OAx_,, Soient t;,...,t, les images de T,,...,T,.

TUK[T]

1) On peut supposer que t; € im @ . En effet, il existe ¢;eim @ tels que
lt: —tjl < 1. Donc il existe T;eK & k°[T,,...,T,,] tels que
IT; — Tyl <1 et que t; soit 'image de T;. On sait alors que

K ® k[T,,...,Tm] = K® k[T,,...,T,.].

2) Soient §,, ...,&,€ (Q‘X‘p tels que K[&,,...,E,] = Og, soit fini et
que K[&,,....E,] soit une algébre de séries formelles & d variables. On a
& = @) ot u;e K°® k°[Z] etsoit V; = @(w;). Alors k[V,,...,V,]
est bien une algebre de séries formelles a d variables, de plus si f = Xa,V"
on a [|f|| = supla,l.

3) Soit p;(S) le polyndome minimal de % sur K[E,,....&],
d

p(S)=0f +iS+ --- +Si. On a ofe ) EK[E,,....5]. Soient
i=1

d
ale Y VK°® k°[V,,...,V,] tels que a = o et
=1
P,(S) =a) +aiS+ --- +87. 1l existe donc aeK® tel que
IIP;(t)ll < lal pour 1 <i < m. Les polynomes P;(T;) sont réguliers en
T, dordre r; dans lannecau K ® k[Vy,. ..,V Ty, .., T,]. Soit
feK°® k°[T,,...,T,.], on peut effectuer la division de Weierstrass de f
par P,(T,),P,(T,), ...,P,(T,), on a donc

rp—1 =1

) f=§l PTIQVI + Y - 3 a,, L T.T2. . Tn

vy =0 V=0

ot Q(V,T)eK°® k°[V,T], a, e K° ® k°[V]. Soit ¥ ’'homomorphisme
de K ® k°[V,T] dans 0y, défini par y(V)) = V; et Y(T) = t;. Alors
(1) montre que

=1 I
(wx_(p))o = Z AR Z KO ® ko[[V:ﬂtrl AR t,‘:.m + a((oxv))o.
Vl=0 vm=0
r—1 =1

Il sensuit que Oy, = Y --- Y K® k[V]' --- & (proposition 3.1
v|=0 vm=0 .

de [10]). Il s’ensuit que ¢ est surjectif puisque K @ k°[V] c im ¢ et

t,€im@.
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3. LE GROUPE DES CLASSES DE MODULES
PROJECTIFS SUR 0,

Si A est un anneau noethérien, on note #,(A) I'ensemble des classes
d’isomorphie de A-modules projectifs de rang n. Si n = 1, cet ensemble
a une structure de groupe, il est appelé le groupe de Picard de A et est noté
Pic (A). Au §3.1 nous montrons que 2,(0x,) = lim 2, (0x(r~'(U)).
Au § 3.2, nous montrons que p régulier implique que O, et Oy, sont

réguliers et factoriels. Enfin le § 3.3 est consacré a la dimension 1 lorsque X
est régulier et p point multiple ordinaire.

3.1. Classes de modules projectifs sur Oy ,.
3.1.1. Le faisceau Oy, ® Ox.

Nous souhaitons montrer que le (pré)-faisceau sur X défini par

U Oy, ® Ox(U) est acyclique pour tout recouvrement admissible de
x(X)
X. Un recouvrement standard X(fy,...,f;) est défini par

fofan o FEOX), YO0 = 0x(X) et

U; = {xe X||fi(I<Ifi(X)], 1<j<s}.

Il suffit donc de démontrer que le (pré)-faisceau Oy (, ® Oy est acyclique
pour tout recouvrement standard. Il faut donc montrer une version adaptée
du théoréme de Tate. Pour cela on peut suivre la démonstration de [3] qui
montre que ’on se raméne au cas d’un recouvrement standard X(1,f)
pour lequel nous donnons une démonstration.

Soient fi, ...,f,€ Ox(X) avec i [:0x(X) = 0x(X),

i=1

U; = {x e X| |f;()I<Ifi(x)], 1 <j<s}.
Alors on a

A Oy (<T1,T5,..., T
| o ® 0,(U) > 20 .
( ) X.(p) ex ) X( ) (f;Tl —fl, [N ,ﬁTs _'fs)
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Ox(X)<Ty,Ty,. .., T
(f;Tl _fl’ .- 'afiTs—fs)

» on a la suite exacte

En effet, Ox(U, =

0 = 3 ORTIUT,—f) 5 KT B> 0x(U) -0,
j
en tensorisant par (), on obtient la suite
2) Oxp ® (Z (ox<'r>(f.~Tj—f,~))i+(9x.<,,) ® Ox(XKT)
x(X) \ j cxém
= Ox»y ® 04(U,) - 0.
x
On a P surjectif et ima& dense dans ker §. De plus im& est un
Oy ® Ox(X)(T)-module de type fini. Or
Ox.pp ® Ox(XKT) = Oy (,KT)

est une algébre de Banach ncethérienne (corollaire du théoréme 3), il suit
que im & est fermé (theorem 3.3 [10] ou I1.3.8 [3]). La suite (2) est donc
exacte. On déduit de (2) I'isomorphisme (1), de plus Ox ,<T) induit sur
Ox ® 0x(U,) une norme de Banach équivalente a la norme tensorielle.

LeEMME 8. — Soit fe Ox(X), alors le recouvrement X(1,f) est acyclique
pour le (pré)-faisceau 0Oy, ® Ox.

Démonstration. — Posons B = Ox,. On a donc:
. B(T) .
0 ® 0x(U,)) = si U, = {xeX]||f(x)I<1
o o x(Uy) T —f) 1 =1 HfI<1}
- B<S .
Oxp ® 0x(U,) = —<—>— si U, = {xeX|1<|f(x)]}
x(X) (1-1S) .
. B¢(S,S7 1)
o ® 0x(U;nU,) = —"T-=-
X,(p) (X(x) X( 1 2) (1 —fS)
Considérons la suite de complexes
BT ® B¢S) ¢, BSSH complexe €”
T=1) (1=£5) (175 P
Tvo To
B(TY ® B(SY —%» B(SS™') complexe @
Tuo Tu,

B(T) @& B(S) ————  B(SS™') complexe ¥
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ou
uo(hy (T),h5(8)) = (T—1)hy (T),(1=S)h,(S))
u, (h(S,S™ 1) = (1-SA)h(S,S7Y)
d(hy(T),hy(S)) = S~ hy (S~ —h,(S)
d'(hy(T),hy(S)) = hy(S™1) — hy(S),

vy, Uy sont les surjections canoniques et d” est ’application induite par d'.

(2) Lasuite 0 > € > € — €” — 0 est une suite exacte de complexes
de B-modules, ’homomorphisme d est un isomorphisme. D’autre part la
suite

(3 0> B—" B(T) ® B(S) —=— B(S,S™1) — 0

est exacte et scindée (ou v(b)=(b,b)).
La suite (2) donne la suite exacte de cohomologie
(4 0 - H°(%) - H(¥) » H(¥") - H'(¥)
- H!(¢) - HY(¥") - 0.

Puisque d est un isomorphisme on a H%(%) = H!(¥) = 0 etde 3)on a
H°(%") = B, H (%) = 0. Ainsi (4) donne H°(¥") = B, H!(¥") = 0.
Ce qui est le lemme.

En suivant la démonstration de I11.2.2 de [3], on montre alors le
résultat suivant :

PropoSITION 8. — Soient X un espace affinoide réduit, r: X - X la
réduction canonique, pe X défini sur K, Oy, la localisation formelle en
p. Alors tout recouvrement admissible de X est acyclique pour le (pré)-

faisceau 0Oy, ® 0.

Cx(X)

3.1.2. Le faisceau Gl,(Ox ,®0x).

Lemme 9. — Soient Gl,(0x,,®0x) le (pré)-faisceau défini par
U Gl,(0x ® 0x(U)), {U,,U,,...,U} un recouvrement admissible
Ex(X)s

de X. Alors il existe unréel 0 < ¢ < 1 possédant la propriété suivante : si
(a;;) est un 1-cocycle du complexe de Cech du (pré)-faisceau Gl,(@x,(p)® 0Ox)
associé au recouvrement {U;} avec |la;;—1,|l <c, alors (a;) est un
1-cobord.
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Démonstration. — La proposition 8 montre que I'on a la suite exacte

€

(1) 0 > O ® Ox(X) D Oxp) ® 0x(U)

do

@ (Qx'(p) ® @x(Uint)
iJj

d,

(-Dk @X‘(p) ® (Qx(U,f\UjﬁUk) .
[N

Posons B = 0y, ® 0x(X), B; = Ox ® 0x(U),

B = Ox ) ® Ox(UinU)), B, = O ® Ox(U;nU;nUY).
De (1) on déduit la suite exacte
(2
’ dl )’
0 > M,(B) —— & M,(B) —> @ M,(B,) —"— © M,(By)
i ij ij,k

ou M,(C) est ’anneau des matrices n x n a coefficients dans C normé
par le suprémum des normes des coefficients.

Alors le théoréme de Banach montre qu’il existe unréel 0 < ¢ < 1 qui
posséde la propriété suivante: pour tout feimd, il existe
geDM,(B,, . ) tel que di(e) =/ et cligll < Ifll <c 'ligll pour

tout k=0 ou 1.
Soient s > 2, (ai)); ;€ @ Gl,(B;) un 1-cocyle tel que ||aj;—1L,|| < c°.
i

On a donc

(3) afjask = a.l?k dans Gln(BUk)

J
Posons bfj=aj;~1,. Tl suit de (3) que ||bf;+bj—bill < c*. Ainsi il existe
(cfj)ij € @ M,,(B.'j) tel que
ij
dy((c5)i) = di((B5)) et Il < 71
Comme d;((c;;—b5);;) = 0 il suit de (2) qu’il existe

(v)ie @ M,(B) avec do((v])) = ((c}—bi)y)

et lofll < et
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Posons afj"' = (I,+v)aj;(I,+v)~". Alors (aj!) est un l-cocycle avec
llai" ' =TIl < ¢*7!' < ¢**'. On peut donc construire par récurrence une

suite (vf), avec ||vf|| < ¢~ !. Posons
g = (+0)  I+0) I +0H) 7

Alors on a af; = aa; ', ce qui prouve que a? est un l-cobord.

3.1.3. Modules projectifs sur Ox,.

THEOREME 8. — Soient X un espace affinoide réduit sur K, r: X » X
sa réduction canonique, pe X défini sur K, Oy, la localisation de X en
p. Soient 2,(0x ) I'ensemble des classes d’isomorphie de modules
projectifs de rang n sur Oy, . Alors on a les bijections suivantes :

Po(Ox ) 2 lim 2,(0x(r~'(U)) 2 lim H'(r~(U), Gl,0x,-14)-

Usp Uap

Si n =1 ces bijections sont des homomorphismes de groupe.

Démonstration. — 1) Soient f,,...,f,e B = 0y, avec B = XfB.
Posons
b BT Ty B(Sua ,
CUT S ST T G SSa e e
B. — B . Znp - Dmmp

TSI Zmmp =SSy - - Jmmp

On a un homomorphisme canonique de B; dans B;; induit par T, - §;;
etde B;; dans B, induit par S, Z,,,. Ces algebres sont ncethériennes
(corollaire du théoréme 3) donc de Banach pour la norme induite par les
quotients, de plus les homomorphismes canoniques sont de norme bornée
par 1.

Montrons que f; est inversible dans B;. Soit t, I'image de T, dans
B;, on a fit, =f€efB; et il existe A,eB avec 1 =X\ f,, donc
fB; = B;. Ce qui prouve que f; est inversible.

Soit m = inf”f,-“]l,,‘il. Soit f;eB tel que ||f; — fi|l < m, alors f;

devient inversible dans I’algébre de Banach B;.
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Soient :

B - BCTy,...Ty) o ,
T ST T LSS~ i)
. BCZipp pDmmp
* oSS Ly =SS oS- )

On a un homomorphisme de B; dans B; induit par Tj f}/f;. De
méme f; est inversible dans B; et T; f;/f; induit un homomorphisme

réciproque. On a donc B; ~ B; de méme B;; ~ Bj;, B, ~ Bj,.

B’ B<S’/k>/k

2) Soit M un B-module projectif de rang n, alors il existe
fi,..../;€B telsque B = IfB; et que M ®5 B, soit un B,-module libre
de rang n. Comme f; est inversible dans B; on a un homomorphisme
canonique de B; dans B, et M ®;B; = (M ®;B)) ®Bfi B;. Donc

M ® B; est un B;-module libre de rang n. D’autre part I'isomorphisme
M ®p Bij ~M®;B) ®Bi Bij ~ (M ®; Bj) ®Bj Bij

définit un élément a;; € Gl,(B;;) avec a;a; = a; dans Gl,(B;;). Ainsi
(a;j) est un l-cocycle.

Soient f;elim Ox(r~*(U)) tels que ||fi—fil <m (ou m est défini
dans la premiére partie). Alors il existe Uy 2 p tel que fje Ox(r ' (Uy)).
Ainsi les isomorphismes de 1) montrent que (a;;);; est un l-cocycle de
Gl ((9x‘<p)®@xu-‘<uo)) relativement au recouvrement standard

X(fy,...fy) de r"1(Uy).

Si (b;) est un l-cocycle de Gl,,(@x_(,)é() Ox),-\w,) relativement au
recouvrement X(f,f%,...,fs), soit N le B-module

- , 1<i<s
N = (bl’bZ""’bS)EB1®B2®"‘®.lebi=bijbj pOUI' lgjgs .

Alors N ®j B; est un B-module libre de rang n. Soit MM un maximal de
B, alors il existe i et unidéal maximal M’ de B, tel que M' N B = M.
1 suit que (By) = (Byy) . Or N ® B, étant libre de rang n il suit que
N ® By, I'est aussi et le lemme de Nakayama montre que N ® By, est libre
sur By, de rang n. Ce qui montre que N est projectif de rang n sur B.

De plus il est facile de vérifier que N associ¢ 4 (b;;) est isomorphe a |
N’ associ¢ & (bj;) si et seulement si il existe (c;); € @ Gl,(B;) tel que

bj; = ¢;byc;y ! dans GlL,(Bj) pour 1 <i<s, 1<j<s.
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3) Comme lim Ox(r~'(U)) est dense dans O, il suit que
Usp

lim Ox(r~'(U)) est dense dans Oy, ® Ox(r '(U)) ou
Usp T ox(X)

Usp

= {xer '(Up|If(®)I<Ifix)]}. 1 existe donc peV < U, et
(a;) € ® GL,(Ox(r~ Y(V)NU;nU)) assez proche de (b;j), il suit alors de 2)
et du lemme 9 que (a;;); et (b;));; définissent le méme module projectif.
Notons 2Z,(f,,....f,) les classes d’isomorphie de module projectif M tels
que M ®j; B; soit libre de rang n. Alors on vient de définir une bijection
de

//n(fl LIRS ’fs) sur _h_rE HI(I(f’l! e vf;) N r_l(U)’ Gln(@XV—'(U))) .

Uap

Cette bijection induit clairement une bijection de £,(0x () sur
lim H! (r =1 (U), Gl, (Ox),-1v)) - Comme on sait que

Usp
H!(r '(U),Gl,(0x,-1v)) est en bijection avec 2,(Ox(r '(U)), le
théoréme est montré (théoréme I11.8.2, [3]).

3.2. Le point p est régulier.

PROPOSITION 9. — Soient X un espace affinoide réduit sur un corps K
algébriquement clos, r: X — X sa réduction canonique, pe X un point
régulier. Alors Oy, est régulier et factoriel.

Démonstration. — On a donc Oz, ~K[Z,,...,Z,] ou d est la
hauteur de p. Alors on a @x(p)~K®k [Z,....2,]; en effet,
I'isomorphisme ¢: K[Z,,... ]] - Og , s¢ reléve en un homomorphi-

sme V: K®K[Z,,... Z,,]] - 0y, avec ¥ =¢, comme VY est
injectif, il suit que { est isométrique, donc injectif; enfin le lemme 7
montre que Y est surjectif. Si M est un maximal de @X_,,,) il suit faci-
lement que (O )y est régulier, ce qui montre avec le théoréme 7 que
C'x, est aussi régulier. De plus Oy, ~ K ® k°[Z,,...,Z,] est factoriel
(théoréme 5), il suit en particulier que @y, est integre. Il nous reste a
montrer que tout idéal premier P de hauteur 1 de Oy, est principal.
Soit M un maximal de 0Oy, comme (Ox (p))‘_m est régulier, I'ideal
premier P(Ox ), de hauteur 1 est principal, ainsi P est pro;cctlf de
rang 1 et alors Pby .« est projectif de rang 1 sur (9".@) Or
Pic (Ox ;) = (1) (factoriel et régulier) ce qui implique que POy, est
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principal. On a donc ‘B(ﬁx,m= f.(ﬁx,(p) avec ||f]l =1. La norme
multiplicative et la proposition 3 impliquent que

(‘B-@x,(p)) = <B(Qﬂx,p = f (fxp-

Ainsi P est principal (corollaire 3 de la proposition 9, chap. I1I, § 3 de [2]).
Comme 0, admet une base normale d’algebre (proposition 5) il suit du
théoréme 1 que P est principal.

3.3. Point multiple ordinaire, intersection multiple.

Ce paragraphe est consacre a I’étude de la dimension 1 lorsque p est un
point multiple ordinaire. Dans cette situation nous donnons par une suite
de propriétés équivalentes une description de r~!(p) et @x,(p)- Si de plus
p est une intersection multiple, on montre que cette situation est
équivalente & Pic (0Ox ) = (0); résultat équivalent & (R'r,(X), = 0 dans
(8], Stable reduction).

3.3.1. Le complémentaire dans P' d’une réunion finie de disques fermés.

Soient B(a;,|p;|7), 1 < i <s des disques non circonférenciés de P}
de centre a;eK et de rayon |p;/e|K*| tels que les disques

circonférenciés B(a;,|p;|) soient disjoints. Soit alors
s

Y =P — (U B(ai,lpil-)) ,ona Y =SpmA ou
i=1
K<Zl’ZZa'--,Zn>
a;—aj a;,—aq; i<j

J J

A =

(3], 11.4.12, p. 65).

Si z; désigne 'image de Z; dans A, alors fe A se décompose de fagon
unique sous la forme

s
f=co+ z{ avec ¢, — 0

i

ci,m
1 m>0
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P
z—a;
plus la norme induite sur A par K<Z,,...,Z,> est la norme spectrale et

et Y = {zeP1

<1,1 siss} (I1.4.12, 13, pages 65-69 de [3]). De

Al = max (lfeoll,llciml) -
i,m

K[Z,,...,Z,)
(Zizj)i<j
réunion de n droites affines qui se coupent en un seul point g¢

correspondant a I'idéal maximal (Z,,Z,,...,Z,) (Fig. 1).

Il est alors facile de vérifier que A = - Ainsi Y est une

p
Fic. 1.
Il suit que
r-i(g = {zeP,‘( L <1, l<i<s}=P}(—(U B(a,.,lp,-l)).
i i=1
De plus
- K®kK[Z,,...,Z,]
CﬂY.(q) = p p
2Zi+——Z;+— Z,)
a,— j a]——a, i<j
5 P1 Pn
=K ® kr——,....—J-
® lIz—a, Z_an]]

Il est alors facile de vérifier que

Co, Cim € K, il existe une suite

- - pi \" (s))n (dépendantde c;,,) telle
(( = Co + (‘i m\ " . tm .
Yo ° ;; ,,,go : (z—a~> que 0 = lims, et que conv,

({ci.m}) < Condo ({sn})
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Les inversibles de (,"‘“q). — Montrons que tout fe Fr ((,’?,(.w,)x s’écrit de
fagon unique sous la forme

1) 7= TG4 T G-ayadi+u,
ou o,B,€Z, bjer '(g), e K*, |u(z)|<1, u(c0)=0

pour tout zer !(g).

I1 suffit de considérer le cas ou f est un inversible de Oy . Soient
€ >0, B;, = B(a;,(|p:l+€)7), supposons & assez petit pour que les B,
soient disjoints. Alors on a:

f= (Z—al)a' “ee (Z—an)a")»(l +h), Oﬁ (1,- = Ordani“-afa )\«e Kx )

he Ou(P'— () B, |h(2)| < 1
i=1
pour

zeP' — () B, et h(0)=0
i=1

([3], proposition 1.8.5, page 42). Si 0 <& <& on a ordy  f=ordy f
([3], théoréme des résidus 1.3.3, page 23). Ainsi o; est indépendant de ¢ et
A, aussi la relation (1) suit immédiatement.

Les anneaux Oy, et Oy sont principaux, les idéaux maximaux sont

engendrés par = ou ber !(q), cela résulte de (1).
1

Le réseau A de Oy.. — Soit feFr(0y,)* posons
Ifl: = gg’l sup {|f(2)| ||z—a;|=¢}.

De la décomposition de f sous la forme (1), on déduit que

div (f) = Znjb] — (En;+Zoy)[o0],
et
fle = TT1ar—b,P [T la,—ail¥lpa*IM] € K.
1#

J

Soit a1 Fr(€y )% — |K*|" défini par o(f) = (Ifl1, - .»If1).-
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L’homomorphisme o' est surjectif. — Soient vy, B,,...,B,€Z avec

by by, ....bse {LeK]||p,| < |A—ay| < distance (a,,{a,,...,a,});

alors f = (z—a,)" [] z—b) e Fr (Oy,)*. Ifli =1 pour i = 2,3, ...,s
et i=1

al _bl
P1

B a,—b
lx 1 s

P

B
Y 5.

Ifly =

D’ou il suit que o' est surjectif. Soit la surjection
- a2
o ¢ Fr(("“q))x — KX = K /K11, ..., 1) >~ [Kn=t;

alors A =a(Cy,,) est un réseau multiplicatif de |K*|"~!. Ceci veut dire
que log (A) est un réseau de R"~! ou log: |K*|""! — R"™! est défini
par

Ay, 5n,) = (logh,,...,logh,).

Soient ¥ = (Y4,...,Y,) €EZ" et 0 = Xy, posons

(z—a)'z=a)" ... G—a)"

h =
) 971(01—02)72 ... (@ —a)"

Il est facile de vérifier que
log A = £(Z") oi £(y) = (log|hyl,,. .., log |h,l,).

Il nous reste 4 montrer que log A est un réseau de R"~!. Pour cela on
prolonge ¢ en un R-homomorphisme de R" dans R"™! en posant

[(’Yl’ e 9Yn) = (log | Ihlylla R log | Ihlyin)
ou
|z—a " ... |z—a,|™

lhly(2) =

pT‘Ial—azlh oo ag—a,l™
On a toujours

Ihl,ly =1, maxhl,(z) = max (| [Al,]y, . ... | lhlL)-
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Soit yeR" tel que Zy; = 0 et £(y) = 0, alors il suit de ce qui précéde
que |h|,(z) =1 pour tout zeY puisque |h|_, posséde la méme
propriété. Si |z—a;| | p; il est facile de vérifier que 7y, = 0. Ainsi
n—1=dim/(R") ce qui prouve que log A est un réseau de R"!.

Remarque. — Soit Q = P' — (B(a,,|p;) U ... U B(a,,|ps)) ou les
B(a;,|p;l) sont des disques fermés disjoints. Le couple (Q,T) ou 7t est un
ordre des s disques fermés détermine une matrice de rang (s—1) (et de
déterminant non nul):

Z—4; P:

z—a;, a,—a;

A = <log

(avec des modifications évidentes si un des B; contient o0).
On dit que (Q,,7,) et (Q,,t,) sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme d’espaces analytiques ¢ : Q, — Q, avec ¢(t,) = 1,.
Pour s=1 ou 2 on voit aisément que A’ détermine (Q,1) a

isomorphisme prés. Pour s = 3 c’est encore le cas. En effet, on peut
supposer (aprés un auto-morphisme de P!) que

B, = B(0,|p;]), B, = B(l,]p,),

1
B; = B(oo,|p3)) = {ZGP‘I |Z|>—}
[psl

et |pyl. |pal. Ip3l < 1. La matrice A’ est égale a

log log

2
log|z7'pyl, log|z™'p,ls

z—1
— P
z

z—1
— P
z

, ) = (108“31[32' 10glP1|>.
log [p;| log|pypsl

Donc A’ détermine (Q,7). Pour s > 3 la classe d’isomorphisme de
(Q,t) n’est plus déterminée par A’. En effet, prenons

Bl = B(()’Ipll)’ BZ = B(l’lpzl)’
B; = B(a,|ps]), By = B(0,|p4)

ou |a| =1, [a—1| =1 et [p,|,|p;].lpsl,Ipal < 1.
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Un calcul montre que

log [pip,| loglpsl  logipl
A = | log|p,| logl|p,ps| log|pl
log|p;| loglp:l  loglpipal

et A’ ne donne pas d’information sur 1’¢lément a, quoique
aeK — {0,1} soit un invariant de (Q,7).

3.3.2. Le point multiple ordinaire.

DEerFINITION. — Soit (Z,0,) une variété algébrique de dimension 1,
affine, réduite sur un corps L algébriquement clos. Un point pe Z est dit
multiple ordinaire de multiplicité n s’il satisfait I'une des propriétés
équivalentes suivantes :

1) 0, = {fe @Z'plf(p,)=f(p2)= ...=f(p,)} ou @Z‘p est la cloture

intégrale de 0, dans son anneau total de fractions et py, p,, ..., p, sont
les idéaux maximaux de @Z‘p (au-dessus de p).

2) dim Zﬁll’/"z.p =n—1 ou n estle nombre d’idéaux maximaux de
((IZ.p'
. L[Zy,....Z.]
3) Oz, = ZZ)ie:
i“jli<j

THEOREME 9. — Soient X un espace affinoide, régulier de dimension 1
sur un corps K valué complet algébriquement clos, r: X — X sa réduction
canonique, peX. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Le point p est multiple ordinaire.

2) Ox ) = Oy ou Y=Pt— )B(alpl), da,peK et les
i=1
disques B(a;,|p;|) sont disjoints (voir 3.3.1).

3) Pic (0x,) = (0).

4) L’espace analytique r~'(p) est localement isomorphe a P'.

Démonstration. — Montrons 1) implique 2). Puisque p est un point
multiple ordinaire on a

6o ~ K[Z,,Z,,...,Z,]
Xe = (ZiZ)); <

= K[z},25,.-.,2,].

Soient zy,...,z,€(0x)° des relévements de z,...,z, (on a
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07,('(,,)= @x_p), @ le morphisme de K ® k°[Z,,...,Z,] dans @‘X‘(‘,) défini
par @(Z;) = z;. Comme ¢ est surjectif il suit que ¢ est surjectif (lemme
7). Comme ZZ;eker ¢, il existe r;eK ® k°[Z] tel que
(ZZj+rj)ekero et |r;ll <1. Il suit que ker @ = ker ¢ et ainsi
ker ¢ = (Z,Z;+r;j);<; (théoréme 1). Ainsi:

6 = K®k[Z,,Z,,...,Z,]
X = (ZiZj+rij)i<j

Soit a: K ® k°[T] — @Xm définie par a(T) =z, + ---
elle est finie et libre de degré n parce qu’il en est ainsi de

Soient peK* et |p| <1,|p] assez proche de 1 et soit
X, ={aer '(p)||t@|<|pl}. Sur r"'(p) ona |zt—z|| <1 et donc
lzi(@|<|p| sur X,. Alors

z, = t,
a.

X, = {aer '(p)llzi(a)|<|p| pour 1<i<n}
est un affinoide de X contenu dans r~!(p). On a

éx,(p)<T17T27 cee 9Tn>
(zi—pTo):
K(T,,T,,...,T,>

= 1
(TiTj + Frij(PTx yons ,PTn)>

Ox(X,) = (ﬁx.(,,)<U>/(t—pU) =

i<j
La réduction de cette derniére algébre pour la norme induite par
K(T,,...,T,> est K[Ty,...,T,J/(T.T);<;, c'est une algébre réduite, ce
qui prouve que la norme induite par K<(T,,...,T,) est la norme
spectrale. :

Soit B = (9‘x‘(‘,)<S>/(St—p), C’est une algébre ncethérienne et de
Banach pour la norme induite par celle de @‘x‘(p,<S> (lemme 6). Notons
pt~! limage de S dans B. On a:

tTlzy + e+t iz, =1, |tz < p) 7t
et

oy 1
etz ™zl < —5 llmyll -

Ipl?
Soit p tel que ||r;ll < |p|*. Ainsiles t™'z; sont presque idempotents.

Soient eeB tel que |le*—e|l <|p|®> et el <|pl™' et
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e, =3¢ —2¢* =e + (—2e+1)(e?—e¢), alors on a |le,—e| < |p| et
llex —eqll < lle*—ell®.[4e* —de+3|| < |le*—ell*.
On a donc un procédé pour construire des idempotents e, ..., e, eB
avec
lt7'zi—ell <1, ee;=0 si i<j,
e?=e¢ e e +e,+ - +e =1.

Soit A = K ® k°[T]<S)/(St—p) on voit facilement que
B=Ae, x Ae, x -+ x Ae, etque Ae; ~ A.

Il s’ensuit que
{aer'(p)lIt(@)|=p} = Ol X; (réunion disjointe)

ou
X; ={aer '(|lt@)|=]p| et |e(a)>1}.

Chaque X; est un sous-espace analytique de X et I’application a— te;(a)
de X; dans {AeK||p|<|A|<1} est un isomorphisme d’espaces
analytiques. Soit l’espace analytique R; = {AeK||p|<|A[ <1}, on
construit I'espace analytique Y comme X, UR, U ... UR, ou UR;
est une réunion disjointe et R; se colle sur X, par

te; ' {LeK| |pl =M} - X;nX, ou

XinX, ={aer ') [t@| =lpl et le(a)l >1}.

La réduction de Y par rapport au recouvrement {X,,R,,...,R,} ala
forme ci-dessous. L’espace Y est donc de genre 0 ([11], IV, 2, page 138),
c’est donc un affinoide connexe de P!(([11], IV, 2, theorem 2.4, p. 144)
(fig. 2). _

AV
N

FiG. 2.
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La réduction canonique s: Y — Y est obtenue en contractant les
droites projectives (fig. 3).

FiG. 3.

Ainsi Y = Py — U B(a;,|p;]”) ou les disques fermés B(q;,|p;|) sont
disjoints. i=1

Soit g le point multiple de Y, il nous reste a montrer que
(DAX‘(‘,) ~ (OAY‘(q,. Considérons le diagramme suivant
0 - 0(Y) - Oy(X,) @ Z0y(R) - ZO\X,AR) -0
la LB by

Ox <UD Ox ((SD Ox<S:S™H

J - - 0.
(t—pU) ~ (St—p) (St—p)

0 - (QAX‘(p)

En copiant la démonstration du lemme 8 on montre que la seconde ligne
est exacte. L’application o est lidentité, B est induite par
te; : Xi—~—»{XeK| pI<|A| <1} = R;, ces applications coincident sur
Oy(X,nR;) elles induisent y. Alors ce diagramme implique I’existence
d’une application @ : Oy(Y) - (OAX,(I,) qui rend le diagramme commutatif.

L’¢lément ¢t = te; + --- + te,€im B, alors c’est 'image d’un élément
t, de Oy(Y) par @. On voit aisément que 'application de K{(T) dans
Oy(Y) définie par T+ t, est finie de degré n, que

X, ={aeY||t;(@|<]|pl},
Ryu...UR, = {ae Y|t (a) =|pl}

et que

sTq) = {aeY]||t;(a)| < 1}.
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En remplagant la premicre ligne par la suite exacte

Oy (U o OvfS> _ Oy ¢SS~
(t,—pU) ~ (St;—p) Sty —p)

0 - Oyy — - 0,

on voit que ¢ induit un isomorphisme : (ﬁ‘yv(q) = (OAX,U,).
L’implication 2) = 3) se déduit du § 3.3.1 puisque (OAY‘@ est principal.

Montrons 3) implique 4). Soit U < r~!(p); I’homomorphisme
canonique @ : (9‘,(‘(,,) — Ox(U) est dense. Soit M un maximal de Oy (U),
alors @ (M) est un maximal de (OAX'(,,). Il est ais¢ de vérifier que
@(¢ (M) est dense dans M. De plus Pic (U ,) = (0) implique qu’il
existe feOy, avec @ '(M) =f.0x,. Ainsi M > o(f)0x(U).
Comme ('x(U) est ncethérien @(f)Ox(U) est fermé et alors ¢ (f)0x(U)
dense dans M, implique M = @(f)Ox(U). Ainsi Ox(U) est principal
puisque X est régulier. Il suit alors que U est un affinoide de P! ([7]
theorem 2.1, page 159).

Montrons que 4) implique 1). Il existe une application injective, finie,
de degré n, ¢ : K(T) —» 0(X) telle que 0 € K ~ Spm (K[T]) soit I'image
de p par Spme@. Soient t = @(T), peK*, |p| <1 et |p| assez

proche de 1. Soient p = p;, p,, ... p, les points de X au-dessus de
0eK. On a

Z; ={aeX|t@I<Ipl} =X, uXUu ... UX]
ou
X, = X, = {aer™ '@ lt@I<Ipl},
X, = {aer ()l lt(@|<Ipl}.

Il est facile de vérifier que les X;, sont rationnels, connexes dans X, deux a
deux disjoints. Il suit que ((Z;) = @ O(X}) est fini, de degré n sur
K{(T/p)>. Ainsi Z—p‘ =u Y:, la réduction canonique Z—p‘ estdedegré n sur
Spm (K <T/p)) ~ K. Parhypothése X, ~ P! — (B,u...UB,,), oules
B; sont des disques ouverts disjoints puisque X, est un affinoide connexe de
P!. Le nombre de ces disques est donc inférieur ou égal a n. Soit
e = lim inf e(p).” On choisit alors une suite {p;} d’¢lémentsde K telle que

lplT1
Pyl < lpy)l < ..., lim|pj =1 et e(p) =e pour tout i. Alors
X,, = P! — (B,,u...UB,,) et les disques fermés correspondant aux

disques ouverts B;, sont encore disjoints.
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L’espace affinoide X, qui est un sous-espace de P! a une réduction
canonique composée de e droites affines L,, ..., L, quise coupent en un
point g au-dessus de 0eK (fig. 4).

L,
L,
L.
% —>— réduction de X,
- —}— réduction de Spm K(T/p,>
ftl<lpdd  lel=1pgd 1> lp4l
FiG. 4.

Soit I’espace analytique
X,, = Z;l uX,f1 U...uX; ou Z:x = {aeX]||t(a)| =]p,l}.

Alors % = {Z‘;“l ,X:l, ..+, X5 } est un recouvrement pur. La réduction de

t] > 1

ftl =1
K(T.,S)
ST — p,

3

* >
ltl<lpd Il =1lpad lpul <ltl <1
FiG. §

réduction Spm
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X;,l par rapport a ce recouvrement a des composantes incomplétes (fig. 5).

Il suit alors que X;l est un affinoide (theorem, p. 139, [11], [8]).

Ainsi la réduction canonique de X;,l a la forme ci-dessous (fig. 6).

FiG. 6

Comme {X, ,X; } est un recouvrement pur de X, la réduction
s: X>Y de X selon ce recouvrement a exactement e composantes
complétes. Ce sont les droites projectives L,,...,L, elles se coupent en un
point g et coupent les composantes non complétes en q,,4,, ..., ¢,

(fig. 7).

FiG. 7.

Soient Y, = L, u ... UL, la réunion des composantes complétes de
Y, ¢: Y - X le morphisme canonique tel que r = @os ou r estla
réduction canonique. On a @(Y;) =¢(@) =p (les composantes
complétes se contractent en un point). Quitte a changer X en un ouvert
principal plus petit on peut supposer que X — {p} est régulier.

o
Le lemme 11 (ci-aprés) montre que Y — Y, — X — {p}, donc que
Y — Y, est régulier.
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L’affinoide {aer '(p)| |t(a)| =|p,|} est réunion disjointe de e
espaces analytiques, X,,...,X,. Si r: X —»5(7‘, est la réduction
canonique de X;,, ona r'~'(q) = {aeX| |p;| <|t(a)| <1}, cest-a-dire

r g = U {aeXillpdl <lt@] <Ip,l}

n>1

est une réunion d’espaces isomorphes a des couronnes non circonférenciées
de P!. 1l suit alors du lemme 10 (ci-aprés) que g; est un point double
ordinaire de Y.

Il nous reste a montrer que p = @(q) est un point multiple ordinaire de

X . Soient n: Y - Y la normalisation de Y et la suite exacte de faisceau
sur' Y

0- 0y - n0O; - A 0.
On a la suite exacte de cohomologie
0 - 0() - oY) - H(A) - H'0y) - H'(Og) = 0.

En effet, ¥ est réunion disjointe de courbes affines et de droites
projectives, ainsi on a H!(0g) = 0.

Posons Y = (UL) UN ou N est la réunion des composantes non
complétes (la réunion est disjointe). D’autre part on a

Ho(A) = @ @Y,qi/wY,q‘- @ @Y.q/(oY,q .
i=1

dimg Oy, /Oy, =1 et dimg Oy /Oy, =e— 1

puisque g et g; sont des points multiples ordinaires. Or le morphisme de

0(Y) = ® 0(L) ® O(N) dans H(A) = © Dy, /Oy, ® Dy ,/0y, est
défini par !

(Xl’ "")"e’f) N (f(ql) + )"11' . "f(qe) + Xea()"l’ . "’Xe));

e

R
R, ..., 1

on identifie 0y, /0y, a et (A,...,A,) a limage de
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(Ay,...,A,) dans le quotient. Il est alors facile de vérifier que ce
morphisme est surjectif, ce qui prouve que H!(0y) = 0.

On a la suite exacte ([11], p. 141)
0 - H'(Y,5,09) ® K -» H(Y,0y) » Torf (H*(Y,s,0%),K) = 0.

11 suit donc que H'(Y,s,0%) ® K = 0, comme H'(Y,s,0%) est un K°-
module de type fini ([11], page 141), le lemme de Nakayama montre que
H!'(Y,s,0%) = 0. Enfin la suite exacte ([11], page 141)

0 - H°(Y,s,0%) ® K - H°(Y,0y) » Tor} (H!(Y,s,0%),K) =0
implique 0(X) —~» 0(Y). Or Y — U(L;—q,) est la normalisation X

de X. 1l est clair que O(Y) = {fe (Q(i)}f(q,)= ...=f(q.)}. Ce qui
prouve que @(p) est un point multiple ordinaire de multiplicité e.

LEMME 10. — Soient X un espace affinoide réduit sur un corps K
algébriquement clos, r: X - X sa réduction canonique, peX. On
suppose en plus que r~'(p) = L)}l C,, C,c=C,,qy pour n>=1; C, est

nz
isomorphe par f, a la couronne non circonférenciée de P!,
D, = {zeK]|l <|z| <|r,|} ou r,€eK, |7l T 17 et  enfin
|h'rlnl If,oiofi ()| =1 ou i est l'injection canonique de C, dans C,.
Z|

Alors p est un point double ordinaire.

Démonstration. — Soit L > K un corps maximalement complet avec
L =K, |[L*| =R >0, alors l'affinoide Xx x L a la méme réduction
que X. On peut donc supposer que K = L et ainsi |r| e |K*].

Quitte a multiplier f, par a,€K et |a,] = 1, on peut supposer que
g, =f,0iof! est de la forme

g(@=z'+ Y diz7' + Y bz, avec |a <1 et |b]<1.

i>2 j=1

Soient /* le K-espace de Banach des suites bornées, ¢ la forme
linéaire continue sur le sous-espace des suites convergentes défini par
o((ay,az, - .. ,a,,...) = lim a,; alors ||@|| =1 et le théoréme de Hahn-

n—* oo

Banach montre que ¢ se prolonge a /* en une forme linéaire continue de
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norme 1, toujours notée ¢@. On définit une application
F: uvC, » uD,; si b e C, on pose
F(b) = ¢(0,. 50,05, (B), . . . fu(B),...). Il nous reste a montrer que F
est un isomorphisme de r~!(p) sur {zeK|l<|z|<|r|}. II suffit pour
cela de montrer que F|C, est un isomorphisme de C, sur D,. Montrons
le pour n, = 1; ceci revient a montrer que z - ¢(g,(2),...,£,(2),...) est
un isomorphisme de D, sur D;. Si zeD,;, lim|z7 | =0 et
li}n lz/rif = 0. 1l est facile de vérifier que '

F(g,1(2),....8n(@),..) =27 + Y @(@)z™" + ¥ o(b)(z/r,)

i>2 j=1

\ ry ry
ou g = (al,a?,...,a,...), bj=(b}<—>,...,b;<—>,... .
rl rn

Ce qui montre que b+ F(b) est un isomorphisme de C; sur D;. On
montrerait de méme que F est unisomorphisme de C, sur D,, donc de
r-i(p) sur {zeK|l<|z|<]|r|}.

Si O est le faisceau structural sur r~!(p) on a donc

~ ) j
o) — {f= Yaz t+ ) bj<§> ou a;, b;e K.
i0 j>1
—— K[Z,,Z
Il suit alors clairement que O(r !(p)) ~ [[—l’zl et comme
(Z,Z,)

O (p) ~ (OAX‘,, ([11], theorem 4.2, page 170), il suit que p est un point
double ordinaire.

LeEMME 11. — Soient X un espace affinoide réduit de dimension 1 sur un
corps K algébriquement clos, r: X —» X sa réduction canonique,
s:X > Y sa réduction relativement a un recouvrement pur fini et
¢©:Y - X le morphisme canonique tel que r = @os.

1) Si Y est une variété algébrique affine, alors le morphisme ¢ est un
isomorphisme.

2) Supposons en plus que X soit irréductible et que Y, soit la réunion
des composantes irréductibles complétes de Y; alors ¢ induit un
isomorphisme de Y — Y, sur X — o(Y,).
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Démonstration. — On a les résultats suivants
e))
0 - H‘(Y,s*(ﬁ‘,’()@ K - HiY,0,) - Tor'."'(H"“(Y,s*@‘,’(),I_() -0
Ke

ou H(Y,s,0%) est un K°module de type fini pour i>1 et
H(Y,s,0%) = 0 pour i>2 ([l11], page 141).

Si Y est affine en utilisant (1) pour i=1 on obtient
H!(Y,s,0%) ® K =0 puisque H!(Y,0y) =0. Comme H!(Y,s, 0%
est un K°module de type fini, le lemme de Nakayama montre que
H'(Y,s,0%) = 0. Alors l'utilisation de (1) pour i =0 montre que
HO(Y,s,0%) ® R —5 H°(Y,0y), soitdonc 0g(X) — Oy(Y), ce qui

prouve la premiére partie du lemme.

Montrons la deuxiéme partie. L’image par ¢ d’une composante
compléte est un point puisque X est affine. Ainsi @(Y,) est un ensemble
fini de points de X, {p;,...,ps}. Ainsi Y — @ '({py,...,p,}) est un
ouvert affine de Y. La restriction de s a

r_l(X_{pla' . '9ps}) = S_I(Y"'(P—l({l’la- . aps}))

définit une réduction dont Y — ¢ '({p,,...,p,}) est 'image par s. Il
suit de la premiére partiec que ¢ induit un isomorphisme de
Y — ¢ '({pysP2>--->ps}) sur X — {py,...,p;}. Il nous reste a montrer
que Y, = ¢ '({py,...,ps}). La relation (1) pour i =0 sécrit

0 > 05(%) 5 0y(Y) - Tork (H'(Y,s,02),K) — 0.

Or, dimg Tor\'(H!'(Y,s,0%),K) < 0. Soit Z wune composante
irréductible de Y, alors il suit de la finitude de Oy (Y)/im ¥ que
I’adhérence de @(Z) est de dimension zéro si et seulement si Z est
compléte. Il suit facilement qu’il existe te Ogx(X) tel que \J!(t)lyl =0
et Y(t)|z# 0 pour toute composante irréductible non compléte Z de Y.

Soit U un ouvert de Y tel que
Y, cUcY —les zéros de t sur Y, — (Y;nY,)

ou Y, est la réunion des composantes non complétes de Y.

Soient X, = s"'(Y-Y,), X, = s !(U). Pour la réduction induite
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par s, s '(Y—-Y,;) a pour réduction Y — Y, qui est affine, ainsi
sT1(Y-Y,) est affinoide ([11] théoréme p. 139) et il suit de la partie 1°)
que Y —Y,; est sa réduction canonique. D’autre part U a des
composantes irréductibles non complétes, le méme théoréme montre que
X, = s (U) est affinoide. De plus % = {X,,X,} est un recouvrement
pur. D’abord X; n X, = s7!(Y —Y,-nombre fini de points) est pur dans
X, et X;nX,={aeX,||T(a)|=1} est pur dans X,(Te O(X)° et a
pour image te Ox(X)). La réduction X, =X, uX, n’a pas de
composantes complétes, alors la premiére partie montre que X, = X.
Ainsi {py,...,ps} = X, et donc ¢ *({py,...,ps}) = U. Comme cela
est valable pour tout ouvert U, ona Y, = ¢ '({py,...,ps})-

3.3.3. Le groupe de Picard de Ox,.

Le théoréme 9 décrit la relation entre le point multiple ordinaire p e X
n
et I'espace analytique r~'(p) ~ P' — () B(a;,|p;)). En effet on a le
i=1
diagramme commutatif suivant

(1)
o 0 ho ~ no ~ o A 1,0 Pn
Ox(X)y’ = Oxpy = Ok — Oy — K°OK [[L’ o]
z—a, z—a,
1 ! i s
o (0} ] - ~ K[[Zl, .. ,Z,,]]
04 (X () ) ~ K[z, »Zn
(X) — Oz, — 0Ox, ZZ)i<, [z z, ]

ou

Pi

On dira alors que < ) > z; définit une bijection entre les

i
circonférences des disques B;(a;,|p;|) et les tangentes en p a X.

LemMMmE 12. — Soient X un espace affinoide régulier connexe de
dimension 1 sur K algébriquement clos, r: X - X sa réduction
canonique, p € X un point multiple ordinaire qui est le seul point singulier de
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X. L'espace analytique r~'(p) est isomorphe a P' — () B(a;|pil)-

i=1
Soient Yi,..., Y, les composantes irréductibles de X,
B(ail,lpill), - ,B(a,»"‘,lp,}n‘l) les disques dont les circonférences
correspondent aux tangentes en p a Y;. Soit |.|; la valeur absolue sur
Fr (0x(X)) définie par |f| = lim |f(z)|. Alors pour tout fe Ox(X) ona

z—ajl llpjl
1A= max (If]y, .. -, If1)s WA= 1fll-14
W l-tgep = Uy = -0 = Ifl, pour 1<i<s.

Démonstration. — Soit he O0(X), ||h|| = 1, alors on a les équivalences
suivantes :

i) h|Y; # 0 (resp. h|Y;=0)
ii) |[hll,-1¢y,—p = 1 (resp. |[hll,~1ry,_ <1)
ii) |hl, = [hl, = ... = |hl, =1 (resp. [hl,<1,...ll, <1).

L’équivalence i) <> ii) est immédiate. L’équivalence i) <> iii) se déduit du
diagramme (1).

Il suit de ces équivalences que ||f]| = max (|f],.-.,|fl,) et alors
WA= NS 1l=1 -

Soit maintenant fe O(X), f# 0, |f|i| =12 |f|,»j pour 1 <j < n;.
Soit t;€ O(X)° tel que t|Y;#0 et t]Y; =0 pour j#i. Il existe
n>1 tel que |ftf|; <1 pour j # i et comme h |h|; est multiplicatif
onaura |ftf];, =12 |fti]; pour i} <j < By - Ainsi ||ft!|]| = 1, en posant
h = ft} les équivalences montrent que h|Y; =0 pour j # i et donc
h|Y; # 0 puisque h # 0. Il suit que

L= llhll-ty,-p = Ihly, = ... = Al ,
comme h> ||hll,-1y,_, €t g+ |h|; sont multiplicatifs, le lemme suit.

Si A est un anneau de Dedekind, le groupe des diviseurs sur Spm(A)
est le groupe abélien libre engendré par les idéaux maximaux de A et onle
note Div(Spm A). A tout fe Fr(A)* on associe de fagon évidente un
élément de Div (Spm A) qui constitue un sous-groupe appelé le sous-
groupe des diviseurs" principaux que I'on note Div (Fr(A)*). Et on a
Pic (A) = Div (Spm A)/Div (Fr (A)*).

THEOREME 10. — Soient X un espace affinoide régulier de dimension 1
sur un corps K algébriquement clos, r: X — X sa réduction canonique,
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peX un point multiple ordinaire. Alors

i) =Pt~ () Balp,

i=1

les disques B(a;,|p;|) sont en bijection avec les tangentes @ X en p. Soient
Y,.Y,,..., Y, les composantes irréductibles de X passant par p,
B(a;,lp,)), - ., B(a, ,|p; ) les disques correspondant aux tangentes en p

a Y;. Enfin soit f—|fl;= lim |f(z)| la valeur absolue associée a
Z—ailipj
B(a;,|p;l) sur 0‘,(‘“,). Alors  I’homomorphisme  surjectif

a: Fr ((O”X‘(p,)x — |K*|" défini par oa(f) = (Ifly,---,|f],) induit un isomor-
phisme de
Div (Spm (0 ,)) = Div (Spm (Oy,)

K"

sur
o (Ox,»)

qui lui-méme induit l'isomorphisme
KX~ R
> )

Pic Oxpp) — M 7z

ou M est le sous-groupe engendré par a((ﬁ)’é‘(p)) et
{(r,-j) e|Kx|" |"zj =r, pour tout i, j, J'}
et ou Z est un sous-groupe engendré par au plus n — 1 éléments.
Démonstration. — Comme r~'(p) est régulier de dimension 1, Oy,
et Oy, sont deux anneaux de Dedekind. Comme Oy, est principal

Fr (@X,(p))x .

Ox.»)
Div (Spm ((9‘,(.(,,))) = Div (Spm (0 ) = Div (r~*(p)). Soit

(théoréme 9) on a Div(Spm(dy,)) = De plus

K™

>

T Fr((ﬁx.(p))x - |[K*|" -

il sagit donc de démontrer que ker T = 0% ,.Fr (Ox )" .

Pour @‘X,(p).Fr (Oxp) " = kert; il suffit de voir que
Ox ) — {0} c kert. Soit feOy,, alors il existe un ouvert principal
Usp de X tel que U — p soit régulier et il existe ge Ox(r ' (U)) avec
If—gll < min (|fly,...,Ifl). Ainsi |f]; =|g]; pour 1 <i < n et alors
le lemme 12 appliqué a r~*(U) montre que |g|, = [g|, . pour tout i, j, ',
ce qui montre que o(f) e M, donc feker T. !
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Soit maintenant fe ker T, on peut supposer, quitte a multiplier f par
un inversible de 0y, que |f|i,. = |f|,.j, pour tout i, j, j'.

Soit Usp un ouvert principal de X tel que U — p soit régulier.
Alors le lemme 12 appliqué & r~!(U) montre que les valeurs absolues -1,
pour 1<i<s de Fr(Ox(r !'(U)) sont indépendantes. Ainsi il existe
g e Fr (Ox(r ' (U)))* tel que lgly, = 1fl;,. Soit donc
h=fg 'eFr(0Ox,)* ona |h;=1 pour 1<i<n. On souhaite
trouver un élément ¢ € Ox(r~*(U)) de fagon que fhe @X.U) et |¢h]; =1
pour 1 <i<n.

Soient g un pdle de h et te Ox(r '(U))"° tel que t(p) =0 et

[(]Y; 20 pour 1<i<s. Il suit du lemme 12 que
[ty =...=1tl, =1, de plus lt(@) <1, ainsi
[t—t@l; = ... =|t—t(@)l, = 1. I suit quun produit TI(t—t(q)))%

conviendra pour ¢. Soit donc h, = Zh.

On a 1 = ||hy|| = max (|hyly,...,|hyl)). Si hy €0 il suit que
f € 0% - Fr ((9,(‘(,,))x . Sinon h, appartient a I'idéal maximal de g »

|h |y = ... =|hyl, implique que [[u.h|| =|lu|| pour tout
ue Oy »» Ou ce qui est équivalent, que h; ne divise pas zéro. Il suit de
cela que (h}0y)° = hidy,, ¢t donc

(Ox o/ M30x )° = O% (] Pi0% -

Ainsi Oy ,/h}0x, a pour réduction Og,/hi0g,. Puisque h, ne divise
pas zéro, cette derni¢re algebre est de dimension zéro et donc aussi
Ox./h:0x,. Ainsi Tapplication 0%, —— O%,)/Hi0, qui est
surjective en réduction est donc surjective. Il existe donc h, € 0% tel que

@(h;) = hy modulo hidg ,; ainsi h, = h; + hihy ou ||hs]| < 1. Or
1 + hyhy est inversible en réduction, donc 1 + h hy e 0%,. 1l suit que
fe 0x o FIr(Ox )™ . Ce qui prouve I'isomorphisme

Pic (Ox,) — |K*|"/M.

D’autre part il est clair que [K”* |"/{(r)|r =r, pour tout i,jj'} ~ |K*|"7*.
Comme limage de o(dx) dans |K"|"/|K |(i, ..., 1) est un réseau
de dimension n — 1 (§3.3.1), il suit bien que Z est un sous-groupe
engendré par au plus n — 1 éléments.

CoroLLAIRE 1 ([8]). — Soient X wun espace affinoide régulier de
dimension 1 sur un corps K algébriquement clos, r: X — X sa réduction
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canonique, pe€ X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) p est une intersection multiple
2) (0) = Pic (Ox,) = (R'r,0%),.

Démonstration. — On dit que pe X est une intersection multiple si p
est un point multiple ordinaire de multiplicité n etsi X a n composantes
irréductibles passant par p.

Alors 1) implique 2) est une application immédiate du théoréme.

Supposons 2) satisfait. Comme X est régulier de dimension 1, 0y,
est un anneau de Dedekind et donc principal puisque Pic (Ox () = (())
Comme 0y, et Oy (» ontles mémes idéaux maximaux il suit que Oy »
est principal et le théoréme 9 montre que p est un point multiple
ordinaire. Le théoréme 10 montre qu’alors Pic(Ox ) = (0) si et
seulement si n = s, ce qui prouve que p est une intersection multiple.

COROLLAIRE 2. — Les hypothéses sont celles du théoréme avec s = 1.
Alors  Pic (Ox ) ~ IK*I"" /A ou A est un réseau de |[K*|""!.

Démonstration. — En effet, on sait que |K*|"/a(0%,) est isomorphe a
IK*""*/A ou A est un réseau de |K*|"~' (§3.3.1).

Exemple. — Soit X le sous-affinoide de la courbe de Tate K*/{gq)
image du sous-affinoide X' de K donné par les inégalités |q| < |z| < 1,

L,
X 1Z| < lql
X I1Z - ql <|ql
1Z| = lql

v L
N
N /N

Zl=1 1Z-1<1 |Z>1

|Z — =l = |p|
Ly
|Z — = < |p|

FiG. 8.
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lz=11=1, |z—ql > Iql, lz—n|>1Ip| et ou |ql <|r|<1;
0 < |p| < |n|. La réduction canonique de X' est donnée par la figure 8.

X se déduit de X' en identifiant les z de X' tel que |z| = 1 avec
gze X'. La réduction canonique de X se déduit de X’ en identifiant les
droites L; et L,. Cela donne

FiG. 9.

(voir aussi « stable reductions » [8], 1.7).

Le point multiple ordinaire p de X a les propriétés

G r *p)=P'-B,uB,uUB; ou B, ={zeP!'||z|>1},
B, = {zeP!||zI<|ql} et By = {zeP!|[z—n|<|p]}.

(i) B, et B, correspondent a la composante «L; = L,» de X et
B, correspond 4 la composante L, de X.

Soient |f];, |fl2, |fls (pour feFr ((OAX‘(,,))) les trois valeurs absolues
associées a B;, B, et B;. Selon le théoréme 10, Pic (O ) = |K*|/Z
ou Z est 'image de A dans |[K*|.

On a 0%, = (Ml+u)z*(z—m)*} ou AeK*, uely,y; |u@] <1
pour chaque aer !(p); o, PeZ. On en déduit que Z est engendré par
lq| et |m|.

Pour cet exemple une méthode globale permet aussi de calculer
Pic (O, . Un diviseur D = Zn;a] sur r~'(p) est le diviseur d’un
¢lément de Fr (0 )™ si et seulement s’il existe une fonction méromorphe
f sur K*/{q)> avec div(f)|,-1, = D. De plus un diviseur Zm;[b;] sur
K*/{q> est le diviseur d’une fonction méromorphe sur K*|{g> si et
seulement si Im; =0 et l'Ib;"f = 1eK”*/{q)>. Cela implique que D est

principal si et  seulement  si I|a;" € {]ql,|n| >. Alors
Pic (Ox ) = IK*|/<Iql;Inl>.

Remarquons que le groupe Z < |[K*|, image de A, peut étre un
sous-groupe non-discret.
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