ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

PASCAL LAUBIN

Front d’onde analytique et décomposition
microlocale des distributions

Annales de institut Fourier, tome 33, n°3 (1983), p. 179-199
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1983_ 33 3 179 _0>

© Annales de I’'institut Fourier, 1983, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1983__33_3_179_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann, Inst. Fourier, Grenoble
33, 3(1983),179-199

FRONT D’ONDE ANALYTIQUE
ET DECOMPOSITION MICROLOCALE
DES DISTRIBUTIONS

par Pascal LAUBIN

Introduction.

Nous étudions une décomposition de 6§(x — y) en vue de deux
types de problémes : la décomposition du front d’onde analytique
d’'une distribution et la représentation des distributions comme
sommes de valeurs au bord de fonctions holomorphes.

Des décompositions de 6(x) ont été étudiées par de nombreux
auteurs, [1], [2], [7], [11]. Elles conduisent a représenter 6(x — y)
comme intégrale de distributions singuliéres dans une seule direction
mais en tout point x =y. Suivant certaines idées de Sjostrand,
[13], [14], nous considérons ici une décomposition plus compléte
qui supprime cet inconvénient. L’opérateur que nous construisons
a la forme d’un opérateur Fourier-intégral & phase complexe. Son
étude est ’objet de la section 2.

Cette décomposition permet de retrouver le résultat fondamental
de Bengel et Schapira, [1], concernant la décomposition du front
d’onde analytique des distributions. La démonstration que nous en
donnons dans la section 3 n’utilise pas le théoréme des tuboides
d’holomorphie de Bros et lagolnitzer, ni la résolution du probléme
de Cousin & croissance.

Enfin, dans la section 4, nous établissons quelques théorémes
concernant la représentation globale des distributions comme sommes
de valeurs au bord de fonctions holomorphes (théorémes 4.5 et 4.6).
Les domaines de définition de ces fonctions sont des tuboides donnés
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de maniére explicite a partir d’'un recouvrement de T*R" et de
la distribution. Les fonctions construites sont ainsi holomorphes
dans un voisinage complexe du complémentaire du support analy-
tique de la distribution.

Vu la forme de 'opérateur considéré dans la section 2, la dé-
finition la mieux adaptée du front d’onde analytique est celle de
Sjostrand-Bros-lagolnitzer, [6], [13]. Nous renvoyons le lecteur a
[6] pour la discussion des propriétés fondamentales et des théorémes
de composition du front d’onde analytique & partir de cette définition.

1. Notations et définitions.

On désigne par R"(resp.C") I’espace réel (resp. complexe)
n
de dimension n. Si z, ¢ €C", onécrit z.¢ =(z,¢) = Z z;§; -
j=1
Si Q(resp.V) est un ouvert de R"(resp.C"), on note
A(82) (resp. ©(V)) I’ensemble des fonctions analytiques (resp.

holomorphes) dans £ (resp. V).
Le support d’une distribution % est noté [®], le support ana-

lytique [%¥], et le front d’onde analytique WF,®. On écrit S,_,
la sphére unité de R” et on pose

T*e =e x R™\{0}, S*e=exS"!
si eCR". Un sousensemble A de T*R" est dit conique si
(x,8)€A et A >0 impliquent (x,AE)EA.
Un profil est un ouvert A de C" telque x + iy EA et t >0
impliquent x + ity € A. On appelle base du profil A I'ouvert
Q={x€ER":JyER":x +iy EA} .

Le profil A est dit convexe si A, = {y €ER" :x + iy EA} est
un coéne convexe ouvert de R" pour tout x €ER”. On considére
aussi A¥ = {§ER™\{0} :y . £>0 Vy € A} qui est un cone
convexe fermé de R"\{0} éventuellement vide et

A* = {x,H)ET*Q: €A},

Un tuboide de profil A est un ouvert © de C" inclusa A
et tel que pour tout compact K de A il existe r > 0 pour lequel
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{x+ity:0<t<r,x+iy€K}C§.

Une fonction f holomorphe dans un tuboide $ de profil
convexe A et de base 2 est a croissance lente si pour tout compact
K de A il existe des constantes C, r, p > 0 telles que

I fx+ity)|<Ct™? si 0<t<r et x+iy€K. (1.1)

Dans ces conditions, il existe une et une seule distribution
b(f)ED*(Q2), appelée valeur au bord de f, telle que, pour tout
ouvert w de Q et tout cone fermé I' tels que w + i CA,
on ait

b(N)(9) = lim [ fx+»)p(0dx, 9EDW). (12)
r

De plus
WF,b(f) CA*. (1.3)

2. Décomposition de 6(x — y).

Considérons la phase complexe
®(x,y,p)=(x—y).v+id(x —pu*+1y —n®

ol & est un nombre réel strictement positif, x,y €ER" et
p = (u,v) ET*R". Pourtout p € D(R") on pose

_3m o smiz L, 3
(T, (x) =7 ? (5) /; t? A f ei1®(*.7.0)
(1 +% (x —y).V) e(») dy .

LEMME 2.1. — Soit K un compact de R", r et R des nombres
réels vérifiant 0 <r <R, P est polynéome et ¢ € D(R"). Il existe

des constantes C&) positives telles que
a,pB

DD ([ =7 D P(x,y,v) p(y)dy) |

SCH A+ + e, @D

si xEK, ueR” et r<|v|<R.



182 P. LAUBIN

Démonstration. — L’opérateur différentiel

v+ 2i6(y — p)

L(y,p,D,)=1i )
.p.D,) "o +4sy —uP Y

vérifie
L(y,p,D)) (e*®%:7:0)) = 1it®(x.7.0)

Une récurrence facile montre que

(‘LY = ¥ a,,»,p)D§

lal<k

avec les majorations

lag (¥, I < Cur(1+ [u)7* si yEK, puER" et r<|v|<R.

Si P,(x,y,p) désigne un polyndme de degré au plus égal & m
parrapporta u, ona

lt"f e1exYAP (x,y,p)o(y)dyl
= feiro(x.y,p)(fL)k (P, (x,y,p) o) dy| < C.(1+|uh™ ¥,
ce qui implique
| [eite=ra P, (x,y,p) p(») dy|
SC A+ ph™ A+ + 1w . 22
D’autre part on peut écrire

D} Df (x> A (P(x,y,»)) = =¥ t™P (x,y,p) .
m<|al+1Bl

On obtient donc

IDSDE ([ 220 P(x,y,») ¢(2) dy) |

<C® T A+ ™A+ e+ )
m<|al+]|gl

SCEL + 11+ |up)e*pi—k
ce qui permet de conclure.
L’inégalité (2.1) assure la convergence de Iintégrale qui définit

T,p. De plus, la fonction (x,p) —> (T,¢)(x) est de classe C,
pour tout ¢ € D(R") et, dans les conditions du lemme,
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3n _ 3n

+oo 1 -1
IDEDA(T, @) (D <Cqp [ #7 (A + e+ 1) 2 dr

3n

<C, (1 +1u) % . (2.3)
THEOREME 2.2. — Ona

oo on (T () d0(p) = 0() (2.4)
pour tout ¢ € D(R") et tout x ER".

Ici o désigne le produit de la mesure de Lebesgue sur R” et de
la mesure superficiellede S, _, .

Démonstration. — Des applications successives du théoréme de
Fubini permettent de placer 'intégrale par rapport 4 u en téte. En
calculant cette intégrale, on obtient

- i(x-y). \§+ 5> (x~») id £
(Zw)”fdéfe ( 2 )(l+—(x~y)~—)«p(y)dy-
2 L€l

Cette derniére expression est égale & ¢(x) car il s’agit de la for-
mule d’inversion de Fourier ou R” a été remplacé par le contour com-
plexe § — &£+ id |&|(x — »y)/2. (Voir par exemple [7] p. 270 et
[6] p. 785 pour un calcul analogue).

L’égalité (2.4) s’étend aux distributions a support compact. Si
®ECL(R"), on pose (T,B)(p) =B(T,p), v ED(R"). L'opéra-
teur ¢ — T, ¢ étant autoadjoint pour tout p, (2.3) et (2.4) sont
applicables a tTpnp. En utilisant la continuité de la distribution %,
on obtient encore

3n
IDS(T,®) (p)| <C sup sup |DyDECT,0) (1) <Cp(1+ |pul) 2
(AN al<m K y b 2.5

COROLLAIRE 2.3. — Pour toute distribution % a support compact
j;mn T, & do(p) = 6. 2.6)
Démonstration. — Par (2.3),
[ T,pdo(p) — ¢ dans C.RM si R — +co.
I#I<R
De 1a
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—4 1 t
S @O @doe) = tim [ BT, do(e)
= | t
Jim ‘5(_[“”“ T,,«de(p)).
= B().

Désignons par T le noyau de I'opérateur T. Le front d’onde
analytique de T est décrit par le résultat suivant.

THEOREME 2.4. — Ona

WFE,TC ({((x,x,x,8,(tt,—t£,0,0) : (x,§) ET*R", ¢t > 0}.

2.7

Nous allons identifier T a la valeur au bord d’une fonction holo-
morphe. Pour cela nous devons estimer la partie imaginaire du prolon-
gement holomorphe de ® dans C*".

LEMME 2.5. — Posons a = (z,w,p). Il existe cy > 0 tel que

[ 8(IRz — Rul> + |Rw — Rpl*) — ¢, 19a] |l

Ib(z,w,p) >
Iz —Iw) . Ry — ¢, | Ja|?

(2.8)
pour tout o €C*" .

Démonstration. — La partie imaginaire de & vaut
(Rz —RW).Iv + (Jz —Iw) . Ry + §(|Rz — Ru|?
— 19z —gpl? + |Rw — Ru|* — |Iw —gp|?).
La premiere inégalité est immédiate. Pour la seconde on remarque que

IJP(z,w,p) =2 Tz —Iw). Rv — |Rz — Rw||Iv|

5
+ ) IRz — Rw|* — ¢|Ja|?

1
> Uz _JW)-(R"—'2_5'|5V|2 —clJal®.

Introduisons I’ouvert
Q= {a€C*" . (Jz —Jw). Ry >coldal> ou §(IRz — Rul?
+ IRw — Rul*) >c, 1Jal |lal, Ry #+ 0}
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qui est un tuboide de profil convexe
A= {0 €C*:(Jz —Iw) . Rv>0 ou |Rz— R u|
+ |Rw — Ru|#0, Rv #0}.

LEMME 2.6. — Pour tout compact K de Q il existe ¢>0
tel que
JO(Ra+itda)=ct si oa€K et t€]0,1]. (2.9

Démonstration. — Sinon il existe des suites «,, € K et z,, €]0,1]
telles que

t
ID(Ray, + ity J,) <2 - (2.10)

On peut supposer que «,, — a€K et ¢, —> ¢t €[0,1]. Si ¢ iO
on obtient JP(Ra + it Ja) < 0 ce qui contredit Ra + it Ja €.
Supposonsdonc ¢t = 0. Si Rz = Rw = Ru ona

Iz — Iw) . Ry > ¢, | Ja|* >0,

mais, par (2.8) et (2.9), (Jz,, — Iw,,) . Rv,, — Cot,, | I, |2 <—;7
donc (Jz — Iw) . Rv < 0 ce qui est absurde. Si
|Rz — Ru|+ | Rw —Ru|+#0,
on utilise I’'inégalité
5(Rz,, — Ru, [* + |Rw,, — Ru ) — eyt |Ja | |a,| <%l"i

qui conduit encore a une absurdité.
Par (2.9), la fonction

g(z,w,p)

n

2

_n
EE)
e 1‘(%) l+£2§(z~w).v

8
(2) x3n2 (‘:_ tb(z,w,p))anlz

i8 v B
— _ (z,w,p)
(l + > (z w).v) /; t et w dt

(2.11)

est holomorphe et a croissance lente dans €. On utilise ici la fonction
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/Z holomorphe dans C\{(x,0):x <0} qui coincide avec /X
sur ]0, + oof.

La valeur au bord de f est la distribution T. De fait, si
¢, YEDR"), xED(T*R") et v,.v>0 dans le support de
X, ona

b()(e®¥®x) = lim [ F(x +isv,7,0) () ¥(») x(0) dx dydp

= “—%’1 (5)2 Bim f ¢(x) x(p) dx dp

+ o0 ﬂ—l
~£ t? a(t,x +isvy,p)dt
ou

a(t,z,p) = fe“"’“”"” (1 + ;—8 (z - y).V) Y(y)dy .
Comme ®(z,y,p) — ®(Rz,y,p) estindépendant de y et
I0(z,y,p) = IO (Rz,y,p) + Jz.v —§ | Jz*,
(2.1) fournit la majoration
la(t,x +isvy, P <C,(1+ 7% si x€[p], pE[X], t>0
dés que s est assez petit. Par le théoréme de Lebesgue, on a
b(F) (9@ ®x) = [ p(x) x(p) (T, ¥) (x)dx dp .
On obtient donc (2.7) comme conséquence de (1.3).

Cette inclusion a des conséquences importantes.

COROLLAIRE 2.7. — Pour toute distribution ® a support compact
ettout p=(u,v)ET*R",

L)t >0} si EWF, 6
WF, T, % C e, ») : P ¢ (2.12)
0] sinon

Démonstration. — Par les théorémes de composition du front
d’onde analytique (voir par exemple [6]), on a

WE,T,% C {(x,§) ET* R" : 3(y,n) EWF,B U[B] x {0} et
(0,7)ER : ((x,y,un,v), (£,—n,0,7) EWE,T}
C{(x,p)ET*R" : I(y,N) EWF, T et
t>0:x=y=u, §E=n=1tv}.
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COROLLAIRE 2.8. — Pour toute distribution ® d support compact
et toute partie mesurable e de S*R", ona

WF, ([Tp%da(p)) C{(x,t8): (x,5)EENWF,B,t>0}. (2.13)

Démonstration. — Si e est relativement compact on peut ap-
pliquer les théorémes de composition. On obtient alors

WE, ([ T,%do(p)Ci(x,ET* R": 3(u,»)ET et
¥, EWF,B U[%] x {0}:((x,y,m,v), (§,—1n,0,0) EWF,T}
CH{x,t8): (x,5)EENWESS, t >0} .

Pour conclure il suffit donc de prouver le résultat suivant. Si
e NS*[®V] = @ il existe une fonction g € A(R") telle que

[ T8 dop) = [ g p(x)dx, pEDRY.  (@2.14)

Par la premiére inégalité (2.8), il existe une constante ¢ > 0
telle que IJ®(x,y,p)=8ly —ul?=c(Q+|u)? si xER",
y €[®¥], p €Ee. En utilisant (2.11) on obtient

S @B @do0) = [ o0 B ([ s6x.y.0)d0(p) dx.
Désignons par F la projection de e sur R”. La fonction

fe g(x,y,p)da(p)

se prolonge par une fonction holomorphe dans un voisinage complexe
de U=R"x [ F car pour tout compact K de U il existe ¢, >0
tel que IB(z,w,p)=8|Rw — ul* — ¢y 1Fallal =c, (1 + |pl)?
si (Rz,Rw)EK, p€E€e et |IJz|+ |Iw]| est assez petit. Ceci
démontre (2.14).

Si BV est une distribution & support compact, on définit une
distribution T¥ dans R" x T*R" par la relation

(TB) (p ® x) = [ x(p) (T,B) (9) do(p) . (2.15)

COROLLAIRE 2.9. — Ona

WF, T8C {(x,x,§), (¢§,0,0) : (x,§ ) €EWF,%, t >0}. (2.16)
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Démonstration. — De fait
WF, T®C {((x,u,v), (§,0,7):3(y,n) EWF,B U [¥] x {0}
(x,y,u,v), (§,—n,0,7)) EWF,T}
C{lx,x,8, (¢£,0,0) : (x, ) EWF, B,1> 0}.
Remarque 2.10. — Par (2.7) on peut écrire
WE, T={((x,x,x,§, (t§,—-1£,0,0): (x,§) €E, t >0}

ou E est un fermé de T *R”. Leraisonnement qui conduit 4 (2.13)
montre que

W = WF, ([, T,8do(n)
C{(x,t8):(x, ) EENWF,®, £l =1, t > 0}.

Tout point p € T* R" étant singulier pour au moins une distribution
a support compact, on obtient

{((x,x,x,8),(8,—t£,0,0):(x,§)ES*R": ¢+ >0} CWF,T.

3. Décomposition du front d’onde analytique.

L’objet de cette section est de démontrer le

THEOREME 3.1. — Soit . un ouvert de R" et ® une distri-

N
bution dans Q. Si WF,€ C U F; ou F,..., Fy sontdes fermés
i=t

coniques de T* R", il existe des distributions B, ,...,®By dans
telles que

B =

Iz

‘Gi et WFa‘GiCFI. si j=1,...,N. (3.1

1

~.

Lorsque la distribution < est & support compact on peut réaliser

N
cette décomposition explicitement. Soit F = U F; et
i=1

G, ={pES*R" 1 d(p,F)<d(p,F,) Vk}.

I1 est clair que
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N
S*R"” = -U,Gi et GjﬂF=Fl.ﬂS*R", j=1,...,N. (3.2
l:
Si le support de G est compact, on peut prendre
B, = fG\,,Lé,Gk T,% do(p) . (3.3)

De fait, (3.1) résulte de (2.6) et (2.13).

En vue du cas général rappelons la propriété suivante qui résulte
de la résolution du probléme de Cousin pour les fonctions analytiques
réelles.

LEMME 3.2. — Soit Q2 un ouvert de R" et B, une suite de
distributions dans S). On suppose la famille [%®,], localement
finie. Alors il existe une distribution © dans 2 telle que, si U est

M
un ouvert de Q et [®,]l, "U=0 pour m>M, ‘E—Z‘Em
1

est la distribution d’une fonction analytique dans U .

Démonstration du théoréme 3.1. — Supposons d’abord que le
support analytique de ® est compact. Soit %, une suite de distri-
butions a support compact dans $§2, dont les supports sont locale-
ment finis et dont la somme vaut . Par (2.16) on sait que

WE, T%,, C{((x,x,§), (t§,0,0) : (x,{) EWF,T, ¢t > 0}.

Les supports analytiques des distributions T%,, sont donc localement
finis dans Q x T*Q. Soit S une somme des T%, au sens du
lemme 3.2.

Ona
WF,SC {((x,x,%§), (¢t£,0,0) : (x,§) EWF, %, t>0}. (3.4)

De fait si U est un ouvert d’adhérence compacte dans §2 et N un

N
entier tel que UN[B,1=¢ si m>N, ona = Q. %, dans
N 1
UetS— 2

e
1

T,, €A(U x T*Q). 1 suffit alors de remarquer que

N
WE, (L T%,,) C {((x.x, 8, (t£,0,0)):
1 N .
(x,HEWE, (X %,). +>0).
1
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Par (3.4), la distribution S s’écrit
Se®x) = [ X(p)S,(¥)dp, ¥ EDQ), xEDT*Q).

Soit G un voisinage compact de S* [¥], dans S*§. Montrons
que

%~ [ S,do(p)EA@). 3.5)

Soient U et N comme ci-dessus. On a

%—fspda(p)=°6—i%m +fs‘ T, (g{ Bm) do(p)

R™\G
N\
_ /; (s, — ) T, B) do(p).
Cette expression est analytique dans U car
N N .
T=2 Bm dans U, S—Y T%, €EAUx T*Q)
1 1
et
_— [ N
SRNGNT*U N WE, (X %) =0 .
1
Considérons alors des fermés G; de S*R" tels que
N
LIJGI.=S*R” et GiﬂF=FI.ﬂS*R", j=1,...,N.
A une fonction analytique prés, on peut prendre

;= G“(Gl\kgi Gk) S, da(p) .

Passons au cas général. On peut ici utiliser le théoréme 2.1 de
[1] sur les faisceaux souples. Pour étre complet nous donnons une
démonstration autonome. Nous supposerons N = 2, ce qui n’est
pas une restriction.

Soit w,, une suite d’ouverts relativement compacts tels que

Wy Cw,,yy, e Q= C;me .
Il existe des suites By, BZ de distributions dans  telles que
WF, %) CF, N T* w, (3.6)



DECOMPOSITION DES DISTRIBUTIONS 191

WF, (B— (B +BP) N T* &, CFNT* 3w, (3.7)
WE, (B, — B CF, N T*(@,,,\w,,) , (3.8)

pour j=1,2 et m=>1. De fait, si «a€D(w) est égal 4 1 dans
w, ona

WF, (a®) C (F, N T* @,) U(F, N T* @,) U(F N T* (&,\w,))
UT*l w, .
Par ce qui précéde il existe B et B € D*(Q) tels que
WF, B’ CF,NT*®,
et
WF, (B! + BP) N T*&; CFNT* 3w, .

Supposons maintenant %f,f) , j=1,2, construits et déterminons
‘255,’,)” . On voit comme ci-dessus qu’il existe T,(,{ll ED*(), j=1,2,
vérifiant

m+1

WE, TS, CF, n T* &, (3.9)

WE,(B— (TQ),, + T®, ) N T* &, ; CFNT*dw,,,, (3.10)
De (3.6), (3.7) et (3.9), (3.10) on déduit
WE, (TG, + TR, — B3 — B2) CF N T* (Gp0\w,) -

Par la premiére partie de la démonstration on peut trouver S,,
S, €ED*(Q) telsque WE, S, CF;, N T* (&,;;\w,,) et

I 1 ' I 2 ng 1) __ % 2) S l E;
("l)"'l ("l)+1 fn) Sn) 1 2

S=TH,, — B —8, =8P —T,, +8,.

m+1

Il est clair que WF,SCF, NF, N T*&,,,. Les distributions
L, =TH, —8, B2, =T, +S vérifient encore (3.9),
(3.10). L’inclusion (3.8) est également satisfaite car

D, —BD =58, j=12.

m+1

Les supports analytiques des distributions, ¥/, B/ — B
B —%$”,... sont localement finis. Par le lemme 3.2 il existe
des distributions ¥,, ¥,, qui vérifient ®; —‘ZS(,,’;) € A(w,,) pour
tout m. 1l est clair que WF‘,%,CFI., en outre, par (3.7),
B— (B, + B,) EAR).
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4. Distributions et valeurs au bord des fonctions holomorphes.

Nous commengons par décrire une famille de tuboides.

DEFINITION 4.1. — Un fermé conique F de T* R" est dit
convexe par fibre si F, = {¢(:(x,§) €F} est un cone convexe
fermé de R"\{0} pour tout x €R".

Si F est un tel fermé et G est un fermé de R", on désigne
par Qg lensemble des z €C" tels que

Iz v >89z — IRz — pl> — |y — ul?) 4.1)

si (u,»)EF, |v|=1 et y€G. On définit également un profil
convexe Ay debase R" par les relations

Apg.x = FX°={y€ER":y.£>0 VE(EF,}si xEG (4.2)
Apg,x =R" si x&G.
En vertu du théoréme des bipolaires, on a
F, = Afc.,\{0} = {§€ER"\{0}: y . §=>0VyEAs.,} si xEG.

Remarquons que Rz + itJz€ Qg si 2z€EQg 5 et 1€]0,1]. De
fait,si (u,»)EF, |v|=1 et yE€G, ona

t¥z.v>8t(19z> — |Rz — ul* — |y — ul?)
2821921 — IRz — > — |y — p*) .
Par définition, p ; est un voisinage complexe de R™\G. Plus

précisément Qp ¢ O {z EC" : | Jz|+81Uz*< % d*(Rz,G)}.

LEMME 4.2. — Qp  est un ouvert pseudoconvexe de C".

Démonstration. — On vérifie aisément que £y ; est ouvert.
Cela étant

Qp g = ( »QGF {zeC":¥z. v
eSS e >6(RzI1?P — IRz — ul® — |y — pl*)}

est pseudoconvexe car
0(2) =89z - |Rz —ul — |y —p) = Jz.v
est pluriharmonique pour tous y, u, v.
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LEMME 4.3. — Qg  est un tuboide de profil Ag g .

Démonstration. — 11 est clair que $p g CApg. Soit K un
compact de Ap . Supposons qu’il existe des suites z, €K et
tm — 0+ telless que Rz, +it,Jz, ¢ Q. On peut alors
trouver (u,,,v,,) €F et y,, €G pourlesquels |v,,|=1 et
by IZp U <8218z, P — IRz — ppl* = 1Y — D). (43)

Quitte a considérer des sous-suites, on peut supposer que z,,—> z€K
et v,—— v. Par (4.3), onaalors u,—> Rz et y, —> Rz.
De 12 (Rz,v)€EF, Rz€G et, puisque zE€EAgg, Jz.v> 0.
De (4.3), on tire encore 3z, .v,, < 8t,, | Jz,,I* donc, en passant
a la limite, Jz .v < 0 ce qui est absurde.

LEMME 4.4. — Pour tout compact K de Qg g, ilexiste c,r >0
tels que

IJO(Rz + itdz,y,p)=c(t + | Rz — ul®) =i
(z€K, 0<¢<1

(4.4)
d(y,G)<r, p€F, jv|=1.

Démonstration. — Sinon il existe des suites z,, €K, ¢, €10,1],
pn EF et y, €ER" tellesque d(y,,,G) <1/m,|v,| =1 et

ton T2 Vg + 8 R2py — > + | Yy — Bl? — 21 52, 1)
1
<—(t, + IRz, —u,. (4.5

Cette inégalité montre que les suites u,, et y, sont bornées. Quitte
a considérer des sous-suites on peut donc supposer que
z2,— z€K,p,— pEF,y,— y€G et t,—> t€]0,1].
Si t# 0, onobtient
tiz. v+ 8( Rz —pl* + |y —pl? - > 192 <0,

ce qui entraine Rz +itJz & Q. Ceci est absurde car zEK C Q2 g
et t€1]0,1].

Si t=0, (4.5) conduita Rz =y = u. Puisque z GQF,G on
aalors Jz.v > 0. Mais, dés que m > 1/8, on a, par (4.5),

1
Tz Vg — Bty | 92,1 <o

m

donc Jz.v <0, cequiestabsurde.
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THEOREME 4.5. — Soit F un fermé conique de T*R" convexe
par fibre et e une partie mesurable de F N S*R". Pour toute dis-
tribution ® a support compact, la fonction

f@ = [ % (&z,y,p)do(p) 4.6)
e (¥)
est holomo'rphe et d croissance lente dans QF,IT] . Ona
b = T, % d . 4.7
(N = [ T,%dop) 4.7

En outre, si x €R" et {x}xF, NWF® =@, la fonction
f se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de x.

Démonstration. — Une récurrence aisée montre que

I8l P; x(z,y,p)
Dig(z,y,p) = Y £.k
k=0 L1

(ll <I>(z,y,;o))2

ot P;, est un polyndme de degré au plus égal & k par rapportad u.

4.8)

Par le lemme 4.4, 'expression (‘B) (g(z,y,p)) est définie
y

pour ZEQFM] et p€F, |v|=1. Soit K un compact de
SZF‘[?]. En vertu de (4.4) et (4.8), ona,si z€EK, t€]0,1] et
PpEF, Iv|=1,

I(‘g‘;) (gRz +itdz,y,p))l

< C sup sup |D; gRz +itdz,y,p)l
IBl<m d(y,[el)<r

16! 14 |Rz — p?)*
<C sp 3 ¢ (I+] k1)
1BIKm =9 3n

= +k
(t+ | Rz — p|*)?

’ 3n

<<+ IRz a2
tm

car t(1+|Rz —ul>)<t+|Rz— pu!*>. Onen déduit

. c 2’12'1 C,
f@Rz + it32)| < j;.nn (t+1Rz ") ? do(p) <—r,

m+n

donc f est holomorphe et 4 croissance lente dans £ %
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Démontrons (4.7). Soit I' un cone fermé de R"\{0} et
¢ €ED(R") tels que [¢] + iFCQF,[;]. Si vET et |v| est assez
petit,ona J®(x +iv,y,p) >0 et

f f(x + iv) o(x) dx
= [erdx [ & (g(x +iv,y,p) do(p)

3n

%)Efe g (L7 atv.y.pa) doe)  @9)

ié
= it®(x+iv,y,p) — iy —
a(t,v,y,p) fe (l+ 2(x+w y).v)w(x)dx_
En raisonnant comme dans le lemme 2.1 au moyen de 'opérateur

1 —v — 2i6(x — iv — p)
L (x,v,p,D.)=— .D,
10,0, D) = T L 48% 1x — uP

on voit qu’il existe des constantes C, , telles que
IDSa(t,v,y, )| < Cup(l+ 1+ p))~*

si t>0, pEFNS*R", d(y,[¥]) <r et vET est assez petit.
Cette inégalité permet de passer a la limite pour v —> 0 sous les
intégrales de (4.9) par le théoréme de Lebesgue, ce qui fournit (4.7).

Supposons maintenant que {x} x F, "WF, = ¢ . Dans

Qg ¢ lafonction f est donnée par
n
3n

_3n $ 2 4o 20, is
7 (Z 2 — _
T (2) ‘/; do(p)j; t (‘ES) ((l + 3 (z y).v)
e“"(‘-”"’)) dt. (4.10)
Montrons qu’il existe €, r > 0 tels que

l(‘?) ((1 + £2§ (z -). v)e“"("y'”)) | < Cemet(*d  (4.11)

si |[z—x|<r, pEF et t> 0. Cette inégalité permet de prolonger
f dans {z€C":|z — x| <r} parlexpression (4.10).

En explicitant ¢ dans (4.11), on obtient

e-1(0z.v-813z1%) —stimz —u?

(‘JZ:&)(e""y-"“"'y—"'z (l +Lj (z —y). v)) l . “4.12)
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Par définition du front d’onde analytique (voir [6], [13]) on peut
trouver €, r > 0 tels que

2 i6
3 (etmr-strn? (14 2z - ») w))| <Ce
si (u,v)EF et |u— x| <r. Il suffit pour cela d’invoquer la défi-
nition du front d’onde analytique en tout point (x,»), v€F, NS, _,,
et d'utiliser ensuite la compacité de F, NS, ;. D’autre part il
existe ¢ >0 tel que |Rz —x|<r/2 et |x — pu|=r impliquent
|Rz — u| = c(1 + |u]). En tenant compte de ces deux contributions
dans (4.12) on obtient (4.11) si |z — x| est assez petit.

THEOREME 4.6. — Soit 2 un ouvert de R", F,,...,Fy des
fermés coniques de T*R" convexes par fibre qui recouvrent T* R"
et ® unedistribution dans S). Il existe des fonctions f/ holomorphes
dans les ouverts U; = QFiv[E] , 1 =1,... N, a croissance lente dans
U; N (Q + iR") et telles que

N
T— Y b(EAR). (4.13)
i=1
En outre, si x €Q et {x} xF; ,NWF,® = ¢, la fonction f; se
prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de x.

Remarquons que, par définition de U, , f, est holomorphe dans
un voisinage de R"\[®] et méme de R"\[F], .

La formule (4.16) donne une expression explicite de I’ouvert
U de C" ou la fonction (4.13) admet un prolongement holomorphe.
En particulier,si 2 =R"” ona U=C".

Démonstration. — Soient w,, des ouverts relativement compacts

8

dans Q tels que @,, Cw,,4;, = LIJ w,, et A, des ouverts de

R" vérifiant A,_,, CA,,, [B] = Fﬁ A,

Pour tout m, on peut trouver une fonction f€C,(&,,) et
un multiindice o tels que

B(p) = f fx)D*p(x)dx si ¢ED(w,,).

Considérons également une fonction p €C_(R") égale 4 1 dans
un voisinage V de [%¥] et dont le support est inclus & A,, . On pose
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B, (¢) = fw £(x) D*(pp) (x) dx, p ED(R").

Par construction €,, = ® dans w,, et [§,]Cw, NA,
Introduisons les ouverts

U =

j.m QF} Am et Qi,m Fivxr—n\wm .
Ona
U,,m C Ql.,m N Ui
et

mL—_J-n Uim = Ups Qj - mlil Ym = QFl’[—-‘]naﬂ '

En particulier £2; est un ouvert pseudoconvexe de c".
Posons encore
—_ X QN L,
e =F NS*R et ej—el\kgi e -

Par le théoréme 4.5, la fonction

im@= [ B (ez,y,0)dalp) (4.14)
e )
est holomorphe et a croissance lente dans U, ,, . De plus
N
ch = >_4 b(ff m)
i=1

On a _ _
[T, — B,1 C(A\wp) U (A)\w,)
pour tous p, q. De fait, si par exemple p <gq,
[B, — B, 1 C[B,] VI[B,]1C A,
et G, =€, = © dans w,. Comme
., N8y 4 = Qp; @ \wp)u@Eg\wg) *

la fonction f; , —f; , se prolonge dans &; , N2 pour tous
p, q. Puisque £, est pseudoconvexe on peut trouver des fonctions
8i.p €O(R; ,) telles que

fio = fia=8.,p —8.q dans U; N .
Définissons une fonction f, € O(U;) par les conditions
fy=tim ~8m dans U, . (4.15)

Par définition de £, , la fonction g, est holomorphe dans un

“
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voisinage complexe du complémentaire de G, \w,,. La fonction
J; est donc a croissance lente dans U; N (2 + iR").

Soit

Q™= A q

j=1 m

8 —
={z€C":{yz|+8|Jz? <Ed2(622,Am\wm)}.

Si p<g ona
QP Ne@NR" = w, VLA, .
Comme €, = G = ® dans w, et G, =B, = 0 dans cAp, il vient
N N
Y (&jp — g,-,q) = }, (b(f,-,,,) —b(fLN =%, -F, =0
1

L
ji=1 i=

dans QP N Q9 N R". Par prolongement analytique

N N
3 — (p) (q)
,}:1 g, = '5=1 g, dans QP NQY.

Désignons par g la fonction holomorphe dans

U=0Q" = {z€C":|Jz| + 6|9z < 5 Rz, [B] NIN)}
! 2 (4.16)

g; n dans Q™ En utilisant (4.15) on obtient
1

N’\
B— X bH=%F, —

i=1

égale a

Mz

Tz

b(f},m - g/,m) =8
1

dans w,, . Ceci démontre (4.13).

Supposons enfin que x€Q et {x}xF, ,NWF, ¥=0.
Prenons m assez grand pour que x €w,, . Par le théoréme 4.5,
fj,m se prolonge au voisinage de x. Vu (4.15) il en est de méme
pour f; car x €L, ,, .
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