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THEORIE DU CORPS DE CLASSES DE KATO
ET REVETEMENTS ABELIENS DE SURFACES

par Jean-Luc BRYLINSKI

Introduction.

Soit K un corps complet pour une valuation discréte, de corps
résiduel fini. Supposons K de caractéristique p. La théorie du corps
de classes local fournit dans ce cas, pour tout entier r, une forme
bilinéaire non dégénérée

K*/(K*)P' ® W, (K) mod(2 — ) W,(K) — Z/p"

ou W,(K) est 'anneau des vecteurs de Witt de longueur r. On peut
filtrer K* par des sous-groupes Ug’) . On détermine ici la filtration
duale sur W,(K), en employant un procédé de calcul de cette forme
bilinéaire dii a Kato. On en déduit la valeur du conducteur d’Artin
d’une extension de Witt-Artin-Schreier de K.

Ensuite, on étudie un revétement de Witt-Artin-Schreier d’une
surface sur un corps fini, au voisinage d’un point ou le lieu de ramifi-
cation du revétement est lisse. Utilisant la théorie du corps de classes
de Kato, on majore le conducteur d’Artin de la restriction du revé-
tement a un germe de courbe transverse au lieu de ramification et
on donne un théoréme de jet suffisant pour ce conducteur d’Artin.
On termine par le calcul de ce conducteur d’Artin dans le cas d’une
extension de groupe Z/p?.

Je suis heureux de remercier Pierre Deligne et Gérard Laumon
pour d’instructives discussions, ainsi que les participants d’un groupe
de travail sur la théorie de Kato (et de Parshin) qui s’est réuni a
I’Ecole Normale Supérieure en 1978-1979, en particulier Christophe
Soulé¢ qui en a été I'animateur. Je suis trés reconnaissant a3 Kazuya
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Kato de I'intérét qu’il a manifesté pour ce petit travail et de m’avoir
communiqué son manuscrit de [1] dés avril 1981,

1. Extensions de Witt-Artin-Schreier d’un corps local
(de dimension 1).

Soit K un corps complet pour une valuation discréte v, de
caractéristique p, de corps résiduel k. Pour r un entier r=1, on
considére I'anneau W, (K) des vecteurs de Witt de longueur r; on
écrit un élément de W,(K) sous la forme (x4,x,,...,x,_;). Les
lois d’addition et de multiplication sont données par certains polyndmes
a coefficients entiers [cf. 4, chapitre II § 6].

On se donne un isomorphisme entre K et k((¢)).

PrOPOSITION 1. — Pour tout entier mE€EZ, les éléments
(xg,...,%,_,) de W, (K) tels que v(x;))=p'~"*'. m pour tout
i€[0,...,r— 1] forment un sous-groupe W,("')(K) de W,(X).
Les groupes W,(”')(K) forment une filtration décroissante de W,(K)
qui est exhaustive et séparée. Le groupe quotient W,("')(K)/W,f"'“) XK)
est engendré par les éléments de la forme

O,...,x;=x.#"7""m 0 . . 0)

avec i€[0,...,r— 1] telque soit entier, et A€k

pr ~1-i
Supposons de plus k parfait.

Soit @ : W, (K) — W,(K) le relévement canonique de l’endo-
morphisme de Frobenius de K. On munit le groupe W, (K)/(® — 1)
(W,(K)) de la filtration quotient notée W (K)mod (2—1) .
Pour m > 0, le groupe

W™ (K) mod (2 — /W™D (K)mod (2 — )
est nul.

Pour m = 0, on a un isomorphisme :
[k/(F— D) (b)) = W (K) mod (@ — /WP (K) mod (& — I)
My, ) = classede (A,,...,\_;).
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Pour m <0, le groupe est nul si la valuation p-adique de m
est au moins égale a r. Si la valuation p-adique de m est
r— 1 —1i avec i 2 0, on a un isomorphisme :

k— W™ K)mod (2—1)/W™*D K)mod (@ — I)

A — classede (0,...,A. ™" 0, .... 0).
i-€me place

Démonstration. — L’addition dans W,(K) étant donnée par la
formule :

(aO""’ar—l) _i- (b09"'3br-—l)
= (So(a;,b),8,(a;,b),...,8_,,b))

nous faisons la remarque suivante

LeMME L — Si on munit Zla,,...,a,_, ,by,...,b,_;] dela

graduation pour laquelle a; et b, sontde poids p', S].(ao sevesb, )
est un polynéme homogéne de degré p/ .

Si donc (x4,...,x,_,) et (¥g,...,¥,_,) sont dans
W,("') (K), S;(xq,...,¥,_,) est somme de mondmes en les x, et les
y;, tous de valuation au moins égale & m.p~"*'*/. On a donc
(XgrvoesXp ) F Woser s Vo )EW™ (K). Ceci montre que
Wr("') (K) est un sous-groupe de W,(K), compte tenu du fait que
—x = (p"— 1).x dans ce groupe.

Il est alors évident que W& (K)/W™*D (K) est engendré
par les éléments du type (0,...,x,=X.tmp"" =1 0 . . 0)

avec entier, A€ k.

pr—l—i

Si p divise m/p’~'~%, I'élément \.:™P""'7" est en fait dans
K? (on utilise ’hypothése que k est parfait). Supposant alors
m < 0, I’élément considéré est donc dans

WD (K) + (@ — D WM™ (K).

Ceci montre que W™ (K)mod (@ — D/W™*P(K) mod (& — 1) est
engendré par les éléments du type plus haut, avec r — 1 —i =v,(m) .
11 est alors immédiat que A +—> (0,...,A. ™" ~17" 0, 0) est
un isomorphisme de k sur

W (K) mod (2 — D/W™* P (K) mod (2— D).
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Pour m = 0, on note que
R(xg,...%,_)— (xB,...,xP_NEWP (K).
On a un homomorphisme
K — WO (K) mod(2 — I)/W® (K)mod(2 — 1) ,
et d’aprés ce qu’on vient de voir, il s’annule sur les éléments de la forme
(B —x¢,...,xP_, —x,_,). Il est immédiat qu’on obtient I'isomor-
phisme de I’énoncé. La fin de la démonstration consiste a montrer que

W,(l) K)C(E2—DW,(K), lecas r =1 résulte du lemme de Hensel,
et de 1a on effectue une récurrence triviale.

Nous allons appliquer cette construction a la théorie du corps
de classes (local) pour K, en supposant donc k fini. La construction
fondamentale de cette théorie est 'homomorphisme de réciprocité :

¢k K* — Gal(K*® /K)

qui identifie le groupe de Galois de I’extension abélienne maximale
K% , de K 4 la limite projective des quotients de K* par des sous-
groupes fermés d’indice fini (voir (4, XIII, § 4 et XIV, § 6]. Pour
tout m, ’'homomorphisme

ox ® 1: K*® (Z/m) — Gal(K*’/K) ® (Z/m)

est un isomorphisme de groupes topologiques. Par ailleurs, pour
m = p’, on sait que le dual de Pontryagin de Gal(K*’/K) ® (Z/p")
est isomorphe 4 W,(K)/(® —I) W,(K) (c’est une généralisation de la
théorie d’Artin-Schreier {4, X, § 3]).

D’ott un accouplement continu :
WD) [K*® (Z/p")] ® W,(K)/(Z— D) W,(K) — Z/p”

qui identifie chacun des deux groupes au dual de Pontryagin de
l’autre. On a la filtration de K* ® (Z/p") induite par la filtration
de K* par les sous-groupes Ug') = {xtqx = 1 mod ¢"}.

THEOREME 1. — Pour la forme bilinéaire WI, ['orthogonal de
U est I'image de W ™"V (K) dans W,(K)/(Z— D) W,(K), pour
tout entier n = 1.

COROLLAIRE. — Soit m = 0. Si

gs.- s X, DEWT™(K), (xg...,x,_)EWI ™ (K),
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le conducteur d’Artin de [l'extension de Witt-Artin-Schreier définie
par (xq,...,%,_,) estégala m + 1.

Pour déduire le corollaire du théoréme, il suffit d’appliquer
[4, VI, § 2]. La démonstration du théoréme requiert la description
de la forme bilinéaire WI donnfée par Kato. Cet auteur introduit
le corps K((T)) et le complété K,(K((T))) de son groupe K, de
Milnor, pour la filtration définie par les sous-groupes V, engendrés
par les symboles (x ,y) avec x = 1 mod. T".

Comme K((T)) est le complété pour la topologie T-adique
du corps des fractions M de ’anneau Oy [[T]], ona.

K, (K((D)) = K, M).
Soit alors ¢ I’ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de
Ok [[T]], différents de l'idéal (T). Pour €€ o, on note k(%)

le corps des fractions de Oy [[T]]/%. D’apres Milnor, [2, § 2] on a
un homomorphisme :

9 : K,(M) — K, (k(R)) = k(R)*.
L’extension k(%) de k((T)) est finie, d’oi un homorphisme
Ay K, (M) = k(@)* 2 k()™
Kato donne un sens a la définition res(x) = gfelo Ay (x),x €K, (M)
et montre que ceci définit un homomorphisme res de K,(M) vers
k((T))*, qu’on peut appeler résidu de Kato (voir [1]).

Pour en déduire WI, il faut introduire ’exponentielle de Artin-
Hasse [cf. 5, V, § 16]. Pour tout corps L de caractéristique p,
on considére I’application E, : L —> L(T))* telle que

Ei(x) = II (1—(x. T(Pi))n)u(n)/n
(n,p)=1

ou u (—) est la fonction de Mobius.
Si W(L) est I’anneau des vecteurs de Witt (de longueur infinie)
sur L, I'application
E:W(L)— L(T)*

(XX 500 nXyy.) — iilo E,(x;)

est un homomorphisme d’anneaux. Pour r entier =0, soit T’ (L)



28 J.-L. BRYLINSKI

I'image par E de I'ensemble des éléments de W(L) satisfaisant
x;,=0pour 0<is<r—1.

On a donc un homomorphisme induit de W,(L) vers
L(T)*/T”(L). Pour L =F,, on en déduit un isomorphisme de
W, (F,) = Z/pr vers F, (T)*/T" (F,). Ceci dit, pour calculer
WI(F ® (x,,-..,%,_;)) avec FEK* (xy,...,x,_;)EW,(K) (on
dénote par une barre en haut leurs images dans des groupes quotients),
on forme I’élément

r—1
(1 Ex),») de KK(T)

on lui applique res pour trouver un élément de k((T))*, on applique
la norme de k(T)) a Fp ((T)) pour trouver un élément de
F,((T)* et on prend son image dans F,((T))*/T"’(F,), d’ou
un élément de 2Z/pr (cf.[1, §4]). A ce stade, une écriture plus
ramassée de la forme bilinéaire (WI) ne s’impose pas.

Nous utilisons le résidu de Kato pour le calcul suivant :

PROPOSITION 2. — Pour m et n deux entiers positifs, avec
m<n e V,m)=r—1—1i,i<0 on considére lapplication
kxk — Z/p
AN — WI[(1 + A1) ®(0,...,x,=N.¢tm® 71" 0 .., 0)].

C’est une forme bilinéaire qui est nulle pour m < n, non-dégénérée
pour m = n.

Démonstration. — On posera m' =+ m/p"~'=!. Par construc-

tion, m' est premier & p. On doit d’abord calculer le résidu de
lélément (E;A'.t7™),1 + A¢") de K,(L((T)). D’aprés les
propriétés de continuité deres [1, § 1],ona:

res(E, V. 1), 1+ Ae")
= I [res(1 —(\'. ™ . T®Y¥ 1 + \")p@h

@,p)=1
Pour calculer chacun de ces résidus, il n’est pas génant (pour a fixé)
de faire une extension finie de k& (et de K) pour se ramener au cas
ou les racines d’ordre a de l'unité sont dans k. On peut alors écrire
1= ™ TP'Y = 1 [1—¢N. e TP,
§4=1
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Le diviseur 92‘, de Og[[T]], d’équation l—§)\'.t""'.T"l est
un diviseur premier de hauteur 1, puisque m’ est premier a p.

On a donc 3, (1 —§X. =m TP 1+ ) = 1+ An.
Le corps fc(ﬂ’.g) est une extension de degre m' de k((T)),

engendrée par I’élément ¢ tel que t*™ = ¢\, T?'. Un calcul facile
montre que

Nece ey (1 + N7 = (1+ 7m0 gnld \nld Ty
ou d est le p.g.cd. de m' et de n. Les diviseurs % (pour §* = 1)
sont les seuls qui ont une contribution non nulle au résidu.
On adonc :
res(1 —Q\'. t=m" TP | 1 + A)
= (AR g na TPy

gd:l
n
Soit alors b le p.g.c.d.de a etde E Le produit ci-dessus vaut :

am'  an  apln\bd
(1+>\ bd .x’bd.de)

Ona res(E,(\". '), 1 + At")

= II 1+ 2 bd.)"bd-de

p)

Supposons maintenant n =+ m = p"~'~'m’'. Alors

[ _am' _an  ap in] u(a)bd/a

ap’n _ a , n a
> - p . —>=
bd b W T b

.p"™1 = p"! et I'inégalité a lieu si et seule-
: a h r—1-1 :
ment si —b-=1 et;n—,-=p . Si donc n>+m, on a

res(E;(\". M) 1+ N ) =1modT? ™'*'. La norme de cet

élément est dans F ((T))*, un élément de I'image de E congru a
un modulo T? g , donc un élément de T (F,); son image

dans Z/p” est donc nulle. Si maintenant on a n =m, dans le
calcul de  WI(I + A", (0,...,N.t7™,0,...,0)),  seuls

comptent les termes tels que a = b, donc a divise =pr—1-f,

N
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donc a = 1 puisque a est premiera p.On adonc:
res(E;(\". MY LA =1+ e i ™ Ym'
=1 +m' WP TP T Y mod (TP Y,
D’olt immédiatement :

WI(I + )\tn , (0’ e )\l. t—m', . 0) — pr—l mITrk/Fp ()\)\,pr*l—i)

Comme m' est premier 4 p, et la trace une forme bilinéaire non
dégénérée sur k, la proposition est établie.

Il est maintenant facile de démontrer le théoréme 1. D’aprés
la proposition 2 et le fait que WI est non dégénérée, il suffit de
montrer que pour tout n =0, les groupes (K*/Ul(("))®(2/p’) et
W,(_'l+ D (K) mod (€ — I) sont finis de méme cardinal.

Pour n =1, ces deux groupes sont isomorphes & Z/p" (voir
la proposition 1). Il suffit alors de montrer que pour n =1, les
groupes (UL~ D/UM 1 ® @2/p") et

WD (K) mod (£ — /W™D (K) mod (2 — 1)

ont méme cardinal. Un calcul direct, analogue a celui de [6, § 1.7]
montre que le premier est de cardinal #k si v,(n —1)<r—1
et O si vp(n~ DH=r.

Il en est de méme du deuxiéme groupe d’aprés la proposition
1, et le fait que le conoyau de l'opération x — F.x —x du
corps fini k est d’ordre p . Ceci prouve le théoréme.

2. Etude locale d’un revétement de Witt-Artin-Schreier d’une
surface sur un corps fini.

On se donne un corps fini k£, une surface X lisse, sur £ de corps
de fonctions K. On considére un revétement de Witt-Artin-Schreier de
X, définie par un vecteur de Witt (x4,...,x,_;)EW,(K). On
note x : Gal(K*?/K) — Z/p" le caractére que définit ce vecteur
de Witt.

LEMME 2. — Pour D wune courbe irréductible sur X, si le
caractére X est ramifié le long de D, il existe i tel que la valuation
vp (x;) soit strictement négative.
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C’est une conséquence immédiate du lemme de Hensel.

On choisit maintenant un point x de X, tel que le lieu de
ramification de x soit lisse en x. On note D, la composante de
ce lieu qui contient x. Soit A, le complété de I’anneau local de X
en x, K, son corps des fractions. Soit D un diviseur irréductible
de Spec(A,), A, p le complété de A, pour la topologie définie par
lidéal J, de D. C’est un anneau de valuation discréte dont un
générateur ¢ de J, est une uniformisante. Le corps résiduel de
A, p est le corps k(D), , complété en x du corps k(D) des fonc-
tions rationnelles sur la courbe D. On note Kx.D le corps des
fractions de A, . C’est le type méme d’un corps local de dimension
2, au sens de Kato [1, § 4] et de Parshin [3]. C’est un corps isomorphe
a k(w)) ((2)).

Kato a défini une application de réciprocité :
®, p K, Ky p) — Gal(K;b,D/Kx,D)

qui lui permet de généraliser a la dimension 2 la théorie du corps
de classes. Nous avons besoin des deux faits suivants :

(i) Le diagramme ci-dessous est commutatif
[ o]
K, (Ky p) —5 Gal(K¥p /K, p)
) w

K, (k(D),) K2 Gal(k(D)* /k(D),)

ou & est le bord en K-théorie algébrique, déja utilisé au §1, w
I’homomorphisme déduit du fait que k(D), est le corps résiduel

de KX,D, et Pk (D), I'application de réciprocité pour le corps
local (D), .

(i) Pour tout diviseur D de Spec(A,), on considére le
caractére x, p de Gal(K‘;b'D/Kx’D) déduit de x. Pour u ,v €K%,
ona X, p°® p,v)=1 sauf pour un nombre fini de courbes
D etdeplus:

I od u,v)=1
D courbe Xx’D x,D( )

de Spec (A ,)
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Ceci est la loi de réciprocité de Parshin, que cet auteur a énoncée
dans [3].On pose wp =X, p©°®Px,p: Ccest un caractére de
K,(K, p), pour D une courbe de Spec(A,).

LEMME 3. — (i) Pour toute courbe D de Spec(A,), distincte

de Dy, le caractére Xx,p S€ factorise par un caractére de
Gal(k (D)2’ [k(D),.).

(il) wp, sannule sur le sous-groupe df K, (K, p,) engendré par
les symboles (u ,v) avec u ,vEA_[t7'] (ou t est une équation
locale de D).

Démonstration. — (i) traduit le fait que x est non ramifié le long
de toute courbe de Spec(A,) distincte de D,. Si maintenant
u,vEA, (t7")*, ona 0=wv, () =vp () pour une telle courbe
D, donc wp (u,v) =1.

La loi de réciprocité donne alors : wp (4 ,v) = 1.

PROPOSITION 3. — Soit D une courbe de Spec(A,) distincte
de D,, et xp le caractére de Gal(k(D)%[k(D), défini dans le
lemme 3. Soit g€ A, une équation de D, et soit u€A,, dont
l'image dans k(D), est notée u .

Ona: Xp °© ¢K(D)x (a_) = wDO (g ) u)-l

Démonstration. — On applique la loi de réciprocité au couple
(g,u). On a xp °¢yp), (#) = wp (g,u) d’aprés la commutativité
du diagramme (i). Si D' est une courbe de Spec(A,) distincte de
D, et de D, ona O0=vy(g) =vy W), donc wp(g,u)=0
d’aprés le lemme 3. La loi de réciprocité donne

Xp © Pr(D)y (u) = wp (g,u)

= wDo(g :u)_l .

Soit K, (Kx'Do)(") (pour n=0) le sous-groupe de K,(K, p,)

engendré par les symboles (u,v) avec

u€l +1t" A, p ,vEKS p, -
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COROLLAIRE. — Si wy,~ sannule sur K, (K, D0)("), alors pour
toute courbe D de Spec(A,) distinctede D, , Xp © Pi (D), sannule
sur le groupe U, (D)( ") donc le conducteur d’Artin de Xp est au
pluségala n.

C’est clair.

THEOREME 2. — Supposons que (xy,...,X,_,) soit dans

W,(”’")(KX,DO). Alors wp, sannule sur K, (K, p )™V

Démonstration. — Nous ferons usage des notations et
constructions de Kato [1, § 4]. On choisit un isomorphisme
A p, = k(@) [[t]], dou K, p, = k(@) ((#)). On considére

un élément de  K,(K, p )" de la forme (g,h) avec

x,Dg
-1

g=1lmodm"*! A, ,Dg - On doit former I'élément (rII E,(x,),g,h)
i=0

de K 3 (K, DO((T))) lui appliquer l’opératlon “résidu de Kato
res(z)” pour trouver un élément de Kz(k(Do) ((T))), puis une
nouvelle opération “résidu de Kato res(1)” pour trouver un élément
de K,(k((T))) = k((T))*. Ensuite on procéde comme au § 1 pour
trouver un élément de Z/p” qui n’est autre que wDo(g,h). Pour
que cet élément soit nul, il suffit que 1’élément trouvé dans k((T))*
soit congru 4 1 modulo T® ™™V 1l suffit pour cela, d’aprés

r—1
[loc. cit, theorem 1] de montrer que res(z)('rlo E,.(x,.),g,h)
i=

est dans K,(k(Dy), (TP "*D_ Soit @ un idéal premier de
hauteur 1 de A, Do [[T]], distinct de (T). Le corps k(%) est
une extension flme de k(Dy), ((T)). On peut montrer que la norme
de K,(k(®)@ est contenue dans K,(k(D,),((T))@ pour
tout entier g (voir [1, Prop. 2]). D’aprés la construction de res(®,
il suffit de montrer que pour un tel diviseur % ona :

r—1 N r_
82 ('Ho E,'(Xi), g, h) (S K2 (K(@))(p 1+41)
i=

ou 8, K;(K, py((T) — K,(k(®)) est le bord en K-théorie
de Milnor construit par Bass et Tate.



34 J-L. BRYLINSKI

Pour ce faire, il suffit de considérer chaque E,(x;) modulo
le groupe des unités de Kx,Do((T)) congrues a 1 modulo e

On peut donc remplacer E,(x,) par ( I)I (1 —(x,. Tpi)")“(")/" .
n,p)=1
n<pr—1-i

Un diviseur 9% qui interviendra non trivialement dans le calcul
du résidu aura une équation du type xi.Tp' =¢, avec (P =1,
pour b convenable, premier 3 p et i tel que vDO(x,)<0. Pour
que ce diviseur soit premier, il faut et il suffit que x; ne soit pas
un élément de KZ’DO , Ce que nous supposerons provisoirement.
Le fait que (x,,...,x,_;) soit dans W,(_’") (K, p,) implique que
pr-i-t. (— Up,(x;)) <m. Comme g est congru & un modulo
t™* 1. Ay py» ON peut écrire :

r—1—i

I\
g=1+;—) ty, avec yEAx,Do.
i

On a alors &, (Ei(x;),g,h) = (g, h), oi g et h sont les
imagesde g et h dans k().

Oor g=1+¢P7 TPV 75, puisque x,..T”i =t dans
K(%D).
De plus, 7 est de valuation >0 dans k(%) puisque x; est de

valuation <0 et J est de valuation =2 0 (c’est une fonction
réguliére sur la surface Spec(Ax,D0 [[T1D). Ceci montre que

8, (E,(x;),g,h) est dans K,(k(®)P"'*1) . Le cas ol x;E K% b,
se traite en remplagant le diviseur % par le diviseur y;. ™™ = ¢,

ou a est le plus grand entier tel que x;E€ K(x”’ago et y;= x§” el

On obtient alors une congruence encore meilleure. Dans tous
les cas, on a donc trouvé la congruence voulue, et le théoréme 2 en
découle.

Soit E l’ensemble des diviseurs A de Spec(A,) pour lesquels
il existe i tel que v, (x;) # 0.

COROLLAIRE. — Supposons les nombres vDo(x,.) positifs ou
premiers a p et supposons E = {Dy}. Alors le plus petit entier m
tel que wp, sannule sur K,(K, D0)(’") est égal au conducteur
d’Artin du caractére Xp , pour toute courbe D de Spec(A,)
transverse a Dy .
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Démonstration. — D’abord, le _théoréme dit que m est fini,
et entraine que Xp ° @kp), (1 T+ At™) =wp (g, 1 +ht™) ' =1
pour D une courbe irréductible d’équation g de Spec(A,), et pour
heEA, .

En particulier, xp est de conducteur d’Artin au plus égal a
m . Sous les hypothéses du corollaire, le vecteur de Witt (x,,...,x,_,)
est dans Wr("””) (Kx’Do). De plus, pour toute courbe D trans-
verse a D,, le vecteur de Witt (x,,...,x,_,) est tel que
Vi(py, (i) = vpy(x;). Comme ces valuations sont premiéres & p,
posant =—sup[vD0(x,-)xp"1“'], la Proposition 1 dit que
(xg,...5x,_,) est dans W,(‘M) (k(D),)mod(% — I), mais pas
dans WMV (k(D), .

Le corollaire du théoréme 1 dit alors que le conducteur d’Artin
de xp est égal a M+ 1. Le théoréme 2 donne alors m<M + 1;
comme on a démontré l'inégalité en sens inverse, le corollaire est
prouvé.

Remarques. — 1) Bien entendu, on ne peut pas toujours se
ramener au cas ou les valuations Up, (x;) sont positives et premiéres
da p. Un exemple étudié par Laumon montre toutefois que cette
hypothése n’implique pas la séparabilité de I’extension résiduelle de
k(D,), -

2) Lorsque la courbe de ramification D, est donnée, la condi-

tion que E = {D,} est vraie en tous les points de D,, sauf un
nombre fini d’entre eux.

ProrosiTion 4. — Supposons wp, nul sur Kz(Kx,DO)("’“).
Pour toute courbe D de Spec(A,) transverse a D, , et pour toute
courbe D, de Spec(A,) qui a méme jet que D a l'ordre m, les
conducteurs d’Artin de X et Xp , sont égaux.

Démonstration. — Grace a la définition du conducteur d’Artin,
il suffit de montrer que pour tout entier N et pour tout g€A,_,
ona

Xp © Wy, (1 + 8T = xp 00, (1 +Z V).

D’aprés la proposition 3, il s’agit de montrer que si # (resp. 4,)
est une équationde D (resp.de D,) ona:

wpy(h, 1 +g. Ny = wp,(hy, 1 +¢g. Ny,



36 J-L. BRYLINSKI

Comme ¢ et h sont des coordonnées locales en x, on peut écrire :

hy= Y a;.t'h.
ij>o0
Puisque D et D, ont méme jet 4 'ordre m, on peut supposer

qu’il en est de méme pour h et h,. Ceci signifie a,, =1 et
ai,j= 0 pour l+]<m - 1,(1,].)¢(0,1)-

On adonc :

m/h=1+ X dui-t=1+ X AW-'modem A,
itj>m+1 j>1 '
itj>m+1
puisque pour i+j=2m+ 1, on a bien i=Zm ou bien j=1 .
On peut donc écrire 2, /h =u.v avec u €AY et vE1 + ™. A, p .

On a wDo(u, 1+g.tNy=1 daprés le lemme 3, et
wp,w,1+¢. tN) =1 parhypothése. Donc

wDo(hl/h, 1+gtN=1,
d’ou la proposition.

Cette proposition, jointe au théoréme 2, fournit un ordre de jet
suffisant pour le conducteur d’Artin du caractére x pour toute
courbe de X transverse & D, en un quelconque point lisse de D
(c’est-a-dire qu’une courbe D, ayant méme jet que D & un certain
ordre, est telle que xp , e xp ont méme conducteur d’Artin). On
peut aussi montrer que pour une courbe D distincte de D, donnée,
la coupant en un point lisse, il existe un entier k tel que toute courbe
D, ayant méme jet que D a l’ordre k ait méme conducteur d’Artin
que D.

Nous voulons indiquer que le théoréme 1 donne un procédé
effectif, pour calculer le conducteur de la restriction 4 une courbe
transversale générale d’un revétement de Witt-Artin-Schreier. Nous
allons l’illustrer sur le cas d’'une extension définie par un vecteur de
Witt de longueur 2 : (x,,x,) €W, (K); le diviseur D, étant choisi,
on pose : — vDo(x,-) =m,;.p"t, avec m; premierd p.

Pour tout point x de D, en dehors d’un ensemble fini de
points, on peut écrire : x; =g;(t,u). t~mi-PTi(j =0,1), avec
g,(t ,u) € A% (on a choisi un isomorphisme entre A, et k[[r,u]],
t étant une équation de D, en x). Le caractére x ne dépendant



CORPS DE CLASSES DE KATO 37

que de I'image de (x,,x,) dans W,(K)mod(®—1I), on peut
aussi supposer : x; ¢ A% + 12 A,

Le corollaire du théoréme 1 raméne le calcul du conducteur
de Xp, pour D une courbe transverse a D, au point x, a celui
du plus petit entier m telque (x,,Xx,) appartienne a W,( —m+1) X),
ou x; est I'image dans k(D), .

Supposons d’abord r, = 0, i.e. Upy(Xo) = m, premier a p.
Si D est distincte d’'un nombre fini de courbes de Spec(A,), g,
n’est pas élément de Af, + 2. A, + J, ou J, est I'idéal de D.
Si donc on écrit g, = y? + h avec v(h) =1 dans k(D),, on aen
fait v(h) =

Dans W, (k(D),), on a alors I’égalité :

(Xo,X) +(R—1D.(0,—y. m1-p117Y
= (xq,t ™1P L [p + y. pmae-Dpr171)
d’aprés les formules d’addition dans W,(—) qu’on trouve dans
[4,1I, § 6].Onen tire :
(%o, %) EW™ D (K) — w}""’(K),
avec m = sup(p.my + 1,m,.p"1).
Supposons maintenant ry > 0; écrivons g, =zP + k avec

v(k) =1 dans k(D),, de la méme maniére que plus haut. On a
alors :

(Ko, %) + (2— D) (—z. rmo-P7071 ()
= (t~m0-P"0 [k 4 7 ¢mo(p—1)pT0~1] £y

ou E=%, +Qz. t™mo- P07,
on Q=Y i (f) (— DI[X(X — XPY~ ! + XIP+P-1]
i=1

dont le terme dominant (pour p # 2) est 2. XP®-D*1

Dans k(D),, la valuation de X, est —m,;p"t, celle de
Q(z. t~mo- P07y g — [p(p— D+ 1]l xmyx po-1t,

Lorsque m,.p"t # [p(p — 1) + 11my. p™0~!, la valuation de
£ est —sup(m,.p"?, @*—p+ 1).my.p0 ). Lentier m vaut
alors :

sup(p(my.p® — 1,m, .p"1, (p> —p + 1).my.po1).
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Comme on a toujours
mimy.po— D+ 1<(p>*—p+ 1) .m,.po-1,
on trouve : m = sup(m,.p'1, (p?2—p + 1).mgy. pro-1),
Nous ne traiterons pas le cas ou
m,.pt=(p*—p+ 1).my.po".

Nous nous bornerons a remarquer que, d’aprés des calculs inédits
de Laumon, si L est ’extension de K de groupe Z/p? définie par
le vecteur de Witt (x,,x,), la structure de I'anneau des entiers de
L est assez différente suivant que m,.p"t <m,.po(p?*—p + 1)
ouque m,.p"t>m,.po(p*—p + 1).
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