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MAJORATION DE LA TRANSFORMEE
‘ DE FOURIER
DE CERTAINES MESURES

par N. LOHOUE et J. PEYRIERE

1. Introduction.

Ce travail reprend un article de L. Corwin et F. P. Greenleaf[l1].
Introduisons le probléme et quelques notations.

Si p est un polynéme réel & m variables et de degré ¢ supérieur a 2
on définit une distribution tempérée p, sur R™ x R par la formule

Hpof =f Sxp(x) dx (f € S(R™xR)).
Rm

Il s’agit d’étudier la transformée de Fourier fi, et, en particulier, de savoir
quand cette distribution est définie par une fonction localement sommable.

L. Corvin et F. P. Greenleaf, dans I’article précité, ont étudié le cas ou
le gradient de la partie homogéne de plus haut degré de p ne s’annule
quen 0. Ici, nous envisageons le cas ou ce gradient peut s’annuler. Nous
obtenons en particulier le résultat suivant.

THEOREME. — Soit q un polynéme réel homogéne de degré ¢ a m
variables (3<m</¢) tel qu’en chaque point de la sphére unité S, _, ou q’
s’annule, la restriction de q" a l’espace tangent a S,,_, en ce point soit non
dégénérée. Alors, si p est un polynéme tel que le degré de p — q soit
inférieur ou égal @ £ — 2, [, est une fonction localement intégrable.

On a la méme conclusion dans le cas m=2, (235,
d°(p—q) < ¢ -3.
On décompose le polyndme p en composantes homogénes :
-1

p=4q+ .‘_Lopj

J
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(q de degré 7, p; nul ou de degré j). On note 7’ le degré du polynome
p—q et l’'on pose A =sup(/,1).

Une modification de la technique de L. Corwin et F. P. Greenleaf
permet d’obtenir les résultats suivants dont le théoréme énoncé plus haut
est un corollaire.

ProrosITION 1. — Si l'on a J |[Vs| ™ do,,., < o0, 6/ >2 et
Sm—-1

1 . -
'<{ — 8 alors la distribution [, coincide sur louvert

{(u,v) e R™"xR;v#0} avec une fonction continue.

PROPOSITION 2. — On suppose que l’'on a J’ IVq| ™ do,_, < © et

s,
IVgq|=t-"|q|-"" oy < 0.

m— 1

S,

1. Sil'ona 6 > 2, 9<1+£) >1 et

-1
| SR WES /-sup(l/O,l/O’,[O(l+£)—l] ),

alors il existe C > 0 tel que, pour tout (u,v) dans R™ x (R\{0}), on ait

lul mi(¢—2) I“t (m—1)/(¢-2)
i, (u0)] < C[l +ol =" + (l +H) +(l +W) lvl'”’]-

2. Silona 0/>2, 02>2, 8 >——

(1—-6) et

/—m
<A< /-sup(1/6,1/0),

alors il existe C > 0, tel que, pour tout (u,v) dans R™ x (R\{0}), on ait

I“ <cl it i |ul (m=0)[(¢—2) - Iul (m—D/(/-2) iy
up(uav)l B +|U' + +'l°v_|' lvl + ]+I—vl‘ |vl :

2. Démeonstration de la proposition 1.

Soit yx une fonction indéfiniment différentiable de R* dans [0,1],
valant 0 au voisinage de 0 et 1 sur I'intervalle [1,+4 oo[. On définit un
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champ de vecteurs w sur R™ ainsi:

w(x) = — Ixlx(Ix)Vg(x)*~* Vq(x)

ou I'on a posé x' = x/|x| et ou o est un nombre supérieur ou égal a 1
que I'on choisira plus tard.

On pose y(t,x) = x + itw(x) pour (t,x)e R x R™. On obtient ainsi
une application de R x R™ dans C™. On a

Y*(dzy Ndzy A ... Ndz,) = det (I +itw'(x)) dx; A dx, A ... A dx,,

+idt A Y g6, x)dx, A .o Adx A L. A dx,,.
=1

J

Puisque o est supérieur a 1, les coefficients de cette forme sont bornés.

(T

Posons, pour zeC", ueR™et veR, Q(zmu,0) = u.z + vp(z). Nous
allons montrer que pour & > 0 assez petit et pour v > 0, lintégrale

J e—iq»(z.ll.") dzl AL, A dZ,,,
Y(3.R")

existe et est égale 4 i(u,v).

Notons M le plus grand des deux nombres

sup sup [lg”(x +itw(x))|
XESM_10S1<|
et

Y. sup sup |Vp;(x+itw(x))l.

1<j</ x€S,,_) 0<1<]

Ona,si |x>1 e 0<t<1,
. . : M 3
Re — ig(x+itw(x)) < tVq(x).w(x) + Ft |x}f =3 w(x)|

M
< — txl|Vg(x)P*! +-‘;t3IXI’ IVg(x)**
d’ou, dans les mémes conditions,
, M2
Re — ip(x +itw(x)) < — t|x|'|Vq(x')|““<1 -—;—qu(x’).I’“")

+ Melx|” [Vg(x)I*.
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Posons §% = inf(l,3/M sup |Vq(x')|2““1>- Alors, pour 0 <t < 8,

.
X' €8y |

Ix 21, v>0 et ueR™, on a
1
Re — i@o(x+itw(x),u,v) < — 3 vt|xlIVq(x)** ! + t(jul +Muo)lx[*Vg(x)|*.

LEMME. — Il existe C> 0 tel que si A>0, B>0, o >0 et
A

o=2—-> ona

£ — A
m 1 A

® ] o d A \i== =% T3 _m
J‘O eAr’*o) -B o ‘Hrm_ri < CI:(B_(D_>[ )‘eC(A’B Mo-hy =R + (Bm1+a) ,:I.

1

En effet, Ar'o® — Bre®**! est maximum pour (%;iyt—x et vaut
®
A

A I'4 A A
alors (&),—l(l )\)A’"—*B_’_-Tmu_m, donc

1 '3
© m 1 A
eArkma_B,/ma+lrm£ < 1/2A =% caB—N A~ 7%
o r m\Bo

© 1
—sBlee+! dr
+ e ? ¢ rm—
o r

d’ou le lemme.

Remarquons que lorsque ® est petit, c’est le second terme qui est

prépondérant. L’inégalité o > 7 entraine, en effet,
m (1 + o)m
< .
£—A 4
ProposITION. — Si l'on a

1
0/ > 2, l’</—6 et J |Vg|"™ do,,_, < o0,
Sm—1

alors la fonction F(u,v) = J e ®CEwI dz A ... A dz, est continue
TGR")

sur l'ouvert {(u,v) e R"xR;v>0}.

Cela résulte des résultats précédents : on peut choisir o tel que I'on ait

les inégalités suivantes: o > 1, a > » 1 +a<607.

A
£ — A
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PROPOSITION. — Les hypothéses étant les mémes que pour la proposition
précédente, F et [i, coincident sur l'ouvert {(u,v) € R"xR;v>0}.

Pour démontrer ceci, considérons une fonction f, C® a support
compact dans {(u,0) e R"xR;v>0}. Soit By la boule de centre 0 et de
rayon R dans R™. On doit montrer que (F,f> — (fi,,f> =0. Ona

<F’f> - <flpa f>
lim ( f f@p(@) dz; A ... A dz,,,—.[ £ (x,p(x)) dx>
7(3.Bg) Bp

R—-wo

lim j
R-oo Jy({(t,x);0<1<8,|x|=R})

f@p@)dz, A ... A dz,.

Soit k un entier supérieur & m/2, on a

2 C
Q) < e exp max C.yi y e support () pour e R™ x R,

On a dong, si z = x + itw(x),

|f @p@) < exp (Atlx*Vg(x)*~Bt|x|'|Vq(x)I** 1)

_C
(1 +[x*)*
ou A, B, C dépendent de f mais pas de x.

Par suite

j fzp@)dz, A ... A dz,— j f(x,p(x)) dx
v(3.Bg) By

< _CR™ adt RNV -BR VI s (x)
SR, s moee

Mais on a sup (AtR*o*—BtR‘ew**?!) < CtA'**B7*R*»“~»  d’ou le
résultat. 00

3. Démonstration de la proposition 2.

Nous allons majorer [i(u,v) lorsque v est positif. On pose

1
R(u,0,x) = sup (1, (M)"*wq(x')r') (ueR™v>0,x €S, _,),
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T étant un nombre a choisir plus tard. On écrit

R
f(u,p) = J- e i) gy 4 e oY) gy
Ixl<1 J I<|x| <R (u0,x)
r
+ e"®EwO dr A A dz,
.4”7([0‘8] x {x; x| =R (u,0,x)})
+ e OEND 42 A A dz,.

J (3, {x;1x|>R(u,p.x)})

Désignons par I;(u,v) (j=1,2,3,4) les quatre intégrales précédentes. Dans
la suite C désigne un nombre indépendant de u et v.

Evaluons I,: on a

1
- Vo) + ! 45 Mo)ixMVa ()
L g e ambimertmondnt g,

Ix>R(u,0,x)

Si I’'on choisit T supérieur ou égal a 1/(/—A), on a

II4(“,U)] < C J‘ eXp (-— 84—v|x|llvq(x’)la+l) dx

Ix] > R(u,0,x")
d’ou

m m(a+1)

Ls(u0)] < Cv_‘f IVa(x) ¢ do,_,(x).
Sm—1

Estimons maintenant I;. On a

S A 4
T3(up) < C J I (exp-tv” “~*(|ul + Moy Vg (x)[**'~)
0 sm—l
R(u,0,x)"|Vq(x)|*** ™ dt do(x).
Deux cas se présentent selon le signe de o + 1 — 7.

Dans lecas a+1>1t/ on a

Mo\=x
ot < c(MEMY [ pwggopes et o, 00,
Sm—1

autrement, on a

A— m-¢

T3 (u)l < Co’~*(|ul +Mv mj IVg(x) "™ " do,,- 1 (x).
Sm—1
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On estime I, de la méme maniére que dans [1], pp. 693-694. On a

R(u,v,x’)
L(uy) = I (J g X ym =1 dr) do(x').
Sm—1 1

On pose
0
T(',B) = {r; iad <B}’
or
alors
, B |ue-n
IT(x',B) < Cl———=
vq(x’)
d’ou
i
J‘ e—ifo(rx',u,v)rm—l dr < CR(u,v,x’)"‘“ B ’ /-1
T(x',8) N [LR (u0,x)] vq(x’)

D’autre part, si ]a,b[ est un intervalle contenu dans

[LR(u,0,x)] n { T(x',B)

t sur |} la il ne change pas de signe, on a

et sur leque Em ?2 ge p gne,
or

R(u,v,x)y" 1

B

<4

b
J‘ e—iw(rx’.u‘v)rm -1 dr

a

Par suite

nm-—1
e—i(p(rx’.u,v)rm— 1 dr < C R(u,U,X) .

J‘c'l'(x’,ﬂ) N [1LR(u,0,x) B

En choisissant B convenablement, on obtient

L) < C jR(u,v,X')”_ 'log(x)= " do(x')

d’ou
m—1 1

Mo\r— -} !
o < (MM, f IVa@)I ™ V()| do(x).
Sm—1

On obtient la proposition 2 en collectant toutes ces estimations et en
s’assurant que les hypothéses permettent de choisir o et =
convenablement.
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Le théoréme est une conséquence des propositions 1 et 2 (1.): les

m— 1
et

conditions d’intégrabilité sont satisfaites dés que I'on a 6 <

4 2 m
V<l-G-ne

4. Remarques.

Les propositions 1 et 2 sont susceptibles d’autres applications. En voici
deux.

On suppose m = 2 et I'on considére un polynéme g homogéne de
degré /. On note d I’ordre maximum d’annulation du gradient de ¢ sur
S,;. Onsupposequel’ona d =>1¢et £ >4d+ 1. Si p estun polynéme
tel que d°(p—q) < ¢ —2d — 1, alors i, est une fonction localement
intégrable.

On considére le cas m =3 et q(x,y,2)=(y*—2x2z%) (x> +y> + z%)*.
Alorssi k>1 et d°(p—q) <2k + 1, fi, est une fonction localement
intégrable. Dans ce cas I’hypothése de non dégénérescence de q” n’est pas

4

satisfaite et les conditions d’intégrabilit¢ sont 6 <§ et
2 1

0 <-(l-——])

<3( 2k+4>
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