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PSEUDO-LAPLACIENS II

par Yves COLIN DE VERDIERE

Dans cet article, nous étudions dans le même esprit que dans [7] une
famille d'opérateurs auto-adjoints construits à partir du laplacien
riemannien. Ces opérateurs, notés A^, où a est un paramètre réel, ont été
introduits et utilisés par Lax et Phillips [19] dans le même contexte, i.e.
l'étude de la théorie spectrale du laplacien (noté ici Aoo) sur une surface de
Riemann d'aire finie dont nous supposerons ici, pour la commodité de la
rédaction, qu'elle ne possède qu'une seule pointe ayant une métrique
hyperbolique (i.e. à courbure constante négative) au voisinage de l'infini.

L'opérateur A^, est l'opérateur auto-adjoint associé par le procédé de

Friedrichs à la forme quadratique q(f) = \\df\\2 restreinte au sous-
Jx

espace des fonctions dont le zéro -ième coefficient de Fourier est nul pour
y ^ a; géométriquement, cela signifie qu'on impose à / d'être de moyenne
nulle sur les horicycles (H() pour t > a. Il se trouve que les A<,
fournissent une très bonne approximation de Aoo, et qu'ils ont l'avantage
d'être à résolvante compacte et donc à spectre discret : on peut donc leur
appliquer les méthodes habituelles pour les opérateurs elliptiques sur les
variétés compactes : théorie des perturbations, formules de traces.

Les résultats obtenus dans cet article au moyen de l'utilisation de ces
opérateurs sont les suivants :

• Une nouvelle démonstration du prolongement méromorphe des séries
d'Eisenstein (fonctions propres généralisées associées à la partie continue
du spectre de Aoo) annoncée dans [8], mais reproduite ici pour la
commodité du lecteur.

• La preuve que, pour une perturbation générique de la métrique dans
un ouvert relativement compact de la variété X, le laplacien Aoo n'a
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qu'un nombre fini de valeurs propres toutes situées dans 0, - et même
L U

l'existence de variétés X n'ayant que 0 comme valeur propre. Ceci est à
comparer au cas où X est hyperbolique, i.e. X = F\H où F est un sous-
groupe discret de PSL^R), où l'on conjecture qu'il y a toujours une
infinité de valeurs propres [27].

• Une preuve, voisine de celle donnée par Lax et Phillips [19], d'un
résultat démontré récemment dans le cadre des espaces localement
symétriques à courbure négative par Donnelly [10] du fait que si
VQ = 0 < Vi ^ . . . < v^ ^ . . . sont les valeurs propres de A^, on a :

lim sup - Card { y î K ^ À , } ^ — aire (X).x-> +00 A, 47l

Cette preuve doit permettre d'attaquer un cas plus général en ce sens
qu'elle est basée sur le principe du minimax qui n'utilise que des estimations
C° sur la métrique, alors que la démonstration de Donnelly nécessite des
estimations précises sur le noyau de l'équation de la chaleur.

• Nous étudions ensuite la propagation des singularités pour le groupe

à un paramètre engendré par ^ - , et donnons dans ce cas l'analogue

de la relation de Poisson pour les variétés riemanniennes compactes avec ou
sans bord [4], [11], [13].

• Enfin, dans un dernier paragraphe, nous étudions la relation entre
ceci et les travaux de Hejhal [16] : dans le cas où l'on a X = PSL2<Z)\H et

a = v— ? il ne nous semble pas impossible que le spectre de A 73
contienne les pseudo-valeurs propres introduites par Hejhal, i.e. les
5(1 - s) tels que ^(s) =0 , où ÇK est la fonction zêta de Dedekind du
corps Q(^/— 3), cela impliquant l'hypothèse de Riemann. Nous donnons
plusieurs raisons permettant de soutenir cette conjecture pour le moins
optimiste.

1. Les opérateurs A^.

Soit X une variété riemannienne complète; à tout sous-espace fermé
Jf de l'espace de Sobolev H^X) des fonctions de carré intégrable et dont
le gradient est de carré intégrable au sens de la métrique de X, on peut
associer un opérateur autoadjoint positif A^ sur l'adhérence J? de Jf dans
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L^X) : c'est l'opérateur associé par le procédé de Friedrichs à la restriction

à Jf de la forme quadratique q(f) = | ||grad f\\2. Le domaine de A^.
Jx

est l'ensemble des g de Jf telles qu'il existe T e H'^X), orthogonale à
Jf telle que A^ — T soit dans Jf, où A désigne le laplacien opérant au
sens des distributions. On pose alors A^ = Ag — T.

Remarques. — à) On n'a pas en général D(A^) = H^X) n Jf; c'est
le cas seulement si Jf décompose A dans la théorie spectrale usuelle du
laplacien sur X.

b) Dans la suite, les espaces Jff seront indexés par un paramètre réel
positif a. On notera Jf^? ^a 1e8 objets définis plus haut; on posera
Jf^o = H^X), AOQ est alors le laplacien usuel, qu'on distinguera
soigneusement de A qui est le laplacien au sens des distributions sur X.

Soit maintenant X une variété riemannienne de dimension 2 avec une
pointe hyperbolique : X est de la forme Xo u X^ où Xo est compact et
X^ , la pointe, est isométrique à ]fr,+oo[ x R/Z, muni des coordonnées

dx2 4- dy2
(y,x mod 1) et équipé de la métrique ———^——- Par exemple, X = F\H

où H est le demi-plan de Poincaré et r un sous-groupe discret de
SL^R) choisi de façon que vol(X) < -h oo et que les éléments
paraboliques de r sont les éléments de la forme YYooY -1 avec Yoo dans

roo(Yoo^Id) et y dans F avec F^ = ^ J l n e Z ^ . A toute

distribution / sur X est associée son zéro-ième coefficient de Fourier
/o e ^Ofc,4-oo [): si ît : Xi -^]fc,+oo[ est la projection n(x,y) = y, on
a </ol<P> = </1<P°^>» i-e. y^^C/V Si X = F\H, fo est même
définie comme distribution sur ]0,-hoo[, car les distributions sur X
s'identifient aux distributions F-périodiques, et donc F^-périodiques,
sur H.

On pose alors ^ = {/eH^X^/olifl.+oo^O} • (En général, on a
b ^ a; mais si X = F\H, on peut prendre a ^ 0 quelconque).
Géométriquement, dire que / est dans Jf^ signifie que la moyenne de /
sur les horicycles (H,)(^ est nulle, où H( = {(x,y) çX^\y==t}.

Remarque. — Si F = SL^CZ), on peut prendre b = 1, comme on le
voit aisément sur la construction usuelle du domaine modulaire; si F est

sans éléments elliptiques, on peut prendre b = - [24].
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Précisons le domaine du pseudo-laplacien Aa(a>b):

THÉORÈME 1. — Le domaine de A^ est l'ensemble des f de ^a telles
qu'il existe C e C vérifiant A/ - CT^ e L^X), où T^ e ̂ '(X) est définie
par <TJ^> = go(a).

Dans le cas a < b, la caractérisation précédente n'est plus valable : il
peut y avoir à prendre en compte d'autres distributions sur e^-

Preuve du théorème 1. — Soit D^ = Xo u {(x,y)çX^\y<a}. On a
C?(D^) c= ̂  et donc, si TeH'^X) est orthogonale à Jf^, on a
T^> = 0 . De plus, si

Trx, = ET^21"-, avec T^€^G^+œ[),
n

on voit facilement que T^ = 0 pour n ^ 0 et donc T = To(}/) avec
Support (To) c= [a, + oo [. De l'égalité A/ - T e Jf^, où / e Jf^, on
déduit d'autre part que To^.^ = 0 et donc Support T c H,. Cela
prouve que T = C 6(y—a) + Ci ô'(^—a) + • • • et comme
TeH'^X), on voit que Ci = • • • = 0. Donc T = CT^.

2. Les séries (TEisenstein.

On a le :

THÉORÈME 2. — Les opérateurs A^ sont autoadjoints et à résolvante
compacte.

La preuve de ceci est essentiellement donnée dans [19], p. 206 et
suivantes.

THÉORÈMES. — Soit h(y) une fonction C°° sur R+, égale à 0 pour
y < b1 (avec b' > b) et à 1 pour y > b + 1 ; soit

Q = ^56C|Re(s) > ^ et s(l- s) ^spectre (A^.

Pour s dans Î2, il existe une fonction E(z,5) unique telle que :

f(i) (A-s(l-5))...E(-,s)=0,
[(ii) ECz^-fe^/eL^X).
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L'application s \-> E(z,s) est holomorphe sur f2.

Preuve. - On écrit E(z,s) = h(y)y5 + ^(z,s) avec ^(-,s)6 L^X).
Appliquant A — s ( l—s) aux deux membres, il vient (en posant
H(Z,5)=(5(1-S)-A)(/1(J)/):

(A-S(1-5))^(-,5)=H(-,5),

où H(-,s) est C°° à support compact dans X et dépend
holomorphiquement de s e C . On en déduit geîî^X) et comme s(\-s)
n'appartient pas au spectre de A^o, on a:

^s) ^(A^-sO-s))-1^^)).

L'holomorphie de la résolvante permet de conclure.

DÉFINITION . - E (•,&•) est la série d'Eiserfstein de paramètre s .

Si X = r\H, la fonction définie pour Re(s) > 1 par

E(z,s)= ^ [Im(yz)r
Y(=r,\r

a la propriété caractéristique annoncée précédemment.

Nous allons montrer que l'utilisation des pseudo-laplaciens A,, permet
d'obtenir rapidement le prolongement méromorphe à C des séries
d'Eisenstein ([8]). Lorsque seîî, on a Eo(z,s) = / -h ^(s)/"5 où (p(s)
est holomorphe sur tî et vérifie q>(s) = <p(s). On va prouver le :

THÉORÈME 4. - L'application s^E(-,s) de Q dans C°°(X) se

prolonge en une application méromorphe sur C, sans pôles sur Re(s) = -
et on a les équations fonctionnelles :

f(i) E(z,s)=(p(5)E(z,l-s)
l(ii) <p(s)(p(l~5)= 1.

Preuve. - Fixons a ^ b -h 1 et posons pour s(l -s) ̂ Spectre (AJ,
F(z,s) = AOO/ - (s(l-s)-A^)^(H(z,5)). Comme A^ est à résolvante
compacte et donc à résolvant méromorphe sur C, F(z,s) est
méromorphe sur C, avec d'éventuels pôles lorsque s(l—s) est valeur
propre de A,,. Pour b < y < a, on a Fo(z,s) = A(s)/ + B^1"5, où
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A(s) et B(s) sont des fonctions méromorphes de s, ( s ^ ^ j , et si on

pose :

F(Z,5) = F(Z,5) + Xta.+oot(^(A(^/+B(5^1-s-/),

on a: (A—s(l—s))(F(-,s))= 0. De plus, pour y = a, on a :

A^-h B(s)ûl-s= û',

d'où l'on déduit que A et B ne peuvent être tous deux identiquement

nuls. Si Re(s) > . et 5(1— s) ̂ Spectre (A^), on a:

F(z,5) = A(s)fc(^/ + ^, avec g e L^X)
et donc :

F(Z,S)=A(5)E(Z,5).

De même si Re(s) < ^ et s(l—5)^Spectre(Aa), on a:

F(z.s)=B(5)E(z,l-s).

D'où l'on déduit le prolongement méromorphe de E(-,s) et les équations
fonctionnelles.

L'absence de pôles sur la droite critique Re(s) = - se prouve de la

façon suivante : si Ê(z,s) = E(z,5) - X[a + ootC.^oO^), on a, pour r e R,

y-yiri' - 2108, - (!:)(•+.) -lto(J'+,4-»\II \ 2 /li^x) \<pA2 / r \ v^ /^ 7
(relation de Maass-Selberg, cf. [17], p. 21). Et comme <?( - + ir » = 1, on

1
voit que Ê et donc E n'a pas de pôles sur Re(s) = , •

3. Le spectre de A<,.

Dans la suite, on note Ao = 0 < Ai < • • • < AN < - les valeurs4
propres de Aoo associées à une fonction propre dont le zéro-ième
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coefficient de Fourier n'est pas nul et 0 < ̂  < ̂  ^ ... la suite (finie ou
infinie) des autres valeurs propres de Aoo. On a le :

THÉORÈME 5. — Le spectre de A^ est la réunion avec égalité des
multiplicités des deux suites Suivantes :

1) les valeurs propres de type (I) qui sont les (^-n)n^i, les fonctions
propres associées étant celles de Aoo.

2) Les valeurs propres de type (II) qui forment une suite

0 < \io(a) ^ ^i(a) < ...

ayant les propriétés suivantes :
(i) chaque \ij(a) est une fonction décroissante de a ;
(ii) lorsque a ̂  b, les |A/a) sont de multiplicité 1 et données par

\ij(a) = Sj(l —Sj) où les Sj vérifient : soit Im Sj ^ 0, Re(s^) ^ . » Sj + -^

et a'J + q^s^a1"^ = 0, soit

Sj =^[Jij(a) = ^ j > si ( p ^ j = - l , (p^J = - 2Loga.

Les fonctions propres associées étant

Ê(^)(s,̂ ) et ^ÊM(^4)'

( On notera Sj == ^ + ir^(a) ) •

(iii) On a, pour a ^ b,

AO == 0 < \io(a) < Ai < ^(a) < • • • < AN < HN<Û)

^t, lorsque a -> 4- oo, on a ; pour 0 ^ 7 ^ N, lim ^,(a) = A. ^ pour
a-»+oo •'

j > N + 1, lim n.(û) = -.
fl-> +00 4

Remarques. — a) Lorsque a < b, on n'a guère de renseignements sur
la suite ^(a) autres que (i), i.e. ji/a) > ^j(b). Voir cependant le § 7, pour

une conjecture dans le cas F == SL^Z), a = :s^—-
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b) Le (iii) exprime la convergence lorsque a -> -h oo du spectre de A^
vers celui de Aa, : en fait, il y a convergence forte des résolvantes, et cela
permettrait de faire la décomposition spectrale de Aoo en suivant
exactement ce qui est fait habituellement pour la théorie spectrale des
opérateurs de Sturm-Liouville sur [o,+oo[ [6].

Preuve. — Le (i) est la conséquence immédiate de la caractérisation de
la f-ème valeur propre d'un opérateur autoadjoint positif à résolvante
compacte au moyen du minimax et du fait que :

(a^O => (Jf^c:^).

Le (iii) résulte de la densité de (J ̂  ^ns H^X) et du minimax.
a^b

Dans (ii), la partie directe est aisée : il est clair que les Ê(z,s,) sont dans
le domaine de A^ et vérifient (Aa—s,(l—5,))Ê = 0 . Il reste à prouver

qu'il n'y a pas d'autres valeurs propres, ( sauf peut-être ^ = . ) •

Soit P(z) la fonction propre associée à [ij(à) = SjÇl— 5,)( ^ , j et

supposons Pô i= 0; si F(z) = F(z) + ^^^(y)Fo(y) où Fo est le
prolongement analytique à y > a du coefficient de Fourier de P, on a :
(A-5/l~5j))F = 0. Il reste à prouver que F(z) = C.E(z,s^). Cela peut
se voir par un argument de conservation de l'énergie au cours du temps
([19], pp. 202-204).

Pour le cas Sj = - » si (p( , j = — 1 et 2 Log a + (p i . j = 0, il est

clair que E( •, - ) = 0 et — E| ^]_ = G ^ 0 : on peut donc construire ô\ 2/ as 2
par troncature du zéro-ième coefficient de Fourier, comme on a construit
Ê plus haut.

Réciproquement, si . est valeur propre de A^ du type (II) ne rentrant

pas dans la construction précédente, on dispose de deux solutions de

( A — j V i = 0, i = 1, 2 avec fi = f^Q -h fonction L2; on peut donc

supposer f^o == y2 Log y et f^o = y2 (si (p(.) = 1|, on a les



PSEUDO-LAPLACIENS II 95

solutions E ( - , _ ) et G(- , . ) ; si ( p ( , ) = - l , on a G ( - , _ ) et la

fonction propre de A^ prolongée analytiquement pour y ^ à). On pose
alors

/(z,0 = (^^-^(^-^(^"^(/i.o^-^.o^)).

Il est facile de voir que, pour t ^ 0, ( —y 4- A^ — . )/ = 0 et que l'énergie

e(t) = — + llgrad f\\2 est finie et non constante.Jx ar!

4. Comportement asymptotique des valeurs propres de A^.

Soit Q le cylindre R/Z x [0,0 muni de la métrique euclidienne
dx2 4- d^2. Pour /eL^Cy), on note /o 1e zéro-ième coefficient de

f
Founer de /: fo(y) = f(x,y)dx.

JR/Z
On note N^(À-) le nombre de valeurs propres du problème de Neumann

sur la variété à bord Q qui sont inférieures à À, et telles que la fonction
propre (p associée vérifie (po = 0. On a le :

LEMME 4.1. - N ^ ( À , ) ^ — ^ + V — si À/^47i2 et N^(À,) = 0 si
471 K

^ < 47t2 .

Preuve. — Les fonctions propres vérifiant (po = 0 sont les

(pk^(x,}0 = cos —— -exp 2inmy avec k = 0 , l , 2 , . . . et me Z\{0}.
v

fe2^2

La valeur propre associée étant \^ = —.- + 47c2w2. On en déduit que

N^(À,) est inférieur à l'aire du domaine de R2 ,

^=Kx2+47t2Y2<X|X^olu[-l,0]x^-^^1,
[€ J |_ 2lt 27tJ
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en associant à chaque (fe,w) tel que ^m ^ ^ le carré de côté 1 ayant ce
point comme sommet supérieur droit si m > 1 (inférieur droit si
w ^ — l): la région recouverte est manifestement contenue dans 2^; on
en déduit les estimations annoncées en remarquant par ailleurs que la
première valeur propre utile est À^i = 4n2.

LEMME 4.2. -- Soit C^ ^ = R/Z x [bi,&2l (0<i?i<fc2) ^ cylindre

équipé de la métrique hyperbolique ———^——; le nombre de valeurs propres

inférieures à \ pour le laplàcien avec conditions de Neumann et fonctions
propres de zéro-terne coefficient de Fourier nul, N^^(X) vérifie :

^^^•^^ " ^•^'°.4 /^l

si X ^ ̂ h\.

Preuve. — On peut en effet comparer les valeurs propres de Q, ., avec
celles du cylindre euclidien Q.(, en utilisant le minimax restreint aux
fonctions de zéro-ième coefficient de Fourier nul appliqué avec le quotient :

[{Mdxdy [Wdxdy
A______ > ^2. J_____.
f ^ d x d y / y 2 f^dxdy

•/ J

d'où N^(X)^N^W).

On va en déduire le :

THÉORÈME 6. — Soit N^(^) le nombre de valeurs propres de A^
inférieures à \ (a ̂  b), on a :

NaW-^aire(X).
4lt

Preuve. — On pose a, = a + nh, n = 0,1, ... ; on a :

Jf. c HW ̂ ©^ {H^C^^,) n /o=0} .

D'où l'on tire N,(X) < N^(X) + ^ N,^,(À) où N^À.) est le
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nombre de valeurs propres du laplacien, avec conditions de Neumann sur
X^, inférieures à À,. Donc :

N.w s ̂ ,01 <x.) + ̂ ^ + ̂ î ,,,.
avec N = o t ^ ) - D'où l'on tire :

N.(X) ̂ .o.(X^^J;^ + ̂  + O^LogX).

Et donc, en faisant tendre h vers O^ N^À,) ;$ — vol (x).
47C

L'estimation opposée s'obtient de façon analogue.

COROLLAIRE. - On a : Card{^ÀJ ;S—vol(X). (Cf[19], p.
205, [10]) 47T

Remarque. — La méthode utilisée ici est essentiellement celle de Lax-
Phillips; nous précisons seulement les estimations nécessaires (lemme 4.1 et
4.2); cette méthode nous semble plus aisément généralisable que celle de
Donnelly, car elle ne fait pas appel à des estimations délicates sur le noyau
de l'équation de la chaleur.

/A
Cas où X = PSL2<Z)\H : soit ^(s) = n-^ri.Us) où Ç est la

fonction zêta de Riemann et A(r) = Arg(^(l-t-2ir)), on a les

estimations: A(r) = riog— -+- O(rlogr) ([25], p. 17) et même si onne
admet l'hypothèse de Riemann (HR), on a un reste en O^logr)8) pour
tout s > 0 ([25], p. 77). Les r,(a) (a ̂  1) sont alors les zéros réels positifs

de A(r) = — — r log a + kn. On déduit ainsi que si

N,(T)=Card{r,(a)^T}, on a :

NT^Îlo^+J00"10^
^ ' n G en [0((logT)6) si on admet (HR).

En particulier Card {^(û)<X} ^ À^logX et donc

Card^^}-^11^0^
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5. Le cas générique.

Rappelons qu'on peut distinguer parmi les valeurs propres de Aoo deux
types: les valeurs propres 0 < ^i ^ ̂  ^ ... telles que la fonction
propre associée ait un zéro-ième coefficient de Fourier nul, appelées en
anglais «cusp-forms », que nous. appellerons valeurs propres de type (C)

et les AO = 0 < Ai < • - • < AN < -. en nombre fini et dans 0. .

On peut du reste séparer ces deux types géométriquement : les fonctions
propres de type (C) sont les seules à avoir des lignes nodales non bornées.

H. Donnelly [10] a donné récemment une preuve de la formule

lim sup _ Card {À-^T} ^ — vol (X)
T-.+OO T 4TC

(voir aussi [19] pour une preuve différente).

Nous allons prouver que pour une métrique générique sur X
hyperbolique au voisinage de l'infini, Aoo n'a aucune valeur propre de type
(C) et donc seulement un nombre fini de valeurs propres, situées dans

0,- . On peut même, en adaptant les méthodes isopérimétriques de
L 4L
Bùser [l], montrer l'existence de surface d'aire finie à pointes hyperboliques
n'ayant que 0 comme valeur propre, par exemple une petite perturbation
générique de la métrique hyperbolique de S^A^C,}.

THÉORÈME 7. — Soit K un compact d'intérieur non vide de X, soit M
l'ensemble des f de Q°(K) telles que le laplacien Aoo associé à la métrique
efgQ n'ait aucune valeur propre de type (C). Alors M est un résiduel au
sens de Baire, c'est-à-dire une intersection dénombrable d'ouverts partout
denses.

Note. - C?(K) = {/eC^(X) [support (/)cK} est un espace de
Fréchet et donc a la propriété de Baire.

Preuve. — La preuve de ce théorème, relativement technique, peut se
décomposer en deux types de résultats : des résultats de stabilité et des
résultats de densité.
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Introduisons quelques notations : T est un nombre réel positif; A^y
désigne le laplacien usuel associé à la métrique ef .goÇf çC^(K)), QT est
l'ensemble des / de Q°(K) telles que les valeurs propres inférieures ou
égales à T de A^^ soient de multiplicité 1 ; Ur,,(i€N) le sous-ensemble
de tîy formé des / telles que Aoo j ait au plus i valeurs propres de type
(C) dans [0,T]. On a évidemment

UT,O C= TT,I Œ . . . C QT et HT = Û ̂  ^ = 0 UN,0.
»=0 N=0

Le théorème sera donc prouvé si l'on prouve que les U^,, QT sont ouverts
(stabilité) et que U^ ==» U^ et Or = C?(K) (densité).

LEMME 5.1. - ÎÎT est un ouvert dense de Q°(K).

Soit fe QT» il est clair d'après le § 3 que l'on peut choisir a > b tel
que A^y n'ait dans [0,T] que des valeurs propres simples : les H,(û) sont
des fonctions analytiques non constantes de a. Pour /i voisin de /, A^y
aura également ses valeurs propres dans [0,T] simples, car A^y est à
résolvante compacte et que cette dernière dépend continûment de /. Il en
est donc a fortiori de même pour Ag^y.

La densité de Sîj se prouve en appliquant la même méthode que
K. Uhlenbeck [26] pour le laplacien sur une variété compacte avec bord à
l'opérateur A^,y (a fixé, assez grand pour que K c= XQ u {y<a}).

LEMME 5.2. — L'application de Sîj dans N qui, à f, associe le nombre
N(T,/) de valeurs propres de type (C) de A^y dans [0,T] est semi-
continue supérieurement (et donc U^, est ouvert).

Preuve. — On choisit a comme dans la preuve du lemme4.1, les
valeurs propres et fonctions propres de A^ j- pour /^ voisin de / dans
tir varient continûment en fonction de /i. La forme linéaire

L:(p-^q)o)(^)

est continue sur le domaine commun des A^y et donc la condition
L((p) + 0 sur la fonction propre (p est ouverte sur /i : cette condition
équivaut à dire que la valeur propre correspondante de A^ est de
type (II).
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II reste à prouver la densité de U^, dans UT,+I , on a le :

LEMME 5.3. — Soit U un ouvert de Xo, a > b, go (métrique sur X)
et ?io € H\{0} donnés; il existe h e D(AJ îdk ^ ho ^ 0 é?r
(A,-îio)h6C?(U).

Preuve. — Soit ^i une métrique telle que support feo~^i) c U et
KQ ne soit pas valeur propre de A . Soit R(zo,z) le noyau de
(Â-o-A^)"1; pour ZoeXo où y(zo) < y(z) < a, on a :

RMloOO = A(zo)/o + B(zo)}^ (5o(l-5o) = )Lo)

avec A(zo)û50 + B(zo)ûl~so = 0. De plus, on vérifie que, dans
Xou{y<a}, on a: (A,,-5io)A = (A^-îio)B = 0. Or

A(zo)/o + BCzo)^

n'est pas nul pour tout ZQ car cela impliquerait que pour toute
fçC^(y<a), (A^—À-oî '^ lo^O, ce qui est faux comme on s'en
convainc en posant k = (p(}0, (peG^D et / = (A—À,o)k. Donc,
comme A et B sont solutions d'une équation elliptique dans
XQ u {y < a} , il existe ZQ e U tel que

A(zo)/o+B(zo)^-^0.

Soit alors (p€Cy(U) telle que (p = 1 au voisinage de ZQ, on pose
h(z) = (1 —(p(z))R(zo,z). Il est clair que h est une solution du problème

posé.

Fin de la preuve. — Soit \|/ une fonction propre de type (C) de valeur
propre X simple de A ; soit U c: K tel que \|/fu ne s'annule pas;
d'après le lemme précédent, il existe feC^(K) et fceD(A ) avec
HQ ^ 0 telles que (A^-X)fc = /^. Soit alors ^ = e^go. Les formules
usuelles de la théorie des perturbations pour une valeur propre simple
isolée dans le spectre s'appliquent à A^; par dérivation de
(A^ —X,)\ | / (==0 en t = 0, on trouve :

(A^-^=?^+/v|/,

(A^-^-/0==ii|/.

On en déduit À - = 0 et \ i / = / i + Cv|/, donc (\^o) = ^o ^ 0- P0111' (

et donc
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voisin de 0, t ^ 0, À,(r) est une valeur propre de A^ qui n'est pas une
valeur propre de A^ : ^(0) est une valeur propre de type (I), alors que
^(O(r^O) est de type (II).

6. La propagation des singularités.

Les opérateurs A,, étant à résolvante compacte, on peut étudier les
singularités de la fonction spectrale comme cela a été fait pour les
opérateurs elliptiques sur une variété compacte avec ou sans bord sous le
nom de « relation de Poisson » ([4], [11] et [13]); si on pose

^ n = 4 + ^ 2 et H/û)==^+[r,(û)]2,

on définit la distribution tempérée

Za(0 = S cos tr^ + ̂  cos tr,(a) = Zo(r) + W,(t).
n j

L'intérêt de cette écriture est de faire apparaître Zo(t) dont une expression
exacte est donnée dans le cas X = F\H par la formule des traces de
Selberg [15] (et aussi [21] dans le cas où la courbure de Xo n'est pas
constante). Pour déterminer le support singulier de Z^(Q, à défaut d'une
formule de traces exactes, qui existe peut-être dans le cas X = r\H, on
s'inspire des méthodes de la théorie des équations hyperboliques et du
calcul des fronts d'ondes, comme dans le cas d'une variété compacte. Deux
difficultés supplémentaires sautent aux yeux :

1) la non-compacité de X empêche d'appliquer sans précautions le
calcul du front d'ordre de l'image directe d'une distribution (intégration sur
des fibres non compactes);

2) il faut tenir compte des conditions aux limites inusuelles le long de
(Ufl) » qui donnent lieu à un phénomène de « diffraction » des géodésiques
orthogonales à (H^), i.e. celles qui vont à l'infini.

THÉORÈME 8. - Soit geC^ÇR) une fonction paire et

^W = g^e'^du sa transformée de Fourier. Alors lessingularités delà

distribution paire Z^ définie par

<ZJ^>=E^)+E^W)
" J
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vérifient :
Supp. Sing. (Z,) c= ± (JSfuJ^) u {0},

où ^ est V ensemble des longueurs des géodésiques périodiques de X et,
lorsque a ^ fc, J^ ^sî V ensemble des sommes de longueurs d'arcs
géodésiques dont les 2 extrémités sont sur (H^) et qui sont orthogonales en
ces 2 points à (H^).

Fig. 1.

Remarques. - a) Dans le cas X = F\H et a < b, nous ne savons pas
déterminer JSf^, voir cependant à ce sujet le § 7. Le cas a = 0 peut
s'étudier à partir de la formule de Selberg; il ne semble pas que Jâ^ ait une
interprétation géométrique.

b) La détermination explicite de Jâ^ pour a ^ b dans le cas
X = r\H peut se faire simplement à partir du groupe F, cf. [12].

Preuve du théorème. - Posons P^ = /A<, - . ; les r^, r,(û) sont les

valeurs propres de P^, on obtient ainsi l'écriture

<ZJ^> = Tr[ [ cos(tP,).g(t)dt\'

Donc, si Supporta c [-M,M], il suffit de connaître cos(rP^) pour
|r| < M ; cela permet en utilisant la vitesse finie (^1) de propagation des

solutions de l'équation des ondes .y -MA--] de séparer le calcul de

cette trace en deux parties: si (p6C°°(R) est telle que (p(^) == 0 pour

log^j ^ M + 1 et <p00 = 1 pour log^) ^ M + 2, on a :

<ZJg> = Tr cos (tPa)U>g(t) dt + Tr | [ cos (rP,)(l -^)g(t) dt\.



PSEUDO-LAPLACIENS II 103

Si Support (Mo) c: ^log^^M+1^ pour \t\ ^ M, on a

Support (cos (rP^). Mo) c: {y>a}

et donc le calcul de cos (tP^).Uo peut se faire sur F^\H. Cela permet de
séparer la difficulté près de la pointe de la deuxième intégrale où la trace est
une intégrale sur une partie compacte de X.

A. Étude près de la pointe.

On reprend ici les calculs classiques dans le cadre de la formule de
Selberg [17], [19]. Soit Q définie par Q(2(ch M-I)) = g(u) et

^(t)=-^\ -dQ^L. Le noyau de / i f / A 1 ) sur H estK Jt ^/w - t \V 4/

^[z~^\9 donc sur ^H, il s'écrit: ^(Df^r^^V» et, en\ yy / nez \ yy )
composant avec projection sur le sous-espace des fonctions de zéro-ième
coefficient de Fourier égale à 0, on a le noyau :

d'où:

^ ̂  fofi2^) _ f1 ̂ ^^\A
nez \ \ yy' ) Jo \ yy' ) )

Tr(/.(P,)(p) = f" <p0)f£ <Ï>fâ - f ^du)^.
Jo V.z \y2} JR V2/ ) y 1

En posant {u} = u - E(«) - , > où E(u) est la partie entière de u, et
« . . .y = —= ' il vient :

v"
^(P^)-^^^^)^^)^^^^

= <T(tO|<D(tO>^.

Il est facile de vérifier que T est une distribution C00 sur R^O}. La
correspondance g^-*Q est un simple changement de variables, régulier
sauf en 0, la correspondance Q i-> $ est un opérateur pseudo-

différentiel d'ordre — , qui ne modifie pas le support singulier. On en

déduit que ^i->Tr(fc(PJ(p) est une distribution C°° hors de 0.
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B. Étude à distance finie (a>b).

Considérons le problème

(L)

82U (\ l\^.^-^=0,

u(0)=u,, ^(0)=^

où (Mi,M2)eCy(X) nD(A^). Supposons que la solution u(z,t) soit
donnée par

u(z,0= K^(r,z,z>l(z/)dz/+ f K^z.z')^)^.
Jx Jx

On a alors

Tr(cos (îPJ. (1 - (p(jQ)) = Tr(^. K^ . (1 - <pOQ))

où n^ : L^X) -^'^^ est le projecteur orthogonal et Ki l'opérateur de
noyau K ^ . Donc :

Tr(cos (tP,)(l -<p(y))) = f (1 -<pOO)K,(r,z,z) dz
Jx

- | (1 - <POO)f f KI (î,x + iy,z) dxl rfz.
Jy^ LJo J

II suffit donc de déterminer le front d'ordre de Ki e ̂ '(R x X x X) : en

fait, on va déterminer les fronts d'ordres de K^ , K^, ÔK1. aK2 : comme
8t 8t

( u\ .
du} (0=U,(0 (ul ,
A/ ' W

où U<,(0 est un groupe à un paramètre, il suffit d'étudier ce qui se passe
pour t petit.

1er cas.

Supposons que Support (u^u^) c {y <ae-'To} (To>0); pour
0 s$ t < To, la solution du problème (I<J a son support dans y < a et
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donc est aussi solution de (!„). Il résulte alors de la théorie des opérateurs
intégraux de Fourier ([4] ou [11]) que les K^ sont des opérateurs intégraux
de Fourier associés à la relation canonique C^ c T*X x T*(XxR)
définie par :

C, = {((z,0;(p^(z,0, ± t, + ||Ç||)|(z,0 e T*X\0},

où (p, est le flot géodésique sur T*X\0.

2e cas.

Si Supporta 1,^2) c {y>beTO}, pour 0 ^ t ^ TQ, la solution de (!„)
est à support dans y > b : il suffit donc de résoudre le problème (!„) dans
F^\H. On pose s =logy et pour ^^(X), îoOO = e'^VoÇe5). Pour
une fonction indépendante de x, on a :

(A, - ̂ (5) = - ̂ 2 . ̂  (g(5)^-^2) .

L'équation des ondes —y + ( A — . ju = 0, se transforme donc au niveau

des zéro-ième coefficients de Fourier en l'équation : ——) — ——^ == 0 : onôt os
doit résoudre cette équation avec donnée de Dirichlet en y = û, i.e.
s = log a. La solution du problème (IJ, avec pour simplifier u^ = 0,
est donc donnée par :

.M-^.O-Çfrf'08''-^'»- '<k>g''2 [Mi.o(5-0, 5^ log a

où Map est la solution du problème (loo).
Donc

K (t z ̂  - K ft z ̂  + J^ 05ZÎZ/)Î ^ log ûK^,z,z) - K^0,z,z) + ̂ -(^^ , ̂  ̂ ^

où R* sont des opérateurs intégraux de Fourier associés aux relations
canoniques

C^ = {((p-^^O/^^î^Cx'Aû^^s+sMIKO^)!!)!
5,5' e R, x,x' 6 R/Z, il 6 R}.
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On a un phénomène de « diffraction » pour les rayons qui arrivent
orthogonalement à l'horicycle (H^).

De l'étude de ces deux cas, on déduit le cas général : si on note par F
l'ensemble des arcs géodésiques y , de longueur <f(y) qui sont
orthogonaux en chacune de leurs extrémités à (H^),

f = {(ï i , . . . , ïn)lY.er ,n=0,l ,2, . . .}
et pour

î = (Yi, . . .,Yn), lïl = ^(ïi) + • • • + ̂ ) (=0 si n=0).

On a la :

PROPOSITION 6.1. — Pour 0 ^ t < T, on a:

^ R^ pour y ^ a
K _ V i lYl^T

1 — ^l.oo '

^ R- pour ^ ^ a
lYl^T

oiî Ki^ ^sr le noyau de cos ( t /Aao -.) ^ où R1 sont des opérateurs

intégraux de Fourier associés aux relations canoniques

C^= {(q)-,(x,0,û,Tl);(p,(^0,û,±îi),s+5'4-|Y|, +||(0,îi)||)

s,5' e R; x,x' e R/Z, r| e R*}.

On est ainsi ramené au calcul de front d'ondes usuel ([4], [11]), compliqué
par la présence de formules différentes de part et d'autre de (H^) : on s'en
sort cependant grâce au :

LEMME 6.2. — Soit D un domaine à bord C°° d'une variété X, n une
submersion de X sur une variété Y et T€^'(X) telle que

(i) WFffînN^bD) = 0,
(ii) K \ support (T) n D est propre.

Alors on peut définir Tfp = T x ^ ^ ^(Tfo), on a

WF(T^(T fo)) Œ {(7i(x),îi) e T^OIx e Ï),(x,^(x)(îi)) e 'WF(T)}
u {(7lM,n)eT i<tY\0|xefcD,rd7l(x)(T^)=^+v,

(x^) e WF(T) et (x,v) e N*(fcD)}.
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Preuve. — Cela résulte facilement des calculs de front d'ondes du
produit de 2 distributions et de l'image directe d'une distribution.

Utilisant la proposition 6.1 et le lemme 6.2, on obtient l'estimation de
WF(cos (îPfl)(l —(pOQ)) et donc en combinant avec l'étude près de la
pointe le résultat annoncé dans le théorème 8.

7. Une conjecture sur les valeurs propres de A/^
avec F = PSI^Z).

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats de D. Hejhal [16] pour
formuler une conjecture sur les valeurs propres de type II de A / — avec
X = PSL2(Z)\H. Si l'on représente le domaine fondamental (domaine

modulaire) de la façon usuelle, le point p = . + I v - en est le point le

plus bas. On ne peut appliquer le calcul du § 3 que pour a ^ 1 = b. On a
dessiné, sur la figure 2, le domaine modulaire et les horicycles

HV3/2' H{4 <••<•) et H,(r>l).

D
H,

-> x
Fig.2.
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Notons Si, . . . , Sj, ... la suite des zéros vérifiant Im (sj) ^ 0 de
ÇK^) , fonction zêta de Dedekind du corps K = Q(^/^3). Comme on a
ÇK(S) = Ç(5)L(s,3C3), les zéros de la fonction Ç de Riemann font partie de
la suite (S,),,N.

CONJECTURE. — Les valeurs propres de type II de A /^ sont les

^1-^)=^2-

Cette conjecture est plus forte que l'hypothèse de Riemann, car les
valeurs propres de A/^ sont des nombres réels > 0, ce qui implique

Re(5,)=^.

Nous donnons ci-dessous quelques arguments développés à partir de
[16] qui amènent à formuler cette conjecture.

1) D. Hejhal a montré que, si s = Sj, le noyau de la résolvante
R(s;p,z) de A oo est de carré intégrable sur X. Plus précisément, son
zéro-ième coefficient de Fourier

[R(5,P,-)]oOO = Y^ E(p,s)/ -s pour y > ̂ -

/ /3V
s'annule si 5 = 5,, car E(p,s) = C(^-j (Ç(25))-l(;K(s).

Soit TI^€ Jâ^L^X)) le projecteur orthogonal sur la partie absolument
continue du spectre de Aoo et soit :

/,=^(R(s,,p,.)).

Les fj sont des fonctions de la partie absolument continue du spectre de
A^ dont la « transformée de Fourier» fj(s) == </}|E(-,5)> est donnée par

E(p,5)
fj(s) =/ J V / S,(1-5,)-5(1-S)

On vient de voir que /^eL^X), que (fj)o est nul pour y > v-;

montrons qu'en fait on a /,eJf^; il ne reste qu'à vérifier
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( IK/}H2 < + oo . Par transformation de Fourier, cela revient à montrer
JxJx
que :que :

f+oo /l \|2

o+^)74^+lr dr<
jo v /i + 00.
Jo

' +00/ •+oo /l \|2
K(l+2ir)|-2^ ,+^ dr< +00.

Jo V /I
soit

Soit en utilisant la minoration |Ç(l+iO|~1 <C.logt de Ç(s) sur la droite
Re(5)= 1 ([25], p. 17),

f^ logr , /l \[2

J. rrr.H^r^'0-
Ce qui résulte, par intégration par partie de l'estimation [20] :

n [\ \|2
ÇK .+ir) dr-CT(logT)2.

Jo V /[

II est ainsi naturel de conjecturer que la suite {f^\ ainsi construite est
la suite des fonctions propres de type II de A /^ associée aux valeurs
propres s/l—Sy).

Soit T la distribution sur X définie pour <T|/> = Kc(f)(p): on a

(A-s/1 -Sj))fj = T, et donc la conjecture formulée plus haut équivaut à
dire que T est orthogonale à J fy^ .

Il suffirait en fait de montrer que l'on a y}(p) = 0, ou encore que :

V/ ^ 1, I:
/ 1 \|2

E l p ^ + i r l dr
i \ ~ ^i = o.

s/l-^-^+r2)0 ^(l-^-^+r2

Malheureusement, ces intégrales convergent très lentement et sont donc
difficiles à calculer numériquement.

2) Application du minimax.
Si notre conjecture est vraie, on doit vérifier (théorème 5, 2 (i)) les

inégalités : Vj ^ 1, r; > r/1). Le calcul numérique de r/1) a été fait par
H. Cohen. Le calcul des r'j est donné par différentes tables [16]; on trouve
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les résultats résumés dans le tableau suivant :

}

1
2
3
4
5
6
7

'•/0

6,97
10,47
12,43
15,08
16,41
18,68
20,42

'•}

8,04
11,24
14,13
15,70
18,26
20,45

On voit qu'ils sont compatibles avec la conjecture énoncée. Il serait
intéressant de pousser plus loin le calcul des r^(l); cela présente quelques

difficultés: si Ç(s) = TC '^ r i . jÇ^) , les r/1) sont les solutions de

Arg fé(l -h 2ir)) = ^ (mod In). Et donc, si X(r) = Re(Ç(l + îir)), ce
sont les solutions r ^ 0 de X(r) = 0. Le calcul classique de !y(s), en
fonction de ©(z) = ^ e1^2, montre que :

neZ

^J.X(r) == , e^Çt) dt où 0(0 = (©(i^)-1)(1 -h^2) - ̂ -t/2

^ J R

est une fonction paire de la classe ^(R) de Schwartz. Donc X(r) est aussi
dans <^(R), ce qui rend difficile l'évaluation précise des zéros de cette
fonction: pour r de l'ordre de 20, X(r) - 10~15.

3) Comportement asymptotique des valeurs propres.
Soit

N,(T) = Card {/|r,(û)^T}, N'(T) = Card {/| r}<T}.

On a vu (§4), que, pour a > 1 , on a :

N m - î l Tû (O(TlogT)
0 n en }0((logT)8) si on admet l'hypothèse de Riemann.

L'évaluation asymptotique de N'(T) est faite dans [23], on trouve :

T T /3/2N'(T) = - log -^—— + 0(log T).7i eu
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On constate donc que N^(T) ~ N'(T) (T-^+oo) et que sous l'hypothèse
de Riemann, N'(T) ï Ni(T), et même plus frappant, les formules pour le

1 aterme complémentaire sont de la forme C(û)T où C(a) = —log— estK eu
analytique par rapport à a.

4) Formules sommatoires.
Il est intéressant d'obtenir des formules de sommation permettant

00 00

d'exprimer ^ h(r^ + ^ h(r'j) : cela peut se faire naïvement en ajoutant
n=0 j=l

00

la formule de traces de Selberg qui donne ^ h(r^ à la formule explicite
n=o

00

de sommation de A. Weil [22] qui permet de calculer ^ /i(r}). Écrivons
j= i

ces formules sous une forme séparant la singularité à l'origine (voir § 6) :

Z hO-n) = <Tol^> + Eap^(logN(P))+2 ^ ^gQogn2),
n=0 {P} n = l n

où P parcourt les classes d'éléments hyperboliques de SL2(Z), logN(P)
étant la longueur de la géodésique périodique associée,

A(n) = J10^ si n = pa et Te est C- hors de 0.
[0 sinon

00 ÏQy Nf^

Z h(^ = <TJg> - S ë^^nlogN^)),
j= i y,m^\^)\

où Ti est C00 hors de 0, 9 parcourt les classes d'idéaux premiers de
(^(./^S) et N(^) est la norme de ces idéaux. Les 9 peuvent être
paramétrés par les nombres premiers: si p = 3 , N(^) = 3
(multiplicité 1); si p = 1(3), N(^) = p (multiplicité 2) et si p = 2(3),
N(^) = p2 (multiplicité 1). Il vient ainsi :

00 00 00 \Qy 1

£ /'('•„) + £ Mr}) = <To+Ti|g> + £ -^,-g(2mlog3)
n=0 j=l w ^ - 3

- £ log^ S^m +1) log 3) - £ £ ^logp g((2m +1) log p)
m=0 3w+j p=l(3)m=l n '̂+J

+Zoc^(logN(P)).
{P}
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00 00

Et donc, on obtient en posant Z'(t) = ^ cos(r^) 4- ^ cos(îr}),
n=0 7=1

Supp Sing (Z') = {0} u ± Jâf u ± ï ' ,
où

ï ' == { n l o g 3 | n e N } u { ( 2 n + l ) l o g p | n e N , p = = l ( 3 ) } .

On est ainsi amené à faire une conjecture sur la propagation des
singularités pour A /— : il y aurait diffraction le long de l'horicycle H/^
et au point p : on trouverait alors que

Supp Sing(Z') c {0} u ± ^ u ± ï ̂

où .^/^ est l'ensemble des sommes finies de log (p2 + pq + <?2) pour
(?,<?)= 1 : on a bien J^' c= 0^^3/2: tout nombre premier congru à 0 ou 1
module 3 s'écrit p2 -h pq -h g2, ce qui n'est pas le cas des nombres
premiers congrus à 2 module 3.

Pour conclure, il semble intéressant de poursuivre dans les directions
suivantes :

• Explorer plus loin le calcul numérique des rj et ^(1).
• Étudier la propagation des singularités pour A/^ .
• Voir si on ne peut pas interpréter les fj comme des quasi-modes :

fonctions propres asymptotiques quand 7 - ^ + 0 0 ([9]).
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