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PSEUDO-LAPLACIENS 11

par Yves COLIN DE VERDIERE

Dans cet article, nous étudions dans le méme esprit que dans [7] une
famille d’opérateurs auto-adjoints construits a partir du laplacien
riemannien. Ces opérateurs, notés A,, ou a est un parameétre réel, ont été
introduits et utilisés par Lax et Phillips [19] dans le méme contexte, i.e.
I’étude de la théorie spectrale du laplacien (noté ici A,) sur une surface de
Riemann d’aire finie dont nous supposerons ici, pour la commodité de la
rédaction, qu’elle ne posséde qu’une seule pointe ayant une métrique
hyperbolique (i.e. & courbure constante négative) au voisinage de l'infini.

L’opérateur A, est 'opérateur auto-adjoint associé par le procédé de
Friedrichs a la forme quadratique q(f) = J |ldf||* restreinte au sous-
X

espace des fonctions dont le zéro -iéme coefficient de Fourier est nul pour
y = a; géométriquement, cela signifie qu’on impose & f d’€tre de moyenne
nulle sur les horicycles (H,) pour t >a. Il se trouve que les A,
fournissent une trés bonne approximation de A, et qu’ils ont 'avantage
d’étre a résolvante compacte et donc a spectre discret : on peut donc leur
appliquer les méthodes habituelles pour les opérateurs elliptiques sur les
variétés compactes : théorie des perturbations, formules de traces.

Les résultats obtenus dans cet article au moyen de I'utilisation de ces
opérateurs sont les suivants:

e Une nouvelle démonstration du prolongement méromorphe des séries
d’Eisenstein (fonctions propres généralisées associées a la partie continue
du spectre de A_,) annoncée dans [8], mais reproduite ici pour la
commodité du lecteur.

e La preuve que, pour une pertilrbation générique de la métrique dans
un ouvert relativement compact de la variété X, le laplacien A, n’a
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. - 1 A
qu’un nombre fini de valeurs propres toutes situées dans [0 , Z[ et méme

I’existence de variétés X n’ayant que 0 comme valeur propre. Ceci est a
comparer au cas ou X est hyperbolique,i.e. X = I''H ou I' est un sous-
groupe discret de PSL,(R), ou l'on conjecture qu’il y a toujours une
infinit¢ de valeurs propres [27].

e Une preuve, voisine de celle donnée par Lax et Phillips [19], d’'un
résultat démontré récemment dans le cadre des espaces localement
symeétriques a courbure négative par Donnelly [10] du fait que si
Vo=0<v,<...<v,< ... sont les valeurs propres de A,,, on a:

1 1
lim sup — Car v, < A} < —aire (X).
l_'Hup)hCad{nl . S A} <2 e (X)

Cette preuve doit permettre d’attaquer un cas plus général en ce sens
qu’elle est basée sur le principe du minimax qui n’utilise que des estimations
C° sur la métrique, alors que la démonstration de Donnelly nécessite des
estimations précises sur le noyau de I’équation de la chaleur.

e Nous étudions ensuite la propagation des singularités pour le groupe

s R , 1 )
a un paramétre engendré par (A, — 3 et donnons dans ce cas I’analogue

de la relation de Poisson pour les variétés riemanniennes compactes avec ou
sans bord [4], [11], [13].

o Enfin, dans un dernier paragraphe, nous étudions la relation entre
ceci et les travaux de Hejhal [16] : dans le casou'ona X = PSL,(Z)\H et

NG

4= il ne nous semble pas impossible que le spectre de A N

contienne les pseudo-valeurs propres introduites par Hejhal, i.e. les
s(1 — s) tels que {x(s) = 0, ou (g est la fonction zéta de Dedekind du
corps Q(./ — 3), cela impliquant ’hypothése de Riemann. Nous donnons
plusieurs raisons permettant de soutenir cette conjecture pour le moins
optimiste.

1. Les opérateurs A,.

- Soit X une variété riemannienne compléte; 4 tout sous-espace fermé
X de I'espace de Sobolev H!(X) des fonctions de carré intégrable et dont
le gradient est de carré intégrable au sens de la métrique de X, on peut
associer un opérateur autoadjoint positif A, sur I'adhérence # de # dans
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L2(X) : c’est 'opérateur associé par le procédé de Friedrichs a la restriction
a J de la forme quadratique gq(f) = J llgrad f||>. Le domaine de A,
X

est ’ensemble des g de # telles qu’il existe T e H™!(X), orthogonale a
H telle que Ag — T soit dans #, ou A désigne le laplacien opérant au
sens des distributions. On pose alors A,g = Ag — T.

Remarques. — a) On n’a pas en général D(A,) = H2(X) n #; Clest
le cas seulement si s décompose A dans la théorie spectrale usuelle du
laplacien sur X.

b) Dans la suite, les espaces # seront indexés par un paramétre réel
positif a. On notera #,, A, les objets définis plus haut; on posera
H,=H!(X), A, est alors le laplacien usuel, qu'on distinguera
soigneusement de A qui est le laplacien au sens des distributions sur X.

Soit maintenant X une variété riemannienne de dimension 2 avec une
pointe hyperbolique : X est de la forme X, U X; ou X, est compact et
X, la pointe, est isométrique & ]b,+ oo[ x R/Z, muni des coordonnées

. " dx? + dy?

(y,x mod 1) et équipé de la métrique % Par exemple, X = I''H
ou H est le demi-plan de Poincaré et T' un sous-groupe discret de
SL,(R) choisi de fagon que vol(X) < + oo et que les éléments
paraboliques de T sont les éléments de la forme yy,y~! avec y, dans
1
I',(Yo #Id) et y dans I' avec Fm={(0 T)lnel}. A toute
distribution f sur X est associée son zéro-iéme coefficient de Fourier
fo€2'(Qb,+o]): si m: X, - ]b,+ o[ est la projection m(x,y) =y, on
a {folo) = {flopomn), ie. fo=n,(f). Si X=T\H, f, est méme
définie comme distribution sur ]0,+oo[, car les distributions sur X
s’identifient aux distributions I'-périodiques, et donc I -périodiques,
sur H.

On pose alors #, = {f e H'(X)| foljo,+ (=0} . (En général, on a
b<a; mais si X =I\H, on peut prendre a > 0 quelconque).
Geéométriquement, dire que f est dans ¥, signifie que la moyenne de f
sur les horicycles (H,),,, est nulle, ou H, = {(x,y) e X,ly=t}.

Remarque. — Si I = SL,(Z), on peut prendre b = 1, comme on le
voit aisément sur la construction usuelle du domaine modulaire; si ' est

sans éléments elliptiques, on peut prendre b = %[24]. )
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Précisons le domaine du pseudo-laplacien A,(a>b):

THEOREME 1. — Le domaine de A, est I'ensemble des f de H#, telles
qu'il existe C e C vérifiant Af — CT,e L*(X), ou T,e 2'(X) est définie
par <T,|g) = go(a).

Dans le cas a < b, la caractérisation précédente n’est plus valable : il
peut y avoir a prendre en compte d’autres distributions sur #,.

Preuve du théoréme 1. — Soit D, = X, U {(x,y) € X,|y<a}. On a
C¥(D,) < #, et donc, si TeH '(X) est orthogonale 4 #,, on a
Tip, = 0. De plus, si

TIX] = Z T.(y)e*™™, avec T,e 2'(Jb,+ D,

on voit facilement que T, =0 pour n#0 et donc T = Ty(y) avec
Support (T,) < [a,+o[. De I'égalité ‘Af — Te #,, ou feH,, on
déduit d’autre part que T, =0 et donc SupportT c H,. Cela
prouve que T =Cdé(y—a)+C,8(y—a)+ -+ et comme
TeH }(X), on voit qu¢ C; = --- =0. Donc T = CT,.

2. Les séries d’Eisenstein.

On a le:

THEOREME 2. — Les opérateurs A, sont autoadjoints et a résolvante
compacte.

La preuve de ceci est essentiellement donnée dans [19], p. 206 et

suivantes.

THEOREME 3. — Soit h(y) une fonction C® sur R*, égale @ 0 pour
y<b (avech' > b) eta 1 pour y > b + 1; soit

Q= {s € C|Re(s) > % et s(1 —s) ¢ spectre (Aw)}.

Pour s dans Q, il existe une fonction E(z,s) unique telle que :

{(i) (A—s(1—5s))..E(,s) =0,
(i) E(zs) — h(y)y*e L*(X).
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L’application s — E(z,s) est holomorphe sur Q.

Preuve. — On écrit E(z,5) = h(y)y* + g(z,5) avec g(-,s) e L*(X).
Appliquant A — s(1—s) aux deux membres, il vient (en posant

H(z9) = (s(1-5) = A)(h(»)y) :
(A—s(1-5)g(-s) = HE,9),

ou H(,s) est C® a support compact dans X et dépend
holomorphiquement de s e C. On en déduit g e H2(X) et comme s(1—s)
n’appartient pas au spectre de A, on a:

g(,s) = (Ap—s(1—9)) ' (H(-9)).

L’holomorphie de la résolvante permet de conclure.

DeriNITION . — E(.,8) est la série d’Eiserfstein de paramétre s.

Si X =T\H, la fonction définie pour Re(s) > 1 par

E(zs) = Y, [Im(y2)F

vel\l
a la propriété caractéristique annoncée précédemment.

Nous allons montrer que I'utilisation des pseudo-laplaciens A, permet
d’obtenir rapidement le prolongement méromorphe a C des séries
d’Eisenstein ([8]). Lorsque s€Q, on a Ey(z,5) = y* + @(s)y! ™ ou @(s)
est holomorphe sur Q et vérifie @(s) = afs_) On va prouver le:

THEOREME 4. — L’application s+ E(-,s) de Q dans C®(X) se

. . 1
prolonge en une application méromorphe sur C, sans pdles sur Re(s) = 2
et on a les équations fonctionnelles :

{(i) E(z5) = 9(s)E(z,1—s)
i) o()e—s) =1.

Preuve. — Fixons a > b + 1 et posons pour s(1—s) ¢ Spectre (A,),
F(z,s) = h(y)y* — (s(1 —s)—-A,,)".i_(H(z,s)). Comme A, est a résolvante
compacte et donc a résolvé& méromorphe sur C, F(zs) est
méromorphe sur C, avec d’éventuels pdles lorsque s(1—s) est valeur
propre de A,. Pour b < y < a, ona Fy(z,s) = A(s)y* + B(s)y' %, ou
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1
A(s) et B(s) sont des fonctions méromorphes de s, (s ;éi), et si on

pose :
F(z,9) = F(9) + Yo+ ot DA EY +BG)Y -y,
ona: (A—s(1—s)(F(,s)) =0. De plus, pour y =a, on a:
A(s)a® + B(s)a'~* = a°,
d’ou I'on déduit que A et B ne peuvent étre tous deux identiquement

nuls. Si Re(s) >% et s(1—s) ¢ Spectre (A,), on a:

F(zs) = A@h(y)y +g, avec gel*(X)
et donc:

F(z,5) = AG)E(z.s).
De méme si Re(s) <% et s(1—s)¢ Spectre (A,), on a:

F(z,s) = B(s)E(z,1-5).

D’ou I'on déduit le prolongement méromorphe de E(:,s) et les équations
fonctionnelles.

L’absence de pdles sur la droite critique Re(s) = 3 se prouve de la

fagon suivante : si E(z,s) = E(z,5) — Xia, + o (Y)Eo(),5), on a, pour reR,

L) LA TR 1 LN gy
lﬁ("i"'"') oy 2loga — ((p)(z-ﬂr) -3 Im <<P(Z+lr)a 2 ),

(relation de Maass-Selberg, cf. [17], p. 21). Et comme |¢ ;+ ir) =1, on

voit que E et donc E n’a pas de poles sur Re(s) = B

3. Le spectre de A,.

. 1
Dans la suite, on note Ag =0<A; < --- <Ax< 2 les valeurs

propres de A, associées & une fonction propre dont le zéro-iéme
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coefficient de Fourier n’est pas nulet 0 < A; < A, < ... la suite (finie ou
infinie) des autres valeurs propres de A,. On a le:

THEOREME 5. — Le spectre de A, est la réunion avec égalité des
multiplicités des deux suites suivantes :

1) les valeurs propres de type (I) qui sont les (A,),;, les fonctions
propres associees etant celles de A .

2) Les valeurs propres de type (II) qui forment une suite
0 < pola) < p(@ < ...

ayant les propriétés suivantes :

(i) chaque p;(a) est une fonction décroissante de a;

(ii) lorsque a > b, les p;(a) sont de multiplicit¢é 1 et données par
1

1
pj(@) = sj(1—s;) oules s; vérifient: soit Ims; > 0, Re(s)) > 3’ i # 3

et ai+ @(spa'~i =0, soit

1 1 _ 1 ye
sj.—_§<uj(a)=z), S (p(—2~)= —l, (p<§)= —2Loga.

Les fonctions propres associées étant
N
LBea(s=3)
=2

. 1 d
E(',Sj) (Sj # 5) et g

(On notera s;= % + ir,-(a)) .
(iii) On a, pour a > b,
Ao =0 <poa) <Ay <py(@ < -+ <An < pn(a)

et, lorsque a > + o, ona:pour 0 <j <N, lixP u;(@ = A; et pour
a— ¢}

. . 1
i=N+1, alllzlmuj(a)_z.

Remarques. — a) Lorsque a < b, on n’a guére de renseignements sur
la suite p;(a) autres que (i), i.e. p;(a) > p;(b). Voir cependant le § 7, pour

: 3
une conjecture dans le cas I' = SL,(Z), a = %
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b) Le (iii) exprime la convergence lorsque a — + oo du spectre de A,
vers celui de A, : en fait, il y a convergence forte des résolvantes, et cela
permettrait de faire la décomposition spectrale de A, en suivant
exactement ce qui est fait habituellement pour la théorie spectrale des
opérateurs de Sturm-Liouville sur [a,+ o[ [6].

Preuve. — Le (i) est la conséqitence immédiate de la caractérisation de
la i-€me valeur propre d’un opérateur autoadjoint positif a résolvante
compacte au moyen du minimax et du fait que:

(agd) = (H,cH,).

Le (iii) résulte de la densité de | ) #, dans H'(X) et du minimax.

azb
Dans (i), la partie directe est aisée : il est clair que les E(z,si) sont dans
le domaine de A, et vérifient (A,—s;(1—s))E = 0. Il reste & prouver

1
qu’il n’y a pas d’autres valeurs propres, <sauf peut-étre y; = Z)-

o 1
Soit F(z) la fonction propre associée a u;(a) = sj(l—sj)(;éz) et

supposons F, # 0; si F(z) = F(z) + Y m[(J’)Fo(Y) ou F, est le
prolongement analytique 4 y > a du coefficient de Fourier de F, ona:
(A—s;j(1—s))F = 0. Ilreste a prouver que F(z) = C.E(z,s;). Cela peut
se voir par un argument de conservation de Iénergie au cours du temps
([19], pp. 202-204).

1 .
Pour le cas s; = %, si (p(%) = —1c¢et 2Loga + (p’<§> =0, ilest
clair que E(-, %) =0 et ;—sEIS% = G # 0: on peut donc construire G

par troncature du zéro-iéme coefficient de Fourier, comme on a construit
E plus haut.

1
Réciproquement, si i est valeur propre de A, du type (II) ne rentrant
pas dans la construction précédente, on dispose de deux solutions de
1 .
(A_Z>fi =0, i=1,2 avec f;= f,o + fonction L?; on peut donc

1 L 1
supposer f; o =y2Logy et f,o=y2 (si (p<5>= I, on a les
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. 1 1y . 1\ 1
solutions E(-,E) et G(-,E), si (p<§>— —1, ona G<,§> et la

fonction propre de A, prolongée analytiquement pour y > a). On pose
alors

f@0) = (1)~ 12(2) — 0 (ye ) (f1,0(0) —tf2,0() -

0? 1
Il est facile de voir que, pour t > 0, <52— +A,— —) f = 0 et que I’énergie

4
e(t) = J~

4. Comportement asymptotique des valeurs propres de A,.

2
+ |lgrad f]|*> est finie et non constante.

of

ot

Soit C, le cylindre R/Z x [0,/] muni de la métrique euclidienne
dx? + dy*. Pour feL?(C,), on note f, le zéro-iéme coefficient de

Fourier de f: fy(y) = f f(x,y) dx.
R/Z
On note N,(A) le nombre de valeurs propres du probléme de Neumann

sur la variété a bord C, qui sont inférieures @ A et telles que la fonction
propre @ associée vérifie @, =0. On a le:

LemMmE 4.1. — N,(A) < %X + 4 si A=>4n* et N,A) =0 si

A < 4n?.

Preuve. — Les fonctions propres vérifiant @, = 0 sont les
kmy .
Pem(X%,y) = cos —~ -€exp 2inmy avec k=0,1,2,... et meZ\{0}.
21!2
La valeur propre associée étant A, ,, = S+ 4n’m?. On en déduit que

N,(A) est inférieur & l’aire du domaine de R?,"

L 2v2 \/):\/X
=<3 < > -1 55 |
2, {ﬂx + am2Y2 <X o}u[ 10]x[ o
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en associant a chaque (k,m) tel que A, , < A le carré de c6té 1 ayant ce
point comme sommet supérieur droit si m > 1 (inférieur droit si
m < — 1): la région recouverte est manifestement contenue dans 9y; on
en déduit les estimations annoncées en remarquant par ailleurs que la
premiére valeur propre utile est A,,, = 4n?.

LeMME 4.2. — Soit C, , = R/Z x [b,b;] (0<b,<b;) le cylindre

dx? + dy?

équipé de la métrique hyperbolique ——;5———; le nombre de valeurs propres

inférieures a A pour le laplacien avec conditions de Neumann et fonctions
propres de zéro-iéme coefficient de Fourier nul, N, , (A) vérifie :

A by—b, /A
Nbl’bz(x) S Et" b% + El_ et Nbl'bz(x) = 0
si A < 4n?b?.

Preuve. — On peut en effet comparer les valeurs propres de Cs,.b, avec
celles du cylindre euclidien C,,, en utilisant le minimax restreint aux
fonctions de zéro-iéme coefficient de Fourier nul appliqué avec le quotient :

'[Ildfllz dx dy jlldfll2 dx dy
- >bh
J‘Iflz dx dy/y? Jlflz dx dy

dou N, ,,() < N, , (A/b7).

On va en déduire le:

THEOREME 6. — Soit N_(A) le nombre de valeurs propres de A,
inférieures a A\ (a=b), on a:

A
N.(A) ~ Ealre X).
Preuve. — On pose a,=a+nh, n=0,1,...; on a:

#H,cH'X) & ({H'YC,,, )~ fo=0}.

n=0,

-

D’ou I'on tire N,(A) < NJA) + Y N, . () ou N;(d) est le

n=0
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nombre de valeurs propres du laplacien, avec conditions de Neumann sur
X,, inférieures a A. Donc:

A AR Xl N
<_ — [E—
N S gvol X+ ¥ e Vo Zoa v

avec N = 0(—?) D’ou l’on tire :

A A(=dy | A h
< __ — —
N, S - vol (X)) + o J + + 0,(/A Log}).

Et donc, en faisant tendre h vers 0%, N,(A) < %vol (x).

L’estimation opposée s’obtient de fagon analogue.

COROLLAIRE. — On a: Card {A, <A} S%vol X). (Cf[19], p.
205, [10]) m

Remarque. — La méthode utilisée ici est essentiellement celle de Lax-
Phillips; nous précisons seulement les estimations nécessaires (lemme 4.1 et
4.2); cette méthode nous semble plus aisément généralisable que celle de
Donnelly, car elle ne fait pas appel a des estimations délicates sur le noyau
de I’équation de la chaleur.

Cas ou X = PSL,(Z)\H: soit &(s) = n"’ﬂ"(%)((s) ou { estla
fonction zéta de Riemann et A(r) = Arg(E(1+2ir)), on a les
estimations: A(r) = rlognLe + O(rlogr) ([25], p.17) et méme si on

admet I’hypothése de Riemann (HR), on a un reste en O((log r)®) pour
tout € > 0 ([25] p. 77). Les ri(a) (a=1) sont alors les zéros réels positifs

de A@)=-—rloga+ kn. On déduit ainsi que si
N,(T) = Card {rj(a)sT}, on a

NT) = T 1og T {o_(T log T)

O((log T)®) si on admet (HR).

En particulier Card {,(a)<A} ~ A3log ) et donc

Card {A, <A} ~ a":f() A
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S. Le cas générique.

Rappelons qu’on peut distinguer parmi les valeurs propres de A, deux
types : les valeurs propres 0 < A, < A, < ... telles que la fonction
propre associée ait un zéro-iéme coefficient de Fourier nul, appelées en
anglais « cusp-forms », que nous.appellerons valeurs propres de type (C)

et les Ag =0< A, < - <Ay <% en nombre fini et dans I:O,%[.

On peut du reste séparer ces deux types géométriquement : les fonctions
propres de type (C) sont les seules a avoir des lignes nodales non bornées.

H. Donnelly [10] a donné récemment une preuve de la formule

lim sup ;i,— Card {A,<T} < 4L vol (X)

T+ g
(voir aussi [19] pour une preuve différente).

Nous allons prouver que pour une métrique générique sur X
hyperbolique au voisinage de I'infini, A, n’a aucune valeur propre de type
(C) et donc seulement un nombre fini de valeurs propres, situées dans

4
Biiser [1], montrer 'existence de surface d’aire finie a pointes hyperboliques
n’ayant que 0 comme valeur propre, par exemple une petite perturbation
générique de la métrique hyperbolique de S*\{A,B,C,}.

[0,—[. On peut méme, en adaptant les méthodes isopérimétriques de

THEOREME 7. — Soit K un compact d’intérieur non vide de X, soit M
l'ensemble des f de Cg(K) telles que le laplacien A, associé a la métrique
e’g, n’ait aucune valeur propre de type (C). Alors M est un résiduel au
sens de Baire, c’est-a-dire une intersection dénombrable d’ouverts partout
denses.

Note. — C¥(K) = {f e C¥(X)|support(f)cK} est un espace de
Fréchet et donc a la propriété de Baire.

Preuve. — La preuve de ce théoréme, relativement technique, peut se
décomposer en deux types de résultats: des résultats de stabilité et des
résultats de densité.
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Introduisons quelques notations : T est un nombre réel positif; A, ,
désigne le laplacien usuel associé a la métrique e.g, (f € CF(K)); Qr est
I’ensemble des f de C§(K) telles que les valeurs propres inférieures ou
égalesa T de A, , soient de multiplicité 1; Uy, (i € N) le sous-ensemble
de Q; formé des f telles que A, , ait au plus i valeurs propres de type
(C) dans [0,T]. On a évidemment

UpgcTyyc-- ey et Q= Uy M= ) Uyp.
i=0 N=0

Le théoréme sera donc prouvé si 'on prouve que les Uy;, Qp sont ouverts
(stabilite) et que Ur; o Up,,, et Qp = CP(K) (densité).

LEMME 5.1. — Q; est un ouvert dense de Cg(K).

Soit fe Qr, il est clair d’apres le § 3 que I'on peut choisir a > b tel
que A, n’ait dans [0,T] que des valeurs propres simples : les p;(a) sont
des fonctions analytiques non constantes de a. Pour f; voisinde f, A,
aura également ses valeurs propres dans [0,T] simples, car A,  est a
résolvante compacte et que cette derniére dépend continiiment de f. Il en
est donc a fortiori de méme pour A, ,.

La densit¢ de Q; se prouve en appliquant la méme méthode que
K. Uhlenbeck [26] pour le laplacien sur une variété compacte avec bord a
lopérateur A, , (a fixé, assez grand pour que K < X, v {y<a}).

LEMME 5.2. — L’application de Qy dans N qui, a f, associe le nombre
N(T,f) de valeurs propres de type (C) de A, s dans [0,T] est semi-
continue supérieurement (et donc Us;; est ouvert).

Preuve. — On choisit a comme dans la preuve du lemme 4.1, les
valeurs propres et fonctions propres de A,, pour f; voisin de f dans
Q; varient continiment en fonction de f;. La forme linéaire

L: ¢ (diy%)(a)

est continue sur le domaine commun des A,, et donc la condition
L(p) # 0 sur la fonction propre ¢ est ouverte sur f; : cette condition
équivaut a dire que la valeur propre correspondante de A, est de

type (ID).
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Il reste & prouver la densit¢ de U;, dans Ug;,,, onale:

LeMME 5.3. — Soit U un ouvert de X,, a > b, g, (métrique sur X)
et hoeR\{0} donnés; il existe heD(A,) telle que hy 0 et
(A;—Xo)h e CF(U).

Preuve. — Soit g, une métrique telle que support (go—g,) = U et
Ao ne soit pas valeur propre de A,, . Soit R(zp,z) le noyau de
(Ao—A.g)™'; pour zoeX, ol y(zo) < y(z) <a, on a:

R(20,)lo(3) = A(zg)y® + B(20)y' ™ (s0(1—50) = Ao)

avec A(zp)a® + B(zp)a' ™ = 0. De plus, on vérifie que, dans
Xou {y<a}, on a: (A, —ho)A = (A, —2)B=0. Or

A(z9)y® + B(zo)y' ™

n’est pas nul pour tout z, car cela impliquerait que pour toute
feC¥(y<a), (A,,“';L—)\.(,)"fl0 =0, ce qui est faux comme on s’en
convainc en posant k = @(y), 9e(ba) et f = (A—-Ayk. Donc,
comme A et B sont solutions d’une équation elliptique dans
Xou {y<a}, il existe z,eU tel que

A(z0)y® + B(z0)y' ™ # 0.

Soit alors @ e CP(U) telle que ¢ =1 au voisinage de z,, on pose
h(z) = (1—9@((2))R(z4,2). Il est clair que h est une solution du probléme
posé.

Fin de la preuve. — Soit { une fonction propre de type (C) de valeur
propre A simple de A, ; soit U< K tel que Y[, ne s’annule pas;
d’aprés le lemme précédent, il existe feCg(K) et heD(A,,) avec
ho # 0 telles que (A,,;—A)h = f{. Soitalors g, = e'’g,. Les formules
usuelles de la théorie des perturbations pour une valeur propre simple
isolée dans le spectre s’appliquent a A, ; par dérivation de
(A AJVY, =0 en t =0, on trouve:

(Bugg— NV = M + £V,

ag,

et donc . .
(Augy=N (Y —h) = 1.

On en déduit A =0 et y = h + Cy, donc () = Mg = 0. Pour ¢
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voisin de 0, ¢t # 0, A(¢) est une valeur propre de A, & dqui n’est pas une
valeur propre de A, : A(0) est une valeur propre de type (I), alors que
A(t) (t#0) est de type (II).

6. La propagation des singularités.

Les opérateurs A, étant a résolvante compacte, on peut étudier les
singularités de la fonction spectrale comme cela a été fait pour les
opérateurs elliptiques sur une variété compacte avec ou sans bord sous le
nom de « relation de Poisson » ([4], [11] et [13]); si on pose

A, =

+r2 et e = 211- + [r;(a))?,

Hlo—-

on définit la distribution tempérée

Z,(t) = Y costr, + Zcos tri(a) = Zo() + W,(t).

L’intérét de cette écriture est de faire apparaitre Z,(t) dont une expression
exacte est donnée dans le cas X = I"\H par la formule des traces de
Selberg [15] (et aussi [21] dans le cas ou la courbure de X, n’est pas
constante). Pour déterminer le support singulier de Z,(t), a défaut d’une
formule de traces exactes, qui existe peut-étre dans le cas X = I''H, on
s’inspire des méthodes de la théorie des équations hyperboliques et du
calcul des fronts d’ondes, comme dans le cas d’une variété compacte. Deux
difficultés supplémentaires sautent aux yeux :

1) la non-compacité de X empéche d’appliquer sans précautions le
calcul du front d’ordre de 'image directe d’une distribution (intégration sur
des fibres non compactes);

2) il faut tenir compte des conditions aux limites inusuelles le long de
(H,), qui donnent lieu 4 un phénoméne de « diffraction » des géodésiques
orthogonales 4 (H,), i.e. celles qui vont a Pinfini.

THEOREME 8. — Soit ge C8°(R) une fonction paire et
h(r) = j g(we ™™ du sa transformée de Fourier. Alors les singularités de la
R

distribution paire Z, définie par

(Z,1g> = YL h(r) + L h(ri(@)
n J
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vérifient :
Supp. Sing. (Z,) = + (LuZ,) v {0},

ou & est I'ensemble des longueurs des géodésiques périodiques de X et,
lorsque a>b, £, est lU'ensemble des sommes de longueurs d’arcs
géodésiques dont les 2 extrémités sont sur (H,) et qui sont orthogonales en
ces 2 points a (H,).

Fig. 1.

Remarques. — a) Danslecas X = I'\H et a < b, nous ne savons pas
déterminer &,, voir cependant a ce sujet le § 7. Le cas a = 0 peut
s’étudier a partir de la formule de Selberg; il ne semble pas que Z, ait une
interprétation géométrique.

b) La détermination explicite de %, pour a > b dans le cas
X =T'\H peut se faire simplement a partir du groupe I', cf. [12].

: 1
Preuve du theoréeme. — Posons P, = [A, — Z; les r,,r;(a) sont les

valeurs propres de P,, on obtient ainsi I’écriture
(Z,|g> = Tr[ J cos (tP,).g(t) dt]-
R
Donc, si Supportg =« [-M,M], il suffit de connaitre cos (tP,) pour
|t| < M; cela permet en utilisant la vitesse finie (<1) de propagation des
. , . o 1 .
solutions de I’équation des ondes Pl + (A ——) de séparer le calcul de

4
cette trace en deux parties: si @ e C*(R) est telle que @(y) = 0 pour

log(£><M+l et ¢(y) =1 pour log(£>>M+2, on a:

{Z,|g> =Tr [J cos (tP,) og(t) dt] + Tr [J
R

cos (tP,)(1—@)g(?) dt:l.
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Si Support (u,) = {log (£)>M+ l}, pour |t| <M, on a

Support (cos (tP,).u,) = {y>a}

et donc le calcul de cos (tP,).u, peut se faire sur I' )\H. Cela permet de
séparer la difficulté prés de la pointe de la deuxiéme intégrale ou la trace est
une intégrale sur une partie compacte de X.

A. Etude prés de la pointe.

On reprend ici les calculs classiques dans le cadre de la formule de
Selberg [17], [19]. Soit Q définie par QQ2(chu—1)) = g(u) et

®(t)_——J QW) . Le noyau de h( Aw—1> sur H est
mJe Jw—t 4

n2 ’ 2
z—z . L. z—z +n
(I)<| ,' ); donc sur ' \H, il sécrit: Z Q(l——,l—), et, en
yy nel yy
composant avec projection sur le sous-espace des fonctions de zéro-iéme

coefficient de Fourier égale @ 0, on a le noyau:

N lz—z' +n]*\ _ 1 (lz—z’+n+t|2> ),
kzz) = neZZ (®< w ) J 0 ° w a
d’ou: © 2 dy
h = — )=
Tr (h(P2)) Io (P(Y)(E,Z‘D<y2> fn (Y )du)y

1 . o
En posant {u} = u — E(u) — 3’ ou E(u) est la partie entiére de u, et

u ..
y = —=> il vient:

v
* u du
= — — D' (v)d
Trh®e) L (L(p(\/l_){u} u2>\/; () dv
=T IPW)or"-

Il est facile de vérifier que T est une distribution C* sur R*\{0}. La
correspondance g+ Q est un simple changement de variables, régulier
sauf en 0, la correspondance Q> ® est un opérateur pseudo-

. | . L
différentiel d’ordre — 5 Qui ne modifie pas le support singulier. On en

déduit que g Tr(h(P,)@) est une distribution C* hors de 0.
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B. Etude a distance finie (a>b).

Considérons le probléme
()

ou (u;,u)eCP(X)nD(A,). Supposons que la solution u(zt) soit
donnée par

u(z,t) = J‘ K, (t,z,2)u,(2)dz’ + j K, (t,z,2")u,(z) dz’.
X X

On a alors

Tr(cos (tP,).(1—o () =Tr(n,.K, .(1 -9 ()

ou m,: L2(X) -, est le projecteur orthogonal et K, P'opérateur de
noyau K;. Donc:

Tr(cos (tP)(1 —0(»))) = J (I-0(K,(t,2,2) dz

- I (1 —(p(y))I:J‘l K, (t,x+iy,z) dx] dz.
y2a 0

I1 suffit donc de déterminer le front d’ordre de K, e 2’(RxXxX): en
X, K,

. comme
ot ot

fait, on va déterminer les fronts d’ordres de K,, K,,

u
(du) ®) = U, <:1)
E 2

ou U,(t) est un groupe a un parameétre, il suffit d’étudier ce qui se passe
pour t petit.

1¢ cas.

Supposons que Support (u;,u;) < {y<aeTo} (T,>0); pour
0 <t <T,, lasolution du probléme (I,) a son support dans y < a et
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donc est aussi solution de (I,). Il résulte alors de la théorie des opérateurs
intégraux de Fourier ([4] ou [11]) que les K; sont des opérateurs intégraux
de Fourier associés a la relation canonique C_ < T*X x T*(X xR)
‘définie par:

Co = {((2.0);9.(2,0), £ t, FIIEIDI(z,0) € T*X\0},
ou ¢, est le flot géodésique sur T*X\0.

2¢ cas.

Si Support(u,,u,) < {y>be™}, pour 0 <t < T,, la solution de (I,)
est 4 support dans y > b : il suffit donc de résoudre le probléme (I,) dans
I ,\H. On pose s = logy etpour ve 2'(X), v5(s) = e ¥2vy(e’). Pour
une fonction indépendante de x, on a:

81)e® = — e L e
a7 )= ds? & )

. *u 1 .
L’équation des ondes o + (A - Z)u = 0, se transforme donc au niveau

%, 0%,
FIrT
doit résoudre cette équation avec donnée de Dirichlet en 'y = a, i.e.
s = loga. La solution du probléme (I,), avec pour simplifier u, = 0,
est donc donnée par: '

des zéro-iéme coefficients de Fourier en I’équation : =0: on

e? (u; o(2log a—(s+1), s<
u(zt) = u(zt) — —- {;I‘O(S_t), s>loga

ou u, est la solution du probléme (I.).
Donc

R} (t,z,2) s> loga
K tZ,Z, =K tZ,ZI + d: '349% )s
1(8,2,2) 1o (62,7 R, (t,z,7), s<loga,
ou Rff sont des opérateurs intégraux de Fourier associés aux relations
canoniques

CE = {(0-.(x0,a,1); 9,(x'0,8,£M), 5+5, £ O]
s, €eR,x,x’ e R/Z,neR}.
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On a un phénoméne de «diffraction» pour les rayons qui arrivent
orthogonalement a I’horicycle (H,).

De I’étude de ces deux cas, on déduit le cas général : si on note par T’
I’ensemble des arcs géodésiques vy, de longueur ¢£(y) qui sont
orthogonaux en chacune de leurs extrémités a (H,),

F={(0 1) 1:€T,n=0,12,...}
et pour

Y=Y W=¢(0)+ - +¢(0) (=0sin=0).
On a la:

ProrosiTiON 6.1. — Pour 0 <t<T, ona:

YRS pour y=>a
K, =K, .+ fler "
500

> R pour y<a

fI<T

. 1 . ,
ou K, , est le noyau de cos (t Ay, —Z> et ou R;£ sont des opérateurs

intégraux de Fourier associés aux relations canoniques

Ci = {(¢-+(x0,a,n); 0, (x',0,a, £ ), s+ + 1, FIO, )
5,8 eR;x,x’ e R/Z, n e R*}.
On est ainsi ramené au calcul de front d’ondes usuel ([4], [11]), compliqué

par la présence de formules différentes de part et d’autre de (H,): on s’en
sort cependant grace au :

LEMME 6.2. — Soit D un domaine a bord C® d’une variété X, n une
submersion de X sur une variété Y et Te 2'(X) telle que

@ WF(T) A N*@¢D) = &,

(ii)) = [support(T) n D est propre.

Alors on peut définir Tl =T x yp et n (Tlp), on a
WE(n, (T Ip)) = {(n(x),n) e T*Y\0|x € D, (x,"dn(x)(n)) e WF(T)}

U {(r(x),n) € T*Y\0| x € bD, ‘dn(x)(n) =& +v,
(x,£) € WF(T) et (x,v) e N*(bD)} .
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Preuve. — Cela résulte facilement des calculs de front d’ondes du
produit de 2 distributions et de I'image directe d’une distribution.

Utilisant la proposition 6.1 et le lemme 6.2, on obtient I’estimation de
WF(cos (tP,)(1—¢@(y))) et donc en combinant avec I’étude prés de la
pointe le résultat annoncé dans le théoréme 8.

7. Une conjecture sur les valeurs propres de A Jin
avec I' = PSL,(Z).

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats de D. Hejhal [16] pour
formuler une conjecture sur les valeurs propres de type II de A /i avec

X = PSL,(Z)\H. Si 'on représente le domaine fondamental (domaine

modulaire) de la fagon usuelle, le point p = % + i? en est le point le

plus bas. On ne peut appliquer le calcul du § 3 que pour a > 1 =b. On a
dessiné, sur la figure 2, le domaine modulaire et les horicycles

3
H 5, H,,<‘/T—<t'<1) et H,@>1).

A
D
A H, A
F e Hﬁ/”"
_‘\ ~ N ’/ t““
; So \ ,/ Prd
-N-r-—
P
0 1

Fig. 2.
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Notons s,, ...,s;, ... la suite des zéros vérifiant Im(s;) > 0 de

Ck(s), fonction zéta de Dedekind du corps K = Q(,/—3). Comme on a
€k (s) = C(s)L(s,x3), les zéros de la fonction { de Riemann font partie de
la suite (s;);en-

CONJECTURE. — Les valeurs propres de type 11 de A Jip sont les

1

Cette conjecture est plus forte que I’hypothése de Riemann, car les
valeurs propres de A Jip sont des nombres réels > 0, ce qui implique

1
RC(SJ = 5‘

Nous donnons ci-dessous quelques arguments développés a partir de
[16] qui aménent & formuler cette conjecture.

1) D. Hejhal a montré que, si s =s;, le noyau de la résolvante
R(s;p,z) de A, est de carré intégrable sur X. Plus précisément, son
zéro-iéme coefficient de Fourier

E(p,s)y'~* NE

pour y>Y—

[R(s:p. o) = :

1 —2s

s’annule si s =s;, car E(p,s) = C(?)s@as))‘lc‘((s).

Soit m, € Z(L%(X)) le projecteur orthogonal sur la partie absolument
continue du spectre de A, et soit:

fj = “c(R(sjap")) .

Les f; sont des fonctions de la partie absolument continue du spectre de
A, dont la « transformée de Fourier » fj(s) = (fj|E(-s)) est donnée par

E(ps) |
5;(1—5;) — s(1—5)

fis) =

. . 3
On vient de voir que fje L*(X), que (f}), est nul pour y > {—;

montrons qu'en fait on a fies# S il ne reste qu’a vérifier
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J‘ lldfiI> < + oo. Par transformation de Fourier, cela revient 2 montrer
X

J+ (1+r?) f,( +1r)

soit J+wlr?;(l+21r)| ZCK< +lr)

o
Soit en utilisant la minoration |{(1+it)]"! < C.logt de {(s) sur la droite

Re(s) = 1 (25], p. 17),
Cx( +1r>

J*” logr
0

Ce qui résulte, par intégration par partie de I'estimation [20]:

I Cx( + ,r)

Il est ainsi naturel de conjecturer que la suite (f});,, ainsi construite est

que:
2
dr < + o0,

2
dr < + .

2
dr < + .

2
dr ~ CT(log T)2.

la suite des fonctions propres de type II de A Jin associée aux valeurs
propres s;(1—s)).

Soit T la distribution sur X définie pour (T|f) = n.(f)(p): on a
(A—s;(1—=s))f; = T, et donc la conjecture formulée plus haut équivaut a

dire que T est orthogonale 4 Jin

Il suffirait en fait de montrer que I'on a f;(p) = 0, ou encore que:
2

to E(p,%-!—ir) dr
Vi1, f t : =0.
0 S,(l—s))—(z-f-rz)

Malheureusement, ces intégrales convergent trés lentement et sont donc
difficiles a calculer numériquement.

2) Application du minimax.

Si notre conjecture est vraie, on doit vérifier (théoréme S, 2(i)) les
inégalités: Vj > 1, r; > ry(1). Le calcul numérique de r(1) a été fait par
H. Cohen. Le calcul des r; est donné par différentes tables [16]; on trouve
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les résultats résumés dans le tableau suivant :

J ri(D) r

1 6,97 8,04
2 10,47 (11,24
3 12,43 |14,13
4 | 1508 [1570
5 16,41 |18,26
6 18,68 20,45
7 20,42

On voit qu’ils sont compatibles avec la conjecture énoncée. Il serait
intéressant de pousser plus loin le calcul des r;(1); cela présente quelques

difficultés : si E(s) = n~ 2T <%>C(s), les r;(1) sont les solutions de
Arg (§(1+2ir)) = g—(mod 2m). Et donc, si X(r) = Re(§(1+2ir)), ce

sont les solutions r > 0 de X(r) = 0. Le calcul classique de £(s), en

fonction de ©(z) = Y. e™, montre que:
nel

X(r) = %L eme(t) dt ou O(t) = (O(ie)—1)(1+€"?) — e 12

est une fonction paire de la classe & (R) de Schwartz. Donc X(r) est aussi
dans Z(R), ce qui rend difficile I’évaluation précise des zéros de cette
fonction : pour r de l'ordre de 20, X(r) ~ 10715,

3) Comportement asymptotique des valeurs propres.
Soit

N,(T) = Card {j|r}(a)<T}, N'(T) = Card {j|r;<T}.
On a vu (§4), que, pour a>1, on a:

Ta {O(T log T)

N,(T) = Lo ‘
T & en O((log T)®) si on admet I’hypothése de Riemann.

L’évaluation asymptotique de N'(T) est faite dans [23], on trouve:

T T./3/2
N'(T) = ;log% + O(log T).
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On constate donc que N, (T) ~ N'(T) (T— +o0) et que sous ’hypothése
de Riemann, N'(T) £ N,(T), et méme plus frappant, les formules pour le

. \ 1
terme complémentaire sont de la forme C(a)T ou C(a) = ;log% est
e
analytique par rapport a a.

4) Formules sommatoires.

Il est intéressant d’obtenir des formules de sommation permettant

0 o
d’exprimer Y, h(r,) + ), h(r): cela peut se faire naivement en ajoutant
n=0 Jj=1

la formule de traces de Selberg qui donne ) h(r,) a la formule explicite
n=0

de sommation de A. Weil [22] qui permet de calculer Y h(r)). Ecrivons
j=1
ces formules sous une forme séparant la singularité a I’origine (voir § 6) :

> 20 g tog m),

=1

. he) = (Tolg> + T cngllog N(BY+2

ou P parcourt les classes d’éléments hyperboliques de SL,(Z), log N(P)
étant la longueur de la géodésique périodique associée,

A(n) = {:)ng ::n:: P et To est C* hors de 0.
d log N(2)

h(r) = (T - ), ———>g(mlog N(2)),

L hr) = Tilg) = T 55 (m log N(#))

ou T, est C® hors de 0, 2 parcourt les classes d’idéaux premiers de

Q(\/—_3) et N(2) est la norme de ces idéaux. Les 2 peuvent étre
paramétrés par les nombres premiers: si p =3, N(£)=3
(multiplicité 1); si p = 1(3), N(£) = p (multiplicité 2) et si p = 2(3),
N(#) = p? (multiplicité 1). Il vient ainsi:

J

2 log3
) %g@mlow)

m=1

5 )+ 3 hr) = (To+Tilg> +

2 log3 < 2lo .
~ % Ele@mtnlogd) — ¥ Y 2P g@m+1)logp)
m=0 3m+y =13 m=1 pm+7

+ % o,g(log N(P)).




112 YVES COLIN DE VERDIERE

Et donc, on obtient en posant Z'(tf) = ) cos(ir,) + Y, cos (i),
n=0 j=1
SuppSing (Z) = {0} u + LU + &,
ou
¥ = {nlog3|neN} u{(@2n+1)logp|lneN, p=1(3)}.

On est ainsi amené a faire une conjecture sur la propagation des

singularités pour A S il y aurait diffraction le long de I'horicycle H N

et au point p: on trouverait alors que

Supp Sing(Z) = {0} u + LU + Zﬁﬂ

ou ¥ Jin ot I’ensemble des sommes finies de log (p? + pq + q*) pour
(p,9)=1: onabien ¥ c ¥ fﬂ tout nombre premier congruda 0 ou 1
modulo 3 sécrit p? + pq + q*, ce qui n’est pas le cas des nombres
premiers congrus & 2 modulo 3.

Pour conclure, il semble intéressant de poursuivre dans les directions
suivantes :

e Explorer plus loin le calcul numérique des r; et r;(1).
e Etudier la propagation des singularités pour A Jin

e Voir si on ne peut pas interpréter les f; comme des quasi-modes :
fonctions propres asymptotiques quand j — + oo ([9]).
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