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INVARIANTS
D’UN SOUS-GROUPE UNIPOTENT MAXIMAL
D’UN GROUPE SEMI-SIMPLE

par Michel BRION

I. INTRODUCTION

Soient G un groupe semi-simple simplement connexe sur C,
et U un sous-groupe unipotent maximal de G. Si V est un G-
module (i.e. ’espace d’une G-représentation) rationnel de dimension
finie, notons C[V]U I’algébre des fonctions polyndmiales U-
invariantes sur V. Soit T un tore maximal de G normalisant U.
Alors T opére sur C[V]Y, et la T-algébre C[V]Y décrit la struc-
ture de G-module de C[V]. D’autre part, C[V]U est une C-algébre
de type fini, et méme de Gorenstein [1].

Soit R le systéme de racines de (G,T) avec une base

@B = {a,,...,0,} correspondant & B=TU. On note P**
I’ensemble des poids dominants (pour ce choix de T et @) et
@W,,...,w, les poids fondamentaux. Si V=V, & ... ® V, est

la décomposition du G-module V en sous-modules simples, alors
C[V]Y est N*x P**-graduée (par les degrés partiels par rapport
aux V,, et le poids par rapport 3 T), et C[V]})J =C. Soit F la
séric de Poincaré de C[V]U pour cette graduation. Identifions
P** griced (@,,...,@,). Ona:

_ ny n my mQ
F(zy,...,25t,...,t)= ¥ z,7...2°t " ... 1
ny, my>0
x dim C[V];, |

ceyBg, M@y +ec+mglog

pour max(lz;|, |4|)<1; F est une fraction rationnelle, qui permet
de calculer la structure de G-module de C[V]. On montre, dans
la deuxiéme partie de cet article, que F s’exprime par une intégrale
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sur un sous-tore compact maximal T, de T; le calcul de F peut
donc se faire (au moins théoriquement) par la méthode des résidus.
De plus, comme C[V]U est de Gorenstein, il existe des entiers a,,
bl tels qu’on ait I’identité :

Fz7t,....z;7h 07 o 0h)

1 “s
— a ag by
=(-D"zP 205t

b
.tQ“F(zl,... Zo, b, ..., t)

s “y>

ou m est la dimension de Krull de C[V]U (cf. [2], théoréme 6.1).
On montre que pour la plupart des G-modules V, ona: g, = dimV,
pour 1 <i<s, et b; =2 pour 1 <j<%.

A T'aide de ce dernier résultat, on classe, dans la troisiéme partie,
les G-modules simples V (ou G est un groupe simple) tels que
C[V]V soit engendrée par des éléments algébriquement indépen-
dants P,,...,P, . Les poids dominants de ces G-modules, ainsi
que les degrés et poids des P;, sont rassemblés dans une table. On
montre de plus que dans ces G-modules toute adhérence d’une G-
orbite est normale, et a singularités rationnelles.

Enfin, dans la quatriéme partie, on démontre un analogue du
critétre de Hilbert-Mumford pour les U-invariants; si V est un G-
module, on. peut ainsi étudier le nilcone Ny (V) = {x €V |P(x) = P(0)
pour tout PGC[V]U} sans calculer aucun U-invariant. Une partie
des résultats de cet article a été annoncée dans [3] et [4].

Je tiens a remercier J. Dixmier pour l'aide qu’il m’a apportée
et le temps qu’il a bien voulu me consacrer.

II. LA SERIE DE POINCARE DE L’ALGEBRE DES
U-INVARIANTS

IL.1. Expression intégrale de la série de Poincaré.

On conserve les notations de lintroduction. Soit G, un sous-
groupe compact maximal du groupe de Lie semi-simple G, avec
un tore maximal T,CT. Soit p (resp. u) la mesure de Haar
normalisée sur le groupe compact T, (resp.G,). Soit
V=V, &...® YV, comme danslintroduction.
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THEOREME 1. — La série de Poincaré de l'algébre N**!-graduée
CI[V]Y est donnée par :

F(z,,...,z,,t,,...,t,)
1 s 71 2 I (1—e°‘)
_ j‘ a€R* @) du(g)
- Wy .
T, 1<r11<2 1 -te™) 1<I/I<sdetvl(l —-28)
pour z;, t;€C et max(lz|, I4]) <1.
Démonstration. — La fonction
In 1 —e®
g — ==X e @) 1 @
_ oy g . _ =g
1<I11<2 (1 —te™) 1<IiI<s detvl(l %8)

est continue sur T, ; comme on a

1 .
p = Y 2" Trey (e
l<}1<s det"i(1 ~ 78 e §
pour max(lzj ) <1, on obtient
[ v(@)du(e) = D P IS i

nENS;my,...,mg>0
— m1w2+“'+m§lwﬂ -1
* ch aarr (1769 e (8) Treqyy, (871 du(e).
Le théoréme 1 résulte alors du lemme suivant :

LEMME 1. — Si M est un G-module rationnel de dimension
finie, et si w €P** | alors

[ I, (1- e () (&) Try(g™") die) = dim MY .
Te aER

Démonstration du lemme 1. — Soit E(w) un G-module simple
de plus grand poids w. La dimension de Mg est la multiplicité de
E(w) dans M, donc d’aprés les relations d’orthogonalité des carac-

téres, ona : dim Mg = j; Trg (o) (8) Try (g du(g).
[+
En appliquant le théoréme 37.2 de [5], on en déduit que
. U - -1 _ -1 p+w
dim MY = |W| fT (O, A—e)d™. 3 ew)w(e ) (g)

ew

* x Try(g=1) du(g)

ou W est le groupe de Weyl de (G, T); p est la demi-somme des

racines positives, et d = e” . gn* (1 —e %). Or w(d)=e(w)d,
a
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et la fonction g — IEIR (1 —e*)(g) Try(g~!) est W-invariante,
ainsi que du, donc *

j;c (agR (1—¢%.d". e(w)w(e™)) (&) Try(g™") dp(g)

ne dépend pasde wE€W . On en déduit que

dim MY = fT (I (1 —ed™t &) (e) Tryu(e™") due)

= [ (0L (= e)e?) @ Try(e™) duce)

COROLLAIRE, — La série de Poincaré de ['algébre
C[VI® est

N°’-graduée
- du(g)
fy, .2y =W [ I (1 - e (g) : :
T, @ER 1<I;[<s detvl(l —2;8)
Démonstration. — On a C[V]Sl, ng = C[V],‘,Jl seeong,0,...,0 dONC
fzy,...,z)=F(z,,...,2,0,...,0)
au(g)
=[ IO, d-e)@ ,
T, a€R 1<’I/I<s detv, (1-z9)
donc d’aprés la démonstration du lemme 1,on a :
f(zy,....z2,)
_ 4 ¥ N du(g)
= W=t & w( I (1-e*)g) , .
./;c wEW (aGR+ ) 1<¥I<s detv/ (1-2¢8)
Orona:
Y ow( I, a —e)= Y wePd=d. T eww(e)
WwEW «€R WwEW wEW
= I (1-e%).
aER

Remarque. — La formule du corollaire est bien connue; on la
trouve par exemple dans [6].

I1.2. Symétrie de la série de Poincaré.

Soient V et F comme précédemment. Il existe alors

(a;,...,a,b,,...,b) EN*?
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tel que

F(z7!, ... 5!

-1 -1
S U

L 1
by

=(-D"z .20y

b
A FE, Lzt )

» &5
ol m est la dimension de Krull de C[V]U .
THEOREME 2. — i) b; € {0,1,2} pour 1<i<®, et s’'il existe

vEV tel que le stabilisateur Staby(v) de v dans U soit réduit
da {1}, alors b, € {1,2} pour 1<i<{Q.

ii)ai<dimV, pour 1 <j<sy.

iii) S"il existe vEV tel que Stabg (v) soit fini, alors a; = dim V,
pour 1<j<s, et b; =2 pour 1'<i<Q.

Démonstration. — i) Posons f(z,t) =F(z,...,z,t,1,...,1).
s -1

Soient P le sous-groupe parabolique minimal de G contenant
B et correspondant a la racine simple «,, et U, le radical unipotent
de P. On a P="U,.L pour un groupe réductif L dont le sous-
groupe dérivé DL est simple de type A,. Soit T'=TNDL, tore
maximal de DL pour L bien choisi. Si DL est identifié 4 SL,(C),

) t 0
on peut identifier T au tore maximal (0 t"); . Posons

o(z,1) = (tf(z,) —t7' f(z,t7')); on a ¢€Q(z,D).
Pour |z| <1, |t|I<1, ona:
m .
f(z,n = > z"t" " dim C[V]H'mlw1 votmgag -
n,my,...,mg

v Si E est un G-module simple de plus haut poids A, alors
E?=F est un DL-module simple (car dim EY =1), de plus
haut poids (A, ay )@, |T' par rapport 3 T’ tore maximal de DL,
0 ’ .
t") dans T', ona:
(\,a])-2

donc pour g image de ( (t)

o) ~{\, o)

Trp(g) =t +t + -+t

On en déduit que
= my o4 M2 —-m
Y, "Tr ]UP(g) = ¥ M+t +... 4t

neN Cciv ; U
X dlm C[V]n,mlwl+...+m!w2 ¢

)

”’ml""’mﬂ
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tm+l —_ t—m— 1

Comme "+ tm 2+ .+ ™= = on a finalement :
) t 0
w(z, t) = Z z"Tr 4 (g) pour |z| <1, et g image de( —1)
neN cvi,? 0 ¢
dans T'.

En particulier, ¢(z, 1) est la série de Poincaré de [I’algébre
C[V]UP graduée par le degré total par rapport 4 V. Comme cette
algébre est de Gorenstein (cf. [1]), il existe a' €Z tel que

p(z71, 1) = (= )™ 2 o(z, 1)

ou m' est la dimension de Krull de C[V]UP Posons a=a, +...+ ay:
alors f(z~1,t 1) =(—1)"z%¢ “1ei2, 1), donc

Y e el G (R R (CY)

= (—1yn+l g 17Nz, = £ T (2, ).

Posons ¢t = 1 + €. On obtient

1 o 1
(27t o) 2, G (B~ De) Sz, 1+ )
—(1+d—=b)e) f(z,1—¢))

m+1 a of
=, (= 1y (5;(2,1)Y+(b,—1)f(z,1))

donc e(z71, 1) = (— 1yn*1 2@ (%}tj (z,1) + (b, — 1) f(z, 1))

et o(z,1)=(—1"z7%" p(z71,1)
= (= g (L, 1)+ 6, — 0z, ).
D’autre part,

w(z, 1) = lim —— (tf(z, ) = t7 f(z, t71))

——f (z, 1)+ f(z, D).
of ot
Donc -—at (z,)+f(z,1)

’ ’ a
= (— 1y gae (—af (z, 1) + (b, =D f(z,1)).
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Or f0,?) = FO,...,0,¢,1,...,1)=1 pour tout ¢, donc

)
f(O,1)=1 et a—{(O,l)= 0. Onadonc,si b, # 1

1::; (_1)m+m +1 za—a (bl _ 1)

Si b, # 1, les seules possibilités sont donc :

ea=ad,m+m +1 estimpair,et b, = 0.

ea=a,m+m + 1 estpair,et b, =2.

S’il existe vEV tel que Staby(v) = 1, alors StabUP(v) =1 et
'ona: m=dimV —dimU et m'=dimV —dimU, (cf. [7]).

Or dimUp =dimU —1, donc m +m'+1 est pair, et b, =1
oul.

(ii) Montrons d’abord le lemme suivant :

LEMME 2. — Si g€ T, on a (avec les notations de la démons-
tration du théoréme 1) :

1
I'[ .
1<i<s détv,-(l —z,8™Y 9]
1
= — ° F(z,,... F1 e e )
i@ wéw ew)w(e? F(z,,...,z,,e,...,€¢79) ()

Démonstration du lemme. — Pour max [z;,/ <1, ona:
1<€i<s

1
I1
1<i<s déty (1 —z,87")

= 2" Trgpy (8)
neNs Vi
et

F(z),....,2,€,...,e) = 2 z0 2 dimC[V]?, e
nENS weptt
par définition ; de plus, pour n €N*, ona:

Trepyy, () = X dimC[V]], Trg(,(8)

weptt

= X dimcmHw-—l— Y ew)w(e?*) (g)
weptt ’ dg@) ,ew

d’aprés la formule des caracteéres de Weyl. On en déduit que (1) est
vraie pour lrgeilé( |z,l <1. Les deux membres de (1) étant des
s

fractions rationnellesen z,,..., z,, (1) est vraie pour tous z,,..., z,.
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On déduit du lemme 2 que
1 1
1<i<s détv,(l —z7lg )

Y e(w) w(e? F(z;t,..., 2z, e, ..., e"Y).

d®) ew
Orona: i
. 1 ~ (—z)™™Vi
1<i<s déty (1 — z7lg™Y)  1<iss déty, (1 — z,8)
d’ou :
_ dim V dimV, -
=D 1<Ii-I<s i Tdg™Y)
.Y ew)w(e? F(z,,...,2,,e " ',..., e %)) (g)
weW
dimV,-
= 1 _L_—ﬁ)—— (Lemme 2)
1<i<s detvi(l —2;8)
= CTg) z;w e(w) w(e? F(z[1,..., 271, el ..., e ) ().
w
Comme

FGz7t, ..., z7h 00, 001
= (—l)”’z:‘...z:‘ t’:‘... tz‘z F(z,,...,z,)
et d(g') = (—1)R"1d(g) ot |R*| = (nombre de racines positives) =
dim U, on obtient :
(_ l)dimV—dimU N § | z;:limVi
1<i<s

Y e(w)yw(ePF(z,,...,2,,e %,..., e ") = (—1)m z‘;‘...z
weW

p—biwy—...—bow - — &7
2 ew) w(e’ I TR Lz, e T, e TY)
wew

s
1

d’ou, en posant n=dimV —dimU—m, et ¢, =dimV,—gq,
pour 1 <i<s:

L e w(e TR EG g, L) @
weEW c

= (——.1)" z:‘... z*5. 2 ew)w(e? F(z,,...,z
weEW

@ [~
e .., e ).

Le premier membre de (2) est une fraction rationnelle en (zg,.0052g)
définieen (0,...,0), et le second membre est équivalent en (0,..., 0)
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a (D2l Y ew)w(eh), car X e(w) w(ef) #0.
wEW weW
Donc ¢; 20,...,¢, 20, ie. ¢, <dimV, pour 1 <i<s.

(iii) Soit v €V tel que Stabg(v) soit fini : alors Staby(v) = {1}
donc d’aprés (ii), on a b, =1 ou 2 pour 1 <i<Q; de plus,

n=dimV —dimU—m=0. Soit C = % 2 N@;, A tous >0
1<i<?
la chambre fondamentale. Posons ¢ = ¢, + ...+ ¢,, et

v=—p+bo +.. . +tbhw= 2 (—Dw:
1<i<y
alors v €C. Faisons z, =...=z, =z dans (2) et regardons dans
Iidentité obtenue les termes du coefficient de z"*¢ (n €N) qui
sont des exponentielles d’élémentsde C. Ona :

S eomyw( Zdimevi, o)

weEW wePt
= X e(w)w( ) dimC[V]},’we""“’)
. :

wEW wep?

et pour w EP**, ona: v+ w€EC et w+ p€EC, donc
> e*@ dimC[V]Y,, , = X e’**dimC[V]Y .

+ nte,w ++
wePtt prwec WEP

De méme, pour 0 < n <c¢, onobtient :

> e’*w dim C[V]L{w =0. Donc pour |z|<1, on a

wePtt yrwec

°ePVF(z,...,z,e"1,...,e"%)
=e? X z"° 2 ef*® dim C[V]Y
neEN wePHt
— n+c w A: U
=2z > e dim C[V],,. .,
neN wePtt prwec
=X 7 2 evdimC[V]Y,,.
neN wEP++,v+wEC
D’ou
2eP"F(z,...,z, e ,..., "= X zrevdimC[V]Y
neN,wep**
- ) z"e* dim C[V]Y ,

neN,weP*t, w+r¢C
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et (1 —e”"2°)F(z,...,z,e"1,...,e"%

= 2 2"e dim C[V]Y , .
neN,weP™ w+rgc ’
Soit 1= {i€[1,q11<i<® et b,=1}. Alors v= X, @, et
11
pour WwEPY , ona: w+vEC < il existe i €1 tel que (wley)=0.
Donc
(1 —e”"2z°)F(z,...,z,¢e"1,..., %) 3)

= > z"e* dim C[V]} , .

n€N,(wla;)=0 pour un €I

Soit i€ [1, 2]: posons, pour |z| <1,
flay= X z'dimC[V]’

nEN,(wIa,):O
Soit H; le sous-groupe de G engendré par U et U__,.. Si E estun
G-module simple de plus haut poids A, alors E g EU si Aley)=0,
‘et E B = = 0 sinon. On en déduit que f (z) est la série de Poincaré de
C[V] M (gradué par le degré par rapportd V).

LEMME 3. — C[V]H" est une algébre de type fini, de dimension
de Krull m — 2.

Démonstration du lemme. — Soit P = T.H;; alors P est un
sous-groupe parabolique de G. Il existe une décomposition de Levi
P=Up.L de P, avec Up.DL=H; (ou DL est le sous-groupe
dérivé de L) Alors DL normalise UP, et C[V]™ = (C[V] P)PL,
avec C[V] Up de type fini et DL réductif, donc C[V] 1 est de type
fini. De plus H; n’a pas d’homomorphlsme non trivial a valeurs dans
C* et StabHi(v) = {1} donc dim C[V]™ = dim V — dimH; et
dimH, =dimU + 2, avec m =dimV —dim U; d’ou le lemme.

D’aprés(3),onapour zER, 0<z<1:
(1 -z)F(z,...,z,1,..., D)< X f(2).
1<i<Q
Or d’aprés le lemme 3, il existe K,,...,K, constantes > 0 telles

que f(z) ~ e a————');:—z pour 1 <i< Q. De méme, comme

F(z,...,z,1,...,1) est la sériec de Poincaré de C[V]V graduée
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par le degré total par rapport 4 V, il existe une constante K > 0
telle que F(z,...,z,1,...,1)~ —— . Si ¢ # 0, on obtient

donc: (1 —z)™™ =0((1 —z)"™*!') quand z—>1, ce qui est
absurde. Donc ¢ =0; comme c=c, + ...+ ¢, avec des ¢;EN,

ona: ¢, =...=¢; =0, ie. ¢=dimV; pour 1 <i<Q®. De
plus, d’aprés (3) :
(1 —e?")F(z,...,z,e"1,...,e7%)

= 2 z"e* dim C[V]Y .

neN ,(wla,):o pour un i€l

Si I+ @, alors en faisant z = 0, on obtient 1 — e~ ? =1, ce
qui est absurde. Donc I =@, ie. b, = 2 pour 1 <i< Q.

COROLLAIRES, —
1) Sous les hypothéses du théoréme 2 (ii), soient P,,...,P,
un systéme de paramétres homogénes de C[V]Y, et Q,,...,Q,)

une base homogéne du C[P,,...,P, }module libre gradué C[V]V.
Posons d; = degP;, pour 1 <i<m, et e=  max (deg Q). Alors

e=dimV —2dim U —s (donc si la dimension de V est grande,
il n’y a aucune chance pour que C[V]Y soit une algébre de poly-
noémes).

2) Sous les mémes hypothéses, s’il existe des entiers positifs
d,,...,d, tels que F(z,...,z,1,...,1)= 1<H< (1 —z%1,
IsSm

alors d, +...+d, <dimV < s+ 2dim U.

Démonstration. — 1) On a

Z deBQl
Z
1<j<r
F(z,...,z,1,..., 1) = 3
a -z
1<i<m. .

dod a,+...+a,=—e+ Y d,. Dautre part, le nombre
1<i<m
de d, égauxa 1 est au plus égal 3 dim VY = 5, donc

X d=s+2m—ys).
1<i<m
Or m=>2dimV —dimU, et a +...+4a,<dimV, d’ou Iiné-
galité cherchée.
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Le corollaire 2 sera appliqué dans la partie suivante a la déter-
mination des représentations irréductibles V du groupe simple G
telles que C[V]V soit une algébre de polyndmes, en suivant une
idée de T.A. Springer (cf. [8]).

II. REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DES GROUPES
ALGEBRIQUES SIMPLES DONT L’ALGEBRE DE
U-INVARIANTS EST REGULIERE

Dans cette partie, on prend pour G un groupe simple. Soit
V un G-module irréductible de plus grand poids w.

THEOREME 3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) C[V1V est une algébre de polynémes.

(ii) La série de Poincaré de lalgébre N**'-graduée C[V]Y
s . — _ dl nyN—1 . =
sécrit F(z,t,,..., t,) l<2m (1-z"¢" ou t=(t;,..., t),
les d, sont des entiers > 0, et les n, appartiennentd N*.

(iii) A automorphisme du diagramme de Dynkin prés, (G,V)
figure dans la Table.

Il est clair que (i) = (ii); on démontrera que (ii) = (iii),
puis que (iii) = (i).

II1.1. Démonstration de (ii) = (iii).

Soit V vérifiant (ii); alors m est la dimension de Krull de
C[V]V. Onsupposeraque d, <d, <...<d,,.

LeEMME 4. — A automorphisme du diagramme de Dynkin preés,
(G, w) fait partie de la liste suivante (ou les poids fondamentaux
sont numérotés comme dans [9]) :
Ag: @y, @y, 2w, et (As, @3); (Ag, @3); (A,, ;).

By:w, et (B;,@;); By, @,); (Bs, @s); (B, &)
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Table

Représentations irréductibles V du groupe simple G
telles que C[V]Y soit une algébre de polynomes.

Plus haut Degrés et poids de générateurs N x P**
Type de G poids de V homogénes, algé:.‘l);icglle\r]r]lgnt indépendants,
Ag,2>1 @ (1,@y)
2w (1,2w)); (2,2w,),..., (®,2wy); R+ 1,0).
Dy 1,822 (1,m); 2,m,); B,w),...,(k,my) si 8=2k
k,@y); (k+1,0)si 8=2k+1
Ag @y (1,@3); Q,m; +@;); 3,m;); ¢4,m, + @,);
4,0
By, 222 @, (1,@,); (2,0)
B, @, (1,@,)
B, @ 1,@3); (2,0)
B, @, (1,m3y); 2,@,); (2,0)
B @s 1, @5); 2,@y); 2,@,); B,@5), (4,@3);
(4,@,); (4,0)
Cp, >3 @, a,w,)
C, @, (1,@,); 2,@3,); (2,0); 3,m, +@;); (3,0)
C, @3 (1,@3); 2,2m); 3,m3); (4,2w,); (4,0)
Dy, >4 @, (1,®);(2,0)
Dy @5 (1,3); 2,m)
Dy g (1,@6); 2,@,); 3, w6) ; (4,3,); (4,0)
G, @, (1,=); (2,0)
4 @y (1,@,); 2,@,);(2,0); (3,@3); (3,0)
Eg @ (1,@,); 2,3); (3,0)
E, @, (1,@,); 2,@,); B,3;); (4,); (4,0)

(11 faut rajouter a cette table les représentations qui s’en déduisent par auto-
morphismes du diagramme de Dynkin).
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C:m, w, et (C, my).
Dy: @, et (Dg, @g); (Dg, @g); (D,, @,).
(Gz, w]); (F4, 574); (Ea’ ws); (E7, 6.77)-
Démonstration. — D’aprés le corollaire 2 du théoréme 2, on a:
dim V<1 + 2dim U. Par suite, si le rang de G est au moins 2,
on a: dimV < dim.G et on utilise alors la classification de [10]. Si le

rang de G est 1, alors G=SL,(C) et dimV <3 donc V est
isomorphe & E(w,) ou EQw,).

Pour obtenir les résultats de 1a Table, il reste a éliminer :
(Ae, 533) ; (A7’ cD3); (B6 > wé); (CQ: wz) pour £ =>4 ; (D7, GJ'7).

Pour cela, on utilisera le lemme évident suivant :

LEMME 5. —
(i)-Si t=dimC[V]], alors d; =1 et d,=...=d, =2,
(ii) La série de Poincaré de l'algébre N-graduée C[V]® s’écrit

g(z) = 1<1Il (1 -zt ou (e,..., e, ) est une sous-suite de
n

dy,...,d,).
Casde (Ag, w;):
Avec les notations du lemme 5, ona ¢t = 2 car
ClV], ~ EQw;) + E(w, + wy)
(cf. [11], Table 2b). Donc d, =1;d,=2;d =23 pour i=>3,
D’autre part, m=dimV —dimU = (7) — »7 X6
3 2

d +...+d,=39>35=dimV, ce qui contredit le corollaire 2
du théoréme 2.

=14, donc

Casde (D;, @w,):

D’apres [11], Table 3b, on a: C[V], = E(2wg) + E(w;), donc
t =2. Dautre part, m=>dimV —dimU=20—7x6 =22, et
C[V]® est engendré par un élément non nul de degré 8 (cf. [20],
Table 3a), donc

d+..+d,>1+2+8+3(22—3)=68>64=dimV,
contradiction.
Les autres cas a éliminer se traitent de facon analogue.
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III.2. Démonstration de (iii) == (i).
Montrons d’abord le

_ LEMME 6. — Soient Z le groupe des homothétiesde V; G=G.Z;
B=BZ; T=T.Z. Si B opére sur V avec une orbite ouverte,
alors C[V]V est une algébre de polynoémes.

Démonstration du lemme. — Soit (n, W)ENXxP™: si o, ¥
sont dans C[V]S , alors ¢/y EC(Y)E. Comme B opére sur V avec
une orbite ouverte, on a C(V)® = C, donc dim C[V];{w <l1.
D’autre part, C[V]Y est une algébre factorielle dont les unités sont
les constantes (cf. [7]). On conclut en appliquant ([12], Lemma 4.2),
avec A = C[V]V et ¢ algébre de Liede T.

Les représentations vérifiant la condition du lemme 6 ont été
classées par Kac ([13], Theorem 3). On en déduit que les représen-
tations suivantes ont une algébre des U-invariants réguliére :

Ay oy, @,, 20, . By: @, et (B;, @), (By, &,).
Co:@m,. Dy:ow et (Ds,w5). G:w,. Eg:@.

Il reste donc a examiner les représentations suivantes: (A;, @;);
(Bs, ws) 5 (Ca; wz) N (C3 s wa) 5 (Da, 576) > (F4, CU4) > (E7, 537) .
Pour cela, on utilisera le

LEMME 7 (formulé incorrectement dans [4]). — Soient V une des
représentations & examiner, et S une sous-algébre (N x P**)-graduée
de C[V]Y, telle que l'application canonique C[V]®® S —> C[V]C.S
soit injective. Soit f(x,y) la série de Poincaré de I'algébre N*-graduée
C[Vx V*I®. Si pour tout pEN, on a: dim Sp = coefficient de

xPyP dans le développement en sérle de flx, »)

—_—, alors
C[V]V = C[V]C.S. f(x,0) (0, y)

Démonstration du lemme. — On vérifie (par exemple sur les tables
de [14]) que V est «colibre», i.e. que C[V] est un C[V]®-module
libre. Soit H un sous-espace N-gradué et -G-stable de C[V] tel que
C[V] = C[V]® ®c H (pour lexistence de H, cf. [15], Proposition 1
et Lemma 1). Si (p, q)€EN?, ona:

C[Vx V*]; . = (C[V], ®C[V*] )°
~ G G
- pl+p2=po;ql+q2=q C[V]pl ® C[V*]q ® (Hp2® H;;)
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d’ou
fix, ) = (2x™ dim C[V]}) (£ »™ dim C[V*]])
(2 x"2y% dim(H,, ® Hy )°).

f(x,y)
f(x,0) £, »)
4 dim(H, ® H;)® = dim Endg(H,) > dim H .
L’algébre N-graduée C[V]Y est le produit tensoriel des deux
sous-espaces vectoriels gradués C[V]® et HU, donc la série de

Poincaré F de C[V]Y est F(z) = f(z,0). Y, dim H)zP.
PEN

La série de Poincaré de I’algébre N-graduée C[V]®.S est de méme
f(z,0). (ZN a,,2°). Or CIVIESCCIVI et a,, > dimHY
pEN -

pour tout p €N, donc C[V]C.S = C[V]V.

Le coefficient a, , de xPyP dans est donc égal

Casde (A;, @;).

Alors V=~ V*  D’aprés les décompositions de S2(V), S3(V),
S*(V) données dans [11], Table 2b, il existe des U-invariants non
nuls P,, P, , P,,P,, P, de degrés et poids respectifs :

(l’ w3)s (29 wl + ws), (3) w3)9 (4’ wz +CJ4)3 (43 0)'

De plus, C[V]® = C[Ps]. Si I'on sait que P,,...,P; sont algé-
briquement indépendants sur C, posons S =C[P,,P,,P,;,P,].
Alors S est une sous-algébre (N x P**)-graduée de C[V]Y; Iappli-
cation canonique C[V]®® S —> C[V] est injective, d’aprés I'indé-
pendance algébriquement des P,, et dim Sp, est le nombre de solu-
tions en entiers =0 de: a+2b+3c+4d =p. D’autre part,
d’aprés [11], Table 2a, C[Vx V*]® est engendrée par des éléments
bihomogénes, algébriquement indépendants, de bidegrés (4, 0), (3, 1),
(1,3, 0,4, (1,1), (2,2), (3,3). Donc avec les notations du
lemme 7,0na :
fx,y) 1
f(x,00£(0,y) (1—=x3y) (1-xp*) (1 -xp) (1-x>y?) (1-x3y?)
= X Py ¥ () (2yP)F (x*p3)?
a,a',b,c,d>0

et le coefficient de xPyP dans cette fraction rationnelle est le nombre
de solutions en entiers 2 0 de: 4 + b + 2¢ + 3d = p. On conclut
alors a ’aide du lemme 7.
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Montrons maintenant que P,,..., P, sont algébriquement indé-
pendants sur C. Soit Q polynome tel que Q(P,,...,P)=0.
On peut supposer Q irréductible et isobare par rapport & T (car
les P, sont des vecteurs propres pour T). Ecrivons

j i
QX5 s X) =Z gy ,enns a X, X
Le poids de Q parrapporta T est alors :
oy + (@ + @) i@, + i (@, + @,).

Donc (i,, i,) estindépendantde (iy,..., i) telque g, ,..., i5 # 0.
On en déduit que Q(X,,...,X;) est indépendant de (X,,X,).
Soit V' Thyperplan T-stable P, =0. Si Q# 0, alors P,|V’,
P,|V' ‘sont algébriquement dépendants sur C; or P,|V' est de
poids @;, et P,|V' de poids 0. On en déduit comme précédem-
ment que P,|V' =0 ou Pg|V'=0, ie. que P, divise P, ou P,.
Si P, divise P;, alors P,;/P, est un polynome U-invariant de
poids 0, donc un G-invariant de degré 2, absurde. Si P, divise

P,, alors P, n’est pas irréductible, ce qui contredit le fait que
C[V]® = C[P,]. Donc Q = 0.

N.B. : Le calcul de C[V]V a aussi été fait dans ce cas par A. Lacoux.

Les autres cas a examiner sont similaires; de plus, la méthode
de démonstration, indiquée dans l'exemple précédent, fournit les
degrés et poids d’un systéme de générateurs N x P**-homogénes de
C[V]Y pour les cas de (A, @3); (Bs, @;); (Cy, @,); (Cy, @3);
(D¢, @g); (F4,@,); (E,,@,;). Pour trouver ces degrés et poids
dans les autres cas, on peut aussi utiliser le lemme 7 ; dans chaque
cas, on vérifie que C[V x V*]® est une algébre de polyndmes, dont
on calcule la série de Poincaré a I’aide des tables de [11].

Remarque. —

1) Avec les notations du théoréme 2, les b, peuvent prendre
les valeurs O, 1 et 2; et on peut avoir a < dim V. Par exemple,
dans le cas de (D4, @), ona: b, =b;=bs;=0; b, =b, =1;
b, =2 et a= 14 alorsque dim V = 32; on a donc

6
F(z7', 7Y, . 151 = — 1,1,822F(z, 1,,. .., 15).
Par contre, méme si le G-stabilisateur de tout point de V est infini,
on peut avoir b, =...= b, =2, et a=dimV. Cela se produit

par exemple dans le cas de (A,, 2a@,).

2) Soient G = SL,(C) et U le sous-groupe des matrices uni-
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potentes supérieures. Soit V 1’espace des formes quadratiques a »
variables, identifi€é aux matrices symétriques (ay);<;;<,. Alors
V estun G-module simple de plus grand poids 2@,_, et si

gy ---. Qg
PQ((ai/)) =
an cees Qoo

pour 1 <& <n, alors C[V]Y est engendrée par les éléments
algébriquement indépendants P,,...,P, (car P, est un U-invariant
non nul de degré 2 et de poids 2w, pour L+#n, de poids 0
pour £ = n; on utilise alors la Table). .

De méme, si V' est I’espace des formes bilinéaires alternées
a n variables, identifi¢ aux matrices antisymétriques (a;),<;;<n »
alors V' est un G-module simple de plus grand poids @,_,. Pour
1 <20 <n, soit QQ((a,.l)) le pfaffien de

Ay .. amg

20,1+ Q29,29

Alors les Qg sont algébriquement indépendants sur C, et engen-
drent lalgébre C[V]V. Ces deux résultats sont connus sous des
formes diverses (cf. par exemple [16], proposition 1 et 2, ou [11],
proposition 2.4).

THEOREME 4. — Soit (G, V) figurant dans la Table. Soit IUV)
le nilcone, c’est-a-dire I'ensemble des v €V annulés par tout polynéme
G-invariant sans terme constant sur V. Alors

(i) tout fermé G-stable équidimensionnel de 9U(V) est un
cone irréductible normal, a singularité rationnelles ;

(ii) l'adhérence de toute G-orbite dans V est une variété nor-
male, a singularités rationnelles.

Démonstration. — Supposons d’abord (i) vraie ; soit x €V avec
X = G.x adhérence de lorbite de x. Soit KX le cone associé
a4 X (pour la définition, cf, [17]). Alors KX est un sous-cone fermé
G-stable équidimensionnel de 9T(V) donc KX est normal, a singu-
larités rationnelles. Comme X est une déformation de KX, (ii)
résulte du théoréme 4 de [18].
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Pour montrer (i), introduisons d’abord quelques notations et
résultats préliminaires. '

Soient E un G-module simple de dimension finie, de plus grand
poids A, et P (resp. Q) un polyndme U-invariant sur E, de poids
u (resp. v). Si E(p) est un G-module simple de plus grand poids
i, il existe une G-application linéaire P E(u) — C[E] envoyant
un vecteur primitif de E(p) sur P, et P est définie a un scalaire
prés. Définissons de méme Q Ew) — C[E] Le produit de C[E]
définit alors une G-application linéaire Po Q E(p) @ Ep) — C[E]
Soit REC[E]Y: on note R= (P,Q) si R est I'image par P® Q
d’un élément de (E(p) ® E(»))U. Remarquons que R=(P,Q) <
il existe des a4, €C et des g;, h; €G tels que R = X 4,(g,P) (1,Q).

PROPOSITION 1. — Soit P, une forme linéaire non nulle et U-
invariante sur E. L’application
F - I(F) = {PEC[E]Y|P|F = 0}
fermés irréductibles ; __){ idéaux premiers 1 de C[E]V, T-stables
G-stables de E ettelsque PEI, QR (P,P))==Qe€l
est une bijection décroissante.

Démonstration. —

a) Soit F un fermé irréductible G-stable de E. Alors I(F) est un
idéal T-stable de C[E]Y, et I(F) est premier car C[E]Y/I(F) ~ C[F]Y.
Soient w€P** et PEI(F),. Si Q= (P,P,), alors il existe des
a,€C et des g,h,€G tels que Q= X q,(g,P) (h,P,) donc
QIF =0 et Q€I(F). De plus, I'application F —> I(F) est décrois-
sante.

b) Soit I un idéal premier de C[E]V, T-stable et tel que P €1
et Q= (P,P,))==Qe€l. Soit T le sous-G-module de C[E]-engendré
par I. Soient PE€1 et g€ G. Alors P.gP, est dans I'image
de E(w) ® EQ)* — C[E] (si P correspond & un morphisme
E(w) —> C[E]) donc P.gP, est une combinaison linéaire d’i images
par G d’éléments Q tels que Q (P, P) Par suite P. gP, €1. On
en déduit que VQEI, VREV*, QQEI puis que 1.V* CT. Donc
T est un idéal de C[E] Comme IV =1, ona (C[E]/T)Y = C[E]VI
donc 1 est premier : il lui correspond un fermé irréductible G-stable
F;. Il est immédiat que I(F;) =1 et que

F,={x€E|VP€EI, VgeG,P(gx) = 0},

d’ou la proposition 1.
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PROPOSITION 2. — Soient P€ C[E]“‘J et QEC[ElY. Soit «
racine simple telle que (ula) # 0 # (v|la). Posons

(P,Q), = () PX_,Q) — (v|la) QX_,P)
(avec les notations de [19]). Alors (P,Q), € C[E]"”_a et

P,Q),<®,Q). De plus (P,Q),+#0 si P et Q sont premiers
entre eux.

Démonstration. — D’aprés ([20], Theorem 3.1)on a :
(P, Q), EC[E]

utv—a

etsi P coﬁespond aP: E(u)=— C[E] et Q a 6: E(v) — C[E],
alors (P,Q), correspond a E(p +» —oa)—> E(u) ® E(v) — C[E].
Donc (P,Q),< (P, Q). Side plus P et Q sont premiers entre eux,
etsi (P,Q), =0, alors P divise X_,P. Comme degP > deg X__P,
P et X_,P sont proportionnels, ce qui est absurde car P est de
poids u, et X_ P depoids u — a.

On peut maintenant montrer le

LeMME 8, —Si (G, V) figure dans la Table, et si (G, w) # (B, @;),
alors

1) ’ensemble des parties fermées G-stables de IU(V) est tota-
lement ordonné par inclusion ;

2) tout sous-ensemble fermé G-stable de IUV) est un cone
irréductible.

Démonstration. — C’est clair pour A,: @,, 2w,, @, et
B,, C,, D,: @,. Dans I'un des autres cas, soit F un fermé G-stable
de 9U(V), et soit I I'idéal correspondant de C[V]V (proposition 1).
Alors I contient I'idéal engendré par les polynomes G-invariants
sans terme constant.

Cas de (E,, @,): d’aprés la Table, I’algébre C[V]Y est engendrée
par
P, homogéne de degré 1, de poids @,,
P, homogéne de degré 2, de poids @,,
P, homogéne de degré 3, de poids @,,
P, homogéne de degré 4, de poids @,
P, homogéne de degré 4, de poids O .

On sait que P €I. De plus, comme I est T-stable, si I+ (Py),
alors I contient PP Q(P,,P,) ou (a, b))EN? et ol Q est un
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polynéme, Q(P,,P;) est de poids mw,. Comme I est premier,
ona: P,€I, ou P,€I, ou Q(P,,P,)EI. Dans ce dernier cas,
si m=21 et X ne divise pas Q(X,Y), alors R = (Q(P,,P;), Pl)m7
€I et R est de poids (m+1)w,—a,=(m—1Dw,+.... On
voit ainsi que I contient P,,P,,P; ou P,. D’autre part, il est
clair que P,<(P,,P,) et que P, (P,,P;) (car P, engendre
I’espace vectoriel C[V]};"w6 et (Py,P;),, est de degré 4, de poids
2w, —a, = @y). Montrons que P, (P,,P,).

Sinon, comme C[V]} =~ EQw,) + E(w,), ona: P, 2 (P,,P})
donc P, correspond 2 un G-morphisme non trivial

¢ : E(@,;) ® EQw,) — E(w,).

Soient x non nul de poids A dans E(w@,), et y non nul de
poids 2@, dans EQ2w,). Si ¢(x ® y) est non nul, alors il est de
poids 2@, + A. Comme @, est minuscule, on a A = w(w,) et
2w, + A= w'(w,) pourdes w,w' €W. Donc 2w, = w'(&,) - w(w,),

d’od w'=1 et w=w,, ie. A= — @,. On a finalement :
p(x®y)=0si A ¥ —w, ‘
= un élément primitif de E(@,;) si A = —w,,

et ces valeurs déterminent ¢.

Soit ( , ) une forme alternée non nulle et G-invariante sur V.
Alors ¢ est la restriction du G-morphisme ¢: VOAV@®V— V

¥X®y' ®z — (x',2))
a E(w,)®E(Q2w,) (car ¢ et v coincident sur E(w,)® y). Or
¢ induit I'application nulle
V)=V (car X (X0 Xo3) Xory = 0)
ae@s

ce qui est absurde. Donc P, (P,,P,).

Si I contient P, alors {zérosde I} = {0}.

Si I contient P,, alors P, €I d’aprés ce qui précéde; donc
P,€l car P, = (P,, P3)07.

Si I contient P,, alors P, €1.

Les seules possibilités pour I sont donc :

Py, P,,P;,P,,P5); (P, P5,P,,Ps); (P3,P,,Ps); (P, Py).
Tous ces idéaux sont N-homogénes; d’ou le lemme 8 dans ce cas.
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La démonstration précédente s’applique sans changement aux
cas de (A4, @;); (Cy,a@y); (Dg, ). Les autres cas sont plus
simples, sauf (B, @y).

Exemple : cas de (C;, @,). C[V]Y est alors engendrée par
P, homogéne de degré 1 et de poids @, ,

P, 2 @, ,

P, 2 0

P, 3 @, + @y,
P, 3 0.

I contient (P;,P,) etsi I# (P;,P,), alors on voit comme précé-
demment que I contient P,,P, ou P,. En outre, il est clair que
(Pl,Pz)m2 =P, et que P,2(P,,P,) donc I ne peut étre que
®,,p,,p,,P,,P), (P,,P,,P,,P), (P;,P,,P,), ou (Ps,P5).

Fin de la démonstration du théoréme 4. — Remarquons que si
(G, V) figure dans la Table, alors il existe une sous-algébre N x P**-
graduée S de C[V]V telle que I’application C[V]°®® S —> C[V]¥
induite par le produit soit bijective et que I'on ait dimS, , <1
pour tout (n,w)ENxP**, Soit F un fermé G-stable équidi-
mensionnel de 9UYV). Alors F est irréductible (d’aprés le lemme 8
si (G, w) # (Bg, wy); sinon, d’aprés [21], F ne contient qu’un
nombre fini de G-orbites, donc F est réunion d’adhérences de G-
orbites; or toujours d’aprés [21], deux G-orbites distinctes dans
IU(V) sont de dimensions différentes). Soit ¢:C[V] — C[F] Ila
restriction. Alors ¢ induit une surjection C[V]Y — C[F]Y, d’ou
une surjection S — C[F]V, commutant a I’action de T. De plus,
F est un cone (d’aprés le lemme 8 si (G, w) # (B;, @,); dans ce
dernier cas, on vérifie de méme que pour (E,,@,) que (Kergp)Y
est engendré par certains P,, ou P,,...,P, est un systeme de
générateurs comme dans la Table pour C[V]VY). On en déduit que
C[F]V est NxP**-graduée et que dimC[F]; , <1 pour tout
(n, wW)ENxP**, Le lemme 4.2 de [12] s’applique alors: C[F]Y
est une algébre de polynémes. On conclut en appliquant le théoréme
suivant (cf. [1]) :

Soit Y une variété affine sur laquelle G opére rationnelle-
ment. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Y est normale, 3 singularités rationnelles ;
(ii) Spec C[Y]V est normal, a singularités rationnelles.
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IV. NILCONE POUR LES U-INVARIANTS

Soit X une variété affine sur laquelle G opeére rationnelle-
ment, avec un point fixe 0 de G dans X. Rappelonsle

Critere de Hilbert-Mumford (cf. [22], Theorem 2.1):
Pour x € X, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout P €C[X]®, ona P(x) = P(0)

(ii) il existe un morphisme A:C* —> T, et g€ G, tels que
AND). gx ;—_:O—') 0. '

On va établir un critére analogue pour les U-invariants. Notons
C l'ensemble des sous-groupes a un paramétre A:C* — T tels
que pour 1 <i <%, onait (@;,A) > 0.

THEOREME 5. — Pour x € X, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) pour tout P€C[X]Y, ona P(x) = P(0)

(ii) il existe NE C et u €U tels que \(t) ux revan 0.

IV.1. Démonstration de (i) == (ii).

Soit x vérifiant (i). Pour 1 <i< g, soit E; un G-module
simple de plus grand poids ,, et soit v,GEP\{O}; posons

E= & E, et v= 2 v, €E. Soit enfin Z= Gv [Iadhé-
1<i<2 1<1<2

rence de l'orbite de v dans E. D’aprés les résultats de [23],
en particulier le théoréme 7.4 et sa démonstration, ’application
®: C[XxZ]® —> C[X]Y telle que ®(f) (§¥) = f(§, v) pour ¢EX,
fEC[X x Z]®, est un isomorphisme d’algébres. Par suite, pour tout
PEC[XXZ]®, on a P(x,v)=P0,v). Or 0ETv; donc, pour
tout PEC[XxZ]®, ona P(0, v) = P(0, 0) donc P(x,v) = P(0, 0).
On peut alors choisir A: C* —> G tel que A(¢#) (x,v) v 0,0).
Soit P, I’ensemble des g €G tels que A(#) gh(#)~! ait une limite
quand t—> 0. On sait que P, est un sous-groupe parabolique
de G (cf. [22], Definition 2.3/Proposition 2.6); par suite, BN P,
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contient un tore maximal T’ de G. Soit T, un tore maximal de
P, contenant I'image de A; alors T, et T  sont conjugués par un
gEP, en particulier gA\g~! est a4 valeurs dans T'. De plus, on a
A g M (x,v) =g. N 'ND'. MO (x,v). La limite quand
t —> 0 de N#) g~ N)™! existe, donc g\(#) g7 (x, v) —— = (0,0).
Quitte a remplacer X\ par gA\g~!, on peut donc supposer que A esta
valeurs dans T' CB. Alors A = u~'uu ot u €U et u€ Hom(C*,T).
Ona: (u'pu) (x, v) ;=5 (0,0) et u.v = v donc

#(t) (ux,v) 75— (0,0).

Or p(t)v= 2, £=My . La condition u(t)v —— 0 signifie
1<I<2
doncque pEC.

IV.2. Démonstration de (ii) = (i).

Soient x vérifiant (ii) et PEC[X]Y. Soit QEC[X x Z]® tel
que ®(Q) = P. Alors

P(x) = Q(x,v) = QA\(Hux, M uv) = QAA(Hux, N(t)v).

Comme A €C, on voit que A(H)v P 0. Donc

P(x) = Q(0,0) = Q(0, v) = P(0).

Soit maintenant V un G-module rationnel de dimension finie.
Si w€&Hom(T,C*), notons V I’ensemble des vecteurs de V,
de poids w. Si A€ Hom(C*, T), notons V(A) la somme (directe)
des V., pour (w,A)> 0. Alors V) = {xEV|A(#)x P 0}.
Définissons le nilcone I (V) (pour I'action de U): I y(v) est
I’ensemble des x €V tels que pour tout PEC[V]V, on ait
P(x) = P(0); c’est une sous-variété fermée de V. On définit de
méme I (V). '

THEOREME 6. —

(i) 11 existe un sous-ensemble fini @y de € tel que I y(V)
soit la réuniondes U.V,, pourles A\ECy .

(ii) M G(V) = G.I (V).

Démonstration. —

(i) C’est immédiat.
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(ii) II est clair que G.9Ty(V) CI (V). Pour linclusion inverse,
soit x € 95 (V). Il existe alors A€ Hom(C*,T) et g€ G tels que
A(2) gx P 0. En remplagant x par gx, on peut donc supposer
que x €Vg,). Alors x = X x, ou chaque x, est dans V. Soit
I={w:T—> C*|x_, # 0}: alors pour tout w€I, on a
(w,A\)> 0. Lensemble des u: C* —> T tels que u(f)x - 0
est donc lintersection de X = Hom(C*,T) et d’un coéne ouvert non
vide de R®; X, donc il contient un sous-groupe a un paramétre
régulier u,. Quitte 4 remplacer u, par wu, w™! et x par wx
pour un w €W, on peut supposer que (o;, o) > 0 pour 1 <i<%.
Alors (sz“o)> 0 pour 1 <j< &, ie. p,€C.

Exemple : formes cubiques d trois variables

Soit G = SL,(C) opérant sur I’espace V des formes cubiques
a trois variables x,y,z. Soient U le sous-groupe des matrices
unipotentes supérieures dans la base duale de (x,y,z), et T le
sous-groupe de G formé des matrices diagonales. On vérifie facile-
ment que les V() maximaux (pour A € €) sont

V= A(xp?, p3, 9%z, 922, 2%); V2 =A(xz?, y3, y%z, y22, 2);

V3 =(x%z,xz?, yz?, 23).
Posons de plus V* = (xz?, y%z,yz%,z3). Alors V? et V* sont
U-stables, et V4 C V2, Soient X la réunion de U.V! et de V2,
et Y la réunion de U.V3® et de V*. On peut vérifier que X et Y

sont les deux composantes irréductibles de I(;(V), et que X # U.V!
et Y# U.V3,

Si FEV, alors F est 'équation d’une cubique Cr de P?(C).
Alors FEX = C; a un point de rebroussement en (1,0,0) ou
est formée de trois droites concourantes en (1,0,0).

FeY < C; est formée de la droite z = 0 et d’une conique tan-
gente a cette droite.

D’autre part, 95(V) = {F|Cg a un point de rebroussement} = G.V?
= G.X (cf.[24], § 18) et I 5(V) contient strictement G.Y.

Cet exemple montre que les énoncés suivants sont en général
faux :

1) Toute composante irréductible de ITy(V) est réunion de
certains U.V(,, avecdes V) maximaux.
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2) Si X est une composante irréductible de IC,(V), alors
G.X est une composante irréductible de 9T 5 (V).

La situation est donc plus compliquée que pour les G-invariants
(pour I’étude de IC5(V), cf. par exemple [25]).
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