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SOLUTIONS DE L’EQUATION 3 ET ZEROS
DE LA CLASSE DE NEVANLINNA
DANS CERTAINS DOMAINES
FAIBLEMENT PSEUDO-CONVEXES

par A. BONAMI et Ph. CHARPENTIER

Etant donnés p,, p,, ...p, n entiers positifs, nous appellerons

o o 1 .
o = (0,0, ...,0,) le multiindice défini par o; = p—, et 9, le domaine
J

de C" défini par:
Dy = {2€C |2, +z,/2+ .. . 4]z, /P < 1}.

Les domaines 2, donnent, lorsque les p; sont non tous égaux a 1, les
exemples les plus simples de domaines faiblement pseudo-convexes, et ont
été de ce fait tres étudiés ([2], [10], [4], ...). Le but de cet article est de montrer
que, comme pour les domaines strictement pseudo-convexes, la condition
de Blaschke caractérise les zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna.
Plus précisément, nous démontrons :

THEOREME. — Un sous-ensemble analytique X de 2, est 'ensemble des
zéros d’'une fonction de la classe de Nevanlinna de 9, si et seulement si il
satisfait a la condition de Blaschke

j 3(z)ox(z) < ©

ou oy désigne la mesure d'aire sur X et & la distance a 092,.

Le fait que la condition de Blaschke soit une condition nécessaire est
bien connu : c’est une conséquence de la formule de Green. Il s’agit donc de
montrer que cette condition est suffisante. La méthode que nous utilisons
est, dans ses grandes lignes, celle de H. Skoda [12] et G. M. Henkin [6, 7]
dans le cas des domaines strictement pseudo-convexes. Si 0% désigne le
courant d’intégration sur X, il suffit, suivant P. Lelong [8], de résoudre
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’équation 00U = 6%, avec:

sup j [U(r'zy, ..., r7z,)ldo(z) < .
02,

o<r<i

On sait qualors, il existera f dans la classe de Nevanlinna telle que

1
U= - Log|f| et donc telle que X soit ’ensemble de ses zéros.

Le premier argument de notre démonstration consiste 4 montrer que la
condition de Blaschke pour un courant d’intégration ou, plus généralement
pour un courant 8 positif fermé de bidegré (1, 1) entraine des conditions
d’intégrabilité plus fortes (proposition II.1). Dans le cas de la boule (c’est-
a-dire a; = a, = --- = a, = 1), on sait que la condition de Blaschke
entraine la condition de Malliavin, condition d’intégrabilité plus forte pour
les « coefficients tangentiels » de 6. Dans le cas des domaines 9,, les
coefficients tangentiels satisfont, suivant les directions, a des conditions
encore plus fortes.

Une fois ces bonnes estimations obtenues pour 8%, il s’agit de résoudre
I'équation 90U = 0* avec des noyaux qui permettent d’obtenir
I'estimation souhaitée. On commence, comme dans [12], par résoudre
’équation dW = 0* par la méthode de Poincaré-Cartan, le role des
homothéties dans le choix de la solution étant joué par les
difféeomorphismes

(Zl 3225 00 azn) e (talzl ,tuzzz, ey t“nzn)

qui sont adaptés aux domaines 2,. Il ne reste plus qu’a résoudre
Péquation dU = W,,, si W, est la composante (0,1) de W. On est
donc amené a chercher des solutions de ’équation @ pour lesquelles on ait,
sous de bonnes conditions sur W, ,, des estimations L' au bord. C’est en
fait ce que nous faisons dans la premiére partie, la seconde partie étant
consacrée a la résolution de I’équation d0.

Nous construisons donc, dans la premiére partie, des noyaux résolvants
pour I’équation 9 a partir de formes de Cauchy-Fantappié de la méme
maniére que Ph. Charpentier [3] dans le cas de la boule. Plus précisément,
soit @, l'application holomorphe ®,(z) = (z[',22,...,2/"). Les formes
de Cauchy-Fantappi¢ utilisées sont trés liées aux images par ®* des
formes de Cauchy-Fantappié de [3] dans la boule. Cette technique de

«changement de variables » avait déja été utilisée par A.Bonami et
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N. Lohoué [2] pour obtenir des formules de représentation des fonctions
holomorphes dans 2, . Les estimations sur les noyaux sont conséquences,
comme dans [2], d’estimations a poids dans la boule. On peut remarquer
que dans le cas de 2,, il ne suffit plus, pour obtenir une solution dans

A
L'(02,) a léquation du = f, de demander a f et a Z_B_p d’étre a

]

coefficients mesures. Suivant les directions, aux points de non stricte

pseudo-convexité, la condition 4 imposer aux coefficients « complexes
tangents » de f est plus forte.

D’autres noyaux donnant des solutions de J pour les domaines 2,
avaient été construits dans [5] et [10]. M. Range avait en particulier obtenu
des estimations Lipschitz pour ses solutions. Nous n’avons pas I’ambition
de donner, pour nos noyaux, les meilleures estimations possibles.
L’analogue des estimations BMO et Lipschitz bien connues dans le cas de
la boule nécessiterait en particulier une étude des propriétés des noyaux
relativement a4 la distance naturelle au bord de 2, introduite dans [2].

On serait tenté de penser que, via I’application ®, sur la boule, notre
théoréme pourrait découler de la caractérisation analogue sur la boule. Un
moment de réflexion permet de se rendre compte que c’est en fait une
caractérisation sur la boule qui est conséquence d’une caractérisation sur
9, et non Pinverse (corollaire II.1). De plus, comme I'image par ®, de la
mesure euclidienne n’est pas la mesure euclidienne, c’est un résultat relatif a
une classe de Nevanlinna a poids que nous obtenons.

Tous les résultats que nous obtenons pour la classe de Nevanlinna sont
également énoncés et démontrés pour la classe des fonctions d’ordre v,
c’est-a-dire des fonctions f holomorphes telles que :

L 8(2)" Log* |f(2)l dV(2) < 0.

Notations. — Dans la suite, dV(z) désignera la mesure volume dans
C", o la mesure euclidienne sur 02,. Si t >0 et z = (z,,...,2,)eC"
on notera 1z = (t"z,12z,,...,t"z,).

Pour alléger les notations nous écrirons simplement

P@) =p(2) =Y lzf =1, et 92=29,.
1
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I. CONSTRUCTION DE NOYAUX RESOLVANT L’EQUATION
ou=f
ET ESTIMATION DES SOLUTIONS

Nous allons dans cette partie construire des noyaux résolvants pour
lesquels on ait de bonnes estimations : en particulier des estimations L! au
bord du domaine 2 pour pouvoir déduire de telles- estimations la
caractérisation des zéros de la classe de Nevanlinna comme H. Skoda
dans [12].

1. Construction des noyaux.

Soit
D(2) = Op(2) = (', 22, ..., 2",
qui est une surjection holomorphe de 2 sur la boule B de C". Nous
voulons construire une forme de Cauchy-Fantappié qui soit liée aux images

par ®* des formes sur B introduites dans [3]. Donnons tout d’abord
quelques notations : soit

0;(52) = ¢0,.(52) = CF—2z)/(;—z)
_ sz“ z;fclpj_k_] .

k=0

Notons encore z = ®(z), L = ®() ... On pose alors:

S(C,Z) = (sj(gaz))j=l, Lon

avec

562 = (1 -2.D-Z01 - T} e,&.2).
Si I'on note s(§,z) la section du fibré de Cauchy-Leray utilisée dans [3] :
5i(62) = §(1=C2) — Z;(1-15P),

on voit que s;((,2) estlié a 5;2), et, en particulier si 'on désigne par
5@,2) la fonction :

DE2) =5E2).C~2) = 1-C.2” — A-[gP (1 -z,
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alors

5(62).C~2) =5C2).C-2) = DC2).

Comme D ne s’annule que lorsque { = z, la forme de Cauchy-Leray
correspondant a s:

Co(.2) = [5C.2).C—2)] 7" z (—1 s A 5@) dg;

h>s

est ¥ dans 2 x 2 privé de I’ensemble des

{€2); @) = ®(2)}.

Avant de démontrer que C, joue, pour le domaine 2, le role du
noyau de Cauchy dans le cas du disque, donnons la liaison entre C,(,z) et
limage par ®* de la forme de Cauchy-Leray C,({,z) correspondant a 5
dans la boule.

Lemme L1, — {[] <pj(§,z)}(q>gco)(c,z) = {det ' (§)}Co(5,2).
j=1

o C, désigne I'image par ®* de la forme C, en T, z étant fixé.

Nous ne ferons pas ce calcul, tout a fait élémentaire, et qui est déja
implicitement dans [2] (cf. (8.7) et (8.8)).

Il en résulte que:

LEMME 1.2. — Pour tout z e 9 et pour toute fonction u de classe €'
dans un voisinage de z :

(i) lim J u(©)Co(6,2) = ¢, 'u(2)
=0 Joa)

@i)) lim J\ u@Co(z) =0 si 2 #z;
=0 Jon(
A,(z) désigne ici la composante connexe contenant z de l’ensemble
{{e2; 100 —-2()|<¢}
et ¢, désigne la constante universelle

2 (=1

Q2im)"

Cp = (—1)
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Dans le cas particulier de la boule de C" (c’est-a-dire le cas ou ® = Id), le
lemme I1.2 a ét¢ démontré dans [3] (proposition I.1) (proposition I.1). Il
s’agit de déduire par changement de variables le cas général du cas
particulier. Il nous suffit de montrer

(8)) j CoG2) > cp s
aAs(z)
(1.2) _[ IE—21Co(C,2)l — 0;
0A¢(2)
(1.3) j 1Co(6,2)] = 0 si ' #z.
0Ag(2)

Montrons tout d’abord (I.1) dans le cas ou z,, z,, ..., z, sont
différents de 0, c’est-a-dire dét ®’(z) # 0. Alors ® est localement une
bijection, envoyant 0A.(z) sur 0B,(z), ou B.(z) désigne la boule de
centre z de rayon €. De plus, comme

(Pj(Z,C) = Pjﬁzpj_l + (O(Izj - le),

en vertu du lemme I.1:

j CoG) = | Colt2) + 0([ =18 G2 -
0Ag(2) B, (3) 9B, (3)

Il résulte des analogues de (I.1) et (I.2) dans le cas de la boule que le
premier terme tend vers ¢, ! et le second vers 0.

Supposons maintenant que z = (z,,...,2,,0,...,0), avec z,,...,z,
non nuls. Alors

Moo = {1 (pj(C,z)}{]_[ g}

j>r

= det ®'({) {]‘[ pit+ (9(|<I>(z)—d>(C)I)},

Jj>r

tandis que 0A.(z) est réunion de p,,, ... p, portions qui s’envoient par
® sur 0B,(z) de fagon bijective (ceci a des ensembles de mesure nulle
pres). La encore :

I CoG2) = CoG2) + 0([ 56—zl ICo(C,Z)I)-
0A(2) 9B, (2) B2

B¢ (2)
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La limite (I.2) se démontre de la méme maniére, en majorant I’intégrale
considérée par :

J I = 2" CoG2»
B)
avec M = infa;.

Il reste a montrer (I.3). Comme C,({,z") est une fonction ¢* de { au
voisinage de z si ®(z) # ®(Z'), il suffit de donner une démonstration
lorsque ®(z) = ®(z'). Supposons tout d’abord det ®¥'(z) # 0: comme

IT ¢;62) = 03zt = 0(®(2) -2,

j Co(C,2) = (9( f 161 ICo(C,E)I),
Ag(2) B (3)

d’ou la conclusion. On modifie comme dans le cas de (I.1) la démonstration
lorsque det ®'(z) = 0.

Il résulte du lemme 1.2 que:

ProposiTioN I.1. — Soit u une fonction de classe €' dans 9. Pour
tout ze9,, ona

u(z) = c, J u(©)Co(5,2) — ¢, j 0u(®) A Co(G,2).
02 2

C’est cette formule qui, dans le cas de la boule, a été appelée formule de
Cauchy dans [3]. Remarquons qu’alors la projection qui a wu fait
correspondre la fonction holomorphe

Hu(z) = C..f u(©)Co(C,2)
09
est la projection de Szegd, tandis qu’il n’en est rien en général. La
projection H a été étudiée dans [2] (§ 8) : il y est montré qu’elle est bornée
dans L2(0D), et que C’est la projection orthogonale sur le sous-espace
formé des fonctions holomorphes d’un espace de Hilbert qui n’est pas un
L? a poids.

Il résulte de la proposition 1.1 que, si f est une (0, 1) forme de classe
%' dans 2 telle que df =0,

up(2) = — ¢, L J© A Co(G2)
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est 'unique solution de I’équation du = f telle que Hu = 0. La solution
u, ne satisfaisant pas a de bonnes estimations, nous allons comme dans [3]
en introduire d’autres, liées a celles de la boule de la méme maniére.

Soit, pour tout ke C tel que Rek > 0:

1 =102 et - (D7 (A=A =z1?)\?
hGa) = B(n,k) (1-&) {,,;, Gt k+p < I1-Cz? )}
soit U, (G,2) = U, (Z2), et soit:
Ci(G2) = Ui (6,2)Co(C,2) .

Alors :

ProrosITION 1.2. — Soit u une fonction de classe €' dans & . Pour
tout zeP, ona:

u(z) = J Pi(C2)u©) dvV () — ¢, L) u® A C(Ga),

|C|2)k— 1 n

avec Pu((,2) = cpx (1 (A—T3F E ) H piCh " 9;(z,0).

Il suffit, pour démontrer la proposition 1.2 d’utiliser le lemme 1.2 et le
fait que W, (z,2) = 0, ainsi que le fait que 0,C,((,z) = Pi((,2) dV ().
Mais :

0Ci(C2) = 3l (C2) A Co(G,2)

-t
(l —-E.Z)"+k

agck(gz) = agi];k(c’z) A CO(C,Z) = pk(C,Z) av(@).

et, si Pu((2) = cpu » on sait que, (cf. [3]),

Il résulte de ceci et du lemme I.1 que
3;%@ z) A Co(G,2)
{ U 9; (¢, Z)}{det ')} 0F @V A Co)(G2)

{ ﬁ j(C,Z)}{det '(©)} " Pu2)l det @'(QI* AV (Q)

= Py(52) dV ().
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CoroLLAIRE 1.1. — Soit f une forme de degré (0,1), 0 fermée et de
classe €' dans 9,. Alors

u(z) = — ¢, j V(S RAR O (&)

est solution de l'équation ou = f.

Si I'on pose :
Pu(z) = J P, (€.2u() dV(2),

u, est I'unique solution qui est annulée par la projection P,. En procédant
comme dans [2], on peut montrer que P, est une projection bornée dans
L2(2; 1—Y»)P 1 dV(()) quel que soit B < Rek. Cest la projection
orthogonale sur le sous-espace formé des fonctions holomorphes d’un
espace de Hilbert qui n’est pas un L? a poids: considérons le cas
particulier ou o = (1, 1/2), c’est-d-dire 2 = {z € C%; [z |* +|z,/* <1}, et
supposons k = 1. L’espace de Hilbert est alors somme directe du sous-
espace de L2?(2, dV) formé des fonctions impaires en z,, et du sous-
espace de L2(2, |(,]? dV(£)) formé des fonctions paires en z, (cf.[2], § 8
pour le résultat analogue pour H).

Il nous reste a donner, avant d’estimer les noyaux C,, leurs formes
explicites qui nous serviront dans la suite.

LemMmE 1.3, — Cy(L,2) = Ci(C,2) + dp,(0) A C3(C,2), avec

0 o) = { z (—11CEE2) A dC,}_Z\l g,

J#i
et

Co'(Co) = H ¢, [T wE; 7 )~ Dz {z(l C.2) — z(1 — O}

Jj#i "(z )
(i) CC2) = (Z (—1*C2 i) A dik} kK az,

i<j k#i,j =1

avec

:n—l ~a~ ~~
Cy G2 = H eG2) 1 0L DE@)) Cizi=C2)-

£ #i,j
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Ces formules découlent immédiatement des formules correspondantes
pour Cy((,z) (3]1(1.15)) et du lemmel.l. On en déduit une écriture
analogue de C,((,z). Lorsque z € 02, les formules se simplifient puisque

DC2) = 1-C.z.
2. Estimation des solutions.
Rappelons tout d’abord la terminologie utilisée par H. Skoda dans
[12] : étant donnée une (0, 1) forme f, & fermée et dont les coefficients
sont des mesures bornées dans 2, on dit qu’une fonction u € L!(02) est

une solution de I’équation J,u = f si pour toute forme ¢ de degré
(n,n—1) de classe C! dans 9 et O-fermée ona:

.L@ u@Qe©) = L JO A 0@®).

Le but de ce paragraphe est de démontrer les deux théorémes suivants.

THEOREME I.1. — Soit f une (0, 1) forme O fermée d coefficients mesures
bornées dans 2 et telle que les mesures g;;, définies par

fAGp =Y g;de; N &;

i<j

satisfassent aux inégalités suivantes avec £ =i et £ =j:

-1/2
L [{— P(C)}{ICzlz"’—p(C)}"“’] lgijl < 0.
Alors, si Rek > 0,
u(z) = —c, L f© A G(G2)

est défini pour presque tout z € 09, appartient a L' (09), et est solution de
l'équation Oy = f.

THEoREME 1.2. — Soit B > 0, et soit f une (0,1) forme O-fermée a
coefficients mesures dans 9 telle que, si les mesures g;; sont définies comme
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précédemment,

L_ {~ PO < o0

et, pour tous i,j, £ =1i ou £ =],

L (=@} (L~ P Q) ) ig, < oo

Alors, si Rek > B, la fonction u,, définie pour presque tout ze€ 9 par :

u(z) = —c, L J© A GGE2)

appartient a LY(2; {—p{)}P 1 dV(()}, et est solution de I'équation
ou = f.

Les estimations de %, sont conséquences d’estimations des noyaux C,,
tandis que le fait que wu, soit solution nécessite également un procédé de
régularisation. Démontrons tout d’abord les estimations: elles sont
conséquences des deux propositions suivantes :

ProposiTION 1.3. — Quel que soit ke C avec Rek > 0, il existe une
constante K indépendante de (e D telle que :

(1) quel que soit i=1, ..., n,

J ICi"(§,2)l do(2) < K;
02

(ii) quels que soient i < j,

J.m ICEH(C2) do(z) < K{(=p@) ¥, (= p(©) + G}~ 12.

¢=i,j

ProposITION 1.4. — Quel que soit k€ C avec Rek > B, il existe une
constante K indépendante de (e D telle que :

(i) quel que soit i=1, ..., n,

L ICH N~ p@YP dV(&) < K{—p(Q)}*:
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(ii) quels que soient i < j,

L ICEY G — p(2}P ™1 dV(2) < K{= p()}F 712

e
2 (—p(&) + |c,|2"f) pr
/=i,
Démonstration de la proposition 1.3. — On a la majoration, pour

z€09:

n _1P12)Re k
ICé’i(C,Z)| <C l:[l {Izj|2PJ + |§J|2p, 2} %

La fonction de droite est fonction seulement de z, et I'on sait ([2), § 1)
que:

f h®() do(2) = J h@ 1 ke do)
02 B ji=1

quelle que soit la fonction 4 mesurable positive; G désigne la mesure
euclidienne sur dB. La majoration (i) de la proposition 1.3 découlera donc
de la majoration :

1 2)Rek  n 2-20;
f{—ﬁ——n{ ('§’> }d()\
a |1 I = Iz)l
ou encore du lemme :

LEMME 1.4. — Quels que soient les nombres réels v > 0,8,,35,, ...5,
compris entre 0 et 2 et €, ...,¢, tels que 0 <¢g; <2 — 8,-, il existe
une constante K indépendante de (€ B pour laquelle

I
J;B . |1—C.'z'|"l’:y n (|z|£+e)d°(z)<K

Lorsque les €; et les &; sont nuls, ce lemme est bien connu et utilisé
pour I’analogue de la proposition 1.3 dans le cas de la boule. Montrons-le

dans le cas général. Si || < X il n’y a évidemment rien & démontrer : il
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. 1 '
suffit de trouver un majorant lorsque |{,| > ——=|{| par exemple. Posons
2\/;1
4

' = —=- Un calcul élémentaire montre que :

T

1 =Gz ~ 1 — g+ 1-C72,

tandis que, si ¢ = Im ({z2)
=0z ~ g + [] [C;—z4%;
i=2

de plus ¢, z,, ..., z, forment un systtme de coordonnées de 0B au
voisinage de (', et:

do(z) ~ dtdV(z,) ... dV(z,)
(cf. [2] pour la justification de tels calculs).
Remplagant |1—{z|™""" par son majorant

Y

[ -kPri—z 7,

_r
n

-1
C{L— (2 + 1}
on voit qu’il suffit de montrer que

AYn
sup j ——dt <
A>0 147
A+l "
et

Ay/n+sj/2 IC '|“5'
su 22z07%5dV(z;) < 0.
A>}; J; ’A+ |Zj_cj|2|1 +y/n zj J J

CjEC

La premiére inégalité est immédiate. La seconde découle de I'inégalité
élémentaire :

(1.4) sup f M+z=¢
C

{eC

9

Z

i |z) 7 dV(2) < ®©

quel que soit >0, 0<d<2, 0<e<2-—20. Ceci termine la
démonstration du lemme et de la partie (i) de la proposition 1.3.
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Venons-en a la partie (ii) :

Biz;—Cizl < {lzd + 1z}T -2 _
< C{iz) + Iz} 11 — T.z12

si bien que
Y (1= [)Rer
IC2iG2) < C T {laf™ 2 + oo} ——— 7 ——
C#i n+ + Rek
11-2.7]
x T Q2™ 416D {lzp + 1zj7"}.

¢=ij
Aprés passage a une intégration sur la boule comme dans le cas (i), on est
amené a utiliser le lemme 1.4 avec y = % + Rek, gg=1—0o; et g;=0,
ou bien g =0 et g=1— ;.

Démonstration de la proposition 1.4. — Pour ze 9, compte tenu de
I’expression de Y, :

(g1~ TRk
ey
x B(1-T. D=2 -RAGF" + 27}

{161 + |z}

G2l < C

Mais :
6:(1=28) — z(1 =[5 < [Gi—zd(A =15 + Gl B C—2)I?
<D (- ICI’) + 1C4' ).

Aprés changement de variables pour se ramener a une intégration dans la
boule, il nous suffit donc, pour démontrer (i), de montrer que:

LEMME 1.5. — Quels que soient les nombres réels B >0,

y>8,98,,8,,...8, tels que §,€[0,2[ et & < inf(1,2-3)), il existe une
constante indépendante de [ e B pour laquelle :

Il _czln—l—‘/ ICJ' —e _ p_.,_%
L BCar- n(, P) 21— 1P AV < KA-RP)
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. comme

N —

Cette majoration est trés simple a obtenir lorsque |{| <
alors :

<=8 <1

W

et

3
D(Q’Z) >4 Z |C“2|2,
il s’agit de majorer uniformément :
LI\ dv)
L5) J lzid ~* < . P
( i) =g
[ e [ ke e
jei Ji-ti<2 %) |Zj“Cj!2-n l2j—ti<2 |2i|8’.H lz;— 2"
avec ' > ¢, et (n—1)n+n' = 1. La majoration uniforme de chaque
intégrale découle immédiatement du changement de variables z; = (u;.

Avant de montrer le lemme dans le cas ou |{| > %’ donnons pour
D(,z) et |1—z| des expressions convenables :

(1.6)

D(G.2)~{1—sup(L%, 121"} 1§ —2I7 + (15> — |21*)* + (ImEz2)* + G — zI*;

L7 =Gz ~ 1152 + 1 — 2> + Im §z| + |§—z|*.

Pour démontrer (I1.6) et (I.7), on peut toujours supposer |[{| > |z|, et
{=(r0,...0). Alors:

DC2) = A=) E~2? + r’ir—z,/?
> (1= —21* + Im zy* + (r*—lz,*)?

>~ (1-[E)E~2* + [Im z,]* + (©*—|z*)* + (Z IZ,-IZ)2

j=2
d’ou (1.6). De méme :

=G = 1—rz,2 = |l —r+r(1=Re z;)> + [Im z,]?
~ (1-r)? + [1-Re z;|* + |Im z,|?

~(1=r)? 4+ (1—-|z®»? + (Z |zj|2>2 + |Im z,)?.

jz2
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1
Revenons a la démonstration du lemme 1.5 dans le cas ou [(| > o En
vertu de (I.7) et (1.8), I'intégrale prise en dehors de la boule de centre { et

de rayon c¢ est majorée uniformément. Si I'on choisit ¢ < ?/_— et si
n

1
» avec (' = (/|C|, alors:

I'on suppose par exemple |()| =

5

u=1—-z> ov=ImE2) 2" =(z,...,2,)

forment un systéme de coordonnées avec jacobien majoré et minoré
indépendamment de { a [lintérieur de la boule B({,c). De plus

1 .
lzy) = —=> et, si A =1—|(?,

4\/;1_
-0z ~ A + u+ |o| + |2/ ="
DC—2) > AL 2" + |A—u® + v* + |0 —2"|*.

Il suffit donc de majorer :

! "’ ” -1- R
By (Atlul+pl+12/=CPY ™ (G
sup "—1 i1 |Z!|5j
e [Alz" =L +A—u? + 0>+ 2" = L") 2
X |zl ~5ulP ! du dv dV (z")
1+u+l} + Z//__ m2yn—1-—y
= sup (I +ul +1o| + 2" —=C"%)

(=7 + —ul? + o + 2= 2

Kjlsj —gl, 1B 1 ”
I1 |z ~#ul®* du dv AV (2").

3.
js2 \lzj¥

Si |27=C + 1—u* + vV* <4, 1+ |ul + |v] + |z2/=C")* est majoré et
minoré indépendamment de (”, donc

1
—n+
I <C j (/=1 + N —u®> + 07 2
= =P+ —ul2 + 0P <4 2" =L P+ —u? +0* <4

H <Cj|5j> l —€ "
z| "¢ du dv dV (z")

1. 15
j>2 |Zj| I

intégrale qui se traite comme (I.5).
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Si 27—C"1> + |[1—u* + v* > 4, alors:
|Z”_C”|2 + |1_u|2 + 02 + 'zu_cﬂ|4 ~ 1 + |u| + 'UI + IZ”—C”'2~

Donc:

1%
J <C f(1+|u|+||v|+1z"—§"|2)‘"‘* 1 (Q)
=3P+ —ul 02 >4 2 I

X |z "%ulP Y du dv dV (")

intégrale majorée, en écrivant

A+l + ol 412" =81 2> c(U+u) (1 +[o)" " [T (42—

Jjz2
avec (n+1)n=v— B >0, par:
2\—1-— Kilsj 2\—1-— Igjlsj
C (1+|Z.'_Ci| ) 1 |Z|5’+€" dV(Z,') X n (l+|2j_Cj| ) n]z—lf,jdV(Zj).
i j=2 Ji

J#i

Il suffit alors d’utiliser I'inégalité (I.4). Ceci termine la démonstration du
lemme 1.5 et de la partie (i) de la proposition I.4. La partie (ii) découle
¢également du lemme 1.5 griace a I'inégalité

1.8)  (1—=[g"2z;— Lzl < DG {lzl' ™ + Iz} .

Avant de finir la démonstration des théorémes en montrant, grace a une
régularisation, que u, est effectivement solution, donnons une derniére
estimation relative aux noyaux :

ProposiTioN 1.5. — Si f est a coefficients bornés dans 9, u, appartient

a 'espace de Lipschitz AP(2), avec B = infa;/2; en particulier w, est
j
continu dans 9 .

Iciil n’y a pas de restriction sur k, qui peut étre nul. Le fait qu’il existe
pour les domaines 2 des solutions lipschitziennes avait déja été montré par

M. Range [10]. On ne peut avoir mieux que B = infa;/2 comme il le
j
montre par un exemple.

Si I'(C,z) désigne I'un quelconque des noyaux Cj((,z) ou C#*({,z),
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il s’agit de montrer que

(1.9) J IF@G2) — TEdV () < Clz—2°.

La démonstration de (I.9) est extrémement technique, et nous allons
seulement I’esquisser. Remarquons tout d’abord que D({,z) définit, grace
a (I.6), une pseudo-distance dans B telle que:

Cilz—¢* < D2 < C,lz—¢)2.

Pour montrer (1.9), il suffit de montrer :

(L10) [, reaweo<ce
BECH<s
et

(I.11) f IF(C z) — T(,2) dV () < Clz—ZP,
BE=>ClE-
oi C est choisi de sorte que D(z) ~ D(E7z) sous la condition
BE2 > CDEG2).

L’inégalité (I.10) découle d’un raffinement du lemme (1.5):

_rom-1-vy 2 dV(C)
L@...,ss 1=t By ” (lc,lﬁ) G

1-¢
< C(1—|z/»)7r*17¢2 inf ((%) ,1).

Il reste & majorer la différence I'({,z) — I'({,z') en vue de (I.11). Le lecteur
pourra se persuader que le terme le plus mauvais est obtenu lorsque la
différence porte sur D(f,z). On utilise alors la majoration :

v ()
_rom-1-y D n—1/2
L«...,;a =g DeA™ ] (IC,I) o

teB
1— 2\1+e
< C(1—|z)») 7172 sup (( \/EI ) ,1).

Fin de la démonstration des théorémes 1.1 et 1.2. — Pour finir la
démonstration du théoréme I.1 (resp. du théoréme I.2), il nous suffit de

{eB
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démontrer que u, est effectivement solution de I’équation dyu = f (resp.

ou = f).

Supposons tout d’abord fe €®(2). On sait qu’il existe-alors une
solution u e €®(2) a I'’équation du = f. En vertu de la proposition 1.2,

u,(2) = u(z) — f P,((,2)u) dV(), donc Ou, =f; comme u, est
2

continu dans 2 en vertu de la proposition 1.5, la formule de Stokes donne
Oy, = f au sens de H. Skoda [12].

Revenons au cas ou f satisfait seulement aux hypothéses du
théoréme I.1 (resp. du théoréme 1.2). Il suffit de régulariser f pour
’approcher par une suite f© de formes € qui satisfassent uniformément
aux hypothéses; on montrera alors comme dans [12], page 272, que les #",
qui appartiennent  uniformément a L'(02) (resp. L!(2;
{—p(®)}P1dV(L))), convergent vers u,, si bien qu’a la limite J,u, = f
(resp. Ou, = f).

Il nous reste a décrire le procédé de régularisation utilisé, qui est, & peu

de choses prés, celui de [12]. Nous choisirons [ = f¢  avec ¢, - 0, et
f© défini comme suit :

soit x une fonction positive dans C", de classe €, d’intégrale 1 eta

support dans la boule {lzl < %} Posons y.(z) = s'“x(é). Nous

prendrons :

ﬂt)(z) = (f* x:)((l—ca)z)’
ou C sera fixé ultéricurement. Il est clair que f© est o-fermée.

Le fait que f© satisfasse uniformément aux conditions imposées & f
est une conséquence du lemme suivant, variante du lemme 8.1 de [12]:

LemME 1.6. — Soient B > — 1 et ne[0,B+1[ deux réels donnés, p
une mesure positive dans 2 . Il existe une constante K indépendante de €
et n telle que, si

He(2) = (1 * x) (1 —Ce)z),
alors :

(—=p@)° du(2)

(—p(2)Pp2)
L NEO<K | =@

[zl —p@)I"
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Nous nous contenterons de montrer le lemme 1.6, la fin de la
démonstration étant comme dans [12]. Posons p°(z) = p((1 —Ce) " !z), ou
C est tel que, quel que soit =z, p°(z) = p(z) + esup|Vp| (si du moins

1 2
eE<g et p(2) > — 5) Il s’agit de majorer

(=P @)
j o —prap M 1@ V.
Il suffit donc de montrer que

(1.12) L) =& f {=P" @}z —p* () ™ aV (2)

E— (=P
<X Er-e@r

Montrons tout d’abord (I.12) lorsque ‘|¢% < 2p({). Alors

MOSE”"f

{ps(:)<0:|;-:|<§}

S K{-p@Q}* " < K'{-p@}* /"~ p ) ":
la deuxiéme inﬁgalité est conséquence, apres un changement de variables tel
que — p°(z) =t soit la premiére coordonnée, de I'inégalité élémentaire

(avec y>-—1)
51j L dt < Ko
{'>E:"_ul<i}

si u et v sont des nombres réels tels que € < v — u < Ag. On prendra
u= —Bp@) et v= —Bpl), avec B~! =sup|Vp|. Démontrons
2

(=p* @) "dV(2)

maintenant (1.12) lorsque |,|* > — 2p({). On peut supposer I’ensemble
{p°(z) < 0;|—z| < €/2} non vide, et donc p({) < — Ke. Par hypothése
|€)]| > K’e, et par suite |z;| et |{;] sont de méme ordre dans I’ensemble
d’intégration.

L(©) < Ke™ 2~ J [-pP° @) dV(2)

{pE(0) <0; |t —z1<e/2}

— B
< K #(—p@) < K7 PO

G —p @I

Ceci termine la démonstration du lemme, et des théorémes 1.1 et 1.2.



SOLUTIONS DE L'’EQUATION 0 ET ZEROS DE LA CLASSE DE NEVANLINNA 73

Remarques. — a) On peut également énoncer, pour les solutions u,,
des inégalités L? pour p > 1 qui sont conséquences immédiates des
estimations de noyaux. Si 'on voulait avoir des conditions suffisantes
critiques pour que u, soit dans L?(02), il faudrait en fait développer une
théorie des mesures de Carleson dans 2 liées a la pseudo-distance sur 09 .

b) Rappelons que les solutions données par M. Range ne satisfont pas
aux inégalitts L!'. Une autre approche que la ndtre consisterait a les
modifier comme le fait H. Skoda dans le cas de la boule.

II. CARACTERISATION DES ZEROS DES FONCTIONS
DE CLASSE NEVANLINNA DES DOMAINES 2

1. Enoncés des résultats.

Dans cette seconde partie, nous allons utiliser les résultats de la
premiére pour caractériser les ensembles de zéros des fonctions
holomorphes de la classe de Nevanlinna des domaines 2. La méthode
que nous utilisons est identique & celle employée par H. Skoda [12] et
G. M. Henkin [6, 7] pour les domaines strictement pseudoconvexes. Elle
est basée sur I'utilisation des courants positifs et la résolution de I’équation
i00u = 0, méthode qui a été utilisée pour la premiére fois par P. Lelong
(voir [8] et [9]).

Rappelons tout d’abord quelques définitions.

On appelle classe de Nevanlinna de 2, la classe N(2) formée par les
fonctions f holomorphes dans 2 telles que

sup J Log™* |f(r"z)|do(z) < + o0.
r< 09

Si v estunréel > —1, on appelle classe des fonctions d’ordre v de
9,, la classe N, (2) formée par les fonctions f holomorphes dans 2
telles que

j 8(z)" Log™ |f(2)|dV(2) < + o0,

ou d&(z) désigne la distance de z a 092.
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Rappelons enfin que si X est un sous-ensemble analytique de
dimension pure n — 1 de 2, alors X est I’ensemble des zéros d’une
fonction holomorphe f (multiplicité comprise), et le courant positif 0%
d’intégration sur X est défini par (cf. [8])

0 ZJIE 33 Log |f].

Nous allons démontrer les deux théorémes suivants.

THEOREME II.1. — Un sous-ensemble analytique X de 9 est 'ensemble
des zéros d'une fonction de N(2) si et seulement si il vérifie la condition de
Blaschke,

(IL.1) J 8(z)ox(z) < +

ot oy désigne la mesure d’aire sur X c’est-a-dire la trace du courant 0*.
Plus précisément, sous la condition (I1.1), il existe fe N(2D) telle que

0 = L 63 Log |f].
T
THEOREME I1.2. — Un sous-ensemble analytique X de 2 est I'ensemble

des zéros d’une fonction de la classe N, (D) si et seulement si il vérifie la
condition suivante :

(I1.2) J 3(2)' %0x(z) < + .

Plus précisément, sous la condition (11.2), il existe fe N ,(2) telle que
éaaLoglfl = 0%,

En utilisant Papplication ®: (G;,...,,) » @) = ", ...,0) de 2
dans la boule unit¢ B de C" on déduit aisément des théorémes ci-dessus
des résultats analogues pour des classes a poids dans B:

CoroLLAIRE II.1. — Soit X un sous-ensemble analytique de B, et soit
0* le courant d’intégration sur X. Pour qu'il existe une fonction

holomorphe f dans B, telle que %65 Log|f| = 0% et

do (2)

i

< + o0,

sup L Log™ |f(r2)l

NgE]

i

1
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il faut et il suffit que 0% vérifie la condition suivante :

1 — |z?
v 12 e < + .
i B l_[ Izj|2—2pj
i

CoroLLAIRE I1.2. — Les notations étant comme ci-dessus, soit v un réel
> — 1. Pour qu’il existe une fonction holomorphe f dans B, telle que

%65Loglf| = 0% et

1— 2\v
J D Logt 1f@IavE) < + o,
B 2-2/p;
|zl !
1
il faut et il suffit que l'on ait

(1 _ Iz|2)v+2
2|
i B l"[ Izj|2—2pj

J#i

0¥ (z) < + ™.

Montrons briévement le corollaire II.1 dans C? lorsque p, =1 et
p, = 2. Soient X un sous-ensemble analytique de B et f holomorphe

dans B telle que %65 log|f] = *. Soit g la fonction holomorphe
définie dans 2 = {(z,,2,) € C?; |z4|> + |z,/* < 1} par

g(c.al ,Cz) = f(t.ll ,Cg) .

Soit Y I’ensemble des zéros de g et 8" = — 30 Log |g|. Par changement

A~

‘de variable, on vérifie aussitot que la condition

sup j Log* |f(rz)|ﬂz—) < 4+ o,
r<1 Je

|z,
est équivalente a ge N(2). D’autre part, on a

« 0116103 = O (C1.8) » et « BR(C1.L2) = 4IC,1702(C,.63) »,

et par conséquent, pour la méme raison, 0% vérifie la condition du
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corollaire II.1 si et seulement si 6" vérifie la condition de Blaschke
dans 2.

La nécessité dans le corollaire I1.1 résulte donc aussitot de celle du
théoréme I1.1. La suffisance se voit aisément de la maniére suivante :
’hypothése sur X entrainant que 6" vérifie la condition de Blaschke,

d’apres le théoreme I1.1, il existe k € N(2) telle que %03 Log |k| = 6Y.

Posons 7 (C;,5,) = k(;,,)k(,, —C,). Comme ¢ ne dépend que de (3,
il existe p holomorphe dans B telle que /(;.6,) = p((,.03).

Remarquons maintenant que i Log|/] = 20" et par suite
T
%05 Log |p| = 20%. 1l existe donc / holomorphe dans B telle que

|
h?> = p. En particulier —7;65 Log |h| = 6%, et, comme nous I'avons vu

plus haut, le fait que 4 et par suite ¢/ soit dans N(Z) entraine que p et
par suite h est dans la bonne classe.

Les conditions nécessaires des théoréemes II.1 et I1.2 peuvent se montrer
en utilisant la formule de Green ou plus simplement la formule de Stokes
(avec des régularisations et des passages a la limite convenable que nous
omettons ici) de la maniére suivante :

Soit u une fonction de classe C? dans 2. La formule de Stokes
appliquée respectivement aux formes différentielles

— p(2) ou(z) N o(2), et, (—p()** 2 0u(z) A w(z), v> —1,

avec .
o) =Y A (dz Adz),
i=1 k#i
donne :
f — p(2) d0u(z) N\ o(z) = j op(2) A du(z) A o(z),
et

L (—=p(2))"** 00u(z) A o(2)
=(v+2) L‘(—p(Z))v+l op(2) A du(z) A o(2).
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En appliquant a nouveau la formule de Stokes aux formes
u@) op(z) A o(z) et u@)(—p2)"" ! dp(2) A o(2),

on transforme les seconds membres de ces deux égalités pour obtenir les
formules suivantes :

(I11.3) f —p(2) 00u(z) A o(z) = J u(z) op(2) A\ o(2)

02

- f u(z) 00p(2) A o(2),

(I1.4) j (—p(2))"*2 00u(z) A (2)
= (v+D(v+2) L (—=p(@)'u(2) Ip(2) A dp(2) A ©(2)

+(v+2) f (—=p(2)""'u(2) 30p(2) N ©(2).
2

Si feN(2), en utilisant (I1.3) pour une régularisée de Log|f|, on
constate que le second membre de (I1.3) est majoré par une constante fixe,
et un passage a la limite donne aussitot la condition nécessaire du
théoréme II.1. La condition nécessaire du théoréme I1.2 s’obtient de la
méme maniere en utilisant I’égalité (I1.4).

La suite de cet article est consacrée a la démonstration des conditions
suffisantes des théorémes II.1 et II.2, c’est-a-dire a la résolution de
I’équation i0du = 0, ou 0O est un courant positif fermé satisfaisant a la
condition de Blaschke. Nous montrons au § 2 qu’en fait 0 satisfait a des
conditions d’intégralité plus fortes avant de résoudre I’équation au § 3.

2. Estimations des coefficients
d’un courant positif fermé dans 2.

Rappelons qu’un courant positif de bidegré (1,1) s’écrit
canoniquement :

iJj
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ou les 9; sont des mesures telles que, quel que soit AeC",
Y. 6,AR; = 0.
ij

Il en résulte que les mesures 0;; sont positives, et que la trace du courant,

2 Y0, majore les coefficients de 0.

ProrosiTioN IL.1. — Soit © = i) 6;;dz; A dz; un courant positif fermé
ivj

de bidegré (1,1) dans 2. Soit n un nombre réel > 1. Supposons que
lon ait

A©p) = z f (—p@)*0u(2) < + 0.

Pour tous i,j=1,2, ...,n, i #j, posons 0;;(z) = A (dz, A dz;). On
k=1

a alors les majorations suivantes : ki

< CA(O.p)

(i) z

i#j

f (—=p@)*7'0(2) A 3p(2) A p(2) A @;;(2)
2

- ¢ (=P (2))"6:(2)
2 L (= p@) = = O

|Zi|2P’ -

- it 1 1
B A U (P [(IZ.-IZ""—p(Z))'"“‘ * (lz,-lz"f—p(Z))"“f]

0(z) A 3p(2) A Fp(2) A @;(z)] < CA(Bp).

(iv) Si on pose O ANdp= Y gudz Adz; A dz, pour tous
ij<k
Ljik=12,...,n j<k, ona

_ n-1/2 1 1 ] L A (O
o2, P [(|z,-|2"f—p(z» * (= p(a) | B < CAGH.

Dans toutes ces majorations, C désigne une constante qui ne dépend que
de 2. On reconnait dans (i) la condition de Malliavin.
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En utilisant le lemme de régularisation (lemme 1.6) on voit aussitot qu’il
suffit de démontrer la proposition lorsque les coefficients de 6 sont
fonctions de classe C® dans 2.

Pour voir (i), on applique simplement la formule de Stokes a la forme
(=p@)"0(2) A 3p(2) A w;(2):

”L(‘*’(Z))““O(z) A 9p(2) A 3p(2) Awy(2)

= L (=p@)"0(2) A 90p(2) A w;;(2).

La majoration en découle aussitot.

Pour montrer (ii), remarquons tout d’abord, en développant dp A Op
que

2 [ (=P@)z**8,(2) AV(2) — J' (—p(2))"8(2) A 9p(2) A Op(2) A wy(2)
P e (P p @)™ ®= 2 (2" —p(2))' "

, [ (—P@)zi™0,()

- v
), Gy VO
(- p(Z))"Izilzpi—zzilzjlzpj_zzjeji(z)
e dv
R G %
(= p(Z))M'zilzpi—zzilzjlzpj—ZEjeij(z)
— DD, dv(z).
L P P T 7 ®

Puisque — p(2) < (|z;)* — p(2))' %, il résulte de (i) que le premier terme
du second membre est majoré par CA(0,u), les trois autres termes étant
majorés directement. Par suite :

(=P X Izjl"”f_z)f*a(Z)
<
L (21— p(2))' "

dV(z) < CA(6,p).

Si |z < 1/2 et p(z) > — 1/4, Y |z|*/~* est minoré, si bien que pour
j#i

montrer (ii) il suffit de majorer intégrale de (p(2))*(|z)* —p(z))~' 0,
1

lorsque |z > 1/2 ou p(z) < — 7 Mais alors |z% — P(2) = 1/4, et

la majoration cherchée résulte directement de I’hypothése.
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Démontrons maintenant (iii). Appliquons la formule de Stokes a la
forme différentielle

(=pP@)"0(2) A dp(2) A w;(2)
(2 p(2))'~*

b

ou /=i ou j, dans le domaine 2° = {p(z)< —¢}:

[ reeniandol oy
% (27 — p(z))" =™

(—p@)*10() A 9p(2) A Tp(2) A @,(2)

o (== p ()™
—(1—a) [ J (—p(2))*60(2) A |2/ %2, dz, A 3p(2) A wy(2)
" Lles (2 =P @)
_ J (—p()*8(2) A 3p(2) A Fp(2) A m,.j(z)]
2t (2% —p(2))*~

+ J (=p@)"0(2) A 90p(2) A w;(z)
¢ (2 — p(2))' ™

Une estimation élémentaire montre que lorsque & tend vers zéro le
premier membre de cette égalité tend vers zéro. Des majorations
immeédiates donnent donc :

f (=p(@)*'0(2) A 3p(2) A Fp(2) A oy(2)|
R (27— p(2)) I
0(z) A dz, A 9p(2) A 0),~-(z)]
I1.3) < (1—a, - L | J
( ) < ( u') J; ( p(z)) | (lz{|2p(_p(z))|_a[ I
(—p@)"0(2) A 33p(2) A w,(z)|
s (27 = p(z))! ~*¢ I

p+o,—1)

dv(z)

+

Remarquons maintenant que la positivité du courant 6 entraine que pour
toute constante C > 0, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

0(z) A dz, A Op(z) A wij(z)l <C 0(z) A dp(z) A dp(z) A mij(z)'
(z —p(2)'~*" |~ Iz~ p(2))* |

1
+ 6 |9(Z) /\ dZ[ /\ dzl /\ (DU-(Z)I.
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p+o —1 L.
E = -9 . :
n prenant C 2(-a) la majoration (II.3) donne
p+a -1 (—p(2)*7'0(2) A 3p(2) A Tp(2) A w;(2)|
2 ) (|2z|2pl_ Pa(z))l_u/
2(1 oc,)2

(I1.4) { <
n+

J (—p@)H0(2) A dz, A dz, N w;(2)

j (—p(z»"e(z) A 3p(2) A o;(2)|
R () —p(2))' |

+

Remarquons maintenant que
8(z) A 03p(2) A 0(2)] < COu(2)Iz)” 2 + 8;(2lzi* %) dV (2)
et, puisque £ =i ou j, (I1.4) donne:
‘[ (=p@)*'8(2) A 3p(2) A Fp(2) Aoy(2)|
v Iz —p(2))' = I

0::(2) 0;(2)
JJ dV s
@) (|z,-|2"f—p(z»'-“f] @)

< {AGB.p) + L (—p2P* [

et (i) résulte donc de (ii).

Enfin le (iv) de la proposition résulte immédiatement de (iii), car si on
remarque que

gijk(z) A (dzhAdEh)' =0(2) A @ A (dzj/\dzk) A (dEiAaP(Z)),
h=1
ou

o = A (dzyAdzy), linégalité de Cauchy-Schwarz donne avec ¢ = j
h#ijk
ou k:

(=P lgun@l _ _

(27 —p(2) 2
|e(z) A dz; A 3p(2) A dz; A B3p(2) N 0(2)
| (2" —p(2))' =
0(2) A 9p(2) A Ip(2) N o; (z)
= — 0.. l i
p(Z) u(Z) + l (|Z!|2p,_p(z))l a,

d’ou le résultat en multipliant tout par (—p(z))*~'.

P(IB(2) A dz; A dzy, A dz; A &5 A 0(2)]
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3. Résolution de Péquation i00u = 0 avec estimations.

Dans ce paragraphe nous démontrons les deux théorémes suivants.

THEOREME I1.3. — Soit © = iy’ 8;;dz; A dz; un courant positif fermé de
ij

bidegré (1, 1) dans 2. Supposons' que
> J (=p(2)8:(2) < + .
i=1 9

Alors il existe une fonction plurisousharmonique U dans 2, solution de
l'équation 00U = 0 telle que

sup j [U(r*2)| do(2) < .
02

o<r<i

THEOREME I1.4. — Soit © = i) 0;;dz; A dz; un courant positif fermé de
iJj

bidegré (1,1) dans 2. Soit v un nombre réel > — 1. Supposons que
> J (—p(2)"*?0;(2) < + 0.
i=1 2

Alors il existe une fonction plurisousharmonique U dans 2,, solution de
l'équation 00U = 0 telle que

L (=p@)U(2)dV(z) < + .

Nous allons démontrer simultanément ces deux théorémes. Nous
supposons donc que 0 est un courant positif fermé de bidegré (1,1) tel
que, p étant un réel > 1,

AGW = 3 f (—P@P(@) < + oo

Montrons tout d’abord qu’on peut supposer 0 nul dans un voisinage de
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0. Plus précisément, montrons qu’on peut écrire :
0 =60 +idU,,

avec §' nul au voisinage de 0 et U, nul en dehors d’un voisinage de 0:
pour ce faire, on sait que I’équation dw = 0 posséde une solution a
coefficients mesures bornées (voir [11] par exemple) dans une boule
B, = B(0,g,) relativement compacte dans 2,. Si w = wy; — wo;,
’équation Ju = w,,; posséde a son tour une solution mesure bornée dans
B,, et 2Reu, solution de I’équation 90U = 6 dans B,, est une
fonction plurisousharmonique telle que dU et dU soient a coefficients
mesures bornées dans B,. Si @ est une fonction ¥ a support compact
dans B, et valant 1 dans B(0,60/2), on vérifie aisément que
U, = 2¢ Reu convient et que de plus 90U, est a coefficients mesures
bornées dans B, .

Le courant @ est fermé et réel (8’ = 6') mais n’est plus forcément
positif. Toutefois, utilisant la proposition II.1 pour 6 et le fait que 99U,
est 4 support dans B,, si g, est défini par:

0, A ap = Z g:Jk dzi /\ dEJ A dzk,

on voit que: v
(IL5) ZJ (—p@))6;;(2)] < CA(B,p)
bt 1
aLe) Y J (-p@) | ————
i<k Jo - %
(27— p(2)) 2
t— | a@ < CA@W) < .

(zd™—p(2) 2

11 nous reste donc a résoudre ’équation 90U’ = 6. Nous allons tout
d’abord résoudre cette équation lorsque ©' est a coefficients de classe €
dans 2 et nul dans la boule B(0,,). Dans une derniére étape, nous
approcherons, suivant le procédé de régularisation décrit dans la premiére
partie, le courant & par 6® en méme temps que 00U, par (90U,)®
(Cest-a-dire U,(z) par (1—Ce) 2UP(z)). En vertu du lemme de
régularisation 1.6, 0@ satisfait uniformément aux conditions (IL.5) et
(IL.6).
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Montrons donc d’abord la proposition suivante :

ProposiTioN I1.2. — Soit 0 = i), 6,;dz; A dz; un courant réel (i.c.
ij

0=0) d-fermé a coefficients de classe C' dans 2. Supposons que 9 soit
identiquement nul dans une boule B, centrée a I'origine et de rayon €, > 0.
Soit w un réel = 1. Alors il existe une solution U a ['équation

iooU = 0, continue dans 17 et telle que, si
9/\5p= Zgijkdzi/\dEjAdEk:
i,j<k

0 j [U(2) do(z) < C{j - p() [Z l9.~,~(2)l] av(2)
09 2 iJj

1 1
+3 (—p(z))*”[ =t ]lg.-,-k(zn sz)},
H<k Ja Iz —p@) T (z*—p(2) 7

ou C est une constante qui ne dépend que de 9 et de ¢,

(i) L (=p@) ?|U@E)dV() < C {J;, (=p@2)* [Z |9i;(2)|] dv(z)
1

+'Zk 9(—9(2))"~5 [ ! -+ Mk] g (@) dV(z)},

(z—p@) 2 (2 —p@) 2

ou C est une constante qui ne dépend que de 9, €, et p> 1.

Pour démontrer cette proposition, on procéde de maniére classique en
résolvant tout d’abord I’équation idw = 0 par la méthode de Poincaré-
Cartan. Comme 0 est réel, w s’écrit w = wy; — m, la forme w,, de
bidegré (0,1) étant o-fermée. Nous résolvons ensuite I’équation du = wy ,
en utilisant les noyaux C, construits dans la premiére partie de ce travail,
et il est immédiat de voir que U = 2 Reu est solution de i0oU = 6.

Explicitons tout d’abord le lemme de Poincaré-Cartan (voir par
exemple [1], p. 119-120):

LemME IL.1. — Soit F,, 0 <t < 1, une famille de difféomorphismes de
C" tels que F(2) c D et F{ =id. Soit Z,, 0 <t <1, une famille de
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d
champ de vecteurs tels que 7 F,(z) = Z,(F,(2)). Alors, pour 0 < t, < 1,

1
0 — F20 = d{ J' F (i) dt},
t,

V]
ou i,0 est défini par i, (dz; A dz)) = Zi dz; — 2] dz;.
En particulier, si

(IL7) F,(2) = BOs,),

sous les hypothéses de la proposition I1.2, on a F,"; 0 =0, et par suite la
forme

1
(IL8) we=—i J F} (i,0) dr
t,

0

est solution de I’équation idw = 0.

Pour tenir compte de I’homogénéité des domaines 2, nous choisissons
F, et Z, comme suit:

F,G2) = (z,, ..., 1"2,),

4 Zn
Z,(2) = (Cl] 71’ < oes Oty T)

La condition (II.7) est clairement remplie pour un ¢, > 0.

(IL9)

Comme nous I’avons dit plus haut, la partie w,; de w étant o-fermée
on résoud I'équation du = w, , avec un des noyaux C, construit dans la
premiére partie, en choisissant Rek > p — 1. On voit aisément que les
hypothéses faites sur 6 entrainent que w,, est continue dans 2 et la
proposition .5 montre que u est aussi continue dans 2. Pour achever la
démonstration de la proposition I1.2, il suffit, d’aprés les théorémes I.1 et
1.2, de montrer les deux estimations suivantes :

(11.10)

2 L (=p@)* 'Iwo,1(2)dV(2) < C L (=p@)* [ZIO;;(Z)I] av(z)

4
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(IL11)
ZJ (—p@)F "2 lg,(2) L+ — L v
i<j J2 !

(2i7—p(z)) 2

T (g-p@) 7
<CT | (-p@pn

1

1
— + I_ak] g (2)] dV (2),
(z%—p@) 7  (zf*—p@) 7

ou C est une constante qui ne dépend quede 2, ¢, et p > 1, etoul’on

a noté WO‘I = ZW{M dzi, wO,l A ap = Zg,ldf‘ A df_,.

i<j

Les formules (I1.8) et (I.9) donnent :

why = —i z”: Il 0,:(1*2)0, z, %4 dt .
k=1 Jig
Par suite
X L (—p@)~1wh, (DAY (2)
<CY (—p(z»"-*{f
k,i 2 1,

| 10y, ,-(t“z)[dt} dv(z),

0

et I’estimation (I1.10) résulte du lemme suivant.
LemMmE I1.2. — Soit s un nombre réel > — 1. Soit h une fonction
1
continue dans 9, et k(z) = J h(z) dt. Alors il existe une constante C

‘o
indépendante de h telle que

L (=p@)k(2)ldV(z) < C L (=p@)y*'Ih(@) dV(2).

En effet, aprés changement de variables,

1 Tz i\ VO
j (1=Z|z/*)k (2)| dV (2) < f dt j ) |h(2) (1 -—3 ) t 225q; |
P) 10 24 Pi<s? t

On utilise alors, avec A = X|z;|%, Pinégalité :

dt

1
J (1-A/?) 1524 < C j (t—A) dt < C(1—Ay*t.
max(lo,\/X) A
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Montrons maintenant I’estimation (II.11). On a
1
gij(2) = —1i 2 0yZi ‘[ ! {eki(taz)lzjlzpj_zzjtui - ekj(tuz)lzilzpi—zzitaj} dt,
k

o

et, en posant £ =i ou j, il vient

dav(z)

f (—p@)**g;;(2)| -
2 %
(2 — p(2)) 2

1
chf m{L&mmw%%ﬁ—mﬁmw%%m
to

w-3/2
(1 - |Zh|2p")
A

dav (z)}
I-ar
(1 - lehlzm') 2
h#t
AV
1- > av ()

ta,-+mj—2 t T2q;

1
tZ
<Cme{f2 8, 0)
k Jig (i Ph< i) P 4
' DI A ECH
1 h#¢
t2
n—3/2
Q—zmﬂﬁ
h

1
<C Z J |gxi;(2) {J - dt} av ().
£ Ja max (3, SIoH H) (t— » lchlzp,,)T“’

h#l

L’estimation cherchée résulte donc de la majoration suivante, avec

A=z, B= [, r=p—32 e s=12%,
hit 2
1 —AY —_Ayt1
=AY 4 <c U=
» (—By a-B)

quels que soient 0 <K B< A<l etr>—1, s<1+ r. Laconstante
C ne dépend que de r et s.

Ceci termine la démonstration de la proposition I1.2. Revenons a la
démonstration des théorémes. Soit U’® la solution a I’équation
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00U’ = 0’®®  donnée par la propositionII.2 et soit
U® = U'® 4+ (1-Ce)"2UY. 1l résulte de ce qui précéde que, si p =1,

J |U®(2)l do(z) < CA(6,1)
092

tandis que si p=v +2>1,

L (—p@)"IU®(2)| do(z) < CA(B,p),

la constante C étant évidemment indépendante de €.

D’aprés un argument classique de familles normales de fonctions
harmoniques, on en déduit comme dans [12] (page 286) qu’il existe une
sous-suite  U® convergeant faiblement. Sa limite U est solution de
I’équation 90U = O et satisfait aux estimations souhaitées.
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