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SOLUTIONS DE INÉQUATION 3 ET ZÉROS
DE LA CLASSE DE NEVANLINNA

DANS CERTAINS DOMAINES
FAIBLEMENT PSEUDO-CONVEXES

par A. BONAMI et Ph. CHARPENTIER

Étant donnés p ^ , p ^ , . . . / ? „ n entiers positifs, nous appellerons

a = (ai,a2, .. .,a^) le multiindice défini par a, = — » et ^ le domaine

de C" défini par :

^,= {zeC; IzJ^+lz^+.-.+kl2 '^ 1}.

Les domaines ^ donnent, lorsque les pj sont non tous égaux à 1, les
exemples les plus simples de domaines faiblement pseudo-convexes, et ont
été de ce fait très étudiés ([2], [10], [4],...). Le but de cet article est de montrer
que, comme pour les domaines strictement pseudo-convexes, la condition
de Blaschke caractérise les zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna.
Plus précisément, nous démontrons :

THÉORÈME. — Un sous-ensemble analytique X de Q)^ est l'ensemble des
zéros d'une fonction de la classe de Nevanlinna de Q)^ si et seulement si il
satisfait à la condition de Blaschke

8(z)cTx(z) < oo
J^x

où <7x désigne la mesure d'aire sur X et 6 la distance à QQ)^.
Le fait que la condition de Blaschke soit une condition nécessaire est

bien connu : c'est une conséquence de la formule de Green. Il s'agit donc de
montrer que cette condition est suffisante. La méthode que nous utilisons
est, dans ses grandes lignes, celle de H. Skoda [12] et G. M. Henkin [6, 7]
dans le cas des domaines strictement pseudo-convexes. Si 9X désigne le
courant d'intégration sur X, il suffit, suivant P. Leiong [8], de résoudre
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l'équation iSïV = 9X, avec :

sup ^ j \V(r^z,, ..., r^)|rfa(z) < oo .sup
o<r<l J^.J ô2^

On sait qu'alors, il existera / dans la classe de Nevanlinna telle que
u = ^ Lo^ 1/1 et donc felle que X soit l'ensemble de ses zéros.

Le premier argument de notre démonstration consiste à montrer que la
condition de Blaschke pour un courant d'intégration ou, plus généralement
pour un courant 9 positif fermé de bidegré (1,1) entraîne des conditions
d'intégrabilité plus fortes (proposition 11.1). Dans le cas de la boule (c'est-
à-dire ai = oc2 = • • • = a^ = 1), on sait que la condition de Blaschke
entraîne la condition de Malliavin, condition d'intégrabilité plus forte pour
les « coefficients tangentiels » de 6. Dans le cas des domaines ^, les
coefficients tangentiels satisfont, suivant les directions, à des conditions
encore plus fortes.

Une fois ces bonnes estimations obtenues pour Ox, il s'agit de résoudre
l'équation iS'BV = 9X avec des noyaux qui permettent d'obtenir
l'estimation souhaitée. On commence, comme dans [12], par résoudre
l'équation ûW = 9X par la méthode de Poincaré-Cartan, le rôle des
homothéties dans le choix de la solution étant joué par les
difféomorphismes

(^2, • • . ̂ n) ̂  (^1,^2, . . ., t^n)

qui sont adaptés aux domaines 3>^. Il ne reste plus qu'à résoudre
l'équation 3U = Woi, si Woj est la composante (0,1) de W. On est
donc amené à chercher des solutions de l'équation ~ë pour lesquelles on ait,
sous de bonnes conditions sur Wo.i, des estimations L1 au bord. C'est en
fait ce que nous faisons dans la première partie, la seconde partie étant
consacrée à la résolution de l'équation 8 ' S .

Nous construisons donc, dans la première partie, des noyaux résolvants
pour l'équation ~ê à partir de formes de Cauchy-Fantappié de la même
manière que Ph. Charpentier [3] dans le cas de la boule. Plus précisément,
soit 0, l'application holomorphe <D.(z) = (2^,2^2, ...,z^). Les formes
de Cauchy-Fantappié utilisées sont très liées aux images par O? des
formes de Cauchy-Fantappié de [3] dans la boule. Cette technique de
« changement de variables » avait déjà été utilisée par A. Bonami et
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N. Lohoué [2] pour obtenir des formules de représentation des fonctions
holomorphes dans Qs^. Les estimations sur les noyaux sont conséquences,
comme dans [2], d'estimations à poids dans la boule. On peut remarquer
que dans le cas de ^,, il ne suffit plus, pour obtenir une solution dans

f> * "X

L^a^,) à l'équation 'Su =/, de demander à / et à p d'être ày- p
coefficients mesures. Suivant les directions, aux points de non stricte
pseudo-convexité, la condition à imposer aux coefficients «complexes
tangents» de / est plus forte.

D'autres noyaux donnant des solutions de ~S pour les domaines ^,
avaient été construits dans [5] et [10]. M. Range avait en particulier obtenu
des estimations Lipschitz pour ses solutions. Nous n'avons pas l'ambition
de donner, pour nos noyaux, les meilleures estimations possibles.
L'analogue des estimations BMO et Lipschitz bien connues dans le cas de
la boule nécessiterait en particulier une étude des propriétés des noyaux
relativement à la distance naturelle au bord de ^, introduite dans [2].

On serait tenté de penser que, via l'application <I>, sur la boule, notre
théorème pourrait découler de la caractérisation analogue sur la boule. Un
moment de réflexion permet de se rendre compte que c'est en fait une
caractérisation sur la boule qui est conséquence d'une caractérisation sur
S'y et non l'inverse (corollaire 11.1). De plus, comme l'image par <I>, de la
mesure euclidienne n'est pas la mesure euclidienne, c'est un résultat relatif à
une classe de Nevanlinna à poids que nous obtenons.

Tous les résultats que nous obtenons pour la classe de Nevanlinna sont
également énoncés et démontrés pour la classe des fonctions d'ordre v,
c'est-à-dire des fonctions / holomorphes telles que :

[ S(zY Log+ |/(z)| riV(z)< oo.
J^x

Notations. — Dans la suite, rfV(z) désignera la mesure volume dans
C", CT la mesure euclidienne sur ôSfg,. Si t > 0 et z = ( z ^ , . . . ,z,) e C*
on notera ^z = (t^z^, ̂ 2, . . . , f^).

Pour alléger les notations nous écrirons simplement

p(z)=p.(z)=f: |z , |2 / o t<-l , et ^=^ .
i
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I. CONSTRUCTION DE NOYAUX RÉSOLVANT L'ÉQUATION
~Su =f

ET ESTIMATION DES SOLUTIONS

Nous allons dans cette partie construire des noyaux résolvants pour
lesquels on ait de bonnes estimations : en particulier des estimations L1 au
bord du domaine Q) pour pouvoir déduire de telles estimations la
caractérisation des zéros de la classe de Nevanlinna comme H. Skoda
dans [12].

1. Construction des noyaux.

Soit
<Î)(Z)=<^(Z)=(Z^2,. . . ,^),

qui est une surjection holomorphe de Q) sur la boule B de C". Nous
voulons construire une forme de Cauchy-Fantappié qui soit liée aux images
par ^ des formes sur B introduites dans [3]. Donnons tout d'abord
quelques notations : soit

(p,(Ç,z) = (p,..(i;,z) = (^p-z^-z,)

=s1^-"-1.
k==0

Notons encore z = 0(z), Ç = 0(Ç) . . . On pose alors :

S(^Z) = (̂ (i;,z))y= !,,,„,

avec
S^Z) = {^(l-S.O-î/l-lÇl2)}^^).

Si l'on note ?(Ç,z) la section du fibre de Cauchy-Leray utilisée dans [3] :

?,(;;,z)=ç,(i-çz)-z,(i-ia2),
on voit que Sj^z) est lié à ^(Ç,z), et, en particulier si l'on désigne par
6(Ç,z) la fonction :

D(Ç,z) = ?(Ç,z).(Ç-z) = |l-Ç.z|2 - (l-|i^)(l-|zp),
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alors
^,z).((;-z) =?(;,?). (Ç-z) = 6(Ç,S).

Comme & ne s'annule que lorsque Ç = z, la forme de Cauchy-Leray
correspondant à s :

CoK,z) = K^.K-z)]-" Z (-ir^K^fA )̂ À ^
1=1 w / » = i

est ^°° dans Q) x 3) privé de l'ensemble des

{(i;,z); <î)(0=<î)(z)} .

Avant de démontrer que Co joue, pour le domaine ^, le rôle du
noyau de Cauchy dans le cas du disque, donnons la liaison entre Co(Ç,z) et
l'image par O* de la forme de Cauchy-Leray CoK^) correspondant à ?
dans la boule.

LEMMEI .L - {fi (P/^)l((I)?co)(^)={deta)/(0}Co(Ç,z).
U=l J

0^ Co désigne l'image par O* de la forme Co en Ç -> lz étant fixé.

Nous ne ferons pas ce calcul, tout à fait élémentaire, et qui est déjà
implicitement dans [2] (cf. (8.7) et (8.8)).

Il en résulte que :

LEMME 1.2. — Pour tout zçQ! et pour toute fonction u de classe <^1

dans un voisinage de z :

(i) lim f M(OCo(Ç,z)=c,-^(z)
£-"0 Jô\(z)

(ii) lim f M(OCo((;,z') = 0 si z' + z;
£^0 J^(z)

Ag(z) désigne ici la composante connexe contenant z de V ensemble

{^e^; |(D(O-(D(Z)|<£}

et c^ désigne la constante universelle

-^(«-l)!c n = (- l ) ~w'
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Dans le cas particulier de la boule de C" (c'est-à-dire le cas où 0 = Id), le
lemmell.2 a été démontré dans [3] (proposition 1.1) (proposition 1.1). Il
s'agit de déduire par changement de variables le cas général du cas
particulier. Il nous suffit de montrer

(1.1) f Co(i;,z)^-1;
jMg(z)

(1.2) f |Ç-z||Co(Ç,z)|^0;
JMg(z)

(1.3) f |Co(Ç,z')|^0 si z^z.
JôAg(z)

Montrons tout d'abord (1.1) dans le cas où z ^ , z ^ , . . . , z^ sont
différents de 0, c'est-à-dire dét0'(z)^0. Alors 0 est localement une
bijection, envoyant ôAg(z) sur 3Bg(z), où Bg(?) désigne la boule de
centre z de rayon e. De plus, comme

(p/z^p^-'+^iz.-y),
en vertu du lemme 1.1 :

| Co(Ç,z) = f Co(^) + ̂ f f l?-i;l |Co(^)l).
J^Ag(z) JaBg(5) \J^(?)

Il résulte des analogues de (1.1) et (1.2) dans le cas de la boule que le
premier terme tend vers c^ 1 et le second vers 0.

Supposons maintenant que z = (z^, . . . ,z,,0, . . . ,0), avec z^, .. .,z,
non nuls. Alors

n<p/^)={n<p/^)l{n ^-1}
J l/^ J U>r J

= det<D'(o{n P^ + ^(|<D(z)-(D(0|)l,
U>r J

tandis que ^Ag(z) est réunion de /?^+i ' - ' Pn portions qui s'envoient par
<D sur 8B^(z) de façon bijective (ceci à des ensembles de mesure nulle
près). Là encore :

f Co(Ç,z) = f Co(î ) + ̂ f f IÇ-z| |Co(^)lV
JôW JaBe(5) \JaBg(î) /
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La limite (1.2) se démontre de la même manière, en majorant l'intégrale
considérée par :

f iç-?nCo(^)i,
j5Bg(î)

avec r| = info,.

Il reste à montrer (1.3). Comme Co(Ç,z') est une fonction <^00 de Ç au
voisinage de z si <Ï>(z) ^- <D(z'), il suffit de donner une démonstration
lorsque <D(z) = (D(z'). Supposons tout d'abord det<I>'(z) ^ 0: comme

n (p/Ç,z') = ^(Iz-O) = W(z)-<D(01),
J

f Co(Ç,z')=^f |Ç-z||Co(^)lV
j5Ag(z) \JaBe(?) /

d'où la conclusion. On modifie comme dans le cas de (1.1) la démonstration
lorsque det O'(z) = 0.

Il résulte du lemme 1.2 que :

PROPOSITION 1.1. — Soit u une fonction de classe ^ dans 2. Pour
tout z e ̂ a, on a

u{z) = €„ f M(QCo(Ç,z) - €„ f îu(Q A Co(i;,z).
Jô2 JQ

C'est cette formule qui, dans le cas de la boule, a été appelée formule de
Cauchy dans [3]. Remarquons qu'alors la projection qui à u fait
correspondre la fonction holomorphe

Hu(z)=c,( «(OCo(i;,z)
JôQ

est la projection de Szegô, tandis qu'il n'en est rien en général. La
projection H a été étudiée dans [2] (§ 8) : il y est montré qu'elle est bornée
dans L^D), et que c'est la projection orthogonale sur le sous-espace
formé des fonctions holomorphes d'un espace de Hilbert qui n'est pas un
L2 à poids.

Il résulte de la proposition 1.1 que, si / est une (0, 1) forme de classe
^ dans Q telle que îf = 0,

Mo(z) = - cj /(Ç) A CoK,z)
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est l'unique solution de l'équation 8u = / telle que Hu = 0. La solution
UQ ne satisfaisant pas à de bonnes estimations, nous allons comme dans [3]
en introduire d'autres, liées à celles de la boule de la même manière.

Soit, pour tout k e C tel que Re k > 0 :

ï ( C z ) - 1 f1-^2} fY C7 ^ ^-I^O-I^Ylw) - BW [T=^) 1À cn-1 ^7 [——T^——; J-

soit v|/k(Ç,z) = v^(Ç,z), et soit:

C,(Ç,z)=v|/,(Ç,z)Co(Ç,z).

Alors :

PROPOSITION 1.2. — 5'̂  M MW^ fonction de classe ^ dans 2. Pour
tOUt Z G Q , 6W û :

u(z)= f P,((;,zMQ rfV(Q - c, f ^(QAC.K.z),
J@ J^

f l—l î l 2 ^" 1 "
avec P,(Ç,z) = c,, ̂ _^^ n ^F1 ̂ -(^O-

II suffit, pour démontrer la proposition 1.2 d'utiliser le lemme 1.2 et le
fait que v|/k(z,z) = 0, ainsi que le fait que 3çCfe(Ç,z) = Pk(Ç,z) ^V(Ç).
Mais :

^C,K,z) = 3^K,z) A Co(i;,z)

n _[C|2\fc-i
et, si P,(Ç,z) = €„., V N 7 . on sait que, (cf. [3]),

3^(Ç,z) = ̂ (Ç,z) A Co(^) = Pfc(Ç,z)^V(0.

Il résulte de ceci et du lemme 1.1 que

W^z) A Co(Ç,z)

= { n ^(^^{detO^O}-1'^^^ A Co)(^)
u=i J

= { n <P/M}{det ̂ (O}-1^^)! det O^OI2 dV(0
lj=i J

=P^,z)rfV(0.
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COROLLAIRE 1.1. — Soit f une forme de degré (0, 1), 3 fermée et de
classe <^1 dans Q)^. Alors

^00 = - ̂  f /(O A C,(Ç,z)
J@

^ solution de l'équation îu = /.

Si l'on pose :

P^(z)= f P,C;,zMOrfV(z),
J@

^ est l'unique solution qui est annulée par la projection Pj^. En procédant
comme dans [2], on peut montrer que P^ est une projection bornée dans
L^^O-lÇl2)13-1^^)) quel que soit P < Re k . C'est la projection
orthogonale sur le sous-espace formé des fonctions holomorphes d'un
espace de Hilbert qui n'est pas un L2 à poids : considérons le cas
particulier où a = (1, 1/2), c'est-à-dire Q) = { z e C 2 ; ̂ J2-^!^ 1}. et

supposons k = 1. L'espace de Hilbert est alors somme directe du sous-
espace de L2^, dV) formé des fonctions impaires en z^, et du sous-
espace de L2^, l^l2 ^V(O) formé des fonctions paires en z^ (cf. [2], § 8
pour le résultat analogue pour H).

Il nous reste à donner, avant d'estimer les noyaux C^, leurs formes
explicites qui nous serviront dans la suite.

LEMME 1.3. - Co(î;,z) = Ci(Ç,z) + 3p,(0 A Cg^z), avec

(i) Ci(Ç,z) = { f: (-l)1-1^'1^) A dd À dÇ,
l l = l J ^ i )j=l

et

w^ = n cp/^nc^^^^fti^^ci-ç^) - ̂ (i - ici2)}
j = l ^i 1^ vS^

(ii) C^z)=(^{-\rjCl,^^z) A dÇ,} À d;;,
\i<; k^ij ) k=l

avec

c2'1'^,^ n <P.K )̂ n w1) (l^zyl 1 (^-^).^=1 ^,j •Ly ^î^
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Ces formules découlent immédiatement des formules correspondantes
pour Co^7) ([3] (1-15)) et du lemmel.l. On en déduit une écriture
analogue de Cfc(Ç,z). Lorsque z e 8 2 , les formules se simplifient puisque
0(Ç,z)=|l-Ç.z|2.

2. Estimation des solutions.

Rappelons tout d'abord la terminologie utilisée par H. Skoda dans
[12] : étant donnée une (0, 1) forme /, ~S fermée et dont les coefficients
sont des mesures bornées dans Q, on dit qu'une fonction u e L^ÇSO)) est
une solution de l'équation 'S^u = / si pour toute forme (p de degré
(n,n—\) de classe C1 dans 2 et 3-fermée on a:

f ^(0<P(0= f / (OA(p(Ç).
JSQ J s

Le but de ce paragraphe est de démontrer les deux théorèmes suivants.

THÉORÈME 1.1. — Soit f une (0, 1) forme ~S fermée à coefficients mesures
bornées dans 2 et telle que les mesures g^j, définies par

/A 3p=S gu^i^ ^î
i<j

satisfassent aux inégalités suivantes avec ^ = i et f = j :

[ \{- pCOHM^-pC;)}1-^ 112\^\ < <^.

Alors, si Re k > 0,

u^z) - -cA m A C,(Ç,z)
JQ

est défini pour presque tout z e SQ, appartient à L^^), et est solution de
l'équation î^u =/.

THÉORÈME 1.2. - Soit P > 0, et soit f une (0, 1) forme î-fermée à
coefficients mesures dans 2 telle que, si les mesures g^ sont définies comme
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précédemment,

[ {-p(W\<^
J s

et, pour tous i, y, ^ = i ou <f = = j ,

f {-p^P-i^^i^-p^)}1-^-1/2^,! < oo.
J@

Alors, si ReÂ: > (î, la fonction u^, définie pour presque tout zeQ p a r :

u^) = - ̂  f /(O A c^)
Js>

appartient à L^; {-p^)}^1 rfV(Q}, ^ é?^ ^/^^ ^ l'équation
^=/.

Les estimations de M^ sont conséquences d'estimations des noyaux C^,
tandis que le fait que u^ soit solution nécessite également un procédé de
régularisation. Démontrons tout d'abord les estimations : elles sont
conséquences des deux propositions suivantes :

PROPOSITION 1.3. - Quel que soit keC avec Re k > 0, il existe une
constante K indépendante de Ç e Q) telle que :

(i) quel que soit i = 1, ..., n,

f \W^z)\ da(z) ^ K;
JôQ

(ii) quels que soient i <j,

f |C '̂(i;,z)| Ar(z) ^ K{(-p(0) ^ (- p(0 4- M2^}-^2.
J^ ^=«,7

PROPOSITION 1.4. - Quel que soit k e C ÛF^C Re k > P, // existe une
constante K indépendante de C e ® ^/fe ̂  :

(i) quel que soit i = 1, ..., n,

[ |C^(i;,z)|{-p(z)}P-1 rfV(z) < K{-p(Q}P;
J^
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(ii) quels que soient i <j,

[ |C '̂(i;,z)|{- p(z)}P-1 dV(z) ^ K{- pfê)}^172

J^ ,

Z f-p(0+M^V2^.^=u\ /
Démonstration de la proposition 1.3. — On a la majoration, pour

zeSQ :

n (\—\?\2}Rek

|C (̂Ç,z)| < C n W^l + l^-2} lÏZÇ-^Tieî-

La fonction de droite est fonction seulement de z, et l'on sait ([2], § 1)
que :

f A(<D(z))da(z)^ f h(z) f\ \z^-2 do(z)
JôQ JôB j = l

quelle que soit la fonction h mesurable positive; a désigne la mesure
euclidienne sur SB. La majoration (i) de la proposition 1.3 découlera donc
de la majoration :

r n—iri2^^ n f /ir i\2-2a,i
V 1 l1» ï n J 1 -4- / '•>JI l UrT^ < 1C|i r ^R.k [ 1 V + I , - , ) f ^W ^ K

J^B l 1 — 1 ) - 2 ! j= i l M^l/ J

ou encore du lemme :

LEMME 1.4. — Quels que soient les nombres réels y > 0, Si, §2, .. .8n
compris entre 0 et 2 et EI , . . . , e, tels que 0 < £y < 2 — Sy, i7 existe
une constante K indépendante de Ç e B /ww laquelle

ç (i-i^r2 i ^ , /,.ia, \
1 1 Cz|^1 n(-fe)^(z)<K.J^B I1 S'^l j= l VFjl ; ^/

Lorsque les £y et les 5y sont nuls, ce lemme est bien connu et utilisé
pour l'analogue de la proposition 1.3 dans le cas de la boule. Montrons-le

dans le cas général. Si |Ç| < . » il n'y a évidemment rien à démontrer : il
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suffit de trouver un majorant lorsque |ÇJ > —-=- |Ç| par exemple. Posons
2^2

Ç' = — • Un calcul élémentaire montre que :

|1 -ÇZ\ ̂  1 - |Ç|2+[1-^|,

tandis que, si t = Im (Ç'z)

ii-ç'zi^i+ n i^-^i2;
J=2

de plus ^ , Z2, . . . , Zn forment un système de coordonnées de SB au
voisinage de Ç', et :

rfa(z)^ArfV(z2)...rfV(z^)

(cf. [2] pour la justification de tels calculs).
Remplaçant l l—Çz]""" 7 par son majorant

cu-ia'+M}"1"" n {i-ia'+i^-^i2}"17",
J=2

on voit qu'il suffit de montrer que

f A^ -dt < ooup
>0 J

sup
A>0

Y

(A+M)^
et

F \V/n+e,/2 \y \^

sup iA+iT-Tpp^T^"6^^ < 00-A>0 JC IA 'IZJ—L>J•1 1 ^
^•eC

La première inégalité est immédiate. La seconde découle de l'inégalité
élémentaire :

(L4) sup | '[l-Hz-ÇI2]"1"11 ç8 M"6 û?V^) < oo
C,eC Je z

quel que soit T I > O , 0 ^ 0 < 2, 0 ^ 8 < 2 - ô . Ceci termine la
démonstration du lemme et de la partie (i) de la proposition 1.3.
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Venons-en à la partie (ii) :

|Ç -̂̂ ,| < {|?,| + |?,|}|Ç-?|
^C{|?,|+|?,|}|1 -Ç.?|1/2

si bien que
(\ —\?\2\Rekic^-^z) < c n {i^-2 + liy2"/-2} •"/,—

t^i „ sB+ .+Re t
|1-Ç.Z| 2

X ]"[ (1^-1+M''/-•){^•-• + |2^-'}.
t=l,J

Après passage à une intégration sur la boule comme dans le cas (i), on est

amené à utiliser le lemme 1.4 avec y = 1 + Re k, e, = 1 - a, et e, = 0,
ou bien e, = 0 et e, = 1 - a^.

Démonstration de la proposition 1.4. - Pour z e ̂ , compte tenu de
l'expression de ^ :

(\ —l?!2^*!! ? ~|"-l-ReA: n^-( î ̂  c ( 1 '^D11^"1— n w + i^i^-2}
x l^l-Ç.^-î.O-lÇl2)!^.-' + iz^-'}.

Mais :

IÇ.d-zO - z.d-IÇI2)) < |Ç.-z..|(l-|Ç|2) + |Ç,||Ç.(Ç-z)|2

^OC^^fti-IÇI^+^i—,).

Après changement de variables pour se ramener à une intégration dans la
boule, il nous suffit donc, pour démontrer (i), de montrer que :

LEMME 1.5. - Quels que soient les nombres réels p > 0,
Y > P > Si, 82, ... S, tels que ^ e [0, 2[ et e < inf(l,2-o,), il existe une
constante indépendante de Ç e B pour laquelle:

I ySr^ n (g) kJ-d-w-^xKd-i^-^.
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Cette majoration est très simple à obtenir lorsque |i,| ^ - : comme
alors : ^ 2 -

^ H - Ç l ^ l

et

6(i;,z)^|i;~z|2,

il s'agit de majorer uniformément :

(i5) f L-rnf^ dv(z)( ) J E ' " VWJi^-çi2"-1

< n f y' ^v(^) , f M_ dv^
^1 Vy<2 ^ l^-y2-'1 J,,-y<, \2^ IZ.-Ç,!2-"'

avec T|' > e, et ( n — l ) r | + r | ' = l . L a majoration uniforme de chaque
intégrale découle immédiatement du changement de variables Zj = Ç,u,.

Avant de montrer le lemme dans le cas où |Ç| ^ _ > donnons pour

0(Ç,z) et | l—Çz| des expressions convenables :

(1.6)
&(î;,z)^{l-sup(|(;|2, Izl^lÇ-zl^dy^lzl^+Om^+IÇ-zl4;

(1.7) |1 -Ç\ ̂  1 -|(;|2 + 1 - |z|2 + |Im Ç\ + |i;-z|2.

Pour démontrer (1.6) et (1.7), on peut toujours supposer |Ç| ^ |z|, et
i; = (r, 0, ... 0). Alors :

O^^O-lTO-z^+r^-zJ2

^ (1 -TO-zl2 + |Im zj2 + (r2-^!2)2

^ (l-m-z\2 + |Imzi|2 + (r2-^!2)2 + f^ Iz^l2)2

\y>2 /
d'où (1.6). De même :

|1-Çz|2 = |l-rzJ2 = |l-r+r(l-Rezi)|2 + |Imzi|2

^(1-r)2 + |l-Rezi|2 + |Imzi|2

^ (1 -r2)2 + (1 -|z|2)2 + f S jz,!2)2 + |Im zJ2.
\y?2 /
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Revenons à la démonstration du lemme 1.5 dans le cas où |Ç| ^ _ • En

vertu de (1.7) et (1.8), l'intégrale prise en dehors de la boule de centre Ç et

de rayon c est majorée uniformément. Si l'on choisit c ^ —.= et si
4^/n

l'on suppose par exemple [Ç'J ^ —=' avec Ç' = Ç/|Ç|, alors :
\A2

u= 1 -|z|2 r=Im(( ;z ) z " = ( z 2 , . . . , 2 , )

forment un système de coordonnées avec jacobien majoré et minoré
indépendamment de Ç à l'intérieur de la boule B(Ç,c). De plus

kil ̂ -^ et, si A = 1 -|Ç|2 ,
47/7

\\-Ç\ ̂  A + u + |i;| + k'-Ç'l2

&(Ç-z) ^ A|Ç"-z"|2 + |A-M|2 + v2 + F-zT.

Il suffit donc de majorer :

.-p^ f (A+|^|4-H+|z//-a2^-i^ „ /iç/A
sup A ———————————————————————-, 11 1.^1

^c: J [A|z/'-a2+lA-u|2+F2+|z"-çrf-2 7

x Iz.PM13"1 dudvdV^)

r (i+M+H +|z--n2r~ l"Y

ç [\2'f-^\2 + |1 -M|2 + V2 + IZ"-^'!4]""2

n fH^ |z^eMP-l^^dV(z//).
7^2 M^IV

Si \z"-^'\1 + |1-M|2 + i;2 ^ 4, 1 + H -h M + V '-Çn2 est majoré et
minoré indépendamment de Ç", donc

f ^ C f [i^-^^ii..^^-^
J|--"-Ç"|2+|l-M|2+y2^4 J|^"_^"|2+|l-y|2+i,2^4

n f?4) k.i-6^^^^)
^2 \\zj\]/

intégrale qui se traite comme (1.5).
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Si |z"-Ç"|2 + \\-u\2 -^v2 ^4 , alors:

|z"-Ç"|2 + |1-M|2 + y2 + Iz'-Ç"!4 ^ 1 + |M| 4- H + |z"-Ç"|2.

Donc :

f ^ C f(l+|M[+||î; |+[z--Ç"|2)--y ^ f^')
J|^"-;"|2+|l-«|2+^4 J ^2 Vk/V

x Iz^r6!^"1 d u d v c N ( z " )

intégrale majorée, en écrivant

(i+iMi+H+iz"-;;"!2)^ ^^(i+i^-^i+H)1^ n (i+i^-y2)1^
7>2

avec (AZ+ l)r| = y - p > 0, par :

c [(i+iz.-g2)-1--^^^) x n fd+i^-y2)-1-^^^).
J l^ll y>2 J \Zj\ 1

J^i

II suffit alors d'utiliser l'inégalité (1.4). Ceci termine la démonstration du
lemme 1.5 et de la partie (i) de la proposition 1.4. La partie (ii) découle
également du lemme 1.5 grâce à l'inégalité

(1.8) (1 -IÇI2)1^-^! ^ [0(Ç,z)]1/2 {Iz,!1-^ + Iz,!1-^ .

Avant de finir la démonstration des théorèmes en montrant, grâce à une
régularisation, que u^ est effectivement solution, donnons une dernière
estimation relative aux noyaux :

PROPOSITION 1.5. — 57 / est à coefficients bornés dans Q), u^ appartient
à l'espace de Lipschitz A^), avec P = info/2; en particulier u^ est

_ j
continu dans Q).

Ici il n'y a pas de restriction sur k, qui peut être nul. Le fait qu'il existe
pour les domaine^ Q) des solutions lipschitziennes avait déjà été montré par
M. Range [10]. On ne peut avoir mieux que P = infay2 comme il le

j
montre par un exemple.

Si F(Ç,z) désigne l'un quelconque des noyaux C^.z) ou C^'^z),
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il s'agit de montrer que

(i.9) | |r(ç,z) - r(i;,z')| rfv(o ^ qz-zf.j ^
La démonstration de (1.9) est extrêmement technique, et nous allons
seulement l'esquisser. Remarquons tout d'abord que 0(Ç,z) définit, grâce
à (1.6), une pseudo-distance dans B telle que :

Cilz-ÇI^O^z^C^lz-i;!2.

Pour montrer (1.9), il suffit de montrer :

(L10) f |r(Ç,z)| dV(Ç) ^ C8P/2

JO(Ç.î)^8

et

(Ln) f ir(Ç,z) - T(W rfv(o < ciz-ziP,
JÔQ^C|?-?|2

où C est choisi de sorte que Ô(Ç,z) ^ &(Ç,?) sous la condition
&(Ç,z)^c6(z,P).

L'inégalité (1.10) découle d'un raffinement du lemme (1.5) :

f ii-çzi—^zr^nfâ:)^
J^)^ j \iyv \Q6

Ç e B

< c(i-izi2)-^1-6/2 mf iï^^y'^y
II reste à majorer la différence r(Ç,z) - r(Ç,z') en vue de (1.11). Le lecteur
pourra se persuader que le terme le plus mauvais est obtenu lorsque la
différence porte sur D^,?). On utilise alors la majoration:

f |l-çzrl-Y[6(ç,z]-B-l/2^?rfv(o
hw n w} \u6

Ç e B

<c(,-w-.»,.p(cy,,).
Fin de la démonstration des théorèmes 1.1 et 1.2. - Pour finir la

démonstration du théorème 1.1 (resp. du théorème 1.2), il nous suffit de
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démontrer que u^ est effectivement solution de l'équation ~ê^u = / (resp.
~ëu=f).

Supposons tout d'abord fe^ÇQi). On sait qu'il existe .alors une
solution ue^ÇQ) à l'équation 'Su =/. En vertu de la proposition 1.2,

Uk(z) = u(z) - Pk(Ç,z)M(OrfV(Ç), donc ~ëu^ =/; comme ^ est
Js

continu dans Q> en vertu de la proposition 1.5, la formule de Stokes donne
^k =/ au sens de H. Skoda[12].

Revenons au cas où / satisfait seulement aux hypothèses du
théorème 1.1 (resp. du théorème 1.2). Il suffit de régulariser / pour
l'approcher par une suite /((0 de formes <^00 qui satisfassent uniformément
aux hypothèses; on montrera alors comme dans [12], page 272, que les u^,
qui appartiennent uniformément à ^(SQ) (resp. L1^;
{~P(Q}^~1 ^V(O))» convergent vers M^, si bien qu'à la limite 3^ =/
(resp. ~Suk = /).

Il nous reste à décrire le procédé de régularisation utilisé, qui est, à peu
de choses près, celui de [12]. Nous choisirons /(<0 ==/(e^, avec ^ -> 0, et
/(8) défini comme suit :

soit îc une fonction positive dans C", déclasse <^00, d'intégrale 1 et à

support dans la boule ^^^f. Posons ^(z) = K ~ 2 n ' ) i ( z ~ ) ' Nous
l L) Ve/

prendrons :
/<-)(z)=(/^)((l-Ce)z),

où C sera fixé ultérieurement. Il est clair que /(€) est 3-fermée.

Le fait que /<€) satisfasse uniformément aux conditions imposées à /
est une conséquence du lemme suivant, variante du lemme8.1 de [12]:

LEMME 1.6. - Soient P > - 1 et r|6[0,P-hl[ deux réels donnés, \JL
une mesure positive dans 2. // existe une constante K indépendante de e
et [i telle que, si

^00=(P*Xc)((l-Ce)z),

alors :
[ (-p(z))^(z) f (-p(z))P^(z)

L [I^-P(^ ( ) ' L [i^-p^r '
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Nous nous contenterons de montrer le lemme 1.6, la fin de la
démonstration étant comme dans [12]. Posons p^z) = p((l —Ce)"^), où
C est tel que, quel que soit z, p^z) ^ p(z) + e sup[Vp| (si du moins

1\ ^e < £o et p(z) > — . j . Il s'agit de majorer

f (-p^))P
H ̂ \ ^^^^)dV(z).Jip^o} 11^1 '-pwr

II suffit donc de montrer que

(1.12) W=^2n f {-pe(z)}^i[|z,|2p/-p£(z)]-^rfV(z)
Jîp^KOilÇ—^e/l}

^ (-PK^

" [la^-pa11

Montrons tout d'abord (1.12) lorsque '[^l2^ < 2p(Q. Alors

le^Xs'2" [, . (-P^Z^-^^Z)
J^pe(r)<0;|Ç-r|<^

^ K{-p(0}p-t1 ^ K^-p^Pug^-pa-11:
la deuxième injérgalité est conséquence, après un changement de variables tel
que — p^z) = / soit la première coordonnée, de l'inégalité élémentaire
(avec y> — 1)

e-1 | fdt ^ Ky7

J^>e;|/-y|<J^

si u et v sont des nombres réels tels que e ^ v — u ^ Ae. On prendra
u = — Bp8^) et y = — Bp(Ç), avec B ~ 1 = sup |Vp|. Démontrons

Qi

maintenant (1.12) lorsque j^l2^ ^ — 2p(Q. On peut supposer l'ensemble
{p^z) < 0; |Ç—z| < £/2} non vide, et donc p(Q < — K£. Par hypothèse
|Ç,| > K/£, et par suite |z,[ et \Q sont de même ordre dans l'ensemble
d'intégration.

I,(0 ^ K£-2n|Ç,|-2^ f [-pW^z)
^p^XOilÇ-r^e/l}

< Î 'IF \~2Pi^( nf^^P < 1^" ~^K|y (-p(O) < K (jç^Tp(OT

Ceci termine la démonstration du lemme, et des théorèmes 1.1 et 1.2.
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Remarques. — a) On peut également énoncer, pour les solutions ^,
des inégalités U pour p > 1 qui sont conséquences immédiates des
estimations de noyaux. Si l'on voulait avoir des conditions suffisantes
critiques pour que ^ soit dans U(82), il faudrait en fait développer une
théorie des mesures de Carleson dans Q) liées à la pseudo-distance sur SQ).

h) Rappelons que les solutions données par M. Range ne satisfont pas
aux inégalités L1. Une autre approche que la nôtre consisterait à les
modifier comme le fait H. Skoda dans le cas de la boule.

II. CARACTÉRISATION DES ZÉROS DES FONCTIONS
DE CLASSE NEVANLINNA DES DOMAINES 2

1. Énoncés des résultats.

Dans cette seconde partie, nous allons utiliser les résultats de la
première pour caractériser les ensembles de zéros des fonctions
holomorphes de la classe de Nevanlinna des domaines Q). La méthode
que nous utilisons est identique à celle employée par H. Skoda [12] et
G. M. Henkin [6, 7] pour les domaines strictement pseudoconvexes. Elle
est basée sur l'utilisation des courants positifs et la résolution de l'équation
iëîu = 9, méthode qui a été utilisée pour la première fois par P. Leiong
(voir [8] et [9]).

Rappelons tout d'abord quelques définitions.

On appelle classe de Nevanlinna de ^, la classe N(^) formée par les
fonctions / holomorphes dans 2 telles que

r
sup Log+ l/^z)! da(z) < + oo.r<ï ]s2

Si v est un réel > — 1, on appelle classe des fonctions d'ordre v de
^a, la classe N^(^) formée par les fonctions / holomorphes dans 2
telles que

( 6(zy Log+ |/(z)|rfV(z)< + oo,
JQ

où 8(z) désigne la distance de z à 8Q>.
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Rappelons enfin que si X est un sous-ensemble analytique de
dimension pure n — 1 de ^, alors X est l'ensemble des zéros d'une
fonction holomorphe / (multiplicité comprise), et le courant positif Qx

d'intégration sur X est défini par (cf. [8])

9X = l- 8ï Log |/|.
7l

Nous allons démontrer les deux théorèmes suivants.

THÉORÈME 11.1. — Un sous-ensemble analytique X de Q est l'ensemble
des zéros d'une fonction de N(J^) si et seulement si il vérifie la condition de
Blaschke,

(11.1) f 8(z)ax(z) < + oo
Jv

où Ox désigne la mesure d'aire sur X c'est-à-dire la trace du courant Q^.
Plus précisément, sous la condition (11.1), il existe /e N(^) telle que

ex = l- s-o Log |/|.
7l

THÉORÈME 11.2. — Un sous-ensemble analytique X de Q est l'ensemble
des zéros d'une fonction de la classe Ny(^) si et seulement si il vérifie la
condition suivante :

(11.2) f 6(z)v+2^(z)< + oo.
J^

Plus précisément, sous la condition (11.2), il existe fe Ny(^) telle que

'-s-s Log |/| =e\
71

En utilisant l'application 0 : (^, . . . , ̂ ) -^ <D(0 = (^1, . . . , Ç^) de Q)
dans la boule unité B de C" on déduit aisément des théorèmes ci-dessus
des résultats analogues pour des classes à poids dans B :

COROLLAIRE 11.1. — Soit X un sous-ensemble analytique de B, et soit
6X le courant d'intégration sur X. Pour qu'il existe une fonction

holomorphe f dans B, telle que — OS Log |/| = 6X et
7l

sup f Lc^ \f(rz)\ „ fto(z) < + oo,
r<l L S; Iz.l2-^-

f Lc^
J.'B
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il faut et il suffit que 6X vérifie la condition suivante :

£f^^)<+oo.n ^t1"1
] ^ i

COROLLAIRE 11.2. — Les notations étant comme ci-dessus, soit v un réel
> — 1 • Pour qu'il existe une fonction holomorphe f dans B, telle que
l- Se Log |/| = O" et
11

r d_i^2)v
1 v Log4 \f(z)\dV(z)< +00,'B n ^t11"'

1=1

// faut et il suffit que l'on ait

^ f (i-izpr2(̂ jB ej?(z) < + oo.n vt19'
J ^ i

Montrons brièvement le corollaire 11.1 dans C2 lorsque /?i = 1 et
p2 = 2. Soient X un sous-ensemble analytique de B et / holomorphe

dans B telle que - ôî log |/| = 9X. Soit g la fonction holomorphe

définie dans 3) = {(z^eC2; IzJ2 -h \z^ < 1} par

^1^2)=/(Çl^J).

Soit Y l'ensemble des zéros de g et OY = - 8S Log \g\. Par changement
7l

de variable, on vérifie aussitôt que la condition

SUD Log-^ [/(rz)!'^ < -h oo,
r < l JcB \Z2\

est équivalente à geN(^). D'autre part, on a

« e^Ki,çi) = e î;̂ ) » et « e?2(Çi,Ç2) = ̂ l'e î,;;2)»,

et par conséquent, pour la même raison, 9X vérifie la condition du
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corollaire 11.1 si et seulement si 9Y vérifie la condition de Blaschke
dans Q ) .

La nécessité dans le corollaire 11.1 résulte donc aussitôt de celle du
théorème 11.1. La suffisance se voit aisément de la manière suivante:
l'hypothèse sur X entraînant que 0Y vérifie la condition de Blaschke,

d'après le théorème 11.1, il existe ^eN(^) telle que — S~ë Log [Â:| = Q^.
7l

Posons ^(^1,^2) == ^(^1^2)^(^15 ~^i) • Comme £ ne dépend que de Çj ,
il existe p holomorphe dans B telle que ^(^1^2) := ^(^i^J)-

Remarquons maintenant que — 8B Log |̂ | = 2Q^ et par suite
7l

- 8ô Log \p\ == 29X. Il existe donc h holomorphe dans B telle que
7l

h2 = p . En particulier — ôî Log \h\ = Qx, et, comme nous l'avons vu
7l

plus haut, le fait que h et par suite f soit dans N(^) entraîne que p et
par suite h est dans la bonne classe.

Les conditions nécessaires des théorèmes 11.1 et 11.2 peuvent se montrer
en utilisant la formule de Green ou plus simplement la formule de Stokes
(avec des régularisations et des passages à la limite convenable que nous
omettons ici) de la manière suivante :

Soit u une fonction de classe C2 dans Q). La formule de Stokes
appliquée respectivement aux formes différentielles

- p(z) 8u(z) A ©(z), et, (^(z))^2 3u(z) A œ(z), v > - 1 ,

avec

œ(z)= ^ A (^A^z,),
i=l k^i

donne :

- p(z)ôïu(z) A ©(z) = ôp(z) A 3»(z) A û)(z),
)'/ J&

et

(-pÇzW^ôW^aÇz)
h ,

= (v+2) (-p(z))v+l ôp(z) A 3«(z) A o)(z).
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En appliquant à nouveau la formule de Stokes aux formes

u(z} ^p(z) A œ(z) et u(z)(-^z)r+l âp(z) A œ(z),

on transforme les seconds membres de ces deux égalités pour obtenir les
formules suivantes :

(iï.3) -p(z)(93u(z) A œ(z) = u(z) 3p(z) A ©(z)
J@ JôQ

- [ u(z)-S8p(z) A œ(z),
JQ

(11.4) (^(z))^2^^) A œ(z)
J^

= (v+l)(v+2) f (-p(z))W3p(z) A ap(z) A œ(z)
J^

+(v+2) f (^(^rW^^Ac^z).
Js

Si /eN(^), en utilisant (11.3) pour une régularisée de Log |/|, on
constate que le second membre de (11.3) est majoré par une constante fixe,
et un passage à la limite donne aussitôt la condition nécessaire du
théorème 11.1. La condition nécessaire du théorème 11.2 s'obtient de la
même manière en utilisant l'égalité (11.4).

La suite de cet article est consacrée à la démonstration des conditions
suffisantes des théorèmes 11.1 et 11.2, c'est-à-dire à la résolution de
l'équation iSôu = 6, où 9 est un courant positif fermé satisfaisant à la
condition de Blaschke. Nous montrons au § 2 qu'en fait 9 satisfait à des
conditions d'intégralité plus fortes avant de résoudre l'équation au § 3.

2. Estimations des coefficients
d'un courant positif fermé dans 2.

Rappelons qu'un courant positif de bidegré (1,1) s'écrit
canoniquement :

9 = / Z ^j ^i A rfz/
i j
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où les Qj sont des mesures telles que, quel que soit 'k e C",

^ e,,^.>o.
i.J

II en résulte que les mesures 9« sont positives, et que la trace du courant,

2 ^ QH , majore les coefficients de 6.
/•

PROPOSITION 11.1. — Soit 9 = i^ QijdZi A ÛÊ, un courant positif fermé
i j

de bidegré (1, 1) dans Q). 5^ p, M^ nombre réel ^ 1. Supposons que
l'on ait

A(e,n) = t f (-p(z)n,(z) < + oo.
ï=l JS>

n

Pour tous 1,7 = 1, 2, . . . , n, i ^ j , posons (ùf/z) = A (dz^ A dz^). On
f c = i

û a/or5 ks majorations suivantes: kiiu

(i) t; (^(z^-^z) A 3p(z) A 3p(z) A œ,,(z) ^ CA(9,^)
^i 1^

.. y f (-P(z)n,(z)
( ) L.].(\^pi-P(z))î-^c^^^^

(iii) 1 [£ (-p(z)r-l Ll2p>-lp(^))l-a' + (izA^W ]̂
9(z) A 8p(z) A 3p(z) A G),,(Z)] ^ CA(6,H).

(iv) S; on pose 6 A <5p = ^ ;̂̂  ûb; A dzj A dz^, /?oMr tous
ij<k

ij,k = 1,2, ...,n, j < k , on a

jJ^-pM)---" [g,̂  + ̂ ]̂to,(.)l < CA(e,u).

Dans toutes ces majorations, C désigne une constante qui ne dépend que
de 2. On reconnaît dans (i) la condition de Malliavin.
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En utilisant le lemme de régularisation (lemme 1.6) on voit aussitôt qu'il
suffit de démontrer la proposition lorsque les coefficients de 9 sont
fonctions de classe C" dans Ql.

Pour voir (i), on applique simplement la formule de Stokes à la forme
(-p(z))-9(z) A3p(z) A (D,,(Z):

H f (-pCz^-^Cz) A 8p(z) A 3p(z) A(o,,(z)
j 9

= [ (-p(z))-e(z) A 33p(z) A (o,/z).
j 9

La majoration en découle aussitôt.

Pour montrer (ii), remarquons tout d'abord, en développant Sp A 3p
que

2 f (^(z))''^-2^)^, f (-p(z))"e(z)A3p(z)A3p(z)A(»,,(z)
p j ! » (I^-P^))1-2' ^ L ( I z ^ ^ z ) ) ' - .

('(-p(z)r|z.|4''-29,(z)

~ p i ] . ^f1-^))1--' ( )

r (-^w\z^-\\z^-\w
~ pipi J. ———(Iz^-pCz)!'-——— dv(z)

„ f (-pCz îz^- .̂iz.î e./z)
- ̂ 'J.——(l^-p^))'-—— dv(z)-

Puisque — p(z) ^ (|z,|2''1 — pez))'"'', il résulte de (i) que le premier terme
du second membre est majoré par CA(9,u), les trois autres termes étant
majorés directement. Par suite :

. (-P(WZ ^-^(z)
L^N^^-——^^^-

Si Iz^' < 1/2 et p(z) > - 1/4, ^ IzJ4^"2 est minoré, si bien que pour
J'^i

montrer (ii) il suffit de majorer l'intégrale de (p^^lZfl^-P^))"^^»

lorsque \z^1 > 1/2 ou p(z) < - . Mais alors |z^ - P(2) ^ V^, et

la majoration cherchée résulte directement de l'hypothèse.
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Démontrons maintenant (iii). Appliquons la formule de Stokes à la
forme différentielle

(-p(z)rQ(z)/\ gp(z) A (o,,(z)
(|z^p(z))1-1/

où { = ; ou j, dans le domaine Si" = {p(z)< —e} :

f (-P(z)y9(z) A gp(z) A m.,(z)

.L (1^ - P^))'^
f (-p^y-^Çz) A 8p(z) A gp(z) A m,,(z)

il J^ (|z^-p(z))1-"/

1" f (-p(z))"e(z) A \z^-^àz, A gp(z) A (Q.,(Z)
-( ^LL————————(Iz^-p(z))2-^————————

f (-p(z))"e(z) A gp(z) A gp(z) A co.,(z)
^1

(|z/|^-p(z))2-^

+
f (-p(z))>'e(z) A ggp(z) A o).,(z)
J^e (|Z/|2"/ - P(Z))'-^

Une estimation élémentaire montre que lorsque e tend vers zéro le
premier membre de cette égalité tend vers zéro. Des majorations
immédiates donnent donc :

f (-^r-W A gp(z) A gp(z) A œ,,(z)
U+O^-l^ — — — — — — — — — — — 2 — — , . ^ 1 - a , — — — — — — — — — — —(|z^-p(z))1-^

.n^o-^-^^^-^
, | f (-P(z))"e(z) A ggp(z) A (Q.,(Z)

I I J ^ (|2^-p(2))'-^/2

Remarquons maintenant que la positivité du courant 9 entraîne que pour
toute constante C > 0, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

6(z) A dz, A gp(z) A œ,,(z) 9(z) A ^p(z) A gp(z) A œ,,(z)
/l- |2D/' ,^/_\\ l—a^/2 >^ /i_ i2oy - /_ \ \2—a^(|z^-p(z))'-^2 (|z/|^-p(z))2-^

+ ç |e(z) A dz, A ̂  A ©,,(z)|.
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u + y., — 1
En prenant C = ——,———' la majoration (11.3) donne:2( l— a / )

u + ̂  - 1 | f (-p^r-^z) A gp(z) A gp(z) A (o,,(z)
2 | J® (Iz^-p^z))1-0'/

(H.4) { ̂  2 ( 1 0 0 2 f (-p(z))-e(z) A dz, A ̂  A o),,(z)
j u-t-o^—i jg

+
f (-p(z))''e(z) A agp(z) A (o,,(z)
L (z,|^-p(z))'-^

Remarquons maintenant que

|0(z) A a3p(z) A (a,,(z)| < C(9.,(z)|z,|^-2 + e,,(z)|z,|2p--2) dV(z)

et, puisque { = i ou j, (11.4) donne:

| f (-P^))""1^) A ^p(z) A gp(z) Am.,(z)
IJ» (|z,|^-p(z))'-^

. {A(e.u) . ̂  (-p(z))- [̂ êp^ + ̂ ^z))-^^-

et (iii) résulte donc de (ii).

Enfin le (iv) de la proposition résulte immédiatement de (iii), car si on
remarque que

g^(z) À (dz^dz,y = 9(z) A œ,,, A (dz^dz,) A (^A3p(z)),
/ i=i

où
= A (dz^ A dz^), l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne avec £ = j^Uk =

ou k :
h^i^k

(-P(^)) \8ijk(z)\ ^ _ p^|e(^) A dz, A dz, A ^z, A dz, A œ,,fe(z)|

(|z,|̂ -p(z))^

9(z) A dz, A gp(z) A rfz, A gp(z) A œ^(z)
/i i2o^ _ /' \ \ l — a ^ >(k^^z))'--̂11/

- _ nr^fl ( \ -L e(z) A gp(z) A gp(z) A (Q.,(Z)
- P{Z)Vu(Z) + n-|2/>/_,,/-^l-a/(Iz^-p(z))'-^

d'où le résultat en multipliant tout par (—p(z))>l - l .



82 A. BONAMI ET PH. CHARPENTIER

3. Résolution de l'équation iëïu = 0 avec estimations.

Dans ce paragraphe nous démontrons les deux théorèmes suivants.

THÉORÈME 11.3. — Soit 9 = i ̂  Qij dzi A dzj un courant positif fermé de
ij

bidegré (1, 1) dans Q. Supposons que

S f (-p(z))9«(z) < + oo.
i = i J s

Alors il existe une fonction plurisousharmonique U dans 2, solution de
l'équation iôî\] == 9 telle que

sup f lU^z)] Ar(z) < oo .o < r < l J^

THÉORÈME 11.4. — Soit 9 = i ^ 9y dzi A dzj un courant positif fermé de
ij

bidegré (1,1) dans 2. Soit v un nombre réel > — 1. Supposons que

t f (^(z))^2^^ + oo.
f = i JQ

Alors il existe une fonction plurisousharmonique U dans S ' y , solution de
l'équation icfSV = 9 telle que

[ (^(z l̂̂ l̂ z^ + oo.
Js

Nous allons démontrer simultanément ces deux théorèmes. Nous
supposons donc que 9 est un courant positif fermé de bidegré (1,1) tel
que, n étant un réel ^ 1,

A(9,n)= i f (-p(z)n,(z)< +00.
»=i Js

Montrons tout d'abord qu'on peut supposer 9 nul dans un voisinage de
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0. Plus précisément, montrons qu'on peut écrire :

9 = 9' + tô3Ui,

avec 9' nul au voisinage de 0 et Ui nul en dehors d'un voisinage de 0 :
pour ce faire, on sait que l'équation dw = 9 possède une solution à
coefficients mesures bornées (voir [11] par exemple) dans une boule
Bo = B(0,£o) relativement compacte dans ^,. Si w = WQ ̂  — H^,
l'équation îu = WQ j possède à son tour une solution mesure bornée dans
BQ , et 2 Re u, solution de l'équation iëS\3 = 9 dans Bo, est une
fonction plurisousharmonique telle que 8\J et 3U soient à coefficients
mesures bornées dans Bo. Si (p est une fonction <^00 à support compact
dans Bo et valant 1 dans B(0,8o/2), on vérifie aisément que
Ui = 2(p Re u convient et que de plus S~S\!^ est à coefficients mesures
bornées dans Bo.

Le courant 9' est fermé et réel (9' = 9') mais n'est plus forcément
positif. Toutefois, utilisant la proposition 11.1 pour 9 et le fait que S~S\3^
est à support dans Bo, si g^ est défini par :

9' A 3p = ̂  g'^ dz, A dZj A dzk,
ij<k

on voit que :

(11.5) ^ f (-p(z))^|9;,(z)| ^ CA(9,p)
ij J 2

(ii.6) ^ f (-p(z)r2 r—1——
i ^ < k ] 2 L , ^

(|Z,|^-P(Z)) 2

+ ————1——^1 \gW\ ^ CA(9,n) < oo .

(|zJ^-p(z))^

II nous reste donc à résoudre l'équation i8î>V = 9'. Nous allons tout
d'abord résoudre cette équation lorsque 9' est à coefficients de classe <^71

dans S> et nul dans la boule B(0,8i). Dans une dernière étape, nous
approcherons, suivant le procédé de régularisation décrit dans la première
partie, le courant 9' par 9'00 en même temps que 8'SV^ par (^U^)00

(c'est-à-dire U^(z) par (l-QO^UÎ^z)). En vertu du lemme de
régularisation 1.6, 9'00 satisfait uniformément aux conditions (11.5) et
(11.6).
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Montrons donc d'abord la proposition suivante :

PROPOSITION 11.2. — Soit 9 = i? ̂  Qtj dzi A dzj un courant réel (i.e.
l ' j

8 ==9) d-fermé à coefficients de classe C1 dans Q). Supposons que 6 ^o^
identiquement nul dans une boule B^ centrée à l'origine et de rayon e^ > 0.
So^ p, im ré^/ ^ 1 . Alors il existe une solution U a l'équation
i8îV = 9 , continue dans 3) et telle que, si

9 A 3p = ^ g^-k û?Z( A ffe, A dzk '.
i,j<k

(i) f |U(z)| da(z) ^ cH - p(z) [s |9,,(z)|1 ̂ V(z)
Ja» U» LiJ J

+ E f (- p^f———!—T7 + —————^ 1 \^)\ rfV(z)l.
U<*JS L(^2,,_p^^ (|^_p(^-J J

OM C ^f une constante qui ne dépend que de Q et de 81;

(ii) f (-p(z)r-2 |U(z)| cN(z) < C { f (-p^))- fE 19u(z)|1 cN(z)
Js Ua L',y J

+z f (-p(^r2 r—1—^+ —'—^1 î î ̂ v^)l,
(1^1^-P^ (|2,|^-P(Z))2

où C est une constante qui ne dépend que de Q, e^ ^ p. > 1 .

Pour démontrer cette proposition, on procède de manière classique en
résolvant tout d'abord l'équation idw = 9 par la méthode de Poincaré-
Cartan. Comme 9 est réel, w s'écrit w = WQ,I ~ ^0.1 » la forme u^oj de
bidegré (0,1) étant 3-fermée. Nous résolvons ensuite l'équation 'Su = ^0,1
en utilisant les noyaux C^ construits dans la première partie de ce travail,
et il est immédiat de voir que U = 2 Re u est solution de i8î\J = 9.

Explicitons tout d'abord le lemme de Poincaré-Cartan (voir par
exemple [l], p. 119-129) :

LEMME 11.1. — Soit F(, 9 < t ^ 1, une famille de difféomorphismes de
C" tels que F((^) c Q et F^ = id. Soit Z,, 9 < t ^ 1, une famille de
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d
champ de vecteurs tels que — F,(z) = Z,(F((Z)). Alors, pour 0 < to < 1 ,

dt

9-F^e=r f { f 1 Ft(i^)dt\,
t J^o J

OM ;z 6 ^ défini par i^ (dz^ A dz^ = Z} ̂  — Z{ dz^.

En particulier, si

(11.7) F^)ŒB(9,cO,

sous les hypothèses de la proposition 11.2, on a F* 9 = 0, et par suite la
forme

(11.8) w= -i F F?Oz9)A
JtQ

est solution de l'équation idw = 9.

Pour tenir compte de l'homogénéité des domaines Q), nous choisissons
et Z( comme suit :F( et Z( comme suit :

F^z)^^,...,^),
(11.9)

Z.(z)=(^2^...^^).

La condition (11.7) est clairement remplie pour un to > 0.

Comme nous l'avons dit plus haut, la partie H^o,i de w étant 3-fermée
on résoud l'équation îu = WQ ̂  avec un des noyaux C^ construit dans la
première partie, en choisissant Re k > \i — 1. On voit aisément que les
hypothèses faites sur 9 entraînent que Wo,i est continue dans 3> et la
proposition 1.5 montre que u est aussi continue dans Qf. Pour achever la
démonstration de la proposition 11.2, il suffit, d'après les théorèmes 1.1 et
1.2, de montrer les deux estimations suivantes :

(11.19)

E f (^(z îHUz)!̂ )^ f (-p(z)r^\%(z)\\dV(z)
i J^ JQ LiJ J
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(II. 11)

Z f (-p(z))*>-3/2|^| F——————1——————^——————l 1
«y Ja» |_ i_o, )_„ ^

(Î '-P(2)) ^ (|z,|̂ -p(z))^ -

<C £ f (-P^))--1'2
t'J<A: J@ r i i - i

|_—————;-7 + —————— ^t(z)l (/v(z)'
(|2ĵ - P(Z)) ̂  (|Z^ - P(Z))-2S-1

où C est une constante qui ne dépend que de ^, e^ et u ̂  1 , et où l'on

a noté WQ,I = £ <i dt., Wo,i A 3p = £ .̂,̂ .. A dz..
' i<J

Les formules (11.8) et (11.9) donnent :

" r1
W o , i = - ( ^ et.^^atZ^^'-'A.

^ J ' oPar suite

£ (-POO)('-l|H'î,^(z)|dV(z)
' Ja ' r r r ' ->^ C £ (_p(^-iJ |et,.((«z)|d4dV(z),

*.' J» Uio J

et l'estimation (II. 10) résulte du lemme suivant.

LEMME 11.2. - Soit s un nombre réel > - 1 . Soit h une fonction

continue dans 2, et k(z) = S'h^dt. Alors il existe une constante C
•"o

indépendante de h telle que

(^(zOTA^l^zXC f (^(z))^1!/^)!^).
'I9 j 9

En effet, après changement de variables,

f (1 -SIz.l̂ Wz)! JV(z) < f1 dt f |A(z) fl - ̂ \ S
J9 J'o J ,̂̂ 2'''<'2 \ / /

On utilise alors, avec A = S^l2"', l'inégalité:

f -A- r1
(l-A/f2)5/2£., ^c (/-Ay A^C^l-A)^1 .

-'œax«Q,^/A) JA
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Montrons maintenant l'estimation (II. 11). On a

^•00 = - i Z ̂  F A-1 {u îz^-V' - e^iz^-V^A,
^ JtQ

et, en posant <f == i ou y, il vient

f (-P^-3^)! ——rfv(z)——Ja» '-'v
(|z/|^-p(z)) 2

< c E F A {f lUW -̂V- - et̂ îz.i2".-̂ ,̂
* J»0 Us

(i-El^Y^2 ,
-7-^——L ̂ (^t(i-Ei^m"^\ *;'/ /

/, £|^V-3/2
, „ ^ f 1 f r l 1 -—?—; ^K)

< C Ç A ^ |̂ ./0| v———-————— f'^r1 fî^
k Jto W^ ( ^ ̂ \ ̂

V-^-/
/ _ , \P-3/2

ç rn /-£l^ ^
^ C ^ |̂ .,(z)| ^ v——*———^__AtrfV(0.

k ! 9 —^^/-Si^1^ J

\ A^ /

L'estimation cherchée résulte donc de la majoration suivante, avec

A = W^ B = S IÇJ2^, r = n - 3/2 et . = 1—^:
h^{ z

f ^-^ ^ ^ r (1-Ar1

J, (7=Br A < c -d^r
quels que soient 0 ^ B ^ A < 1 et r > - 1, s < 1 + r . La constante
C ne dépend que de r et s .

Ceci termine la démonstration de la proposition 11.2. Revenons à la
démonstration des théorèmes. Soit U'00 la solution à l'équation
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33U' = Q'^ donnée par la proposition 11.2 et soit
U«o = u^ + (1 -Ce)-2^. Il résulte de ce qui précède que, si [i = 1,

f |U<e)(z)|AT(z)^CA(9,l)
Jô2

tandis que si H = v + 2 > 1,

f (-p(z)rmz)\ da(z) ^ CA(9,H),
J^

la constante C étant évidemment indépendante de e.

D'après un argument classique de familles normales de fonctions
harmoniques, on en déduit comme dans [12] (page 286) qu'il existe une
sous-suite U^ convergeant faiblement. Sa limite U est solution de
l'équation i8ïV = 9 et satisfait aux estimations souhaitées.
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