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. ETUDE SPECTRALE
D’OPERATEURS HYPOELLIPTIQUES
A CARACTERISTIQUES MULTIPLES - 1

par Abderemane MOHAMED

1. INTRODUCTION

Soit £ une variété C~, compacte sans bord, de dimension n,
munie d’une densité C~ , positive dx et soit T*Q\O le fibré
cotangent de $2, privé de la section nulle. On considére un opérateur
pseudo-différentiel classique P(x,D), d’ordre m, défini sur £,
formellement auto-adjoint au sens suivant :

I P(x,D)u.vdx= [ u.P(x,D)vdx (1.1)
Q Q

Yu et vECT(R).
On désigne par p,, (x, §) son symbole principal et on suppose que :
Pn(x, =20 ; V(x,H)ET*Q\O. (1.2)

On suppose que P(x, D) est non elliptique et que I’ensemble caracté-
ristique : T = {(x, §) ET*Q\O; p,, (x, £) = 0} est une sous-variété
conique, fermée, de codimension 2d dans T*Q\O.

On suppose de plus que X est symplectique, c’est-d-dire que la
restriction de la 2-forme canonique 4 ¥ est non dégénérée.

Par o.p.d. classique, on entend que, dans un systéme de coor-
données symplectiques (x,£), P(x,D) a un symbole complet
p(x, £) qui admet le développement asymptotique :

p(X,E) ~ i pm-—j(x,g)

j=0

ou pm_,-(x,z) est homogéne de degré m —j en §.
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On se place dans le cadre des articles de J. Sjostrand [17] et
L. Boutet de Monvel [3] (cf. également [4], [5], [7] et [8]) pour I’étude
de ’hypoellipticité.

On suppose donc que, pour un entier k tel que 0 <k <m,

Pp_; sannule a Pordre [2k — 2j], sur X

etp,,  sannule exactement a 'ordre 2k sur T (1.3)
(au sens de [3] ou [17]).

n
e

Soit { € etsoit w la 2-forme canonique (w =
j=

d§; A dxl->,

-

Soit w, la valeur de w au point {; c’est une forme bilinéaire
antisymétrique sur T, (T*Q\0) x Tg(T*Q\O), dont la restriction
a T, Z x TyZ estnon dégénérée (car  est symplectique).

On peut donc identifier Tr(T*Q\O)/TS,Z a (TK,Z)l, I’ortho-
gonal de T;E pour w,, et o.zg,/(Ts,E)l définit sur (ng)l une
structure symplectique. D’aprés [7], on peut associer a P, pour
tout choix de coordonnées symplectiques sur (T;,E)l, un opérateur
différentiel, a coefficients polynomiaux opérant sur R?, et noté :

P, =P.(¢,D,).
Le choix de P, n’est pas canonique, mais il est montré dans [7] que,
si P‘, désignait un autre choix de Pr , on pourrait trouver un opé-
rateur unitaire U sur L?(R%), continu de $(R?) dans S(R?) tel
que : -
UP‘, U* = P, . (1.4)
I1 résulte de [3] et [17] (cf. également [5] et [7]) que, si :
Ker P, (t,D,)N8(R?) = {0} ; V{€EZ (1.5)
(hypothése invariante grace a (1.4)), 'opérateur P(x, D) est hypoel-

liptique dans €2 avec perte de k-dérivées et admet une paramétrixe
dans la classe de L. Boutet de Monvel [3] OPS™™ ~%*(Q, %).

Cette derniére permet de démontrer que :
VsER, Vue® (), (1.6)
P(x,D)u € H*(Q) = u€H**""*(Q).
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Soit P, Popérateur non borné de L2(§2) dans L*(§2) de domaine :
D(P) = {u €L*(Q)/P(x,D)u = Pu€L*(Q)} .
P est un opérateur fermé et il résulte de (1.6) I’inclusion :
D(P)CH" *(Q). (1.7)
Plus précisément, l’existence de la paramétrixe nous assure que :

D(P) = H™*(Q, %)

ou (§2,2) est I’espace naturel associé (dans [3]) a la classe
OPS™:2¥(Q2, Z) a partirde L*(R2).

Il est montré dans [3] que C~(S2) est dense dans H™'** (Q);
par conséquent D(P) est égal au domaine minimal et, P(x, D) étant
formellement autoadjoint, k étant strictement inférieur & m,

Iinjection de D(P) dans L?(2) est compacte (grace a (1.7)).

Hm,2k

Le spectre de P est donc réel, discret et réduit au spectre
ponctuel. Nous désignerons par O‘i)ie 2 la suite des valeurs propres
de P rangée dans I’ordre habituel , chacune d’elle étant répétée autant
de fois que sa multiplicité :

..... gx_ig.....<x2<)\_l<0<xl<x2<.....
<)\i< ..... s
etpourtout A >0 par N, A)= Y 1, resp.
0<Ai<?\
Noy= Y 1
-A<N; <0

7

le nombre des valeurs propres de P contenues dans 'intervalle JO,\ [,
resp. |—A,O0[.

Rappelons maintenant briévement la définition de quelques
invariants associés a 1’opérateur P(x, D) (nous renvoyons a [7] pour
plus de précisions).

Pour tout ¢{€ X, lopérateur P‘, (t,D,) introduit plus haut
est, de méme que P(x, D), formellement auto-adjoint.

Il1 est du type étudié par V.V. Grushin dans [6]; Pg,(t,D,)
admet donc une réalisation unique Ps, sur L2(RY), auto-adjointe,
de domaine compact, contenant S(RY). Le spectre de Pr est
donc discret et réduit au spectre ponctuel. Nous désignerons par
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(#;))jez-o la suite des valeurs propres de P, rangées dans I'ordre
habituel de croissance. Il résulte de (1.5) que la suite (1;(§));ez_
est un invariant canoniquement associé & P en un point ¢ de X.

Un autre invariant associé a P(x,D) est le Hessien d’ordre
2k de p,, définien tout point { de X etsur Ts' ! par :

1 ~
Hess* p,, () (X) = 35 X* p,) ) (1.8)

VX € (T, 2)*, X étant un champ sur T*Q tel que : X(¢) = X.
On déduit de (1.2) que :
Hess** p, () (X) >0 ; VXE(T,Z) (1.9)
X+#0.

On peut donc définir, pour tout { €X

PP €)= [ X (1.10)

Hess?* p (§) (X) <1

ou dX désigne la mesure canonique relative a la structure symplectique
dgd-l!

CD % es (o, étant la restriction d

T W (co&, étant la restriction de w,

sur (T;,E)L :dX =
aTzh.

Nous noterons dans la suite, dx d¢, la mesure canonique sur
nn-1)

-1 2
T*Q\O, dxdt = (n_') w", X étant une sous-variété symplec-

tique de T*Q\0, on a de méme une mesure canonique sur £ que
nous noterons dg .

L’objet de notre travail est de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME (1.1). — On suppose que X est symplectique, alors
sous les hypothéses (1.1), (1.2), (1.3), (1.5), le comportement asymp-
totique des valeurs propres de P est le suivant :

i) Si md —kn >0
e+ olam)
N,(\) =A"a, +o\\" i OA—> 4 oo

N_O\)=o(7\%) ; A +oo
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ii)Si md —kn =0
LA ( _"_> I Z
N, A) =A™ Log \\"/ a, + o()\’” Log)(”) i A= + o0

N_(\) = o()\% Log (7\%))
iii) Si md — kn <0

; A—> + oo

n—d n—d
N+()\)=)\m_k a;+o(>\"—") i A—> + oo
a—d

N_Q\) ="k a;+o()\':_:;“) . A= + o

ou
1
“ T2y fp xp<1 X9

m

1 d o
a, = -
T @2m n e ©>1
l o0
at=———Y% d
oent? A ‘/::,-(r><n £

=1

ag

= § [ dt
A, == .
Pemm? g D m>
Remarques. — 1) Comme nous le verrons plus loin I’intégrale

donnant a, ne converge que si md — kn > 0, et les séries donnant
a; et ay ne convergent que si md — kn < 0.

2) L’intégrale donnant a, est clairement invariante par trans-
formation canonique, de méme il résultera de [7] que les expressions

définissant a,, a3 et a3 sont invariantes par transformation
canonique.

A. Menikoff et J. Sjostrand [13] et [15] (cf. également [14], [18]
et [19]) ont obtenu ce résultat dans le cas des opérateurs pseudo-
différentiels a caractéristiques doubles (le cas k = 1) en étudiant
la trace de e *? au voisinage de 0. La technique de I’équation
des ondes est aussi utilisée par R.B. Melrose [12] dans un cas bien

particulier. Les méthodes semblent s’adapter difficilement au cas
k>1.
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P. Bolley, J. Camus et Pham The Lai [2] obtiennent des
résultats analogues dans le cas ou d =1, mais pour des problémes
aux limites. Ces auteurs utilisent la méthode d’Agmon [1] basée
sur I’étude de la trace de la résolvante de P, P, = (P + Nt
A E€R\O.

Nous avons suivi la méthode de ces derniers qui s’adapte bien
a notre probléme. Certes P, n’est un opérateur a trace que si
m — k >n, mais on se raméne toujours a ce cas, en considérant
P¥*' o0 j est un entier positif assez grand. (P(x,D))*/*! vérifie
les mémes hypothéses que P(x,D) avec m(2j + 1) a la place de
m et k(2j +1) ala place de k, et, d’aprés [7], 'opérateur diffé-
rentiel a coefficients polynomiaux associé a (P(x,D)¥*" en un
point { €Z est (P (¢,D,)* " .

On vérifie de méme que les constantes a,, a,, a3 et a3
associées 2 P¥*! sont les mémes que celles associées & P.

On peut donc toujours se ramener au cas ou m — kK et k sont
aussi grands que ’on veut.

Si m — k>n, P, estun opérateur d’Hilbert-Schmidt de noyau
K, (x,z), continusur £ x £ eton a, comme dans [1],

. . 1
TrP, = jﬂ K, (x,x)dx = (1.11)

TN T
Nous établirons le comportement asymptotique de (1.11) quand A
tend vers + oo et on déduira d’un théoréme taubérien le compor-

tement asymptotique de N, (A) et N_(A).
Le plan de ce travail est le suivant :

— Au chapitre 2, nous rappelons quelques propriétés d’une classe
d’opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux dépendant d’un
parameétre.

— Au chapitre 3, nous introduisons une classe de symboles a
la Boutet de Monvel dépendant d’un paramétre et faisons une esti-
mation de leur trace.

— Au chapitre 4, nous faisons une étude microlocale de la résol-
vante.

— Enfin au chapitre 5, nous faisons I’étude globale de la résolvante
et démontrons le théoréme 1.
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Ce travail nous a été proposé par B. Helffer et Pham The Lai;
nous les remercions vivement pour leurs constants encouragements
et leurs nombreux conseils qui m’ont permis de simplifier beaucoup
de démonstrations.

2. ETUDE D’'UNE CLASSE D’OPERATEURS DIFFERENTIELS
A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX

Considérons sur R?, un opérateur différentiel de la forme :

P (t,D,) = Y 4, g(w)r*Df

damdd
laj+igi<2k

ou pour tout «, B, a, ﬁ(w) est une fonction C* du paramétre w,
w parcourant une variété C~ A.

On suppose que, pour tout w €A, P, (¢,D,) est formellement
auto-adjoint, i.e. :

de P,(t,D)u.vdt = de u.P_(t,D,)vdt 2.1)

Yu et vESRY.
De plus, pour tout w,

KerP_(z,D,) N 8(R?) = {0}. (2.2)

Enfin P (¢,D,) est elliptique au sens suivant : pour tout compact
K de A, il existe une constante positive Cy telle que pour tout
w€K, tout (¢,7)€ER? x R?, on ait :

P, = Y a, @) t* > Cp(lt] + 7). (2.3)
la| +181=2k
Pour tout réel m, notons par S™(R"), la classe des fonctions
a(x) €C”(R™), telles que, pour tout multi-indice y dans N”",
(x)™ "'DYq(x) soit borné sur R", ou on a posé
(x)=+/1+ [x[.

Si a(x) =a_(x) dépend de maniére C” du paramétre w €A,
on dira que a_,(x) € S™(A x R") si et seulement si, pour tous champs
de vecteurs C* sur A:X,,... , Xy » pour tout multi-indice v,
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(xy™m="'Dr X, ...Xya,(x) est bornée sur tout ensemble de la
forme K x R” ou K est un compact de A. Le symbole P, (t,7)
de P_(t,D,) est alors dans S**(A x R*?). Soit p un paramétre
réel, alors : P_(¢,7) + ip** € S>* (A x R***!). On construit, comme
dans [16], une paramétrixe a droite de P (¢, D,) + ip** de symbole :
b, ,(t,7) =b,(k,t,T)EST?* (A x R2*), b (u,t,7) admet le
développement asymptotique suivant :

bw(,‘l7t31)~ Z bw’i(#’t’r)a (2'4)
ji=0

ou bw,,(u,t,'r) est homogéne de degré — 2k —j en (u,t,7)
1

1

et C” par rapport & w avec, b, ,(u,t,7) = X :
w0 P,y (2,7) + iu*

Le développement asymptotique (2.4) est & comprendre au sens

suivant : si X est une fonction C” sur R égalea O sur :l——;— ) %[
etégalea 1 endehorsde |1, 1[,

b,(u,t,7)

N-1
— X by, Dpx G/l + P+ TP €SN (A X RM).
i=0
Remarquons maintenant que P_(¢#,D,) + iu** est, compte-tenu de
(2.1) et (2.2), injectif dans S(RY) pour tout u et qu’il est globale-
ment elliptique en (¢, 7, u).

I1 résulte du théoréme (3.1) de [5] que P_(r,D,) + iu** est
inversible et que son inverse est un opérateur pseudo-différentiel,
o,(u,t,D,) dont le symbole est dans S™2¥ (A x R?*') admettant
le développement asymptotique (2.4).

PROPOSITION (2.1). — On garde les hypothéses précédentes, et on
suppose de plus que k > d.

Alors l'opérateur o ,(u,t,D,) est un opérateur a trace etona:
_ -a [
Tro,(u,t,D,) = (2m) ‘/fndxnd o, (u,t,n)dtdr. (2.5)

De plus, on a le comportement asymptotique suivant de la trace
lorsque u tend vers linfini.
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Pour tout compact K de A, il existe une constante positive,
Cg , telle que pour tout w €A, onait :

d
ITrow(u,t,D,)—#‘“‘*2“(210“’—[ e ]

2k nd . md
cos K sin Y
X dtdr| < Cu~2k*24-1  (2.6)

P,k (tD<1

Démonstration. — Démonstration de (2.5) : o,(u,?,D,) étant
un opérateur pseudo-différentiel global classique, on sait (cf. [10] ou

[16]) que si ffﬁdxnd lo,(u,t,7)ldtdr <C alors o_(u,t,D,)
est un opérateur a trace et que sa trace est donnée par la formule (2.5).

Démonstration de (2.6): l'inégalité (2.6) étant évidente a partir
de (2.9) pour 0 < u <1, on peut donc supposer u = 1.

D’aprés (2.4)

1
P, (t, 1)+ iu%k

o, (u,t,)=o0,(pm,t,7)— Q2.7

vérifie I’estimation : pour tout compact K, il existe une constante
Cg telle que pour tout w €K, tout u =1 onait:
lol,(u,t, )| <Cg(t]+ 7]+ |20, (2.8)

Pour tout u =1, posons :

dtdr
A= 2n)¢ ; .
( TT) /j;ded Pw’zk(t’1)+i#2k

Le calcul de A se fait comme dans [1].
Onpose t=puf et 7=u7.

On déduit de ’homogénéité de P, ,, (¢, 7) que:

dtdr
= -2k —d .
A = w2d4-2k () f‘/l;ded P (0.0 T

Soit : o = | /; dt dr .

w2k (T <A

Par homogénéité ona: a(\) = a(1)\%/* .
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On déduit alors que :

+e dg (N
A = p2d-2k ()9 fo a(M)

A+
g 1

s () [

Enfin, en utilisant la formule connue des fonctions beta,

w,2k("7) <1

a-—-1

[Tl —day=—"—.0<a<1
o v+1 sin Ta

on montre que :

d m im
A = y2d-2% )4 — — X dtdr.
# (2m 2k [ dn dw)] f‘/;;w’zk(t,‘r)< 1

cos(—ﬁ-) sin % 2.9)

Alors ’estimation (2.6) découle de (2.5), (2.7), (2.8) et (2.9).
Remarque (2.1). — On désigne par B?** le sous espace de L?:
B*(R%) = {u€L*(RY) ; t* fouEL’(Rd) ; Va,B o lal + Bl <2k} .

D’aprés [6], 'opérateur auto-adjoint, P (¢, D,) de domaine B%*(R%)
admet un spectre réel et discret car B%*(RY) s’injecte de maniére
compacte dans L%(R%). Soit (;11-(0.)))1.62\0 la suite des valeurs
propres de P_ (¢, D,) rangées par ordre de croissance. Du théoréme
tauberien de Hardy-Littlewood (théoréme [5.2]) et de (2.6), on déduit
que, pour tout compact K de A, il existe une constante Cy telle
que pour tout w €K on ait :

Y o1<CceN o wa>o.
I#,' (W<
Par conséquent,

2 1<CgN ; VA>O.
lui(w)|<xk/"

On en déduit alors que pour tout compact K de A il existe
une constante Cg > 0, telle que pour tout w €K et pour tout
jE€2\0 on ait :

|y (W) > Cye 7. (2.10)
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3. CLASSE DE SYMBOLES DE L. BOUTET de MONVEL
A PARAMETRES

3.1. Rappels sur les classes de L. Boutet de Monvel [3].

Soit X wune variété C” , paracompacte, de dimension 7 et
soit T* X\0 le fibré cotangent privé de la section nulle. Soit U
un sous-cone ouvert de T* X\O et soit A un sous-cone fermé de
U.

On peut toujours construire une fonction r, strictement
positive, C”, homogéne de degré 1 sur U et une fonction d,,
dont le carré est la somme d’une fonction strictement positive
homogeéne de degré — 1 et d’une fonction homogéne de degré O,
strictement positive hors de A et s’annulant exactement a ’ordre
2 sur A.

L. Boutet de Monvel a introduit la classe suivante :

DEFINITION (3.1). — Soient m et k deux réels, on désigne
par S™¥(U,A) Ulespace des fonctions a C* sur U telle que,
pour tous champs de vecteurs sur U: X,,..., Xy Y,,..., Yq,
C”™ ., homogénes de degré 0, tels que les X; soient tangents a A
onait: |X;...X, Y, ... Y, a|<rtdi?.

q

(Si f et g sont deux fonctions positives, C~, définies sur
U, on écrit que : f<g, si, pour tout sous-cone V' CV 3a base
compacte et tout € > 0, il existe une constante positive C telle
que : f<Cg, lorsque r>¢€). Rappelons trés briévement les
propriétés de ces classes de symboles. L’application,

S™k(U, A) x S™K (U, A) —————— SmHmik+k' (7 A)
(a, b) ab

est continue.

On a Plinjection continue S™*(U,A) < S™*(U,A) si
et seulementsi m<m' et m — k/2<m' — k'[2.

Lorsque U = T* X\0, on notera simplement S™* (T* X\0, A)
par smk (X,A) ou méme S™* (X) si cela ne préte pas a confusion.
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On a ’'injection continue :

$™ (X, A) — SpITX) (3.1)
avec k_ = —sup(0,—k) et S'I'/;,ll//zzk— (X) étant la classe de L.

Hormander (cf. [9]).

Rappelons que si k est un entier positif et si @ est un symbole
classique d’ordre m, i.e. admettant un développement asymptotique
de la forme : a~ Y a ol a

"‘-"0

i=
m —j, alors a€S™*(U,A) si et seulement si a,, _
Pordre [k — 2j], sur A.

Les classes ainsi introduites étant bien adaptées a I’utilisation
des transformations canoniques, on pourra se ramener souvent au
casou U estun cone de T* R"\0 et o A = X, est défini comme
I’ensemble :

m_j m_j est homogeéne de degré

j Sannule a

Z, = (z,0=0W,t,n,DER"? xR xXR" 4 x RINU

telsque t=7=0}. (3.2)
On peut alors prendre :

r=1% et ds (z §)=\/t|2+l‘rl2 +—l—-
Fo " T

3.2. Classe de syinboles a paramétre,

Soit u un paramétre réel, u = 1; on pose la définition :

DEFINITION (3.2). — Soient m et k deux réels. On désigne par
S{,”"‘(U,A_) l’espace des fonctions a, dépendant du paramétre u,
C™ sur U (uniformément en u) telles que, pour tous champs de
vecteurs X,,...,X,,Y,,..., Y, C”, homogénes de degré zéro
sur U, tels que les X; (j =1,...,p) soient tangents a A, onait:

|Xl...Xle,,.an“|grmdz—q (*)

* (Si f“ et g, sont deux fonctions positives C™, définies sur U
et dépendant d’un paramétre p, on écrira  f, g g, siet seulement
si, pour tout sous-cone U’ CV a base compacte, il existe € et ¢ >0
indépendants de p telsque: f, <cg, désque r >¢).
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La classe SZ”"(U,A) est donc la classe des symboles de L.
Boutet de Monvel dépendant uniformément de u. Dans la suite,
nous aurons besoin des classes plus générales suivantes pour lesquelles
nous posons la définition :

DEFINITION (3.3). — Soient q et 0 deux réels positifs. Nous
dirons qu'un symbole a,, dépendant du paramétre p, est dans
la classe Sj;€(U, A) si et seulement si :

a, ESP*(U,A) et wig,€SyHICUNEray Ay,

On suppose maintenant que U = T* X\0.

DEFINITION (3.4). — Nous dirons qu’un opérateur pseudo-
différentiel A, dépendant du paramétre u, est dans OP S;”,'o" X, A)
s’il existe a, € S",’f;,"(X ,A) tel que l'opérateur : p?(A, — a,(x,D,))
soit un opérateur dont le noyau K#(x,x') est C”, uniformément
par rapporta | .

Dans le cas o X est un ouvert de R" voisinage de I’origine
et o A est donné par (3.2), I’espace SZ:;,"(X,A) peut étre carac-
térisé comme I’ensemble des fonctions C~ a,(x,§) sur Xx R”
dépendant du paramétre p telles que pour tout compact K de
X, pour tout multi-indice «,f,~y, 8, il existe une constante
Cap,y.5 x> 0 telle que, pour tout u =1 ettout (x, £,

a Ap 5
Ia, ay a;’ an a“(x’g)l
S Copiy,8,k (gym—ki2=181-lvi/2+1e1/2
x(1+u <E)—o + |t <£>1/2 + 17| <E>_1/2)_q

x (1+ |2 (S)lIZ + |7 (E)—lﬁ)k*‘q-—la\—lvl )

3.3)

La démonstration est laissée au lecteur. On peut étendre les propriétés
mentionnées au § 3.1 pour les classes de L. Boutet de Monvel a ces
classes plus générales. Nous utiliserons dans la suite les propriétés
suivantes. L’application :

SIE(X, A) x SPF (X, A)— SRR (X, A)

3.4)

(a,p) —> a. b

est continue, uniformément par rapport a u.
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On a les injections continues :
Spa (X, A) > STE(X, ) (3.5)
sigq=>4q',
oy (X, 4) > STF(X, A) (3.6)

sietseulementsi m<m' et m — k/2<m' — K'/2.

Si a,(x, HESTF(X,A) et si b,(x,HESHF (X, ) Il
support de b, étant a base compacte indépendante de M, ona :

a,(x, D)o b,(x, D) EOPST KK (X A) (3.7)

q+q',0

etsi b;(x,D,) désigne I'adjointde b, (x,D,), ona:
b}(x,D,) €OPST ¥ (X, A). 3.8)

Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner les démonstrations
des propositions (3.2) et (3.6) de [3].

3.3. Estimations pour la trace d’une classe d’o.p.d. a paramétres.

On se place maintenant dans le cadre du § 1, ie. : X =8,
A=3%, m estunréel et n, d et k sont des entiers strictement
positifs tels que : m — k>0 et n>d. £ est un sous-cone sym-
plectique de codimension 2d dans T* Q\0. 6 est désormais fixé
égal a :

0 — m—k .
2k

(3.9

On omettra dans la suite la référence a 6 dans les classes S",:f,
qu’on notera désormais S;” . On gardera les notations classiques
de [9]. ¥ étant symplectique, on sait (cf. [3] ou [17]) que pour
tout {€Z il existe un voisinage conique V, de { dans T* Q\0
et une transformation canonique K, de V. dans T* R"\0,
telle que JCK,(V&, NZ) soit donné dans V, =J,(V,) par (3.2).
De plus, si on note ' = {(y, =K (7); v EVg}, il existe, d’aprés
[17], un Fourier intégral U, associé 3 K,, U, €I° (R" x Q;I)
tel que :

WF'(U}" U, -DNV, = @

, ~ (3.10)
WF' (U, U} —DNV, =¢.
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On peut construire une partition de I'unité pseudo-différentielle
(x,(x sD))j=0,1,... n d’oOpérateurs pseudo-différentiels proprement
supportés, classiques d’ordre zéro tels que :

WF'(gj X(x,D) ~1)= 9 3.11)
j=o0
WF'(x,(x,D)NE = ¢ (3.12)
et,pourtout j =1,...,N, ilexiste §; € tel que
W' (x (x, D)) C V. (3.13)

ou V; est celui défini précédemment. Soit maintenant
A, GOPS"(SZ 2) dapres(3 7)ona:

AD = A, o x;(x,D,)EOPS;(Q,T). (3.14)
Considérons maintenant I’opérateur pseudo-différentiel,

A = ) y*
AP = U, AP UE .

Compte tenu de (3.13) et des propositions (3.12) et (3.13) de

B, AD € PS> (R" | T (3.15
W q (R",Zp) 15)

ou X, est définien (3.2).
On pose : OPS; ™ = ﬂ OPS?-° .

Onaegalement la propriété suivante ; si a(’) (z,¢) estlesymbole
de A (défini modulo S~ (T*R™\0,%,)) ona:

7P (2,5 €ES;™0(T* R"\O)\V;,I  Zo) . (3.16)

Remarquons maintenant que quitte a remplacer U, par
U;j = ¥,(z) Ug,’_ , ou W, est a support compact et est égal a 1 sur
la projection de VI sur R", on peut choisir a(’)(z ¢) a support
compact en z (indépendant de M) et tel que : A(’) (’)(z D,)
soit un opérateur dont le noyau K(’)(z z") est C et a support
compact (indépendant de ).

Compte tenu de la définition (3.4), on en déduit qu’il existe
une constante C >0 telle que, pour tout u=1, pour tout
j=1,...,N, onait:

ITr(AY — 3P (z,D,)I<Cu7 . (3.17)

5
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De méme, d’aprés (3.13), il existe une constante C > 0, telle
" que, pour tout 4 =1, onait:

~ -
ffnnxn,.\vj l'a,’(z,9)ldzdf <Cp9 . (3.18)

Remarquons enfin que 'on peut toujours supposer que V a
été choisi assez petit de sorte quesi (z,¢) € V;, on ait :

71 <Inl(z, ) =,t,n,HER"? xR xR""?“xRY). (3.19)

L’objet des propositions qui vont suivre est de donner un compor-
tement grossier, lorsque u tend vers + oo, des traces de différentes
classes d’o.p.d.

PROPOSITION (3.1). — Soit A, € OPS;;* P~ ~P(Q %) avec :
m-—k>n, k>d, o<p<Inf(2d,n).

Alors A, est un opérateur a trace etona :

. m
i)Si md —kn —p > )>0

T!‘A“=0([.l ”';p) : M—> + oo

ii) Si md_kn_p(—';i—k) =0

n—p

TrA#=O(u Logu) : u—> + oo

iii) Si md—kn—p(%n-—-k)<0

TeA =O( —2k+2k(" —d - P/2) )
“

M—> + oo,

Démonstration. — Nous désignerons par C toute constante
positive ne dépendant pas de p. D’aprés (3.1) et (3.8) A, et A*
sont dans OPS,‘/;"‘;/'; ~PI2(Q) et par conséquent continus de L (SZ)
dans H™-**PI2(Q).

Comme m — k + pf2 >n, on en déduit (cf. [1] et [10]) que
A, estun opérateur a trace.
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Les A,(f) étant définis en (3.14), il résulte de (3.11) que :
XA -
A,— Y AP eops;;@,3)
j=0

et par conséquent :

N
TrA, = 2 TrAD +0(u=2%). (3.20)

j=0

On est donc ramené au calcul de Tr Aff) pour j=0,...,N.
Lecas j=0

Compte tenu de (3.12), A) €OPS;"7-°(Q, 2).

Par conséquent, si aﬂ(x,E) est un symbole de Ag dans un
systéme de coordonnées, on a : [aJ(x,§)|<C+ [END™™7P et

-k 1
—m—p+2k(m +2)
laS(x, )| < Cu~2k(1 + | &) o

SCu (1 +1ED7P.
En particulier, on en déduit :

lad(x, §)I < CA+1EDP (£ + p2)71 . (3.21)
Par conséquent :

dg
ITraj(x,D)I<C f,, (1 + [ED? (€™ + pu2b)

—2k+2k (=) f*"’ r"=ldr
K o r°(1+rm)

Compte tenu des relations n >p et m > n, onadonc:

Tral(x,D,) = O(M_2k+2k(n';p)> ;0 M > + oo,
Par ailleurs : Tr (AJ — al(x,D,)) = O(u~2%),
D’ou :
A =o(i ) Ly he. a2
Lecas j=1

On remarque que :

NG @ —
Up AP Uy — AP €0PS,7 (9, 2)
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et que par conséquent :
D My = -
Tr(U;‘i A, U‘i — A“’ ) = 0O(u~2%k). (3.23)

Compte tenu des propriétés des traces,on a :

Tr(Uf AP Uy) = Tr A U, UY). (3.24)

Mais d’aprés (3.10) :
TrAY — Tr(AY U,i U;!‘j) = O(p-2%), (3.25)

Compte tenu de (3.18), (3.23), (3.24) et (3.25), on a donc :

TrAD — o ([ 92,0 dzd = 0%, u—> + .
Vi (3.26)
On utilise maintenant la propriété que :

@D (z,0) € S5 P 2P (T* R™\0, Z,)

et que le support conique de ?i‘(] ) est compact.

Par conséquent, d’aprés (3.3), on a dans Vi :
13 (2,01 < CLp)y ™ =P (1 4+ 111 {2 + | 7| (n)~1/2)~P

m—k
X (T+pm2 + 1112+ 171 ()22 3.27)

Rappelons également que |¢| < C dans Vi.

Posons :

0, =[] =30¢. pndzay,
pi<u™

I(’) = _2k_ a(’)(z $)dz d¢
/f"' <igl<um-Fk

et ff
I(f) = ~(1)(2,§)d2d§.
|$’|>M"" T

LeEMME (3.1). — Ona:

It(ti,)l = 0(“ ",;p>.
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Preuve, — D’aprés (3.27)on a :

0 <cu* I imrera e

<ini + ~1%=P dt dr d
lri<inl EARE/ ] Tdn
<cuw?* [[[ 5 1nP Qe+ 17)7P dr dran

Ini<u™

I71<1

iti1<c’

(C' étant une constante positive indépendante de ).
Comme p < 2d et p <n, onabien le lemme (3.1).

LEMME (3.2). — Ona:

. —2k+2k B=9=P/2
I(J?a=0(u =)

Preuve. — Comme k>d et m—k>n—d, on déduit de
(3.27) que :
<c fff e mrmrRa s s
mi>wm =t +171 In1™"?)72*=P dr dr dn
<C / 2k |p|=" =P dn
Ini>pm—k
< C#-zknk%,

D’otl le lemme (3.2).

LEMME (3.3). — Quand p —> + o, ona:

o(u""”"lm_—p) . simd—kn—p(=——k)>0
2

19, = { o(W ™ *F Logu) : si md — kn ~p(Z-8 =0

;_g_i_md—kn—p(%l—— ) <o.

Preuve, — On utilise (3.27) sous la forme :
2P, HI<CUnl + 1t Inl + 17D7P (8% + |qm%
+ 1% 0™ + |72 g2
pour (z,$) dans Vi et |¢1=>1.
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On fait alors le changement de variable :

2k k _k
(y— K, u M g2, gk lnl"’t> (m',r',t).  (3.28)

On obtient alors que :

M e 139G, 0ldzdg
M <|p<pm-k
171< Inl
n—-d—-p/2
< C#-2k+2k ok 2k7 Inl—m+k-p/2

12p Mm-k)< |n <2

(L+ 121+ 17D (™% + 1+ | P* + 725! drdr)dn.

(I,

Comme p <2d, ona:

x R4

M k139 (z,8)dz dt
p < igi<u™ o
I71< ]
n—d—-p/2
< C“_2k+2k m—k f 2k2 Inl—m*-k—p/'l

lﬂ”_m(m—-k) <l71|<2

x(ﬂ At + 17D A0l + 1+ [¢1** + |71**)"  dt dr) dn
RY x R4
—2k+2k B=9ZP/2

<Cu o [ e Il

12 M=K <ini<2

~p[2- ( ) (m— k)dn

Compte tenu de (3.26), on en déduit que :

n— d p/2 dm—kn—p(m/2~k)

- -1
f 2 or k dr

12 p mMim—k) n “-zk)

-2k +2k

11}{}2f<c(

Le lemme (3.3) s’en suit alors aisément.

La proposition (3.1) se dédult alors de (3.22), (3.26) et des
lemmes (3.1), (3.2) et (3.3). C.Q.F.D.

On a le corollaire suivant :

COROLLAIRE (3.1). — Soit A, €OPS;"~1~**~1(Q %) ou I'on
a: m—k>net k>d.
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Alors A, est un opérateur d trace etona :

i) si md — kn =0

—2k+2k -
TrA“=o(y "‘) ;o M + o
i) si md — kn<0
—2k+2k 224
TrA“=o(u ""k) ;o M t oo,

Nous aurons également besoin des propositions suivantes et de
leurs corollaires.

PROPOSITION (3.2). — Soit A, € OPS;™~2**1(Q, ).
On suppose toujours que : m — k>n et k> d.

Alors A, est un opérateur d trace etona :
m
i) si md — kn +—?>0

TrA, = 0 (“-2k+2k 7:—)

; u—— t oo
m
ii)si md —kn +—=10

—2k+2k
TrA“=O(u ’"Logy) i u—> + o0

m
iti) st md — kn + =<0

—2k+2kn=d=1/2
TrA, = O(u m—k )

;b t oo,

COROLLAIRE (3.21). — Sous les hypothéses de la proposition
(3.2),0ona:

i)si md —kn =20

n
—2k+2k7)

TrA“=O<p
ii) si md — kn <0

;o MT> + oo

—2k+2k 229
TrAp=o(u "'"‘) i M— + oo,
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PROPOSITION (3.3). — Soit A, eopsm;‘ "2, %),
On suppose toujours que : m — k >n et k> d.

Alors A, estun opérateur dtraceetona:

iysi md —kn — (m —k)>0

—2k+2k 2L

TTA,;=0(# '") ; m— + o
ii) si md —kn —(m — k) =0
—2k+2k 221

TrAF=O(u m Logy) TR i

iii) si md — kn — (m — k) <0
d

TrAﬂ=O<p '”") ; p— + oo,

COROLLAIRE (3.3). — Sous les hypothéses de la proposition (3.3),
etsi md —kn>0, ona:

TrA, = o(y—2k+2km) ;0 M oo,

Démonstration de la proposition (3.2). — Elle suit les mémes
étapes que la démonstration de la proposition (3.1). La majoration
de Tr A° ne pose pas de problémes nouveaux. On se raméne donc,
comme precedemment a 'étude de Tr a(’)(z D) G=1, ,N).
L’estimation (3.27) est remplacée par l’estlmatlon suivante,

120z, I <Clp)y ™ 121+ [t () + |71 <01/
m—k
X (1+udn) 2% + [t + |71 ()~ 272k (3.29)

dans Vj, j=1,...,N.

On en déduit que le lemme (3.1) est encore valable (avec p = 0)
et que :

=1 @G5z
151> "™
<Cf 26 InT™ 1 dn
Ini> ™=K [2

_ n—d—1/2
<cu T (3.30)
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Lemme (3.4). — Soit 19, = [[ 4 w_ TP (z,8) dz dt.
M

Ona:

i) si md — kn +%>0

—2k+2k L
0(# '") ; m—> F oo

ii) si md — kn %=o

i)
L

—2k+2k &
19, = o(u M logu) 3 w—> + e
i) 51 md — kn + - <0

o ( —2k+2k——/—"_":‘_‘kz)
L, =0\n s kT oo,

Preuve. — On utilise (3.29) sous la forme,

12D, H1<Cdnl™ + el + 171 1n1™h)
x (™% 4+ w2 + [tP* ™ + |72* "N sur V

Le changement de variable (3.28) permet d’obtenir :

S o 2w 18Pz, 01dzdg

e <ipi<u™k

-2k+2k%}-}2 f

< C“ 2k2 Inl—m+k—l/2

1/2 #—m(m—k)

<|ni<2

A+ 1t + 17D U™  + 14 1212 + | 71>*)" Y dr dr ) dn
RYx RY
—2k+2k1:nd+klaf

<Cu 2k

1/2 p mm—k) < ni<2

(m—k)(2d +1)+k
SR )dn .

d
—=(m-k)-1/2
(Inl ,

+ ||
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Par conséquent :
n-d—1/2 dm—kn+m/2
— 2k +2k ——LZ. 2 - -1
m—k f_ w2 4 dr.
u m(m-—k)

Le lemme (3.4) s’en déduit alors aisément.

1 <Cu

La proposition (3.2) est donc démontrée.

Démonstration de la proposition (3.3). — Elle est identique
aux précédentes a part quelques modifications mineures.

(3.21) devient :

lag(x, )| < C Q1+ |EDT! (JEI™ + p2k+2)~t
On en déduit que :
Tra)(x,D,) = O(u

—2k+2k B2t 540 ."_“’_)
m m

Comme n <m onadonc:
—2k+2k 2=t
Tr A) = O(p m ) (3.31)

L’estimation (3.27) devient :

_m-k
130, HISC ™™ A+ pn) 2 + [t (g
+ ‘TI <n>—l/2)—2k—2

dans Vi’ pour j=1, ...,N.

On a alors :
[, 139, 0ldza
igi<p™
I71< Inl
_m—k
<cuw?* [ _u (14w 4 o) (2 .
||1:'|IZT1:‘Im +|‘r|<n)—l/2) dt dr dn
1ti<c’
X
<Cu'2"fff H(1+u’"+|t|(n)”2 .
ini<2u™ + 7] (n>-1/2) dt dr dn
I7I< Inl
1tI<c’
2k
—2Kk— —
<Cu m ff 2k drdn.

Ini<u™
I7I< Inl
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Par conséquent on a :
—2k+2k Bt

11O 1< Cu " (3.33)

Comme dans la démonstration du lemme (3.2), on déduit de
(3.32) que :

N —2k+2k "_"
|I”’3|<Cu . (3.34)

LEMME (3.5). — Quand p—> + o, ona:

O(u "') ; si md—kn—(m—k)>0
. 2 n—-1
1;(11,)3= O(p '"dLogp) ; si md—kn—(m-—k)=0
—2k+2k = )
O(p ) ; si md—kn—-(m—-k)<O0.

Preuve. — Le changement de variable (3.28) et (3.32) montrent
que :

IS 2 w139z, 8l dz
p™ <m<u"’"‘
m—k

<cy *m fff o ik (14 [l 2

mm-0f; <ini<2

—2k—2
{'|ﬂ+|'r|) dt drdn

—2k+2k 1224 —-(m _k)+ =k
<Cu m-k f_ 2k2 Inl k dn.

u mm-K), <|ni<2

On en déduit alors facilement le lemme (3.5).

La proposition (3.3) se déduit alors aisément de (3.31), (3.33),
(3.34) et du lemme (3.5).
C.Q.F.D.

4. ETUDE MICRO-LOCALE DE LA RESOLVANTE

Soit P(x,D,) lopérateur pseudo-différentiel classique du § 1
sur .
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On sait qu’en tout point §, de la variété caractéristique de
P(x,D,), Z, il existe un voisinage conique V de §{,, une trans-
formation canonique, ¥ : V—> T* R"\0, et un Fourier intégral
elliptique, d’ordre zéro, associé 3 K, U, telque:

WF' (U*U-DNV =0,
WF(UU*—DNV=0¢ V=KWV
et = = K(ZNV) estdonné par (3.2).

Alors, P(z, D,) = UP(x,D,) U* est un opérateur pseudo-
différentiel classique, admettant un symbole, p(z,¢{), ayant un
développement asymptotique en termes homogénes,

B, 0=z, 0+ By (2,0

~

Dm_;(z,%) étant homogéne de degré m —j et sa restriction 4 V
s’annulant a 'ordre [2k — 2j], sur ¥,

A l'aide de la formule de Taylor on peut écrire dans V.

Dz, )= ¥ als(z,0)t*®  (j=0,1,...,k)
lal+IBl=2k—-2j
la| 1Bl
i m-—k+ZT—5 on
avec a{(z,HES, , (R™).
Soit alors,

k Py

Pz, ) =ps(y.t;m, 1) =Y Y aP,(y,0,n,0) 17"

j=0 lal+Ifl=2k-2j

On peut écrire :

’52(y,t;n,7)= Z aayp(y,n)ta’rﬁ
lal+18I< 2k
lal 181
m—k+———
avec a,3(y,MES, , 2 2 (R"9),

Pour tout {€X NV, on choisit sur (T, =)' des coordonnées
symplectiques ; alors I'opérateur différentiel a coefficients polynomiaux
P;(t,~D,) du § 1 associé¢ a P(x,D,) a, d’aprés [7], le méme spectre
que P, ,(¢,D,) desymbole, Dy (y,?,n,7), si K()=(»,0;n,0).

On identifie (¥,0;7,0) a (¥y,n).
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Par conséquent, compte tenu des hypothéses du théoréme 1.1,
pour tout (y,n)EZX, ~§(y,n) (t,D,) réalise un isomorphisme sur
S(R% et grace a (1.1), P(y,n)(t ,D,) est formellemenL auto-adjoint.
Mais (1.2) nous dit que : P,(z,$)=0; V(z,{)EV et, comme
Em (z,¢) s’annule éxactement 4 'ordre 2k sur ) , on a bien :

Proaw = X a,,(y,mt*f >0,
lal+|Bl=2k

V(y,mMEZ et V(t,7)ERM\0.

Par conséquent, pour tout (y,n) e , l'opérateur différentiel
Ey,n)(t’ D,) vérifie les hypothéses du § 2 et, pour tout réel u,
P(y,n)(t,D,) + iu?* 1 réalise un isomorphisme de B?*(RY) sur
L?(R%) d’inverse Oy,m (K, 2, D). Il résulte du § 2 que, pour tout
y,nNEZ, O(y.m (u,t,D,) admet un symbole complet,

Oy, m (8,1, T) ESTH(RYM).
Mais '172 (y, t, n, 7) vérifie la propriété suivante :
Pe(y,s 2t sn,s' 2 1)y =s""Kpo(y,t,n,7) ; Vs>0. (41)

On en déduit que a(y'n)(p, t, 1) vérifie :

m-—k
a(}':"))(#’ t,7) = sk O(y,sm) \S 2k ”"S_l,z t, si? T) , Vs>0.
4.2)
On a en particulier :
_{m-k)
Oy, D=0~ Rg (Inl oM, |n|“/21)
(7ar) (4.3)

Par conséquent, d’aprésle § 2 :
Oy, m (M, 1, T)ESTH(Z x R¥*),

On en déduit que, pour tout multi-indice (a,$,60,7), Jl existe
une constante Ca,ﬁ,o,'y >0, telle que, pour tout (y,n)€ZX, pour
tout (¢, 7) € R?? et pour tout u = 0 on ait :

18l lal

—m+k— -
m lyi 2 T3

. ]
185 87 87 3% 0, (B, 1,1 <Cup., Inl
_m—-k

x (L4+ulnl 2 + 21t + g7 2 |~ 2k-tel=180 0 (4.4)
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Soit x(z,8) =x(¥,t,n,7) une fonction C”, positive,
homogéne de degré zéro (if. x(z,s8)=x(z,¢), Vs>0, [§] et
|s¢| > 1/2) asupport dans V.

Soit G,(z,¢) le symbole

'OV”(Z,K) = Ep(y)t;nyf) =X(y,t,n,"')-o(y,n)(l‘at,'r)- (4-5)
Onadaprés (4.4): T,(z, H) ES;™~*(R", ).

PROPOSITION (4.1). — Sous les hypothéses du théoréme (1.1)
et (4.5), si V est choisi assez petitona :

(f”(z ,D,) +ip* 1) 5,,(2,1),) =x(z,D,)+r, o(z,D,) +r, ,(z,D,)
ou x(z,D,) estl'o.p.d. desymbole complet x(z,%) et:

r, 0(z,D,) EOPS; "1 (R", Z)

r, 1(z,D,) EOPSH! (R", T) .

Démonstration. — On peut toujours supposer que V est choisi
assez petit de fagon qu’il existe x'(Z, §)€S?’0(R"), homogeéne de
degré 1, égal a 1 sur ’y , de support a base compacte inclus dans un
cone V' tel que : V' C{(y,t,n,7) ;In1=1/2 ;|71<|nl} et
WF(UU*-)NV =¢.

Danscecasona :
(P(z,D,) — Py (z,D,) x'(z,D,) EOPS™**1(R" T)
et donc
r,1(z,D) % F(z,D,) - By(z,D,) x'(z,D,) §,(z,D,)

r,.1(z,D,) EOPSY}(R", T) (4.6)
et

(P(z,D,) - Py(z,D,) 1 -x'(z,D,)) G,(z,D,)EOPS; (R",%) .
Ecrivons que :
(Pg(z,D,) + ip?*D) ?7'“(2 ,D,) =¢,(z,D,)
avec c“(z , D,) de symbole complet :
ez, =0n [ e (gl g 41D + i)

xXx( =y, t—t"in, 00, _ o (u,t—t' 1)d dt .
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Comme ps(y,t, D,,D,) est différentiel en ¢ d’ordre 2k,
ona:

—lal

we@n= % —( [

1 _
jal<2k O R x R"~4

VN (pp (vt n+ 0 D)+ i) x 2T (v —y',t,n,T)dy dn’ .

Posons :
— |l

~ l . ~
C“,o(z,§)= 2. a' ag(pZ(y,tan’T)-*-l“zk)a‘: o‘“(yst’n9’r)-
la|< 2k :

Comme o, . (u,t,D,) estlinverse de (i;(y,n) (¢,D,) +ipkD
désque (¥,n) €X, onen déduit que :

2k -—|a|
oz, =xz,0+ R A P

lal=1

2

X _—*
0<B<a Bl —pB)!

af X(z’ g‘) a‘:—ﬂ O(y'n)(“’ty‘r)-

Mais, d’aprés la formule de Taylor, on a pour tout entier M > 1 :

:—lal =lvl

i L
Wz =z = X —= % Rk SRR By
lal< 2k © 1< |yI<KM .

x 3y 07 0, (¥, t,m,7) +r, (2,0

avec

—lal ==yl
ru@ o= L My — ey’

la<2k ! lyi=m V! RP~9d (g9
1
X (f (1-—sM! a:, oy ps(y,t,n+ sn’,*r)ds)
o

x )3y G, (y —y',t,n,ndy dn .

On vérifie alors aisément grice a la proposition 2.1 de [3] que,
e, (2,8 — ¢, o(z, ) €SI (R, E). (4.8)

Et comme x(z,$) €S? ,(R"), on déduit de (4.6) que :
Cuo(z,0) —x(z,H)ES (R, ). (4.9)
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Par conséquent (4.6), (4.8) et (4.9) prouvent la proposition (4.1).

Notons maintenant ¥ (»,n) la fonction positive, homogéne,

définie sur 3 par, X(v,m=x(»,0, ,0).
Inl

Remarquons que, pour tout (y,n) € 5 ,ona:

Hess?* B,,(»,0,1,0) (¢, = X  a,,(»,mt*7¢
lal+1B81=2k
et

dtdr.
1

v(@,) y.,n) = j](mmm ox Ga, 8 ™ r3)<

PROPOSITION (4.2). — Sous les hypothéses du théoréme (1.1), si
m—k>n et k>d 0,(z,D,) (défini en (4.5)) est un opérateur
a trace et, quand md — kn < 0, sa trace admet le comportement
asymptotique suivant lorsque pu tend vers linfini :

i)Si md —kn<O0

~ —2k+2k =94 d
Tro,(z,D,) = m—k (pq)~(n-d) L~ 2
u ,) = U (2m) Yom— B
™ 2 -
X Y
{cos n—d__ (;:.1 fu,(y,n)« X(y,ndydn
2(m —k) )

|
s
T

X(v,ndy dn)
_i(yan)>"l

" ~
- > [ X, m) dy dn
_n_:i_ ) jez\o “l#j(y.m)I<1

2(m — k)

( -2k+2k 22 “,’c)
+ o\p ;o Mt

i) Si md —kn =20

~ —2k+2k = 2 2 _
Tro,(z,D,) =n "™ logu " QmT" —
nm . nmw ~
X(—— —1 X(y,n)dydn

mr)) ¥(Pp) (7, M) >1

2m cos (%:—) 2m sin ( -

(—2k+2k7)
+o\u ;M t+
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ot (i (y,M)ez\o désigne la suite des valeurs propres de F( y.my (£.D))
rangée dans l’ordre habituel.

Démonstration. — Dans la suite C désignera toute constante
positive indépéndante de u. Comme ?fp(z ,©) (de S;**(R", )
a son support a base compacte, la démonstration de la proposition
(3.1) nous dit que I’on a la formule :

Tr3,(z,0) = 20" [[ §,(z, ) dz at.

Par conséquent on a :

—2k+2k B4
N 0(0™™m%) . & md_kn<o0
Tr o“(z,Dz) = n
—2k+2k —
O(u "’Log#) i si md—kn=0

quand p——> + oo,

Comme x(z,¢) (de S?,O(R")) a son support dans V, si
vz, =vy,t,n,7) est un symbole classique d’ordre zéro, égal
a 1 sur le support de x(z,¢) et de~support a base compacte et
inclus dans un voisinage conique de X de la forme {|n|=1/2;
|71 < Inl}, on déduit de la définition de X (¥, n) que :

v, t,n, DX, t,n,7) =X, n)
0(}’.71)(“ > t H T) € S;;n,_2k+l (R” s E)

et que son support est a base compacte.

La démonstration de la proposition (3.2) nous permet de dire
que :

R CER IR )
o(y,n)(u,t,r)ldt dy drdn

—2k+2k m
M m : si md—kn +? >0
—2k+2k m
<C{ u "™ Logm ; si md—kn+-?=
_2k+2k_”_}nd_;kl_ﬁ m

u ; sl md—kn+—2—<0,
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Et donc, pour tout C' > 0 indépendantde u, ona:
Jfﬂ m>12 (X, t,n,7) =Xy, )

i+l <o
Inl

O0y.mK,t,7)dtdrdndy

O(u—zk”kﬁ) ; si o md —kn=20

—2k+2k B=d
(p ’""‘) ; si md—kn<0. (4.10)

LEMME (4.1). — Si md — kn <0, ona:
Tr%,(z,D,) = @0 " [[[[ X .m0y, t, 1) dy dr dndr

+0(# '"“") i p— + oo,
Preuve. — Grice a (4.4), on a les estimations
ﬂff L IXG.moeg, (k. t,)ldy dtdndr
m+——>c'
|m>1/2 )
m —
<cflf . areToasuia T g
ItI+—>C' N i ok
Inl>l/2 Inl |7)~**dt dr dn
_(m=k) -2k+2d
<C -(m—k)(l + 2k 4 1/2)
SC sy 1 kil In] dn.
=2k

’

On fait le changement de variable, u ™ n =n".

On en déduit alors que :

lef - IX(y.mog (1, t,7)dy dtdndr

i+ >
ln|>1/2” d ks
—2k+2k = - -
<o E [k g KR (f 4 ) dn .
Inl> u '"/2
“4.11)
Comme dm — kn <0, onaalors:
~ —2k+2k o
T 1R Moy 1,0l dydrdndr < Cp .
It|+m>c (4.12)

Inl>1/2
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Mais Fy(z,f)ES;,:'"_2k(R”,§) et doncona :

I s@.odda=ow™. @413
igI<c’
n—d n
Par conséquent, en remarquant que : —— > — quand
m—k m

dm — kn <0, on déduit aisément de (4.10), (4.12) et (4.13) que,
sidm—kn<O0:

Trd,(z,D,) = 2m)~™" -/]]];n» 12 —d

~ ( —2k+2k oy
XV, m 0y n(u,t,7)dy dtdndr +o\u ; M= +oo,
(4.14)

En utilisant (4.4) et en faisant le changement de variable (3.28),
ona:

‘[f‘ﬂanl/z IX(.m) Oy, m(Mst, 7)| dy dt dndt

n—d
—2k+2k 225 _(m=k)
3 —(m—
<Cu = 2 In|=m =R (|| 2

inl<u M~k

+ 1t + |71 + D" **dt drdn

—2k+2k =9

= _(m_k)£< m—k —2k+2d
<Cu meE [ 2k__ || “Ain| 2 +1) dn.
ni<u ™4

On en déduit alors que, si dm — kn <0 :

i)

<ty XM O, (w1, 1) dtdrdn = O(u=2%*2dy  (4.15)

Le lemme (4.1) résulte alors de (4.14) et (4.15).

LEMME (4.2). — Si md —kn =0, ona:
rae 0= [l
s L2 <inl<2u

X7, m) 0y (k. t,7)dydt dndr

( -2k+2k-’"i)
+ O\ u T
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Preuve. — Les lemmes (3.1) et (3.2) montrent que si md —kn =0,

ff"u(z,f)dZdef_zz. 2% o,(z,¢)dz df
p™ <izi<p™k
o™ ™ W) L it e @16

Mais (4.10) nous dit que,si md — kn =0, ona:

]M 2k 2k |[(x(y,t,n,7)

12u™ <ipl<2u™ kK

|t|+‘—f-l<c'
Inl

— X, ) 0y, (1, t, 1) dy dt dndr

-0 (#—2k+2k%)

i u—> + oo, (4.17)

D’aprés (4.4) on a aisément :

f/ff 2k 2k IX(,m 0, (8, t,DIdy dtdndr

120™ <ipgi<2u™”
1+ s ¢
Inl

_m-k
<ijff 2k _Z_Llnl'(m‘k)(nlnl 2k

120" <imi<2u™ ¥

-2k
It +171>C g1 /2

+1+|t|+|'r|> dtdrdn
_m—k —2k+2d
<cf =x 210~ =0 (g " 5 i)
12u™ <ini<2p™”

dn .

On fait alors le changement de variable
2k

’

pmn=n.

On en déduit alors, pour md — kn = 0, ’estimation :

jj]] 2k 2k X(,n O(y,,,)(u,t,f)dy dt dndr
120 ™ Qi< 2™k
17l s o
Ir|+|n|>c _ O( _2k+2k%) | .
M ;0 M—> + oo, (4.18)

Le lemme (4.2) résulte alors de (4.16), (4.17) et (4.18).
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LemME (4.3). — Si md — kn < Q alors,
em™ [[[] X2, 6q, . t, Hdydtddr

=M—2k+2k;:‘]j¢ (2m)-n+d n—d T
2(m —k) cos (7 n—d
S —_—
2(m—k))
> > | o
jez—o VY (rm)I<1 Xy, n)sgnw;(y,n)dy dn
1r al
sin{m _n—_d_) iez..o~/:/t‘yl.(y,,,)|<1 X(y,mdydn .
2(m —k)

Preuve. — D’aprés la définition de O(y,,,)(# ,t,T), ona:
en™ [[[] X».m o ok, t,7)dy dt dndr
=em™*? [[ X, mTrog, »(u,1,D,)dydn

— (2ﬂ)—n+d % ~ ,
;e}z‘\off x.m w(y,m +ip*

dydn.

Mais d’aprés (4.1) les valeurs propres (1 (¥y,m);jez\o ont la
propriété d’homogénéité suivante :

w,m=r " upy,m 5 Vr>0 (4.19)

et comme X (¥,n) est homogéne de degré zéro, on en déduit que :

Qm™" ffff X, og, ok, t,7)dydtdndr

—2kr2k 29 \ X, m
m-—k (21[) n+d >-‘

=M —_—
j€z\o ”'i(y ,m +i

dy dn.

On passe en coordonnées polaires :

(r, wW)ER X gr-d-1 (gn-d-1t désigne la sphére unité de dimension
n — d — 1) puis on fait le changement de variable :
1

(u,-(y,w)'""‘r,w)=(r',w) , si j>0

et 1

((_ ”](y9(‘)))m_k raw>=(r'>w) ’ si j<0
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alors compte tenu de (4.19) on a :

@m™" fﬂf Xy, m 0y (k. t,7)dydtdndr

d ~
-2k + 2k N y s -
=u mkemTme Y 2—X(y—7L(u,(y,n)+z)dy dn
jez-o Y W (y,m+1
—-d +o pn—dtm—k—1
_ k —n+d -
=u T Qny gfo e
]GZ offn d gh— —-d—1 X(y’w)
(v, w)| ™= sgny,(y w)dy dw

* 400 rn —-d-1
L,
o r2m=k) 4

-~ » _n—d
iy ]fn,,_d ey X0 @), @) " dyde
] - X

k n—d
Remarquons que dm — kn <0 < 7

>1 et, compte
m—k

tenu de (2.10), on voit aisément que I’expression précédente est abso-
lument convergente si md — kn <0,

En utilisant les formules bien connues des fonctions beta
(cf. § 2), on obtient que,si md — kn <0 :

m™" ffff X, 0, (k. t,7)dy dtdndr

_ —2k+2k d )"+ 1 m
—H " am 20m — k) n_d
" m — k))

nd

ff X, @) (v, @) ™ * sgn (v, w) dy do
]EZ\O n-d gn—d-1

1T

n—d > iE‘-Z‘\O gn—d,gn-d-1
2m — k) L

X, ) g, ol ™ *dydw . (4.20)

—1i
sin (w
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Remarquons enfin que ’homogénéité de X(y,n) et celle (4.19)

de uj(y n) impliquent que :
n-d —-d

ff,, a, g1 X, w) gy, w)l " F dy dw
=(n—d f X(y,mdydn.

luj (v, m)I<t

Le lemme (4.3) en résulte alors aisément, compte tenu de (4.20).

LEMME (4.4). — Si md — kn =0 alors :
Qm)~ ff 2K k X,n Oy m(B,t,7)dy dt dndr

’"/2<|n|<2u"‘

—2k+2k._

d n
=p " Logu'" (21r)"' a|r_T
n|2m (mr)
0S
¢ 2m
n ~
e e ———— f X (y,n)dy dn
2m sin _) v(Bp) (¥, m)>1
2m
n
+ O(#—zk”kﬁ) ; M + oo,

Preuve. — Faisons le changement de variable (3.28), alors compte
tenude (4.4)ona:

I

/2 <In|<2y
—-2k+2k
= ﬂU P
p MM=0]; < i< 2
X(,m o, (1,1, 7)dydtdndr.

On passe en coordonnées polaires et toujours grice a (4.4) on
en déduit que :

fff 2k X, m 0, ok, t,7)dy dtdndr

1/2# <inl<2u™

—2k+2k%:ik s
= S ar (I,
u m(m-— k)/ n-d s"— —d—-1 p2d

m-—k
pm(m=k) %(y,w)o(y_w)a(y'w)(r 2k ,t,r) dydwdtdr)
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Alors I’estimation (2.6) de la proposition (2.1) montre que, pour
tout (¥, w) dans le supportde X (¥, w) :

Uf%w)( 5 tT)dtdr—[d 17 ,d__,r_)_J

2k ﬂ>— % (ﬂ
Ccos % sin 2k

dt drl

m—-k—-g (m-k)
& S
P

E,2k(y,w,t,1')<1

m-—k
2k

d
<C rm—k—; (m—-k)+
On en déduit alors aisément que, si dm — kn =0 :

ffjf % Xy,n Oy.m(1,t,7)dy dt dndr

2™ <Inl<2u"'

3 —2k+2kﬁ d T _; T
! 2k[ 7d , i’i]
cos Zk) sm( )

2k

st 7E ) e 5009
(f/; )dydw+0(y—2k+2k":";‘

Py 2k (»hw,dtdr,t,7) <1

) M —> + oo,

Par conséquent,si dm — kn =0,

i

ona:
x(y Mo, n(u,t,7)dydtdndr
1/2um<ml<2u (r:m
—2k+2k—- Py ) d -
= my m____ - |7
! ogy nim—k) l:2k Trd)
os( T4
COS %
*1— . ( ij,, i pas X0 @B, (7, @) dy deo
Sin 2k

+O( ’"?‘) ;o M—> + oo, (4.21)

Mais grace a (4.1) on vérifie que »(p,,) (¥,n) a ’homogénéité
suivante : 4

v 0o =" e ), Vr>0. (422)
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Alors P’homogénéité de X et (4.22) montrent que si
dm —kn =0:

ffnn_dxs,._d_, X, w)v(p,) ¥, w)dydw

=tn-a ([ X .mdydn. (4.23)
v(B,,) (¥y,m)>1

Le lemme (4.4) découle alors de (4.21) et (4.23).

Les lemmes (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4) prouvent la proposition
4.2).

5. ETUDE GLOBALE DE LA RESOLVANTE

5.1. Construction de la paramétrixe de P + i\ 1.

On se place toujours sous les hypothéses du théoréme (1.1).
\ sera un réel positif (assez grand) que Pon écrira, A\ = u?* avec
u > 0. Toute constante positive ne dépendant pas de u sera toujours
notée par C.

Remarquons que, si dans un systéme de coordonnées locales,
la densité dx est donnée par g(z)dz, ou g€EC”, g>0 et dz
est la mesure de Lebesgue sur R” ; alors si ¢ est le difféomorphisme,

z 1
¢(Z)=Z' ;Zy = ds ; z; =z s, 1=2,...,n
! ‘/(; g(saz2, ’zn) ! !

par partition de I'unité on construit une densité C” , positive, dx’
sur £, donnée dans les coordonnées z' par une mesure de Lebesgue
sur R",dz', et une transformation unitaire,

U: L2(Q,dx) — L*(2,dx")
U) (") = w(z) = v ' (z").

Comme U est un Fourier intégral elliptique, il résulte de [9] que
I'opérateur UPU* vérifie les mémes propriétés que P.

On peut donc toujours supposer qu’il existe un systéme de coor-
données locales tel que la mesure densité dx soit une mesure de
Lebesgue sur R" dans chaque carte locale.
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PROPOSITION (5.1). — Sous les hypothéses du théoréme (1.1),
il existe un opérateur A, (x,D,)EOPS;"**(Q,Z) tel que :

(P+ip**Do A, (x,D,) =1+ M;(x,D,) +M,(x,D,)
avec,

M{(x,D,) EOPS;'°(R,Z) et M,(x,D,)€EOPS;2(Q,2).

Deplussi m —k>n, k>d et md —kn>0, ona:

—2k+2k L p
TrA,(x,D,) =u "o T —1i L a,
2m cos 7m) sm(m)
2m 2m
—2k+2k 2
+0(# '") ; M—> + oo,

Démonstration. — Dans une carte locale ou la densité dx est
une mesure de Lebesgue sur R”, on considére A,(x,D,) lopérateur
pseudo-différentiel de symbole total :

a,(x,8) = (P,(x,8) +d,_(x,§ +iu2k)™!
ou dp_(x,8) = 1E"%, désque [£]>1.
On vérifie alors comme dans [3] que : a,(x,§) € S;,:""”‘(Q ,2).
Si p(x,§) est un symbole de P(x,D,) dans la carte locale,
on vérifie aisément que :
(p(x,D,) +ip**Doa,(x,D)=1+r,(x,D,)

r,(x,D,) est un opérateur pseudo-différentiel de symbole complet
r“(x , £) vérifiant, pour tout entier N > 0 :

ry(x, 8 =@(x,8 —p,(x,8 —d,_,(x,8)a,(x,8

N —lal
+ I}; oy p(x,80;a,(x,8) +r, n(x,8
al=1
avec
i—lal .
L, D=02m™ Y N+ ¢ IxE
’ lal=N +1 a! R"xR"

1
X (fo (1 —sNaZp(x, ¢ +sz')ds) 3%a,(x — x', ) dx' df’ .
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Comme dgp(x,§)€E S'”—"“I (), on vérifie, comme dans la
démonstration de la proposmon (3.5)de[3], que:
N 1
-=—-2,0
r#’N(x>§)€S2k2 2 (972)'

Mais,  r,(x,§) —r, n(x,§ES;2(Q,2).
Donc, si: Mj(x,D,) = r,(x,D,) —r, n(x,D,)
on obtient que, pour N assez grand :
(P(x,D) +ip* Do A,(x,D,) — I - M(x,D,)
= M (x,D,) EOPS;1°(2,2).

Comme p,,(x,%) est homogéne de degré m et s’annule exac-
tement a 'ordre 2k sur X, on vérifie aisément, compte tenu de
(1.2), que : ._

S a0+ D7 axdg
T™*Q
converge si et seulementsi, m >n et md — kn > 0.

On déduit alors, du choix de a#(x , 8, que:

L —dk2kgn s
TrA,(x,D) = p @0 [ Palx, B + D7 dxdt

+ 0 (u'zk”kw) i p— +o
sim>netmd—kn>0. C.Q.F.D.

Soit maintenant (X;(x,D,);-0,,...,n la partition pseudo-
différentielle de l'unité de T*Q\O introduite dans § (3.3). Pour
tout j=0,1,...,N, notons par x;’(g‘) la partie principale du
symbole de x,.(x,Dx)‘ x})(f) est homogéne de degré zéro et
positif. De plus, on déduit de (3.11) et (3.12) que :

N
2 x(;({) =1 auvoisinagede Z. (5.1
j=1

Dans tout V;, j~= 1,...,N, on peut faire la construction

du § 4sur K ;(V;) =V;. On prend alors dans 4.5),
X, t,n, D =X, t,n,7)=%(2,8)=x 0K (z,)

(modulo une troncature pour le rendre nul dans un voisinage de
¢ =:0). On obtient ainsi une operateur pseudo-différentiel 0 i(z,D,)
de symbole total dans S;;™'~2*(R", s ;) et a support dans V
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Posons :
0, ;(x,D,)=U,;7, (z,D,) Uf
D’aprés ce qui précéde :
0,;(x,DYES(Q,2) ; j=1,...,N.

Soit : 0, o(x,D,) = A, (x,D)° x,(x,D,), ou A,(x,D,)
est opérateur pseudo-différentiel de la proposition 5.1. Posons enfin :

1=

aﬁ(x ,D) = oy’i(x , D,). On ale résultat suivant :

0

[

j
PROPOSITION (5.2). — Sous les hypothéses du théoréme 1.1, ona :
(P(x,D,) +ip**Doo,(x,D,)=1+L3(x,D,) + L,(x,D,)
avec
L%(x,D,)EOPS;1~1(Q,Z) er Li(x,D,)€OPSYI(Q,Z).
Démonstration. — D’aprés la proposition (4.1), on a, pour
i=1,...,N,
(P(z,D,) +ip*D T, (z,D,) =X%z,D,) +rP(z,D,)

+r¥(z,D)
avec,

r(z,D,) €OPS; " (R", Z) et rl(z,D,) EOPSY (R, Z)).
Comme, pour j =1,...,N:
U; X/ (z,D,) UF — x;(z,D,) EOPST},(2) COPS™"~1(Q, %)
on obtient :
U;(P(z,D,) + iu?* 1 0,,(z,D,) U}
— 0 1
= x;(x,D,) + LY ;(x,D,) + L} .(x,D,)
avec .
Ly ;(x,D,)EOPS;""1(Q,2) et L} ;(x,D,) EOPSH(Q,2).
(5.2)
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Et comme le support de '5'#, j(z,8) est dans VI. compte tenu
de (3.10), on peut écrire de méme que :

~ ' o~
U;(P(z, D,) +iu**D U'Y; 6, (z, D,) U}
= U;(B(z,D,) +ip?* 1) U¥ 0, ;(x,D,)  (5.2)
= x,;(x, D) + L ;(x, Dy) + L} ;(x, D).
Les L:’”.(x, D,); (¢ = 0,1) ne sont pas forcément les mémes que

ceux de (5.2), mais vérifient les mémes propriétés que ceux de (5.2).

Toujours du fait que le support de ?fw.(z, ¢) est dans \7, et
compte tenu de (3.10),0na:

N WF'(a, ;(x, Dy)) CV;,
et  WF'[U;P(z,D,)U* - P(x,D,)]NV;=¢ ; j=1,...,N.
On en déduit alors que :
(U,P(z, D,) U} — P(x, D,)) 0,,;(x, D,) € OPS;~° (&, 2)
et que :

(U; U} — Do, ,(x,D,) EOPS; (2, )

et donc :
u*(U, Uf - Do, ;(x,Dy) € OPS; =°(Q2, 2).
Par conséquent, on déduit aisément de (5.2') que, pour
j=1,...,N:
P(x,D,) + iu**D) g, ;(x,D,) (5.2")
= X,(x ’ Dx) + Lg,l(x ) Dx) + L:;,,j(x ) Dx)
les L] ;(x,D,), ¢ =0, 1 étant comme dans (5.2").
Mais, d’aprés la proposition (5.1) et (3.12),0ona:
(P(x, D,) + ip**¥1) 0, o(x, Dy) = x,(x,Dy) + LY o(x, Dx)
LY ,(x, D,) €OPS; "7 1(2, 3).
On en déduit alors la proposition (5.2) compte tenu de (5.2"") et (3.11).
C.Q.F.D.
Posons maintenant, soit,

P, o(x, D) = 0,(x, D) — A,(x, D) (Li(x, D) + L (x, D,,()5)3)
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soit,
P, o(x,D,) = A,(x,D,) —0,(x,D,) (M3(x,D,) + Mi(x,D,)).
(5.3)
D’apreés les propositions (5.1) et (5.2) et les injections (3.5)
et (3.6), on a dans les deux cas :

(P(x,D,) +iu**DP, o(x,D,) =1+ R, o(x,D,)
avec,
R, o(x,D,)EOPS;"1(Q,%).

On construit alors, par récurrence, une suite d’opérateurs,
(P, q(x,D))g=0,1,... telsque

P, ,(x,D,) EOPS /i %7279, 2) (5.4)

et pour tout N> 0
N-1
(P(x,D) + i,ﬁkl)( Y P",q(x,Dx)) =1+ R, y_,(x,D,))
q=0

R, x_;(x,D,)€OPS;;k N (Q,X)

P, n(x,D,)=—P, ((x,D,)e R, y_,(x,D,). (5.5)

5.2. Comportement asymptotique de la trace de la résolvante.
Démonstration du théoréme 1.1.

On a le résultat suivant :

THEOREME (5.1). — Sous les hypothéses du théoréme (1.1), si
P, = (P +i\D™"' est la résolvante de P et si m—k>n et
k>d, on a le comportement asymptotique suivant de la trace de
P, quand \—> + oo:

iySi md —kn >0

n

TeP, =\ ™ a4, LI
T /TN
2m cos (—2——) 2m sin 2—-)
m m

n

-1
+0(7\ +'"> . A—> 4 oo
i) Si md —kn =0,
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1+ n
TrP, = o Log\"a, [ i —i T :I
™ . /Tn
2mcos (—2;1-) 2m sin ( 2m)
+oAm) L a— 4w
iii) Si md — kn <0 ’
—1+224 (n—dyw
TrPy =1 "°* p— (a} — a3)
2(m—k)cos m)
—d
—i (n-d)m (a; + a3)
2(m — k) sin (~=9D
s 2(m—k))
n—d
+ 0()\_1+m—k) ; A—> + oo,

Démonstration. — Grace a (5.5), on a pour tout entier N= 0 :
P, = g‘ P, ,(x,D,) =P, o R, y(x,D,).
Par conséquent,
TrP, = io TrP, ,(x,D,) — Tr(Py e R, ny(x,D,)). (5.6)
q=

Mais comme :
N_1

R, n(x,D,) EOPS;pxiiy " 1(Q,Z) « OPS, * ”o(g,z),
Si N=22m, R“,N(x, D,) esta trace et on a(cf. [1]):

R, n(x, DI

< CIIP,ll

<
I Tr By o Ry NG DI SR o o

e ?@),L2 @)
(ou Il . Il désigne la norme trace de [1]).

Comme A estréel > 0, (1.1) montre que :

P <\
P 2y 2y S

D’ou,si N=2m,

ITrPy o R, y(x,D)I<CX L. (5.7
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Maissi g =1,
P, ,(x,D,) EOPS - 279(Q, 2) < OPS;* 72", ).
Le corollaire (3.1) nous dit :

n
N | o (u~2k+2k_"7) ; simd—kn=0
Tr ( Z Puqa(x, Dx)) - ( —2k+2k—krr:':d)
a=t o\u . simd —kn<o0
(5.8)
quand u—— + oo,

Il nous reste donc a étudier la trace de Py’o(x ,D.).

— Casou: md — kn>0
On définit P, ,(x,D,) al’aide de (5.3):
P, o(x,D,) = A (x,D,) —0,(x,D,) M} (x,D,) + M,(x,D,)).
Comme,
0,(x,D,) e M)(x,D,) EOPS;"~1~*~1(Q, %)
“— OPS;" 11, 2)
le corollaire (3.1) nous dit que :
o ( —2k+2k1)
Tr (0,(x,D,) e M,(x,D,)) = o\u " ; M t oo
(5.9)
De la méme fagon, on a :
0,(x,D,) o M,(x,D,) EOPS;"~172*72(Q, %)
— OPS;"; 1" *-1(Q,3).

Alors le corollaire (3.3) prouve que :

) -2k+2kl)
Tr (0,(x,D,) o M,(x,D,)) = O(u " i M—> + oo,
(5.10)
Il résulte de (5.7), (5.8), (5.9) et (5.10) que, si md — kn >0

( —2k+2k 2
TrP, =TrA,(x,D,) + o\u m

;o M tooo,

On en déduit alors, compte tenu de la proposition (5.1), le
théoréme (5.1) dansle casou md — kn > 0.

— Casou: md — kn<0
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On définit P, ,(x,D,) alaidede (5.3):

P, o(x,D,) =0,(x,D,) — A, (x,D)(L3(x,D,) + L,(x,D,).
Comme,
A (x,D,) e LO(x,D,) €OPS;" 1=~ 1(Q, %)
le corollaire (3.1) nous dit de méme que :
n—-d
'”"k) ;0 T + oo,
(5.11)

o ( —2k+2k
Tr(A,(x,D,) e L,(x,D,)) = o\u

Et comme

A,(x,D,) o Li(x,D,) EOPS™ 2" (Q, %)
—— OPS;" 21 (Q, =)

le corollaire (3.2) prouve que :

( -2k+2k£)
Tr(A#(x,Dx)OL}‘(x,Dx))=O u m) . simd—kn=0

et e nmd (5.12)
Tr(A,(x,D,) o L}(x,D,)) = o(u '""‘) . si md—kn <0

ceciquand : u—> + oo,
I1 résulte alors de (5.7), (5.8), (5.11) et (5.12) que :

—2k+2k %
TrPx=Tf0,,(X,Dx)+0(# '") i si md—kn=0

et (5.13)

—2k+2k "“7‘
TrPA=Tray(x,Dx)+o u '"“) ; simd—kn<O0
quand N — + oo,
Mais grace 4 (3.12) on a :

0, 0(x,D,) = A, (x,D,) o xo(x,D,) EOPS;;™%(Q, Z).

On vérifie alors aisément que :

n
—2k+2k'7)

Tr%,o(x,Dx)=0(u ; w—> +oo.  (5.14)

D’aprés la loi de composition des Fourier intégraux, on a pour
j=1,...,N

Tro, ;(x,D,) =Tr(U; 5, ,(z,D,) U})
=Tr (3, ,(z,D,)) U} U). (5.15)
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Mais (3.10) et le fait que le support de '5“,,.(2, D,) est dans
Vi prouvent que :

G,,;(z, D)1 -UrUYES°(R",Z),
pour j=1,...,N.
Par conséquent :

Tr (0, ;(z,D,)A - UFU)) = 0(u=2%) ; p—> +o. (5.16)
Alors de (5.13), (5.14), (5.15) et (5.16) on déduit que :

N ~ —2k+2k 2
TrP, =Y TrG,;(z,D,) +O(n 7)) si md—kn =0
j=1
et que (517)
—2k+2k 22K

N
TrP, = ), Tro,,(z,D,) + o(n "‘—"); si md—kn<o0.
j=1

Comme les e’K',. j=1,...,N sont des transformations canoniques,
elles conservent la densité canonique ; il résulte alors que dans les ex-
pressions de la proposition (4.2) et du choix de x dans (4.5) que:

f X, v, m)dy dn = X (§)dg
lup(y,m) i< Iup(aci(§)1<1
etque Vi=1,...,N et VpeEZ\0

[ Xy, mdydn = [ YOL
v(p,,) (¥,n)>1 v(P) (3¢ ($))>1

(d¢ étant la densité canonique sur X).

Mais on sait d’aprés [7] que 'opérateur différentiel ~zi coefficients
polynomiaux du § 1, P.(t,D,), ale méme spectre que P(y'n)(t, D,),
(si 3€,.(§) =(y,n)), onadonc:

1o @, (8) = 1, (§); VPEZNO,

Par conséquent,

/ X, mdydn= [ () d§,  (5.18)

lup(y,m)I<i Irp($)1<1
Vi=1,...,.N et Vp€EZ\O.

De méme il résulte aisément de [7] que :

Y(D) &K () = v(p,) )
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et donc,
X, mdydn = [ X2() ¢, (5.19)

v (ppy) (¥,m)> 1 V(P ) (£)>1

Vi=1,...,N.

Par conséquent le théoréme (5.1), dans le cas md —kn <O,
résulte de (5.1), (5.17), (5.18),; (5.19) et de la proposition (4.2).

5.3. Démonstration du théoréme (1.1).

Si m—k>n et k>d le théoréeme (1.1) découle du théoréme
(5.1), de (1.11) et des théorémes tauberiens bien connus suivants :

THEOREME (5.2) “Théoréme bilatéral tauberien de Hardy-
Lyttlewood”. — Soit {)\i}i une suite de nombres réels telle que,
lim || = + oo,

j

Si on a le développement asymptotique suivant :

L1
=(c, —ic,)t™ " + o(+71*9)

_— t— + o
=N+

s

(avec 0<a<1, ¢, et c, réels), on ales comportements asymp-
totiques suivants :

N,(H= X 1= 1 [02 sin (%) + ¢, cos (—1%0-)] t°

0<A;<t ma
+o(t") ; t— oo
. 1 ma Ta
N_(») = }_‘ 1=—[c sin[—) — ¢ cos—]t“
- 1< <0 ma L2 <2) ' <2>
+o0(t% ; t— + oo,

THEOREME (5.3) “Théoréme bilatéral tauberien de Karamata”. —
Soit { )\,.}i une suite de nombres réels telle que lim I)\il =+ oo,
Si on a le comportement asymptotique suivant : ,
S|
TN

=(c, —icy))t™ ' Logt® + o(t7'"* Logt?) ; t —> + oo
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(avec 0<a<l1, c, et c, réels), alors on a les comportements
asymptotiques suivants :

Ny = 2 1 - L [c2 sin (%) + ¢, cos (—Eg—” t* Log t*

0< ;<1 ma

+ o(t°Logt?) ; t—> + oo

\ 1 ma Ta a
N (») = 2_‘ 1=—-[c sin([—) — ¢ cos—]t Log t°
~1<A;<0 ma L2 ( 2) ! ( 2)

+o0(t*Logt?) ; t—— + oo,

Une démonstration du théoréme (5.2) est établie dans [1] a
partir du théoréme tauberien classique de Hardy-Littlewood, la dé-
monstration est identique pour établir le théoréme (5.3) a partir du
théoréme tauberien classique de J. Karamata [11].

Revenons a la démonstration du théoréme (1.1) si on n’a plus
la condition: m — k>n et k> d.

Comme k>0 et m— k>0, il existe un entier g >1 tel
que RQg+1)(m—-—k)y>net 2q+1)k>d.

L’opérateur P(29*Y)  yérifie les mémes propriétés que P avec
2q +1)m (resp. (2q + 1)k) a la place de m (resp. de k). La
suite des valeurs propres de P9V est (A9 _, (o0 (\)cy
est la suite des valeurs propres de P). Par conséquent, la connaissance
du comportement asymptotique du nombre des valeurs propres posi-
tives et négatives de p(2a*h) pour g assez grand, permet d’obtenir
le comportement asymptotique de celles de P. Il reste a vérifier
que les constantes a,, a,, a; et a; sont les mémes que celles
associées & P@9*V | ceci résulte du fait que le symbole principal
de P(2a*1) est (p,, (x, £))(?9*D) et que, d’aprés [7], I'opérateur dif-
férentiel a coefficients polynomiaux associé p(29*D)  ep CEZ est
(P (1, D,))(zq“) (si Pp(#,D,) estceluiassociéa P).
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