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SUR LE THÉORÈME
DES FONCTIONS COMPOSÉES DIFFÉRENTIABLES

par Jean-Jacques RISLER

INTRODUCTION

Le but de cet article est de généraliser au cas d'un morphisme
relativement algébrique entre espaces analytiques réels un théorème
démontré par Tougeron [14] dans le cas algébrique. Ce théorème est une
généralisation d'un résultat classique de Glaeser qui considère le problème
suivant [7] : soit / une application analytique propre d'un ouvert îî de
R" dans un ouvert 0' de R^ ;,l'image par /* de ^(R^) dans ^(R")
est-elle fermée dans ^(R") muni de sa topologie habituelle d'espace de
Fréchet ? Glaeser donne une réponse affirmative lorsque / est une
submersion en restriction à un ouvert partout dense de îî; Tougeron
montre dans [14] un résultat analogue dans le cas d'un morphisme
/ = X -> Y propre et de Nash (i.e. analytique à graphe semi-algébrique)
entre espaces localement semi-algébrîques.

Nous généralisons ici ce résultat au cas où X et Y sont des ensembles
semi-analytiques, et où le morphisme / est relativement algébrique; la
démonstration est tout à fait analogue à celle de Tougeron (partie III) une
fois les outils nécessaires mis en place (parties 1 et II). Ce résultat est
d'ailleurs suggéré dans l'introduction de [14].

Voici le contenu des trois parties de cet article :

La partie 1 consiste en une étude algébrique de l'anneau des fonctions
Nash-analytiques sur une partie semi-analytique de R" introduit par
Merrien dans [10]. On montre que moyennant une modification dans la
définition, cet anneau est nœthérien (§ 2); cet anneau joue ici le même rôle
que l'anneau des fonctions de Nash (lui aussi nœthérien) dans la
démonstration de Tougeron.
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Les § 3 et 4 consistent en des compléments et des conjectures, et ne sont
pas utilisés dans la suite de l'article.

La partie II correspond à l'appendice de l'article de Tougeron : on
montre de manière purement algébrique et par une méthode toute
différente le même résultat que Tougeron ([14], théorème 5.5.).

La partie III enfin consiste en la démonstration proprement dite du
théorème, démonstration qui consiste à généraliser pas à pas celle de
Tougeron dans [14]. La fin de la démonstration, qui est identique à celle de
[14], n'a pas été complètement rédigée ici.

Je signale enfin que Edward Bierstone et Pierre Milman viennent de
donner une démonstration différente (avec des hypothèses plus larges) du
théorème principal III.3.2., démonstration dont je n'ai eu connaissance
qu'après la mise sous presse de cet article.

I. SUR L'ANNEAU DES FONCTIONS
NASH-ANALYTIQUES

Soit A c: R" une partie semi-analytique (en abrégé s.a.); J. Merrien
[10] a introduit la notion de fonction Nash-analy tique sur A : une
fonction / définie sur un ouvert contenant A est dite Nash-analytique sur
A si :

1) / est analytique sur un voisinage de A.
2) Pour tout x e <5A, le germe de / en x est algébrique sur (9^, i.e.

p
vérifie une équation : ^ a^f1 = 0 où les a^ e (9^ sont non tous nuls ; on

1=0
notera NR«(A) (ou N(A) s'il n'y a pas de confusion possible) l'anneau des
germes de fonctions Nash-analytiques sur A.

Si A (A) désigne l'anneau des fonctions analytiques sur un voisinage de
A, et A l'adhérence de A, nous noterons N'(A) la clôture algébrique de
A (A) dans A (A) ; N'(A) est un sous-anneau de N(A); si A est connexe,
N'(A) est l'ensemble des fonctions analytiques au voisinage de A vérifiant

p
une équation ^ aj1 = 0 où les ^eA(Â) et sont non tous nuls.
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Le but de cette partie est de montrer que si A est relativement
compacte N'(A) est nœthérien, et d'étudier la conjecture suivante :

1.0. Conjecture. — Si A est une partie s.a. relativement compacte,
l'anneau N(A) est nœthérien.

Cette conjecture est vraie si A est compacte [4], et la démonstration du
résultat sur N'(A) est tout à fait analogue à celle du même théorème pour
les fonctions de Nash (i.e. les fonctions analytiques algébriques sur les
polynômes) sur un ouvert semi-algébrique ou semi-analytique relativement
compact (cf. [12]).

Dans toute cette partie, A désignera une partie s.a. connexe
relativement compacte dans R".

1. Idéaux maximaux de N(A) et N'(A).

1.1.1. PROPOSITION. - Soit M un idéal maximal de N(A) (resp. N'(A));
il existe alors un point x e A tel que M = {/eN(A); /(x)=0} (resp.
M={/eN'(A);/(x)=0}).

Démonstration. — Soit M un idéal maximal de N(A) ; il suffit de
montrer qu'il existe x e A tel que tous les éléments de M s'annulent en x.

Supposons par l'absurde que Vx e A, 3/ e M tel que f(x) ^ 0.

Si /e M, notons V(/) l'ensemble des zéros de / dans A : V(/) est
un sous-ensemble semi-analytique de A ([10], théorème 1.7.1.). Soit à sa
dimension : l'ensemble des points lisses de dim à de V(/) est alors un
sous-ensemble semi-analytique de V(/) qui a donc un nombre fini de
composantes connexes V^( l^ f<p) (cf. [9]). Il existe par hypothèse pour
chaque i (l^i^p) une fonction f,•e M non identiquement nulle sur V\.

p
La fonction g = f2 + ^ /i2 est alors un élément de M tel que

1=1
dim V(g) < d. En continuant ainsi, on voit que l'on obtient au bout d'un
nombre fini d'opérations un élément h e M qui ne s'annule pas dans A,
ce qui est absurde (car h est alors inversible), c.q.f.d.

1.1.2. PROPOSITION. — Soit x e A un point que nous supposerons être
l'origine des coordonnées, M l'idéal maximal de N'(A) correspondant et
N'(A)M le localisé de N'(A) par rapport à M', l'anneau local N'(A)M est
alors nœthérien et de complété isomorphe à R[[Xi,.. .,XJ].
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Démonstration (cf. [12] proposition 2.7.). — Si A^ est la composante
connexe de A contenant x, on voit facilement que N'(A)^ = N^A^M.
On peut donc supposer A connexe. L'anneau A (A) des fonctions
analytiques sur A est alors intégralement clos (car cela se voit localement)
et donc N'(A) aussi puisqu'il est intégralement fermé dans A(A).

Si R désigne le localisé de A (A) par rapport à l'idéal maximal
correspondant au point x, R est un anneau nœthérien par le théorème de
Frish [4] dont le hensélisé ^R contient N'(A)M : ^R est en effet
algébriquement clos dans son complété ([11] p. 189). La proposition résulte
alors du lemme suivant (cf. [12], lemme 2.8. ou [11] p. 181) :

1.1.3. LEMME. — Soient R un anneau local nœthérien intégralement clos,
^R son hensélisé, B un anneau local intégralement clos tel que R c= B c ^R
{les injections étant des morphismes locaux). Alors B est nœthérien et plat
sur R.

2. Nœthérianité de ]V(A).

La démonstration est en tous points analogue à celle de [12], théorème
2.1. Nous allons simplement ici la résumer.

1.2.1. PROPOSITION. — Soit ^ <= A(A) un idéal premier de hauteur h.
Alors :

1) I I n'y a qu'un nombre fini d'idéaux premiers ^\, . . . , ̂  de N'(A)
au-dessus de ^ {i.e. tels que ^ n A (A) = ^).

k

2) Les idéaux ^ sont de hauteur h, et l'on a f) ^\ = ^N'(A).
1=1

Démonstration. — Le point 2) se vérifie localement (i.e. dans chaque
localisé N'(A)^ où M est un idéal maximal), et résulte de propriétés
algébriques du hensélisé d'un anneau local (cf. [Il], p. 187).

Pour le point 1) on applique le théorème III.4.3 de [10] : il existe une
partition finie A = u A^ en parties s.a. connexes satisfaisant la propriété
suivante : soit V l'espace analytique défini par l'idéal ^. Alors si x e A^ et
si Vy(l</^) sont les composantes irréductibles (complexes) de V en x,
pour tout y de A; assez voisin de x et tout 7'e[l,^], ^ ^ V j ^t Vj est
irréductible en y . On déduit immédiatement de cela le lemme suivant :

1.2.2. LEMME. — Soit ^\ c: N'(A) un idéal premier au-dessus de ^, Y
l'ensemble des zéros de ^\. Alors si Y rencontre A,, Y contient \.
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Pour montrer la proposition 1.2.1 il suffit maintenant de voir qu'il n'y a
qu'un nombre fini d'idéaux premiers de N'(A) au-dessus de ^ qui
rencontrent un des A,, A^ par exemple. Mais si x e A ^ , tous ces idéaux
sont inclus dans l'idéal maximal M correspondant au point x, et l'anneau
^(^M étant nœthérien, il n'y en a qu'un nombre fini qui sont au-dessus
d e^- c.q.f.d.

1.2.3. COROLLAIRE. - Soit x = (x^.. .,xJ un point de A; alors Vidéal
maximal M^ de N'(A) correspondant est de type fini, engendré par
(X^ —x^.. . ,X^—x^).

Cela provient immédiatement de la proposition précédente, car M^ est
le seul idéal premier de N'(A) au-dessus de l'idéal maximal de A(Â)
correspondant au point x = (x^.. .,xJ. Or ce dernier est engendré par
les éléments (X^ -x^.. .,X^-xJ (considérés comme éléments de A (A))
par le théorème B de Cartan.

Nous pouvons maintenant montrer (toujours sous l'hypothèse que A
est relativement compact) :

1.2.4. THÉORÈME. - Uanneau N'(A) est nœthérien.

Démonstration. - On utilise le lemme suivant (cf. [Il], p. 8).

1.2.5. LEMME. — Soit A un anneau commutatif unitaire. Si tous les
idéaux premiers de hauteur ^ h sont de type fini, tous les idéaux de hauteur
^ h sont de type fini.

Pour démontrer le théorème, on raisonne par récurrence descendante
sur la hauteur, les idéaux de hauteur n étant maximaux et de type fini par
1.2.3.

Soit ^i un idéal premier de N'(A) de hauteur h, ^ = ^\ n A(A),
^2. • • • » ^k les autres idéaux premiers de N'(A) au-dessus dee^. Posons
Q = ^2 n • • • n ^k ; dans la suite exacte :

0 -> ^N'(A) -> ^ e Q ^ ^i -h Q -> 0

^N'(A) est de type fini (car A(A) est nœthérien) et ^i + Q aussi (par
hypothèse de récurrence). Il en est donc de même de ^i. c.q.f.d.

1.2.6. Remarque. - On peut se demander si la théorie de Merrien [10]
peut se faire en remplaçant l'anneau N(A) par N'(A), plus maniable
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algébriquement; le théorème clef de [10] est le théorème de division 11.2.4
dont la démonstration ne s'applique pas à N'(A) ; certains résultats restent
cependant vrais.

Observons d'abord que l'on a deux lemmes de démonstration
immédiate :

1.2.7. LEMME. - Soient A une partie s.a. de R", /eN(A); il existe
alors une partition localement finie ; A == u A, en parties s.a. telle que
/6N'(A,)Vf.

1.2.8. LEMME. - Soient A une partie s.a. connexe de R", /eN'(A).
On a alors l'égalité :

(/)N(A) nN^^CON^A).

On déduit de 1.2.7 et du théorème III.7.1 de [10] le théorème suivant :

1.2.9. THÉORÈME. — Soit X une partie semi-analytique dans R". Alors
si 1 désigne le faisceau d'idéaux des germes analytiques nuls sur X, il existe
une partition localement finie : X = u A^ en parties s.a., et pour tout A de
la partition une famille finie d'éléments de N'(A) engendrant 1 sur A.

1.2.10. Remarque. — Si R" = R"^ x R^ avec les coordonnées
Y = CVi» - • -Jn-p) sur R""^ et x = (x^.. .,Xp) sur R^, et si A c R" est
une partie s.a. relativement compacte, les propriétés de nœthérianité de
N'(A) sont encore valables pour l'anneau N"(A), clôture algébrique de
A" (A) dans A (A), A" (A) désignant l'anneau des fonctions analytiques au
voisinage de A qui sont des polynômes en X ^ , . . . , Xp.

3. Prolongement de fonctions Nash-analytiques.

Soit A c: R" une partie s.a. relativement compacte, 0 un point de A
que nous supposerons être l'origine, et soit H c R" un sous-espace
vectoriel de R" de dimension p, identifié à R1' ; il existe une application
canonique (pu : N^A) -> Nnp(A nH) dont le noyau est l'idéal de Ng^A)
formé des éléments nuls sur A n H.

1.3.1. DÉFINITION. — On dit que A possède la propriété (p) (ou propriété
de prolongement) au point x e A si pour tout sous-espace linéaire H de R"
passant par x, l'application (pu correspondante est surjective.
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1.3.2. Exemples. - 1) Si A est fermé, A possède la propriété (p) en
tout point : cela résulte du théorème B de Cartan.

2) Si A est une boule, il est facile de voir que A possède la propriété
(p) en tout point.

1.3.3. PROPOSITION. - Supposons que Oe A et que A possède la
propriété (p) en 0 ; alors Vidéal maximal M de N(A) formé des éléments
nuls en 0 est engendré par (Xi,. . . ,XJ.

Démonstration. - Nous allons montrer par récurrence sur p que l'idéal
de N (A) f o r m é des f o n c t i o n s / n u l l e s sur
(Xi=0) n . . . n(Xp=0) n V^(A) (Vy(A) désignant un voisinage de A
dépendant de la fonction /) est engendré par les fonctions (X^, . . .,Xp)
considérées comme éléments de N(A).

a) L'assertion est vraie sans hypothèse pour p = 1, car si / e N(A)

s'annule sur (X^=0) nV/A), la fonction g = f est analytique sur
^i

V^(A), et si / vérifie une équation a^f + . . . + ûi/4- a^ = 0 au
voisinage de x e 8 A avec a,e^ et OQ ^ 0, g vérifie l'équation
an^î[cïn + • • • + a^X^g + OQ = 0 dans le même voisinage, ce qui montre
que ^eN(A).

b) Supposons le résultat démontré jusqu'au rang p - 1 et supposons
que /eN(A) vérifie l'équation /(O,.. .,0,X^i,.. .,XJ = 0 dans un
voisinage V^(A) de A.

On peut alors écrire, d'après le cas p = 1 :

/(0,...,0,X,,...,X^)=X^(X,,...,X^)
dans

NRn-p-n(A n(Xi =0) n... n(Xp_ ^ =0)).

Soit ^(Xi,...,XJ un élément de N^A) prolongeant g (qui existe par
hypothèse) : il suffit d'appliquer l'hypothèse de récurrence à la fonction
f - ^ p Ï ' c.q.f.d.

1.3.4. Remarque. — La conclusion de la proposition 1.3.3 est vraie sous
des hypothèses moins fortes que la propriété (p) en 0, comme il résulte de
la démonstration; il suffit en effet de supposer que la propriété de
prolongement est vraie pour les sous-espaces de la forme
(X^=0) n . . . n(X^=0).
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Ceci permet facilement de montrer que si A,, est un simplexe standard
(ouvert) de R", et si O e A ^ , alors l'idéal maximal M de N(AJ
correspondant est engendré par (Xi,...,XJ.

4. Sur l'anneau des fonctions Nash-analytiques
en un point du bord.

Les résultats de ce paragraphe ne seront pas utilisés dans la suite.

Soit A une partie de R" s.a., x e A\A ; nous allons étudier l'anneau
N^(A^) des germes en x de fonctions Nash-analytiques sur le germe de A
en x. On a des injections canoniques (en supposant A connexe) :

et
N(A) -. N,(A,)

\ = (9^ ^ N,(A,).

1.4.1. PROPOSITION. — Soit M c: N^(A^) un idéal maximal; alors
^ = M n (9^ est l'idéal premier formé des germes nuls sur un germe de
courbe analytique C irréductible en x, et M est l'idéal de N^(A^) formé
des germes nuls sur une composante connexe du germe (C\{x}nA)^.

1.4.2. COROLLAIRE. — Si ^ c= (9^ est l'idéal des germes nuls sur un germe
de courbe C irréductible en x, les idéaux maximaux de N^(A^) au-dessus
de ^ sont en correspondance bi-univoque avec les composantes connexes de
(C—{x}nA)^ ; il y en a donc 0,1, ou 2 suivant les cas.

Démonstration. — Si M est un idéal maximal de N^(A^),
M n (9 y = ^ est un idéal premier non nul (car si / e M, / satisfait une

équation : a^f" 4- . . . 4- a^f + OQ = 0 avec a, e ̂ , OQ -^ 0, et donc
OQ e ̂ ) tel que V(^) n A^ + 0 (sinon il existerait / e ̂  non nul sur
A^, ce qui est absurde).

Le raisonnement est maintenant tout à fait analogue à celui de [12],
démonstration de la proposition 2.2. Remarquons d'abord que tout élément
/ de M s'annule sur V(^) n A^ (car sinon, si ^ = ( g ^ . . .,^),

k

l'élément f2 + ^ gf de M serait inversible), ce qui entraîne que Sft est
1=1

l'idéal de tous les germes nuls sur V(^) (sinon, si ^ ' est l'idéal des germes
de ^ nuls sur V(^), l'idéal M -h (^') de N^AJ contiendrait
strictement M, ce qui est absurde).
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Si / e M , le germe de X^=(V(/)nA)^ est semi-analytique (V(/)
désignant l'ensemble des zéros de /) : cf. [10], théorème 1.7.1. Soit
d = Inf dim Xy : nous allons montrer que d = 1 ; supposons en effet

/ e M

que d > 1 : si / e M est tel que dim Xy = d , le germe des points lisses
de / contient un nombre fini de germes de variétés connexes X ^ , . . . , X^
de dimension d (cf. [9]). Or pour chaque X,, il existe g^ e M non
identiquement nul sur X^ (car dans le cas contraire, si C est le germe en
x d'une courbe analytique telle que C <= X^, l'ensemble des éléments de
N^(A^) nuls sur C formerait un idéal contenant M strictement); la

k

fonction g = ^ gf est alors un élément de M tel que dim Xg < d , ce
1=1

qui est absurde.
On a donc d = 1 ; soit g e M tel que dim Xg = 1 : le plus petit

germe en x d'ensemble analytique contenant Xg est une courbe C
nécessairement irréductible, et telle que C c: V(^) ; on a donc C == V(^)
(toujours par le même raisonnement).

Il reste à montrer que si le germe (C — {x}) n A^ est réunion de deux
composantes connexes Ci et €3, il y a au-dessus de ^ deux idéaux
maximaux Mi et M^, M^ (resp. M^) étant l'ensemble des éléments de
N^(AJ nuls sur C^ (resp. C^).

1.4.3. LEMME. — Soit C un germe en x de courbe analytique
irréductible tel que C — {x} ait deux composantes connexes C\ et C^
(avec, comme toujours, un abus de langage consistant à identifier un germe et
un représentant bien choisi de ce germe). Il existe alors g e (9^n ^ tel que :

f^(Ci) > 0
Wy<o.

Démonstration. — Soit ^F : (R,o) -> (C,x) le morphisme de
normalisation ; si t est le paramètre sur R (nul en 0), il suffit de trouver
g e (9^n ^ tel que g ox? soit d'ordre impair en t, car alors g o ^P
changera de signe sur les deux composantes de R — {0}, et donc g
changera de signe sur C - {x}, ^F étant un homéomorphisme. Mais l'ordre
en t de g o ^y appartient au semi-groupe de la courbe C qui contient tous
les nombres entiers supérieurs à un entier assez grand N (cf. par exemple
[18]) et donc contient un nombre impair, c.q.f.d.

1.4.4. PROBLÈME. — Une propriété analogue à celle du lemme 1.4.3 est-elle
vraie si dim C > 1 ?
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Revenons à la démonstration de 1.4.1 et 1.4.2: si ^ =(9^-"^.
^i = \J 9Î ~1~ ' ' ' + 9Î + 92 + 9 appartient à N^(A^) et s'annule sur C^
seulement, alors que (p^ = ^J g\ 4- • • ' + g^ + ^2 — g s'annule sur C\
seulement ; si 1 désigne l'ensemble des éléments de N^(A^) nuls sur C, on
a donc 1 = M^ n M^ où M^ (resp. M 2 est l'ensemble des éléments
nuls sur Ci (resp. C^), et où M^ ^ M^.

Il reste à voir que M^ et M^ sont maximaux, ce qui est facile compte
tenu du fait que si ^FeN^AJ, VQF) est le germe d'un ensemble semi-
analytique. c.q.f.d.

1.4.5. PROPOSITION. - Soit A une partie s.a. de R" ; alors Vanneau
N^(A^) est nœthérien.

Le raisonnement est analogue à celui du théorème 1.2.4 :

1.4.6. LEMME. — Soient A' c: A deux ensembles s.a. ; alors le morphisme
de restriction :

(p : N'(A) -^ N^A') est plat.

Démonstration. — II suffit de voir que pour tout idéal maximal M de
N'(A'), le morphisme (p^ déduit de (p :

N'(A)^j -^ N'(A')M est plat.

Mais M est l'idéal maximal correspondant à un point x e A', et
(p'^M) est l'idéal maximal de N'(A) formé des éléments nuls en x. Les
anneaux locaux N'(A)(P-I(M) et N'(A')M sont alors nœthériens et ont même
complété (P^n ^ ([11], p. 55) ce qui entraîne immédiatement la platitude de
<PM.

1.4.7. COROLLAIRE. — Sous les hypothèses de 1.4.6, si x e c\ n c\', le
morphisme de restriction (p :

N,(A,) -^ N,(A,) est plat.

Démonstration. — Posons A = N^(A^) et B = N^(Ay; soient
(gi) e B" des relations entre les C, e A (1 ̂ i'^ n,l^k^p) ; il faut montrer
que ces relations sont engendrées par des relations dans A11 ; mais il existe
une boule V de centre x telle que ^ eN^A'nV^l^f^) et
C^ e N' (A nV) (1 ^ i ̂  n,l ^ k ̂  p ) , et le m o r p h i s m e
N'(A nV) -> N'(A7 nV) est plat par 1.4.6. c.q.f.d.
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Démontrons maintenant la proposition 1.4.5 : soit ^' un idéal premier
de N^(A^), ^ = ^/ n^.

Remarquons d'abord que si ^ est un autre idéal premier de N^(A^)
tel que ^ ' c ̂ \ et que ^ = ̂  n ̂ , alors ^/ = ̂  (cf. [10],

4

th.III.6.1 : il suffit de considérer fe^\, et un polynôme ^ a,X1 à
1=0

coefficients dans (9^ de degré minimal tel que Za,/1 e ̂ '). Il existe alors
d'après [10] théorème III.6.1 une partition finie de V n A (où V est un
voisinage de x), en parties s.a. telles que pour tout i :

1) II n'existe qu'un nombre fini d'idéaux premiers ^ dans N^(A^) au-
dessus de ^, et ces idéaux sont de type fini.

2) n^,=^N,(AJ.

D'après 1.4.7, on a aussi que le morphisme canonique (p :

N^(A^) -> @ N^AJ est fidèlement plat.
i

On en déduit immédiatement qu'il n'existe qu'un nombre fini d'idéaux
premiers ^ de N^(A^) au-dessus de ^ et que n^=^NJA^.

La fin de la démonstration est maintenant identique à la démonstration
du théorème 1.2.4. c.q.f.d.

II. MORPHISMES ANALYTIQUEMENT RÉGULIERS

Le but de cette partie est de montrer, par des méthodes différentes, un
théorème analogue au théorème 5.5 de l'appendice de [14], pour pouvoir
l'appliquer aux fonctions différentiables.

1. Morphismes d'anneaux locaux.

Nous considérons toujours la topologie de Krull (définie par les
puissances de l'idéal maximal) sur un anneau local.
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Si A et B sont deux anneaux locaux nœthériens d'idéaux maximaux
9JÎA et 9ÎÎB» et / : A -> B un morphisme local (i.e. tel que
/(WA) c: aMe), J ' : À -> Ê désignera Punique morphisme entre les
complétés de A et de B prolongeant rhomomorphisme /

II. 1.1. PROPOSITION. - Soit f : A -> B un morphisme local entre
anneaux locaux nœthériens. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) Kerf ^ Ker /À.
b) f(A) (muni de la topologie quotient de celle de A) est un sous-espace

topologique de B (i.e. il existe une application e : N -> N telle que :

W ^fW^fW^qç^).

Démonstration. — Quitte à remplacer A par A/ker/' on peut
supposer / injective. Les conditions a) et b) deviennent alors :

a') f est injective,
V) A est un sous-espace topologique de B.

a') ==> h') : Rappelons le théorème de Cbevalley ([11], p. 103) :

11.1.2. LEMME. — Soient A un anneau local nœthérien complet, B un
anneau local nœthérien dominant A (i.e. contenant A et tel que
TOB n A = WA) » alors A est un sous-espace de B.

Sous l'hypothèse a'), il résulte du lemme 11.1.2 que À est un sous-espace
de Ê ; comme A est un sous-espace de À et B un sous-espace de Ê, il
en résulte immédiatement que A est un sous-espace de B.

b') => a') : Soit ( p £ Â tel que /((p) = 0 , et < ? e N ; il existe <p,eA
tel que (p - (p.eW^ (car A/OT^ ̂  Â/W^). On a alors

d'où
/((P-<P,) = /(-(p,)eW|te) n B = W,

^qew^ nA c aror1

par hypothèse (on a identifié A à un sous-anneau de B) et (peW^1 (en
supposant e(q) ^ q + 1), soit cp = 0 puisque q est un entier arbitraire.

c.q.f.d.

11.1.3. DÉFINITION. — Nous dirons qu'un morphisme d'anneaux locaux f
est analytiquement régulier (en abrégé : « a.r. ») s'il vérifie les conditions
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équivalentes de la proposition II. 1.1 (cette terminologie vient de l'article de
Gabrielov [5]).

11.1.4. Remarques. — a) Gabrielov ([4]) donne l'exemple d'un
morphisme non a.r., où :

A == s\^x^,x^x^,x^^
B=R{t^}.

P) Supposons B réduit, et soient (^),) 1 ^ i ^ k les idéaux premiers
minimaux de B. Alors si n^ : B —> B/^ désigne la projection canonique,
pour que / soit a.r., il faut et il suffit que les TT, of le soient (l^i^k)
([6], p. 1086. La démonstration est immédiate). Ceci permet de supposer
B intègre.

y) Le théorème de Artin-Rees montre que tout morphisme fini est a.r.

ô) Si / : A -> B est un morphisme local plat d'anneau locaux
nœthériens, / est a.r.

Il suffit en effet de montrer que / : À -> Ê est injectif, ce qui est
immédiat : soit ^ e À tel que /(À,) = 0 ; si q e N il existe ^ e A tel que
À, - À^eWiÂ, d'où

f(K^) = - f(\) e 9M1Ê, soit \ e A n Î^Ê = 9^

puisque le morphisme A -> B est fidèlement plat ; on a donc À, e W^A,
d'où À- = 0 puisque q est arbitraire.

Rappelons maintenant une proposition appelée « Zariski Subspace
theorem » par Abhyankar ; on dit qu'une A-algèbre B est essentiellement
de type fini sur A (ou en anglais que B est un « spot » au-dessus de A) si
B est isomorphe au localisé par rapport à un idéal premier d'une A-
algèbre de type fini.

iï.1.5. PROPOSITION ([l], p. 240). — Soit f: A -> B un morphisme
local d'anneaux nœthériens tel que :

a) B soit essentiellement de type fini sur A.
P) / soit injective, B intègre, et f induise un isomorphisme des corps des

fractions de A et B.
y) À est intègre.
Alors f est a.r.
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11.1.6. COROLLAIRE. — Soient A un anneau local nœthérien
pseudogéométrique ([11], p 131) tel que À soit intégralement clos, B un
anneau local intègre dominant A et essentiellement de type fini sur A ; alors
A est un sous-espace de B (i.e. l'injection A -> B ^sî a.r.).

Démonstration. - Soient K(A) et K(B) les corps des fractions de A et
B.

a) Montrons d'abord que Von peut supposer K(B) fini sur K(A). K(B)
est une extension de type fini de K(A) par hypothèse ; soit x = ( x ^ . . . ,xJ
une base de transcendance de K(B) sur K(A), avec x^ eW^Çl^i^n) et
posons C = A[X](<^).

On a des inclusions locales A c C <= B et il est immédiat de voir que
A est un sous-espace de C (et même que Wc n A = fflî^, VneN) ;
d'autre part C ̂  Â[[x]] est intégralement clos ; pour montrer que A est
un sous-espace de B, il suffit donc de voir que C est un sous-espace
de B.

b) Supposons K(B) fini sur K(A). — La fermeture intégrale A de A
dans K(B) (resp. B de B dans K(B)) est un anneau semi-local fini sur
A (resp. sur B) car A et B sont pseudogéométriques. De plus A et B
ont même corps des fractions K(B). Soit W un idéal maximal de B,
yji' = 9% n A ; W est un idéal maximal de A et les anneaux locaux Âg^
et Bas ont même corps des fractions K(B) ; Bgn est essentiellement de
type fini sur A^ et (À^) est intègre ([11], p. 136,37.3) : A^ est donc un
sous-espace de B^ par II. 1.5. Pour voir que A est un sous-espace de B, il
suffit de voir que c'est un sous-espace de B^ ; il suffit donc de montrer que
A est un sous-espace de A<^, ce qui résulte du lemme suivant :

11.1.7. LEMME. — Soient A un anneau local intégralement clos tel que
À soit intègre, B un anneau intègre entier sur A. Alors pour tout idéal
maximal 3W de B, l'injection (p : A -> Byn est a.r.

Démonstration. — Remarquons que dim A = dim B = dim B^ par le
« going down theorem » ([11], p. 31), et donc dim À = dim Ê^. On a un
diagramme commutatif :

A —p-^ B^
^ ^ et (p est fini (car quasi-fini).
Â-'-Ê^
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On a donc dim Â/ker (p = dimÊ^, d'où Ker (p = (0) puisque À est
supposé intègre, c.q.f.d.

11.1.8. COROLLAIRE. — Soient A un anneau local, B un anneau local
intègre dominant A et essentiellement de type fini sur A; alors l'injection
A —> B ^st a.r. Azns les deux cas suivants :

à) A est une algèbre analytique intègre sur C (pu plus généralement une
algèbre sur C intègre et hensélienne).

b) A est une algèbre de type fini sur un corps telle que À soit intègre.

Il est en effet facile de voir que la démonstration du corollaire 11.1.6
s'applique aux cas a) et b) ci-dessus (dans les deux cas en effet la clôture
intégrale A de A est un anneau local).

11.1.9. Remarque. — Le corollaire ci-dessus redémontre un résultat de
Tougeron ([15] théorème A).

2. Morphismes analytiques.

11.2.1. PROPOSITION. — Soient (X,x) et (Y,^) des germes d'espaces
analytiques réduits sur R ou C, / : X -> Y un morphisme analytique,
/* : ^Y,^ "̂  ^x,x ^ morphisme des anneaux locaux correspondant.

Supposons que ces données vérifient l'hypothèse suivante :
(H) : I I existe une (9y y-algèbre locale B contenant O^y, essentiellement

de type fini sur (9^ et contenue dans (9^^ telle que B = ^xx- Alors f* est
a.r.

Démonstration. — Remarquons d'abord que dans le cas réel, pour que
/* soit a.r., il faut et il suffit que son complexifié le soit; cela permet de
supposer que X et Y sont des germes d'espaces analytiques complexes.
On peut d'autre part supposer O^^y et (9^ intègres (11.1.4).

Le morphisme ^y,y -> ® est alors a.r. par 11.1.8, ainsi que le
morphisme B -> (9^ ^m est P^1 (11.1.4). c.q.f.d.

11.2.2. Remarque. — Soit 1 <= (9^^ un idéal, n : î -> Y l'éclatement
de I, xeTi"1^). Alors si X désigne le germe de î en x, le morphisme
X -> Y induit par TC satisfait aux hypothèses de 11.2.1 (cf. [3] où ceci est
appliqué à une résolution des singularités de Y).
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B "n^A^TT01'; - soient A uneal(fèbre ̂ Y^e sur C normale,
B une A_algèbrelocale intègre contenant A et essentiellement de type fini
sur A, C une algèbre analytique contenant B telle que Ê = Ê 9 un
zdeal^ premier de C, ^ = A n y ; alors le morphisme local : A; -. ̂

Démonstration. - a) Posons ^=Bn^. B et C ayant par
hypothèse même complété, le morphisme B -. C est plat ainsi que îe
morphisme B -. C,, qui est donc a.r. par 11.1.4. Il suffit donc de mon r
que le morphisme Ay ^ B^ est a.r.

b) Montrons maintenant la proposition. Pour appliquer II 1 6 nous
aurons besoin du lemme suivant :

11.2.4. LEMME- Soient A une algèbre analytique complexe normale,

f c/ unldealpremier'' alors Anneau (A,J (complété de A, pour la
topologie 9^adique) est intégralement clos.

Démonstration. - Supposons que y soit de hauteur p, et soit
l/i--.^+i_..,^)<=A un système de paramètres de A avec

^7 "fp) c f ' /osons R = C{/1" • •'/'"^- • "x"} et soit L le corpsdes fractions de Assoit (f) = (/,, .,̂ )R^ ie localisé de R par rapport

al idéal C/^et R ,̂ sa clôture intégrale dansĵ : pour tout idéal maximal

rTin'16 R^ le complété du localisé ̂  est '"tégralement clos
(L11J, p. 136); mais comme _^nR=(/), on a R(/, c A,, d'où
Rœj= A,. Soit îli = ̂ A, n R^ : 9M est un idéal maximal de R ,̂ et
R^TO <= A^; ces deux anneaux sont donc égaux ([11], p. 137 : c'est une
des formes du « Zariski Main Theorem ») ce qui prouve le lemme.

c.qj.d.

11.2.4. Remarque. - Le résultat de la proposition 11.2.3 subsiste si l'on
ne suppose plus que A est normale, mais seulement que (A^) (complété
de A^ pour la topologie '̂A^adique) est intègre.

En effet, si ^ est un idéal premier de B au-dessus de y et
^2 -An^ i , le morphisme A^^By est a.r. par II 2 3 et le
morphisme A,-. Â^ aussi à cause de l'hypothèse.

Voici un critère géométrique pour reconnaître qu'un morphisme est a r

^^an^C "̂̂  est appelé <<condition de Gabrielov» P-
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11.2.5. Définition. — Soient (X,x) et ÇY.y) des germes analytiques
complexes, (p : (X,x)-> (Y,y) un morphisme. Le rang de (p, noté r((p), est
par définition le plus grand entier r tel que x eXy où X,. désigne l'ensemble
des points de X\Sing X où le rang de (p est égal à r.

11.2.6. PROPOSITION ([6], théorèmes 5.5 et 5.2). - Soient (X,x) et (Y,}Q
deux germes d'espaces analytiques complexes et (p : (X,x) -» (Y,y) un
morphisme; soient (p* : (P^^y -> (9^ et (p* : êy,y "̂  ^x,x ^es morphismes
d'anneaux locaux correspondants. Alors si Y est irréductible, et si l'on a
l'égalité r((p) = dim êyjAer (p* :

a) (p* est a.r.
b) WY,,) ^^=^^,y)-

11.2.7. Remarque. — On a toujours l'inégalité

r((p) ^ dim (Py.jAer (p* ;

cela résulte du théorème de Glaeser ([16], p. 178) dans le cas où X et Y
sont lisses, et on en déduit le cas général par résolution des singularités.
Revenons à la proposition 11.2.3 : sous les hypothèses de 11.2.3, on conclut
qu'il existe une fonction v -> e(v) de N dans N telle que si / e A
vérifie /e^C^; alors fe^Ay n A = ^/(v). Nous allons donner un
critère (classique) pour que ^(v) = ^/v.

11.2.8. DÉFINITION. - On dit que l'idéal ^ c= A est normalement plat si

l'anneau Gr^A = Q^1/^^1 est un module plat sur A/^'. Si Z c: Y est
i

un sous-espace analytique de l'espace analytique Y, nous dirons que Y est
normalement plat en y eZ le long de Z si Z est irréductible en y et si
^f = Iy(Z) c ^Y,y est normalement plat.

11.2.9. LEMME. — Soient A un anneau nœthérien intégre, ^ un idéal
premier de A ; alors si ^ est normalement plat, on a l'égalité ^ = ̂ (v)

pour tout nombre entier v ^ 0 (rappelons que ^(v) = ^A^nA).

Démonstration. — On a évidemment ^v c ^(v). Réciproquement, soit
/ e ̂ (v) ; il existe \^^ tel que \f e ̂  ; soit I l'image de \ dans A/^
et Inf la forme initiale de / (si / e ̂ \^1, Inf est par définition l'image
de / dans ^/^+1). Si l'on avait ft^\ on obtiendrait alors
^ I n f / = = 0 dans Gr^A, ce qui est impossible puisque par normale
platitude la multiplication par \ est injective dans Gr^A.. c.q.f.d.
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3. Fonctions v-plates sur un sous-espace
d'un espace analytique.

Nous allons reprendre les notions introduites dans [14], appendice,
avec les mêmes notations (qui différent de celles de [13]).

11.3.1. DÉFINITION. — Soit X un espace analytique complexe réduit, Y
un sous-ensemble de X, u un ouvert de X. On dit que f e (9^( u) est v-
plate sur Y si Vy e u n Y , /yCÏWxî1 (^x,y désignant l'idéal maximal de
(9^ y ) . L'ensemble des germes de fonctions v-plates sur Y forme un faisceau
noté Ix^.

11.3.2. PROPOSITION. — Soit (p : X -> Y un morphisme d'espaces
analytiques, ye\ et xecp"1^) tels que (9^^ soit normale et que cp* :
^Y,, -> ^x,x ^^ l'hypothèse (H) (11.2.1).

5'î Z' c: X ^r Z c Y sonî d^s sous-ensembles tels que (p(Z') == Z et
x e Z , i7 existe une fonction v —> e(v) de N Ains N î^^ ^itô si f e O ^ y
appartient à ï^z',x (Ix,z ? désignant le faisceau d'idéaux des éléments de (9^
nuls sur Z') alors f est v-plate sur Z en x.

Démonstration. — On peut comme dans [14], § 5 supposer que le plus
petit germe analytique contenant le germe de Z' en x est irréductible. Soit
^ ' = IY,Z^ ^ = ^/ n ̂ .

La proposition 11.2.3 montre qu'il existe \ ̂  ^ tel que À-/ e ̂ v : / est
donc v-plate sur Z\v(À,). 11.3.2 en résulte alors comme dans [14],
théorème 5.5, en raisonnant par récurrence sur la dimension du plus petit
germe analytique contenant le germe de Z en y .

11.3.3. COROLLAIRE (analogue à [14], théorème 5.5). - Soit (p : X -> Y
un morphisme d'espaces analytiques complexes, y e Y, x e (p-1 (y) tel que
(P^^y soit intégralement clos et que (p* : (9^^ -> ^x,x vérifie l'hypothèse (H).
Soient Z c: Y, Z' c: X des sous-ensembles tels que x 6 Z' et que
(p(Z) = Z\ I I existe alors une fonction v -> e(v) de N dans N telle que si
f e ^Y.>' est ^^ ^^ f ° (? solt e(v)-plate sur Z' en x , alors f est v-
plate sur Z en y .

Démonstration. — Le théorème de résolution des singularités de
Hironaka montre qu'il existe un espace lisse X, un sous-espace lisse 2 de
X, et un morphisme (p : X -> X vérifiant l'hypothèse (H) en un point
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x e (p~1 (x) n 2 (cf. 11.2.2) et tel que (p(2) = î (î désignant le plus petit
espace analytique contenant Z'). X est alors normalement plat le long de
Z, ce qui permet d'appliquer la proposition 11.3.2 au morphisme (p o <p
(cf. [14], lemme 5.1).

11.3.4. Remarque. — On ne peut espérer avoir le même résultat que
11.3.2 ou 11.3.3. Lorsque Y n'est pas un espace normal au voisinage de y,
comme le montre l'exemple suivant : Y est défini par l'équation
x2 — z2y2 + y5 = 0 dans C3, le point y est l'origine, et l'ensemble
Z c= Y est l'axe des z défini par x = y = 0 : Y est normalement plat le
long de Z (car sa multiplicité est constante) ; (p : X -> Y est une carte de
l'éclatement de Z dans Y ; X a pour équation dans C3 :
x ' 2 — z2 + y3 = 0 et (p est définie par

x = x'y
y = y
z == z;

le point x de X est l'origine de C3 , et Z' c: X est l'ensemble

\y =o
[x' = z.

Considérons (p* :

^,y -^ ̂  ^' = (^y) c ̂  ^ = (y^-z) c: (9^.
Le morphisme (p* satisfait alors toutes les hypothèses de 11.3.2 sauf que
(9^ y n'est pas normale. Cependant le morphisme (9^ y. —> ^x^^ n'est pas
a.r. (cela vient du fait qu'il y a deux idéaux premiers dans ^x,x au-dessus de
^/, et que (9^ est fini sur ^yy) et donc la conclusion de IL3.2 (et de
11.3.3) est fausse.

Dans une telle situation, on a le résultat suivant :

11.3.5. LEMME. — Soient (Y,^) un germe analytique irréductible, (Y,z) sa
normalisation, Z c: Y un sous-ensemble analytique de Y,
Z' = n ~1 (Z) c= Y (avec K : Y -> Y). I l existe alors une constante VQ telle
que si f e O^^y est telle que / o (p soit v + Vo-plate sur Z' en z , / est v-
plate sur Z au voisinage de y .

Démonstration (cf. [14], lemme 5.4). — D'après le théorème d'Artin-Rees
pour les faisceaux analytiques cohérents (cf. [4]), il existe un voisinage u
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de y dans Y et un entier p tels que W^^^) n ^y,x c ̂ ,x' vx e u

et Vv (entier > 0(^y,x désignant la fibre en x du (9^-modu[e ^Py)» ce ̂ ul

prouve le lemme, le rang de (9^^ étant localement borné.
c.q.f.d.

Signalons aussi le lemme suivant :

11.3.6. LEMME. — Sous les hypothèses de 11.3.3, sauf l'hypothèse que (P^^y
est intégralement clos, la conclusion subsiste sous l'hypothèse supplémentaire
que si x^ e Z' et y^ = (p(xi), le morphisme déduit de (p : (P^^y -> (9^ est
injectif (pour x^ voisin de x).

Démonstration. — Si l'on pose comme dans 11.3.2, ^f = I^c,
^ = ^' n (9^y, A == O^y, B = ^x,x. iï suffit de montrer que l'injection :

(p* : A^» ->• B^ est a.r., comme dans 11.2.3.

Supposons le contraire, et soient h^y et ^B^, les hensélisés respectifs
de A^ et B^' ; si (p*Â^ ̂  Ê^ n'est pas injective, l'application canonique
h^ : ^ky -> ̂ y, non plus (cf. le corollaire II.1.8a)).

Le raisonnement consiste maintenant à se placer en un « point
générique » de Z de la manière suivante : si / e hAy est telle que
h(p*(/) = 0 , / est racine simple d'un polynôme :
xr -h C^x'"1 + • • • + C,. à coefficients dans A^, avec C^e^Ay et
C,._i^^A^ ([11], p. 182) et donc il existe y^ eZ proche de x tel que
/ définisse un élément /i de (9^ On aurait alors (p*(/i) = 0 (avec
(p* : (9^^ -> ^x,x)î ce çi111 contredit l'hypothèse, c.q.f.d.

III. FONCTIONS COMPOSÉES DIFFÉRENTIABLES

Nous allons dans cette partie donner quelques applications de ce qui
précède, en particulier aux fonctions différentiables ; nous suivrons de très
près l'article de J. C. Tougeron [14] consacré au cas où le morphisme est
semi-algébrique.

Rappelons que le problème est le suivant (cf. [7] ou [14]) : soit / une
application analytique X - > Y ; l'image par/* de ^°°(Y) dans ^°°(X)
est-elle fermée ? Nous donnerons une réponse positive dans le cas où /
est relativement algébrique.
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1. Stratification d'un ensemble semi-analytique.

Soient X c= R" un ensemble semi-analytique localement fermé, Z c X
un sous-ensemble semi-analytique. Rappelons que I(X) désigne le
faisceaux d'idéaux de G^n formé des fonctions nulles sur X et que N'(X)
désigne l'anneau des fonctions analytiques sur X qui sont algébriques sur
l'anneau A(X) des fonctions analytiques au voisinage de X.

III. 1.1. PROPOSITION (cf. [14], théorème 2.4). - Si Z est relativement

compact, il existe une partition finie Z = (J Z^ en parties s.a. telles que
ieî

Vf e 1 :
1) // existe un nombre fini de fonctions de N'(Z,) qui engendrent

UZ)VxeZ,.
2) Z, est lisse et il existe un nombre fini de fonctions de N'(Z^) qui

engendrent UZ,) Vx e Z,.
3) X est normalement plat le long de Z, en tout point y e Z^ (cf. 11.2.8 :

la définition a un sens si X est supposé semi-analytique). Pour montrer la
propriété 3) nous aurons besoin d'un lemme :

III. 1.2. LEMME. — Soient Z c X deux ensembles semi-analytiques. I l
existe un ouvert semi-analytique U c Z, dense dans Z, tel que X soit
normalement plat le long de Z en tout point de U.

Démonstration. — Ce lemme est bien connu : cf. par exemple Lejeune-
Teissier : Normal cônes and sheaves of relatives jets, Compositio
Mathematica, Vol. 28 (1974), th. 4.15.

On peut aussi démontrer ce lemme à l'aide du théorème de platitude
générique de Frish [4], X étant normalement plat le long de Z en x e Z
si et seulement si le morphisme Cx,z -> Z est plat au-dessus d'un voisinage
de x dans Z, Cx,z désignant le cône normal à X le long de Z.

Comme me l'a fait remarquer E. Bierstone, cet argument ne montre pas
que l'ouvert trouvé est semi-analytique ; pour montrer le lemme, il suffit de
remarquer que le raisonnement de [14] proposition 2.7 s'applique ici sans
changement. c.q.f.d.
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Montrons maintenant la proposition : nous allons raisonner par
récurrence sur la dimension de Z. Le théorème 1.2.9 montre qu'il existe

q

une partition finie Z = (J Z[ en sous-ensembles s.a. telle que la propriété

1) soit vérifiée, i.e. il existe pour tout i(l ̂  i ̂  q) un nombre fini de fonctions

de N'(Z;) qui engendrent I^(Z) VxeZ, . Soit maintenant Z = (J Z, une
iel

triangulation finie semi-analytique de Z compatible avec les Z; et l'ouvert
U du lemme III.1.2 (cf. [9]).

Posons Zi = (JZ^ où f e J si, et seulement si, dim Z, < dimZ. Z^
l € j

est alors un sous-ensemble semi-analytique fermé dans Z et tel que
dimZi < dimZ, et chaque Z, (avec f ^ J ) est un ouvert de Z.

Par hypothèse de récurrence, Z^ == u Z} où les Z} sont compatibles
avec les Z,(f € J) (et donc satisfont la propriété 1) et satisfont les propriétés
2) et 3). Si maintenant f ^ J , Z, satisfait la propriété 2). Car Z, étant
ouvert, on a I^(Z) = I^(Z^) pour x e Z,. La propriété 3 résulte de ce que
U étant partout dense (cf. le lemme III.1.2) et la triangulation étant
compatible avec U, on a nécessairement Z, c U pour i e J. c.q.f.d.

2. Morphismes relativement algébriques.

III.2.1. DÉFINITION. - Soit f : X -^ Y un morphisme d'espaces
analytiques réels; on dit qu'il est relativement algébrique s'il existe un
diagramme commutatif :

X ^ , X' c: Y x R"

où K i est la première projection, (p un isomorphisme et le faisceau d'idéaux
de X' dans Y x R" est engendré par un système fini de polynômes en les
variables de R" à coefficients des fonctions analytiques sur Y. Un
morphisme f : X -^ Y est dit localement relativement algébrique si tout
point ye\ possède un voisinage U tel que la restriction de f à /"^U)
soit relativement algébrique.
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111.2.2. Exemples. — a) Tout morphisme fini est localement
relativement algébrique.

b) Si / est l'éclatement d'un idéal de type fini î Œ ( p y , / est

relativement algébrique.
c) Pour tout morphisme localement relativement algébrique / :

X - ^ Y , tel que /* : ^-^x,c soit injectif VxG/-1^), l'hypothèse
(H) de 11.2.1 est vérifiée en tout point x e f ' ( y } : les résultats de la partie II
sont donc applicables. Considérons R^ x R" avec des coordonnées
(x) --= (xi,.. .,x^) sur R" et (y) = ( y ^ , . . . , yp ) sur R^.

On dira qu'un sous-ensemble Z c: Rp x R" est semi-analytique-
algébrique si c'est un sous-ensemble semi-analytique de R? x R" décrit à
l'aide de fonctions qui sont des polynômes en x.

111.2.3. PROPOSITION (cf. [14], lemmes 3.1 et 3.2). - Soient
X <= R^ x R" un ensemble semi-analytique-algébrique, (p : X -> R1' la
restriction à X de la première projection, Y = (p(X). On suppose que (p est
propre et que Y est localement irréductible.

I l existe alors une partition localement finie Y = (J Y, en parties s.a.
iel

connexes et Vf e 1 une fonction f^ e N^Y^.) telle que :
1) {y.fi{y))eX, V^eY, ,
2) si Von pose x = (y, fi(y)), le morphisme (p* : O^^y ->• (9^ est injectif

V^eY,..

Remarque. — Pour simplifier les notations, nous avons supposé que Y
était localement irréductible; tous les raisonnements qui suivent sont
cependant valables'sans cette hypothèse, à condition de remplacer comme
dans [14] l'application ^ par un nombre fini d'applications /^ de façon à

ce que (p* : (Py^y -> ]~] (9^. avec Xj == (y, fij(y)) soit injectif.
j

Démonstration. — Rappelons que Y est semi-analytique dans R1'
(cf. [9]). Le point 2) va résulter du lemme suivant :

III.2.4. LEMME. — Sous les hypothèses précédentes, il existe un sous-
ensemble semi-analytique-algébrique X^ c: X tel que (p(Xi) = Y, et que
Vy e Y et x e (p~1^) n X ^ , le morphisme (p* : O^y -> (9^ ^ soit injectif.

Démonstration. — Scit d la dimension de Y, Y^ l'ouvert de Y
formé des points lisses de dimension d . Il existe alors un ouvert semi-
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analytique-algébrique de X tel que (p(U) c Y^, que (p(U) soit dense
dans Y^ et que (p|U soit une submersion de U sur Y^ en tout point de
U (cf. [9] pour les propriétés des ensembles semi-analytiques-algébriques).

Il est alors clair que Vx e U (adhérence de U dans X), si y = (p(x),
on a (p* : (PY,V -^ ^xi,jc injectif.

Comme (p est supposée propre, on a (p(U) = Y,,, et le lemme est
démontré par récurrence descendante sur d .

On peut donc remplacer X par X^ et supposer que V x e X ,
l'application

(P* ^ ^Y,<p(x) -> ̂  est injective.

Pour démontrer la partie 1), la question est locale sur Y ; on se place
donc au voisinage de 0 e Y, et on raisonne par récurrence sur n.

1) n = 1. Notons (y) les variables sur R^ et t la variable sur R.

Il existe une partition localement finie Y = (J Y, en parties s.a., et
iel

pour chaque i e 1 un polynôme ?i(y,t) à coefficients analytiques en y tel
que si Z(P,(^,t)) désigne l'ensemble des zéros de P,,

Z(P^)) n ( Y , x R ) c X (cf. [9]).

Pour chaque i e 1, on décompose Y^ en u Y^ de manière que pour
ye\ij le polynôme P,(^,0 ait un nombre de racines constant ; chacune
des racines réelles de P,(^,0 appartient alors à N'(Y^) (cf. [10], chap II).

2) Passage de n à n + 1.

On considère la situation suivante :

X c: RP x R^1

Y' c: RP x R"

J J
+ Y

Y c RP

où K' et K sont les projections canoniques, cp' et (p les restrictions de TT'
et K à X et Y'. L'ensemble Y' = K'(X) est semi-analytique-algébrique
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par le théorème de Tarski-Seidenberg (cf. [9]) : on peut donc lui appliquer
l'hypothèse de récurrence; il existe ainsi une partition localement finie

Y = (J Y, et pour chaque i e 1 une f, : Y^ -> R" appartenant à N^Y,)",
iel

telle que ^(y) = (yj,{y)) e Y' pour y e Y,.

Si l'on pose \[ = ^(YJ, Y^ est semi-analytique dans Y' (puisque c'est
le graphe de f^ ; on peut alors supposer que la partition Y' = u Y;' de
Y' donnée par le cas n = 1 est compatible avec les Y^, et donc que

Y; = LT^c» avec pour chaque k l'existence d'une fonction ^,eN'(Yy

telle qîie (y,f,(y), g^yJ,(y))eX pour y eY;, = (p'(Y;,).

Rappelons (cf. 1.2.10) que si Z est semi-analytique dans R^ x R",
N"(Z) désigne la clôture algébrique de A"(Z) dans A(Z), A"(Z) étant
l'anneau des fonctions analytiques au voisinage de Z qui sont des
polynômes en X ^ , . . . , Xp, et A(Z) l'anneau des fonctions analytiques au
voisinage de Z. Il résulte alors immédiatement de la démonstration du cas
n= 1 que ^eN^Y;',).

Il suffit maintenant de voir que ^.(yJiC^eN^Yy; mais N'(Yy est
par définition la clôture algébrique de A(Yy dans A(Yy (rappelons que
les Y;^ sont connexes) et les composantes de fi(y) appartiennent à N'(Yy
par hypothèse.

D'autre part g, vérifie une équation PnC^, x, gi,(y,x)) = 0 où (x) sont
les coordonnées sur R^, (^,x)eY^ et P^(y,x,t) un polynôme en (x,r) à
coefficients analytiques en y . Si le polynôme en t Pi(y,fi(y\t) n'est pas
identiquement nul, dans un voisinage de Y;^ on en déduit que gi.(y,fi(y))
est algébrique sur N'(Yy, et donc appartient à N'(Yy.

Si ce polynôme est identiquement nul, il existe un multiindice a tel que
SW QW
— I\(.yJiCyV) ne soit pas identiquement nul et que —^P^,x,^^,x))=0

au voisinage de Y - , et la conclusion est la même. c.q.f.d.

Nous allons maintenant montrer un théorème analogue au théorème 3.3
de [14] qui traite le cas semi-algébrique.

III.2.5 THÉORÈME. — Soit X c= R^ x R" un ensemble semi-analytique-
algébrique, (p : X -> R1' la restriction à X de la première projection,
Y = (p(X). Supposons (p propre. I l existe alors un sous-ensemble Z c: X
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semi-analytique et une partition localement finie ; Z = (J Z, en parties s.a.
16l

tels que pour tout ieï :
1) (p/Z soit une bijection de Z sur Y, ^î les Y^ = (p(Z,) son? semi-

analytiques et vérifient les propriétés de la proposition III. 1.1 et de la
proposition III.2.3 (Z, est alors l'image de Y .̂ par l'application
y -^ (y,fi(y)) : cf. III.2.3). De plus il existe un idéal de type fini ï^ de
^RPxR^i) ^ engendre I^(X)VzeZ,., et un idéal de type fini î\ qui
engendre I^(Z,)VzeZ,..

2) Si Von suppose de plus qu'il existe pour tout i un idéal de type fini î^
de N^^(Z,) qui engendre I^(X)VzeZ,, il existe une fonction [i-^ e([i)
de N dans N telle que ^y e Y, :

ï'xg,. n ̂  c= 1 ,̂ avec z e Z, et (p(z) = y.

Rappelons que î^y désigne le faisceau des éléments de (9^ nuls sur Y,,
et que (p* : (P^y -^ 0^ est injectif Vx eZ (et y = (p(x)), car par 1) les
Y, = (p(Z,) vérifient les propriétés de III.2.3.

Démonstration. — Soit Y = u Y .̂ une partition localement finie de Y
en parties s.a. satisfaisant à la proposition III.2.3; si l'on pose
Qi(y) = (y.fi(y)) e X (pour ^eY,.), l'ensemble Z, = ^,(Y,) est semi-
analytique dans X (comme graphe d'une application analytique), et
l'application (p induit un homéomorphisme de Z, sur Y,. On pose alors
Z = uZ,. D'après le théorème 1.2.9, il existe une partition localement

finie Zf = U2^' en ensembles s.a. tels que V/'eJ il existe un idéal I^
;6J

de type fini de N^^,(Z,) qui engendre I^(X)VzeZ^.. On raisonne
maintenant par récurrence sur dim Z exactement comme dans la
démonstration du lemme III. 1.1 pour démontrer la partie 1) du théorème
(rappelons que les ensembles (p(Zy sont semi-analytiques puisque ce sont
les images inverses d'ensembles semi-analytiques dans R^ x R" par
l'application g^).

La partie 2) du théorème va résulter de la proposition suivante (cf. [14],
démonstration du théorème 3.3 (iX)).

III.2.6. PROPOSITION. - Sous les hypothèses de III.2.5, 2), l'ensemble des
ye\, tels que Ix,z,2 n O^y <^ 1̂  (pour \JL et v fixés, et (p(z) = y) est
un fermé de Zariski de Y,, identifié à l'ensemble des idéaux maximaux de
Panneau nœthérien N'(Yf).
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Démonstration. — Introduisons les notations suivantes (l'indice i est
fixé) :

I : idéal (de type fini) de N'^(Y,) qui engendre Iy(Y)V^eY,.
F : idéal de NRn(Y,) qui engendre Iy(Y,)V^eY,.
Iï : idéal de N'pp^Z,) qui engendre I^(X) pour tout zeZ, .

Remarquons que (p étant propre, elle induit un morphisme :

Z,^Y,=(p(Z,);

on en déduit que l'application (p donne par composition un
homomorphisme :

N'(Y^) -^ N"(Z,) évidemment injectif.

L'hypothèse a) du théorème III.2.4, 2) implique aussi que le morphisme :

N^Y,) N"(Z,)
——— -> ——— est injectif.

I Iï

On note \'[ l'idéal de N"(Zf) engendré par I' et les fonctions

X, -x^),...^-^),
où

fi(y)=(xl(y\...,xP(y))eR

(les fi sont définies dans III.2.3).

III.2.7. LEMME. - a) Pour tout z e Z ^ , Vidéal UZ^) ^s germes
analytiques nuls sur Z, au voisinage de z est engendré par l'image de \\
(dans ^p+^),

b) le morphisme Q^ :

N'(Y,) -^ —-^- est fini.\ v ,,,Y Jll

Démonstration. — a) Est immédiat ; pour b\ il suffit de montrer que le
W(7 \

morphisme 9i : N'(Y,) -^ —^— est surjectif; cela résulte de ce que si
Iï
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h{x,y) e N"(Z,), h(f(y\y) (avec /=( /„ . . . ,^)) e N'(Y.) (cf. la
démonstration du lemme III.2.3 ; ceci est faux pour Panneau N'(Z,), ce qui
explique la nécessité de l'hypothèse 2) dans III.2.5).

III.2.8. LEMME. - Soient ^ e Y ^ , z e Z ^ tel que (p(z) = y , M Vidéal
maximal de N'(Y,) correspondant au point y . M" l'idéal maximal de
N"(Z,) correspondant au point z ; les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) Ix.z,z n ̂  ̂  1 ,̂,,

.C^) n^),^).
V 1! /M" \ A /M \ A /M

Démonstration. - Nous allons montrer que les conditions a) et fc) sont
équivalentes à la condition c) : îx,z,z n ̂  ̂  Î^Y,^. Le morphisme

N'(Y-) N"(Z.)
^ : ——L -> ———ï— est fini ; il en est de même du morphisme ^ :i iï + r^
/N'(Y,)\ / N"(Z,) \
—— -> ————; , M' étant le seul idéal maximal de N"(ZJ au-

\ A /M \IÏ 4- Ii /M"
dessus de M.

( N^Z.) \
Le complété de -^——L^) est isomorphe à ^/(Ix.z^ et le

11 ~r 11 / M"
morphisme ^ s'écrit :

^ : ^Y.. - ^X.AÎX.Z.J

on a

ker^=(^)n(NW) et Ker 4" = (Î̂ ,J n ̂ ,,
\ 1! / \ 1 /M

Le morphisme ^P' étant fini, on a d'autre part

Ker^F' = Ker^®^^

d'où immédiatement l'équivalence de a) et c) ; on voit de même que b) est
équivalent à c). c.q.f.d.

Montrons maintenant la proposition III.2.6 : grâce au lemme précédent,
l'ensemble des y e Y, de la proposition s'identifie à l'ensemble des idéaux
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maximaux M de N'(Y,) tels que :

N'(Y,) /Iî +ï\'
1 \ Iï .[T-mn'r-] ^(0)

c'est donc le support d'un module de type fini sur l'anneau nœthérien
N'(Yf), d'où la proposition, c a f d

Démontrons maintenant le théorème III.2.5. - Fixons un indice i et un
entier ^ l eN. D'après 11.3.2, le lemme 11.3.6 et le fait que Y est
normalement plat le long de Y, en tout point y e Y,, il existe pour tout
y e Y, un entier e([i,y) tel que :

W n ̂  - ï^y

(avec zeZ, et (p(z) = y). Mais si v e N l'ensemble

Z v = { ^ e Y , : Ix.z,z n ̂  ^ I^Y,J

est un fermé de Zariski du spectre maximal identifié à Y, de l'anneau

nœthérien N'(Y,) (iïl.2.6) ; comme Z, D Z,^ ^ • • • et n Z, = 0, il
v

existe un entier e([i) tel que Z,^ = 0. c.q.f.d.

On peut se demander si l'hypothèse III.2.4 2), b) est toujours vérifiée
pour un sous-ensemble semi-analytique-algébrique de R^ x R\ Elle est
évidemment vérifiée si en tout point x e Z , le germe X^ du plus petit
espace analytique contenant X^ est cohérent, en vertu du lemme suivant :

III.2.9. LEMME (analogue au lemme 1.1 de [14]). - Soit X c RP x R"
un ensemble semi-analytique algébrique, xeX. Alors î^n+p^ est engendré
par des éléments de N^ (N^ désignant la clôture algébrique de
^[Xi,...,X^] dans ,̂).

Démonstration. - On peut supposer î^n+p^ n N^ = ^ premier. N^
étant hensélien, ^n+p,x est aussi un idéal premier. Si 7î=dimN^, il ^
a des points y de X lisses de dimension h dans tout voisinage de x (car
le théorème de préparation est valable dans N^).
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^Rn+p,x,x est ^oï's un idéal contenant ^ et de hauteur ^ n + p — h
(par le théorème de semi-continuité : (cf. [16], p. 39), d'où

lR^Px,x=^n+p... c.q.f.d.

3. Applications.

Nous allons d'abord démontrer le théorème III.3.2, résultat qui
généralise le théorème 1.7 de [14].

Si X c: R" est un sous-ensemble semi-analytique de R", on peut
définir sur l'anneau ^°°(X) des fonctions <^00 sur X une topologie
naturelle (cf. [14], § 1) : si K c: X est un compact semi-analytique, et Q
un voisinage de K, on munit ^(K) de la topologie quotient de ^(O),
et on munit ^(X) de la topologie la moins fine rendant continus les
morphismes de restriction : ^(X) -> ^"(K) pour K semi-analytique
compact dans X. Si x e X, il y a homomorphisme naturel (p^ :
^°°(X) -> S^ qui provient de rhomomorphisme : ^(Q) -^ ^xx (où Q
est un ouvert contenant x) donné par la série de Taylor. Si /e^^X),
nous noterons f^ l'image de / par (p^.

On a alors la proposition suivante (cf. [14], proposition 1.6 et [17]).

111.3.1. PROPOSITION. - Soient X c R^ et Y c= R" des ensembles semi-
analytiques, f: X-^ Y un morphisme analytique, et soit ^Fe^^X)
appartenant à l'adhérence de l'image de /* : ^(Y) -> ^(X). Ators
V^ e Y /a condition suivante est satisfaite : (^y) : il existe (py e ̂  r^ ̂
Vx e/"1^), 4^ = (py o/^, /^ désignant le morphisme ê^y-^ è^x àéàuït
de f.

On a alors le théorème suivant :

111.3.2. THÉORÈME. - Soient X <= RP, Y c R" des ensembles semi-
analytiques, (p : X -> Y un morphisme propre, surjectif et relativement
algébrique (cf. III.2.1.). Alors l'image par (p* : ^°°(Y) ̂  ^°°(X) de l'algèbre
^(Y) est fermée dans ^°°(X). Autrement dit, si ^Fe^^X) est telle que
pour tout yeY la condition ^y est satisfaite, il existe Oe^^Y) telle que
^ = 0 o /.

Démonstration. - Soit X^ le plus petit sous-ensemble analytique de
W contenant X. Le théorème de désingularisation de Hironaka (cf. [7])
montre qu'il existe un morphisme $ : X^ -> X^ propre, surjectif et
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relativement algébrique, où de plus X^ est lisse. On peut donc pour
démontrer III.3.2 remplacer X par (p'^X) et supposer ainsi que le plus
petit espace analytique contenant X est lisse.

Si maintenant on remplace X par le graphe de (p : X' <= R1' x R", on
est dans la situation du théorème 111,2.5, l'hypothèse III.2) étant vérifiée
puisque un espace lisse est cohérent (cf. III.2.9). La démonstration de
Tougeron ([14], § 4, démonstration du théorème 1.7) s'applique maintenant
mot pour mot au cas envisagé ici, et nous ne la répéterons pas.c.q.f.d.

Voici une autre application de ce qui précède :

111.3.3. DÉFINITION. - Soient A un sous-ensemble de R", / une
fonction sur R", [i un entier > 0. On dit que f est ^-faiblement plate sur
X en 0 s'il existe un voisinage V de 0 dans W et une constante C tels
que \f(x)\ ^ C| |x[ |^VxeV n X {cf. [13], définition 1.4).

On a alors le théorème suivant :

111.3.4. THÉORÈME. — Soit Y c: R" un ensemble analytique compact,
A c Y un sous-ensemble semi-analytique; il existe une fonction de N dans
N : n —> e([i) vérifiant la propriété suivante : si f est une fonction
analytique sur Y, e(\ï) faiblement plate (sur Y) en tout point de A, elle est
^,-plate sur Y en tout point de A (cf. Définition 11.3.1).

Démonstration. — II suffit d'appliquer le théorème III.2.5 2) au
morphisme (p : î ->• Y, où (p est une réduction des singularités de Y
comme dans [8], (en particulier, (p est relativement algébrique, propre et
surjectif). En effet, si / est e(\Ji) faiblement plate sur Y en y e A, / o (p
est e(n) faiblement plate sur Y en tout point de cp"1^); î étant lisse,
on en déduit que / o (p est ^(^)-plate sur (p'^A) eh tout point de
(p'^A); on peut alors appliquer Iiï.2.5 en prenant une partition
Y = u Y; de Y compatible avec l'ensemble A. c.q.f.d.

Si on applique III.3.4 au cas où A est réduit à un point y , on voit qu'il
existe une fonction p, -> ey(\\) telle que toute fonction / analytique sur Y
faiblement ^y(n)-plate sur Y en y , soit ^-plate en y .

III.3.5. PROBLÈME. - Cette fonction [i -> ey([i) est-elle localement
bornée sur Y ?

C'est l'espoir (déçu) de pouvoir répondre à ce problème qui a incité
l'auteur à entreprendre ce travail.
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