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INTRODUCTION

On dit qu’'un opérateur différentiel () P, défini sur une
variété indéfiniment différentiable V, est hypoelliptique (dans
V) si toute distribution T sur V est une fonction indéfiniment
différentiable dans tout ouvert de V ou il en est ainsi de PT.
Dans le chapitre 11 du présent article se trouvent énoncés
et démontrées des conditions suffisantes d’hypoellipticité.

Jusqu’a une date récente, les démonstrations d’hypoellipti-
cité étalent limitées aux catégories classiques: preuves de
la « régularité a 'intérieur » des solutions, « faibles » ou « fortes »,
des équations elliptiques ou paraboliques (3). Mais la trés
belle caractérisation, par M. L. HormANDER, des opérateurs
différentiels hypoelliptiques a coefficients constants dans R*,
a conduit naturellement a envisager la possibilité de résultats
généraux. Guidés par ce genre de préoccupation, MM. Hor-
MANDER et MALGRANGE ont démontré, a 'aide de méthodes
différentes, le méme critére d’hypoellipticité. Les conditions
suffisantes qu’ils établissent (®) englobent le cas elliptique, le
cas p-parabolique (au sens de PETrowski) et celul des opéra-
teurs hypoelliptiques a coefficients constants. Y échappent
certains systémes différentiels, comme I’a remarqué L. Hor-
MANDER (*). Nous-mémes exhibons ici (proposition 3. 4) une
équation hypoelliptique qui ne remplit pas les conditions de

() Par opérateur différentiel sur la variété V, il faut entendre ici une application
linéaire continue de l'espace D(V) des fonctions C* dans V, a support compact,
dans lui-méme [D(V) est muni de la topologie de Schwartz], application qui diminue
le support; cette définition correspond au fait que P est & coefficients indéfiniment
différentiables dans tout systéme de coordonnées locales.

(2) En ce qui concerne la régularité a I'intérieur des solutions faibles, dans le cas
elliptique ou parabolique, on pourra consulter Lax [1], Mizohata ([1], [2]), Schwartz

6], [7]1).
t (]3) [M. F. E. Browder a démontré, dans Browder [1], des conditions suffisantes
plus restrictives.

(4) Ces systémes ont été exhibés par A. Douglis et L. Nirenberg (Comm. pures
and appl. Math., t. 8, 1955, p. 503).
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HorMANDER et MALGRANGE, et qu’aucun changement de
coordonnées ne peut amener a les remplir.

Comme les travaux précédents, le nétre a sa source dans la
caractérisation des opérateurs hypoelliptiques a coefficients
constants. Pour établir le critéere d’hypoellipticité du cha-
pitre 111, nous avons adapté la méthode parlaquelle M. S. Mizo-
HATA a prouvé l'hypoellipticité des opérateurs elliptiques et
paraboliques (Mizonata [1], [2]). Cette adaptation entraine
des modifications qui, sans étre révolutionnaires, nous ont
semblé mériter une publication. Ceci s’ajoute au fait, que le
critéere d’hypoellipticité que nous obtenons est strictement
plus large que celui de HorRMANDER et MALGRANGE.

L’un des caractéres spécifiques, et sans doute un inconvé-
nient, de la voie que nous avons choisie, réside en 1'usage
systématique des solutions élémentaires. Cela nous a poussés
a étudier les polyndmes différentiels P(¢, D,) sur R, dont les
coefficients (constants par rapport a la variable z de R?)
sont des fonctions indéfiniment différentiables du point ¢
d’une variété V. Cette étude occupe tout le chapitre 1. Le
résultat principal en a été déja énoncé, avec une précision
moindre, dans Tréves [1] (théoréme 2). Nous en publions ici la
démonstration compléte, qui n’est d’ailleurs que I’adaptation
naturelle d’un raisonnement de M. L. Hérmanpber ([1],
preuve du théoréme 3. 4). Voici, grosso modo, quel est ce
résultat. Faisons les hypothéses suivantes :

A) P(v, D) est hypoelliptique pour tout v e V.

B) Quels que soient les points v, et v, de V, P(¢,, D) et P(¢,, D)
sont équivalents (au sens d’HorRMANDER; voir notre déf. 2. 1).

I1 existe alors une solution élémentaire E(z, ¢) de P(¢, D)
qui a les propriétés suivantes :

C) Pour toute fonction a«(z) indéfiniment dérivable, a
support compact contenu dans le complémentaire de 1’origine,
a(z)E(z, ¢v) est une fonction C* de (z, ¢) (dans R" X V).

D) L’opérateur de convolution (en z) E(z, ¢)x est une
fonction C* de ¢, dans V, a valeurs dans I’espace des appli-
cations linéaires continues de L} dans Lj, (espace muni de
la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de LJ).

Par L] nous entendons l’espace des fonctions de carré
sommable a support compact; par L., I'espace des fonctions
localement de carré sommable.
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La nouveauté de I’étude du chapitre 11 réside en ce que le
probléme de la réciproque du résultat précédent s’y trouve
pratiquement résolu. Ce probléme peut se concevoir ainsi:
en faisant, bien entendu, l’hypothése que la variété V est
connexe, est-ce que les propriétés (C) et (D) entrainent (A)
et (B)? Un exemple trés simple (un opérateur différentiel du
second ordre sur la droite réelle, dépendant d’un paramétre
réel) montre qu’il n’en est rien sans hypothése supplémentaire.
Ce méme exemple suggére d’ailleurs I’hypothése convenable,
qu’on peut énoncer de la fagon suivante : toute combinaison
linéaire des coefficients de P(v, D) ayant un zéro d’ordre infim
en un point de V doit étre partout nulle dans V. La démons-
tration du fait que, moyennant cette condition, les deux
conjonctions (A) & (B) et (C) & (D) sont équivalentes, occupe
presque entiérement la deuxiéme partie du chapitre 1. En
dehors de cette condition, tout devient possible, comme on
s’en convainc en étudiant I’exemple mentionné, et c’est dans
ce sens que notre résultat (théoréme 2. 2) constitue un optimum.

L’auteur tient & remercier MM. HorMANDER, MALGRANGE,
Mizonara et ScHwarTz pour les enseignements qu’il a pu
tirer de leurs travaux et de leur conversation.

NOTATIONS

Les opérateurs différentiels, les fonctions, les distribu-
tions, etc., seront définis dans R”, dont la variable sera le
plus souvent notée x = (@, ..., 2,). La transformée de Fourier
sera supposée operer ainsi

= f f(z) exp (— 2in (z, y)) d=

par exemple pour f(z) continue a support compact;
& y) =zy, + -+ + Tyns

z sera systématiquement la variable coté objet,y = (y,, . . ., ¥,)
la variable coté image; la distance euclidienne dans R" sera
notée |z|, [y, etc.

Nous désignerons par N I’ensemble des entiers > 0, par N*
celui des systémes (p,, ... p,) de n tels entiers; N et N* sont
munis de la loi additive usuelle et pe N*, p =0, signifie
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pp=p,=--=p,=0. Comme c’est la coutume, nous
écrirons |p| pour p,+ .-+ p,, p! pour p/!...p, 2
(zeC") pour z" ... z", etc.

Un polynéme différentiel P(D) est un opérateur différentiel
sur R"* & coefficients constants, obtenu en substituant, dans
un polyndme P(X) & n indéterminées X,, ..., X, et a coeffi-

kY

. e 1 » . .
cients complexes, la dérivation -~ — a l'indéterminée X;

2im 3
pour chaque j =1, ..., n. Conformément & cette régle, D?
, . A fe e 1 2\ 1 2\
désignera le mondéme de dérivation ( = —) ---( - —) ;
2im oz, 2im dz,,

et P? (D) sera 'opérateur associé au polynéme

(&)" : .<5%n>”"1> (X).

En ce qui concerne les espaces de fonctions ou de distri-
butions, nous nous conformerons aux définitions et notations
de L. Scawartz. Pour les distributions scalaires (voir
Scawartz [1]), bornons-nous a signaler que si Q est une
variété C*, D(Q) est ’espace des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables dans Q, a support compact, &(Q2) celui des fonctions
indéfiniment différentiables & support quelconque, 9'(Q) est
Pespace des distributions (ou, si 'on préfére, des courants
de degré 0) sur Q, 8'(Q) celui des distributions sur Q & support
compact. Nous ne mentionnerons pas Q lorsque Q = R";
ainsi 4 sera I’espace des fonctions indéfiniment dérivables dans
R", a décroissance rapide a I'infini, ¥, celui des distributions
tempérées sur R". Tous ces espaces seront munis des topologies
que leur a assignées Schwartz.

Une remarque en passant: on sait que la transformation
de Fourier définit un isomorphisme vectoriel topologique de
¥, sur J,; I'image de T(z)eY, par cet isomorphisme sera
notée 'i‘(y)

Nous utiliserons la notation fonctionnelle pour les dis-
tributions (*) : nous écrirons par exemple T(z)e®, et la
dualité entre 9, et 9, sera exprimée par I’ « intégrale »

[ T(2)¢(2)dz(T e ¥, g ).

() Exception faite parfois de la mesure de Dirac a ’origine, qui sera tantét notée
3, tantot 3(z), et quelques fois § tout court.
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Nous ferons intervenir aussi des fonctions et des distributions
a valeurs vectorielles, c’est-a-dire a valeurs dans un espace
vectoriel topologique. Sur ce sujet, le lecteur pourra se reporter
a Schwartz [3] et [4] (ou & Schwartz [2]). Si E est un espace
vectoriel topologique et %(Q) un espace de fonctions ou de
distributions dans la variété €, on peut, dans certains cas,
définir un espace (#(Q)) (E) de fonctions ou de distributions
a valeurs dans E qui soit la généralisation du cas scalaire #6(Q).
Par exemple, (§(Q)) (E) désignera 'espace des fonctions indé-
finiment différentiables dans Q, a valeurs dans E; (9(Q)) (E)
sera (par définition) I’espace des applications linéaires continues
de 9(Q) dans E (pour ceci, on suppose que E est localement
convexe séparé quasi-complet), etc...

Nous utiliserons souvent la notation suivante: si E et F
sont deux espaces vectoriels topologiques, L,(E; F) désignera
Pespace des applications linéaires continues de E dans F,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
ensembles bornés de F.



CHAPITRE 1

DE CERTAINS ESPACES FONCTIONNELS

§ 1. — Espaces A°, A, Af..

DeériniTion 1. 1. — Soit s un nombre réel quelconque. Nous
désignerons par A° Uespace des distributions tempérées T (x)
sur R, dont la transformée de Fourier T(y) est une fonction
telle que (1 + |y|*)* T(y) e L.

Nous munirons A* de la norme Ny(f) = [|(1 + |y} f(¥)||
qui en fait un espace de Banach (non réflexif!). Si s’ s,
on a les plongements continus ¥c A*c A" c¥’; A® est dense
dans ¥’ mais 4 ne I’est pas dans A°. En particulier, le dual
de A° n’est, pour aucun s, un espace de distributions.

Si P(D) est un polyndome différentiel d’ordre m, P(D)d € A—™;
en particulier, € A°.

Soient deux nombres réels s, ¢; on peut définir la convolution
S*T d’un élément S de A* et d’un élément T de A‘ comme
étant la transformée de Fourier réciproque du produit g(y) T(y)
Le résultat suivant est évident :

Prorosition 1. 1. — (f, g) = [+ g est une application bili-
néaire continue de A° X A' dans At

CorovrrAIRE 1. — Soit P(D) un opérateur différentiel d’ordre m,
a coefficients constants; f — P(D) f est une application linéaire
continue de A° dans A*—"™,

Solent fe Af, ge A¥*"*'; posons:

A

f+8ly)= f (A + [uf) fu) (A + ly— up)e-or
(1 + luiﬁ)-s/zg(y__ u) (1 + 'y‘— ulz)_(,.ﬂ)lz du,
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intégrale qui a un sens, car il existe C, << 4+ o tel que, pour
tous u, y € R",

(1 + Iuli)—:/z < C,(l + Iy|2)‘s/’(1 + ly——-uls)“"",

d’ou résulte aussi:

(L4 lyPy i 8) < C. [ (A +ly—wp)™">F du
X N,(f) X N|t|+n+1(g>-

La transformée de Fourier réciproque de f+g(y) sera, par
définition, le produit multiplicatif fg de f et de g. Nous avons
prouvé :

Prorosition 1. 2. — (f, g) — fg est une application bilinéaire
continue de A* X A¥'""** dans A’.

Comme ¥ est plongé continiment dans A¥!*"*** quel que soit s,
ona:

CoroLLAIRE 1. — (f, ¢) — f¢ est une application bilinéaire
continue de A* X 4 dans A*.

DériniTioN 1. 2. — Nous appellerons A™ Uintersection de
tous les espaces A* (s parcourant R) et A leur réunion.

Prorosition 1. 3. — Pour toute g € A=, f — gf est une appli-
cation linéaire continue de A° dans lui-méme.

Notons, avec Scawartz ([1], t. II, p. 55) Dy» I'espace des
fonctions indéfiniment dérivables dont toutes les dérivées
appartiennent a L».

ProrositionN 1. 4. — Dyt c A < Dy,

Les inclusions n’ont ici qu’une signification vectorielle, pour
la bonne raison que nous n’avons pas défini de topologie sur A™.

D’abord, A” c 9y2. En effet, les éléments de A” sont manifes-
tement indéfiniment dérivables; d’autre part, A est stable
par dérivation (comme il résulte du corollaire 1 de la propo-
sition 1. 1). Il suffit donc de prouver que A®c L2 Mais si
feA=, il est visible que fe L2, d’ou le résultat.

Enfin, D, c A”; car soit f e Dy. Quel que soit I'entier k > 0,

k

<1 —%) feL! et donc sa transformée de Fourier, qui est

1+ lyB)*f(y), appartient a L=, d’ou le résultat.



OPERATEURS DIFFERENTIELS HYPOELLIPTIQUES 9

La proposition 1. 1 montre que la convolution définit sur A
une structure d’algébre commutative, avec unité (la mesure
de Dirac d). Le réel s définit une sorte de filtration décroissante
sur A (le. A*cA" si 8" (s et A*«A'cA**Y. Pour k >0,
les A* sont donc des sous-algébres de A; parmi celles-ci, la
seule qui soit unitaire est A°’. L’intersection A® des A‘ est
un 1déal de A.

La proposition 1. 2. montre que la multiplication est une
loi de composition partiellement définie sur A ; elle est partout
définie sur A®. Dans A®, il n’y a d’élément unité, ni pour la
multiplication, ni pour la convolution.

DEriniTiON 1. 3. — Soit F un fermé de R". Nous désignerons
par A% le sous-espace de A° formé des f qui ont leur support
dans F.

f sera muni de la topologie induite par A*; Af est un espace
de Banach.

DériniTioN 1. 4. — Nous désignerons par Al la limite
inductive (au sens vectoriel-topologique) des espaces Ak, K par-
courant la famille de tous les compacts de R™

A: est une limite inductive dénombrable stricte d’espaces
de Banach; c’est donc un espace YF (non réflexif!). Si s" s,
on a les plongements continus: Dc Afc A cé’.

Prorosition 1. 5. — L’intersection des espaces A{ est iden-
tique a 9; leur réunion est identique a &'

Si fappartient 4 I'intersection des A}, f est & support compact,
et indéfiniment dérivable d’aprés la proposition 1. 4.

Soit maintenant T e&’; d’aprés le théoréme XXVI de
Scawartz [1], t. I (1™ édition, p. 90), il existe r n-uplets
p € N et r fonctions continues & support compact g, tels que
T = XDrg,. Il suffit de prouver qu’un terme de la forme
Drg, appartient & la réunion des A°. Or g, < L, donc g,(y) e L*
et par conséquent, (1 + |y[’)~"P11*(2iny)*g,(y) eL> ce qui
prouve que DPg,e A-IPl,

DeriniTioN 1. 5. — Nous désignerons par Af, Uespace vec-
toriel des distributions f(z) sur R® telles que, pour tout a e %,
af € A’
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Nous munirons Aj, de la topologie la moins fine rendant
continues toutes les applications f — afde Aj,, dans A{ (« parcou-
rant D). Alors Aj, est un espace de Fréchet (non réflexif).
Si s’ s, on a les plongements continus: §c Af c A, c9’;
A c A*c A§,.. Les derniers plongements résultent banalement
de la proposition 1.3 et de ce que D c A”.

Prorosition 1. 6. — L’intersection des espaces Aj,, est
identique a &; leur réunion est Uespace des distributions d’ordre
fine.

Démonstration aisée a partir de la proposition 1. 5.

Proposition 1. 7. — Soit K un compact de R*; (f, g) > f=g
est une application bilinéaire continue de Ay X Al dans A{rt.

S1 E, F, G sont trois espaces de Fréchet, toute application
bilinéaire séparément continue de E X F dans G est continue
(Dieudonné-Schwartz [1], théoréme 8). Par conséquent, il
nous suffira de prouver que fxg estséparément continue. Mais
grice au théoréme du graphe fermé, il suffit méme de prouver
que si feAl et geAl, alors fxgeAif' Soit alors zed

quelconque, dont nous noterons H le support (K désignant
celui de f). Soit B D, égalea 1 sur H— K;ona:

ulf+g) = of+(Bg)] et  BgeAl

Comme f e A§, on a bien, d’apres la proposition 1. 1, fx(8g) € A***
d’ou le résultat en appliquant la proposition 1. 3.

CororrLaIrE 1. — Sotent H, K deux compacts de R*; (f, 8) —[f+*g
est une application bilinéaire continue de Ay X Ak dans Axikk.

Prorosition 1. 8. — (f, g) = fg est une application bili-
néaire continue de A, X All*"*+' dans Ajf,..

Puisque tous les espaces qui interviennent sont des Fréchets,
il suffit (cf preuve de la proposition 1.7) de montrer que
fg € A;,.; mais ceci résulte banalement des définitions et de
la proposition 1. 2.

CoroLraIre 1. — (¢, f) = ¢f est une application bilinéaire
continue de & X A, dans A$

loc*

En effet, 8 est plongé continiment dans Als/*"+".

ocC
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§ 2. — Espaces A"¢ A%¢ Al

DgriniTioN 1. 6. — Nous désignerons par A** (s, d nombres
réels) le sous-espace de A° formé des f telles que, pour tout
pe N, z*fe As+lpid,

La topologie sur A®“ sera la moins fine de toutes celles
rendant continues toutes les applications f— z?f de A®*¢
dans A**PI* (p parcourant N"); A~? est ainsi un espace de
Fréchet.

DeErintTion 1. 7. — Soit F un fermé de R*. Nous noterons
A% le sous-espace de A** constitué par les f qui ont leur sup-
port dans F.

A% ? sera muni de la topologie induite par A*“; c’est alors
un espace de Fréchet.

DériniTioN 1.8. — Nous désignerons par Ad? la limite
inductive (au sens vectoriel-topologique) des espaces Agx?, K
parcourant la famille des compacts de R".

A?? est un espace YF. On a les plongements continus
suivants: si s’ < setd <d, DcAf?cAi? c D,

Il faut bien souligner que 9 n’est pas dense dans A{? et
que donc, pour aucun s ni d, le dual de A$? n’est un espace
de distributions. Lorsque d reste fixe et que s parcourt la droite
réelle, 'intersection des A{? (contenue dans celle des Af) est
identique a 9.

DeériniTion 1. 9. — Nous désignerons par Aj¢ Uespace
des distributions f(z) sur R" telles que, pour toute & € D, af € A%<,

Nous munirons Aj;? de la topologie la moins fine rendant
continues toutes les applications f— af de Aj¢ dans Af¢
(xeD); Ai? devient alors un espace de Fréchet. On peut
auss1 définir Aj? comme étant le sous-espace de Aj, formé
des f telles que, pour tout p e N" zff e A§TIPl% sa topologie
étant la moins fine de celles qui rendent continues toutes les
applications f — z°f de Aj? dans AP On a les plongements
continus :

oA c ALf e (¢ s, & <d); Atc A c Ay

loc*

L’intersection des Aj? (d fixe, s parcourant R) est identique
a é.
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Voici maintenant une propriété qui éclaire un peu, du moins
dans le cas d > 0, la nature des éléments de Aj;?

loc

Prorosition 1.9. — Soient d un nombre >0, s un réel
quelconque. St a €D a son support dans le complémentaire de
Vorigine, f— af est une application linéaire continue de Aj:

loc
dans 9.
Soit fe Ay, Pour tout entier k>0, |zP*f e AjF**. Soit

loc
alors B9 ayant son support dans [: {0}, égale a |z
sur le support de a. On a B(alz[**f) = af e A**** et comme k
est arbitraire, ceci exige afe D (proposmon 1.5). La conti-
nuité de l’apphcatlon f — af résulte ensuite, par exemple,
du théoréme du graphe fermé.

CoroLrLaire 1. — Les distributions qut appartiennent a
As4(d > 0) sont indéfiniment dérivables dans le complémentaire
de 0

Cororraire 2. — Si K est un compact contenu dans [: {0}
et st d est >0, Ag® = Dg (espace des fonctions indéfiniment
dérivables sur R", 4 support contenu dans K).

L’identité, dans ce corollaire, doit s’entendre au sens vec-
toriel-topologique, puisqu’il s’agit de deux espaces de Fréchet
et que la topologie de Dx est plus fine que celle de Ag%

ProrositioN 1. 10. — Sotent s, t, d, e quatre nombres réels
quelconques; (f, g) — f * g est une application bilinéaire continue
de A.r,d X At,e dans Ax-‘-t, inf(d, e).

11 suffit (cf. preuve de la proposition 1. 7) d’établir que si
feAsdetge Atcalorsfxge A**H"%9 Soit pe N*; 0ona:

oo =3 (P)(P) @ @)

4;<Pjy j=1, B\
Or 27f e A**11l4et 2P~ 7g € A'*IP79I¢; d’apres la proposition 1. 1,
ceci implique (zf)(zP~ qg ) e A‘*‘*"”‘““’ e d’ou le resultat
puisque (g|d + [p — g/ e > |p[inf(d, e).

CororraIre 1. — Sotent H, K deux compacts de R*; (f, g) —>f+g

est une application bilinéaire continue de Aj¢ X Ak° dans
As b inf(d, €
H+K .
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CoroLLaIre 2. — Soit K un compact de R"; (f, 8) >f+g

est une application bilinéaire continue de A“' X ALe dans
As+l inf (d, e)

loc

T suffit d’appliquer la proposition 1. 10 en faisant la
remarque suivante: si fe Ag?, ge Alf et a €Dy (H: compact
arbitraire de R"), alors pour toute fonction Be D, égale a 1
sur H— K, on a: a[f«(Bg)] = a(f*g).

COROLLAIRE 3. — Sozt P(D) un polynéme différentiel sur R*,
d’ordre m; f— P(D) f est une application linéaire continue
de Afof dans A: m, inf (d, l)

Il suffit, d’apres le corollaire 2, de prouver que P(D) ¢ € A™™".
Nous savons déja que P(D)S e A—™. Remarquons alors que
[z;, P(D)] est un polynéme différentiel d’ordre m — 1; or
z;P(D)é = [z;, P(D) )Je qui appartient donc a A~™*'; on
conclut en raisonnant par récurrence sur m.

Prorosition 1. 11. — (a, f) — af est une application bili-
néaire continue de & X Af¢ dans Al

Il suffit, ici encore, de montrer que af € Aj;2. Or on a, pour
chaque peN" 2P(af) = a(z’f) et aff e AiFIPE; le résultat
découle alors du corollaire 1 de la proposition 1. 8.

CororraIrRE 1. — Soit P(z, D) un opérateur différentiel d’ordre
m sur R", & coeffcients indéfiniment dérivables; f— P(z, D)f
est une application linéaire continue de A{d dans Af™ @Y,
Méme énoncé, avec A, (resp. Ax, K compact arbitraire de R

a la place de A,,..

Voici une conséquence triviale des définitions :

ProrosiTioN 1. 12. — Soit p € N* (soit K un compact de R");

f— o°f est une application linéaire continue de A (resp.
Ag?) dans AgFiPEd (resp. AxT'Pd),

Derinition 1. 10. — Nous désignerons par &, le sous-espace
de & formé des a qui vérifient «(0) = 0.

8, est un sous-espace fermé de &; il sera muni de la topologie
1ndu1te par & qui en fait un espace de Fréchet; soit ¢ e§,;
pour chaque j =1, ..., n définissons ¢;e& par:

(T, ooy T) = :p(a:l, vy 23,0, ..., 0)

— ¢y v ey 2j—1, 0, ..., 0).
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Puisque ¢(0) = 0, on a: ¢(z) = 2,4,(x) + - - + Z,9.().
Nous noterons N I'application ¢ — (9y, ..., ¢,) de 8, dans
[——m——
X .- X6,

Prorosition 1.13. — N est un isomorphisme vectoriel-

——m
topologique de &, dans 8r>< . ﬂ

10 N est biunivoque, car si tous les ¢; sont nuls, il en est
de méme de ¢. ——m—

20 N(§,) est fermé dans & X - .. X &. Car supposons que les ¢,
convergent, pour chaque j=1,..., n, dans & vers une
fonction {;. Il est évident que ¢; n’est fonction que des seules
variables z,, ..., z;; posons:

'-ll=x1¢1+"-+wn%[-'n-
OnaY(zy, ..., 7, 0, ..., 0) = zdy(2) + --- + zdy(z) et

donc:
i) = Yy, -2, 0, ..., 0) —Y(2yy .. 24, 0, .., 0).

Autrement dit, (§;, ..., ) = N(}). —m—

30 L’application (J1, ..., %a) > Z1fa + -+ + 21 de& X - .. X &
dans &, est continue. Sa restriction a N(§;) est I'application
réciproque de N. Le théoréme de Banach entraine donc immé-
diatement le résultat.

CoroLLAIRE 1. — (o, f) = of est une application bilinéaire
continue de &, X A:? dans Ast*d.

On applique la proposition 1. 13, la proposition 1.12 et
la proposition 1. 11.

§ 3. — Espaces §,(k; E,).

Rappelons que si V est une variété C*, dont le point courant
est noté ¢, et si E est un espace vectoriel topologique (sur le
corps C des complexes), on désigne par &J(E) (¢: entier > 0)
I'espace des fonctions g fois contintiment différentiables dans
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V, a valeurs dans E, mum de la topologie de la convergence
uniforme, pour les fonctions et toutes leurs dérivées d’ordre
< ¢, sur chaque compact de V. L’intersection de tous les
8I(E), ¢ parcourant N, est notée &,(E); c’est I'espace des
fonctions C* de ¢ & valeurs dans E; nous le supposerons muni
de la topologie intersection des topologies induites par les §(E).

Donnons-nous, pour chaque r € R, un sous-espace vectoriel
E, de E que nous supposerons muni d’une topologie (compatible
avec la structure vectorielle) plus fine que celle induite par E.
Nous ferons I’hypothése suivante :

(®) St s < r, E; est plongé contintiument dans E,.

DeériniTion 1. 11. — Sotent s réel, k > 0. Nous désignerons
par &,(k; E,) Uespace des fonctions C* dans V, a valeurs dans E,
qui, pour tout entier p > 0, sont des fonctions CP de ¢, d valeurs
dans E,_ e

On voit que, pour tout entier p >0, &,(k; E,) peut étre
considéré comme un sous-espace de &)(E,_ kp) nous le munirons
de la topologie intersection des topologies induites par les
EUEs_ip) SIK >k et r' < r, &,(k; E,) est plongé contintiment
dans &,(K';E,); et 8,0; E,) = 8, (E,) (au sens vectoriel-
topologique).

Considérons maintenant un espace vectoriel topologique M
(sur C) et, pour chaque re R, I'espace L,(M; E,) (espace des
applications linéaires continues de M dans E,, muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les bornés de M).
Les Ly(M; E,) sont plongés continiment dans L,(M; E,) et
il est clair qu’ils vérifient () (carles E, vérifient (9)). Nous avons
donc le droit de considérer les espaces S(k L(M; E)) des
fonctions C* dans V, a valeurs dans L,(M; E), qu sont pour
tout entier p >0, des fonctions C? de ¢, & valeurs dans
L,(M; E,_,,). Si nous avons a considérer, au lieu d’un seul
espace M, une famille {M,} (r e R) d’espaces vectoriels topo-
logiques (vérifiant () ou non), pour r et s fixés, la notation
&,(k; Ly(M,; E,)) sera conforme a la définition précédente (on
substitue M, a M).

Prorosition 1. 14. — Soient, pour chaque réel r, deux espaces
vectoriels topologiques E, et F.; on suppose qu’il existe un espace
vectoriel topologique E (resp. F) tel que tous les E, (resp. F,)



16 FRANGOIS TREVES

sotent plongés continiiment dans E (resp. F), et que les E,
(resp. F,) vérifient (®).

Sout, pour tout v € V, une application linéaire continue u(y) de E
dans F, ayant la propriété suivante : il existe un nombre réel a et un
nombre k > 0 tels que, pour tout réel r, u(v) € 8,(k; Ly(E,; F,_,)).
Alors, quels que soient le réel s et Uélément f(v) de &,(k; E,),
on a u(9)f(v) € &,(k; F,_,).

I suffit de prouver cette proposition pour a = 0; car posons
F. = F,_,; il est clair que la famille {F;{ vérifie aussi (?) et que
g’u(ky F.ls) = 8u(ka F:—a) et gu(k; Lb(Er; F;)) = 8v(k; Lb(Er; Fr—a))-

Soit un opérateur différentiel quelconque D, sur V,
d’ordre ¢; D,[u(v)f(¢)] est une somme de termes de la forme

u(v)) Dif(v)), ou D, et D; sont des opérateurs différentiels
sur V, d’ordre ¢’ et ¢’ respectivement, avec ¢’ + ¢ <{gq. Par
hypothése, D,f(¢) est une fonction C' de ¢ & valeurs dans
E,_i et Dyu(v) est une fonction C° de ¢, a valeurs dans
Lo(Ec—rg; Feoiy—iy). Il s’ensuit que (Dyu(v) )(Df )) est une
fonction continue de ¢, & valeurs dans F,_,,.

Le role des espaces E, sera tenu, pour nous, par A", AL, A,
ALZ ete. (K: compact de R*; d: nombre > 0 fixe), relatifs
a la variable z de R™ Nous aurons besoin du résultat suivant :

Prorosition 1. 16. — Sotent deuxz nombres réels s, t,
un nombre k > 0 et un compact K de R" Soient
a(z, v) €8,,,, f(z, ) €&,(k; Af.), gz, v) €8,(k; AL) arbitaires.
Alors f(z, v)*g(z, ¢) € 8,(k; ALLY) et a(z, o)f(z, ¢)e8,(k; AL.).

Résulte directement des propositions 1. 14, 1. 7 et du
corollaire 1 de la proposition 1. 8.

ProrosiTion 1. 16. — Sotent un nombre k > 0 et un entier
p > 0 quelconques. Tout élément de &,(k; A{’;;"“”"”) est une
fonction C? de (z, v) dans R* X V.

Un tel élément est une fonction C? de ¢ & valeurs dans
Agrmt. 11 suffira donc de prouver que AP***' est plongé
continliment dans I’espace des fonctions C? de z (muni de la
topologie usuelle : convergence uniforme, sur chaque compact
de R* de toutes les dérivées d’ordre < p).

Soit g e N, |¢| <Cg¢. Si f(z) est une distribution tempérée,
la transformée de Fourier de D/f(z) (D? opérant au sens des
distributions) est y"f(y). Si f(x) € A»*™*, y7f(y) est sommable
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sur R" et par conséquent, D'f(z) est une fonction continue
sur R", tendant vers 0 lorsque |z| > c. On a, de plus:

IDYf @)z < [ (A + ly)~" dy N, . (f)-
c.q.f.d.

Prorosition 1.17. — Soient s réel, k >0 et d > 0. Si
a(z)eD a son support dans le complémentaire de Uorigine,
f(z, ) = a(z)f(z, v) est une application linéaire continue de
8,(k; ALY) dans 8,(D,).

Appelons K le support de a(z). Quel que soit I'entier p > 0,
a(z)f(z, ¥) est une fonction C? de ¢ & valeurs dans (Ag*9),,
espace qui est identique, d’aprés le corollaire 2 de la propo-
sition 1. 9 & (9x),.

CoroLLAIRE 1. — Les éléments de 8 ,(k; Aj:d) (d > 0) sont

loc

indéfiniment différentiables par rapport a (z, ¢) dans ( [: {0 ) X V.

CoroLrLAIRE 2. — St K est un compact contenu dans [: {0
et si d>0, &(k; Ax?) = 6,((?x),) (identité au sens vectoriel
topologique).

L’un des avantages de I'introduction des espaces &,(k; E,).
est ié & la généralisation d’un résultat de Mizohata ([2],
p- 173 et 174).

Le role de la variété V va étre tenu par un ouvert Q de R,
dont le point variable sera noté £. Tous les espaces indiciés
par & seront relatifs & cet ouvert; ainsi par exemple &;(k; Ak).

Soit T(z) une distribution sur R" Suivant Schwartz,
appelons T(z — z,) (z, € R" fixe) la distribution définie par

[T(a—2)¢(z) do = [T(@)p(o + =) do, p « D.. i T(s, ) < 8(22),
on a évidemment aussi T(z —¢&, &) e€8(D;). Sous certaines
conditions, on peut affirmer que I'on a aussi

T(z — &, £) « 8,(Dg) = Dg(8,) = Lp(Dg; 82) (7)-

Mizohata a montré que c’est le cas s’il existe un réel s tel que
T(z, £) e 8;(Af,.). Cet espace étant identique a &(k; Aj,) avec
k =0, on peut se demander s’1l n’est pas possible d’étendre la
propriété précédente a des valeurs > 0 de k. On ne peut

(%) Pour les définitions et les propriétés de ces espaces, voir Schwartz [2], [3]
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espérer I'étendre a k> 1, comme le prouve I’exemple de
o(x + £) «&(1; A®), car S(x + §—a)= S, € 8,(Dp). Compte tenu

de ceci, le résultat suivant constitue une sorte d’optimum :

Prorosition 1. 18. — Sotent s réel, k > 0, et un compact K

de R" arbitraires. St k <1, pour toute f(x, £) e bc(k; Ax),

163 —>/‘f(x — &, £)g(8) d est une application linéaire continue
de J)g dans 9,.

Notons f(y, £) la transformée de Fourier de f(z, £); celle de

f(@—E, &) est fy, 8 ) exp (2im (y, £)). En particulier, d’aprés la
définition de &;(k; Ag), c’est une fonction indéfiniment déri-
vable de £ a valeurs dans ¥;. Si donc ¢ e 9,

= [fz—88) o(6)ds

est une distribution tempérée, dont la transformée de Fourier
est

b(y) = [ fly, Dp(E)dE

Soit alors p e N* arbitraire; nous pouvons écrire :

yd(y) = [DE(=0)f(y, E)p (£)dE
= (—1)* [e=D DEP(y,E)p(E)]dk

= 2 (ﬂi) a (fiZ)(— )e! [e=r [ DEf (y,£) D ~*p(E)d

i\j\n

Or Dff(z, ) est une fonction continue de § & valeurs dans
A;74P. 1l existe donc une constante finie M telle que, pour
tout point & du support de ¢ et tout yER":

(1 + [yP)y " | DE(y, &)< M,.

De la résulte qu’il existe M, < 4 o telle qu’on ait, pour
tout ye R":

(1 + [y 4o 2| D(y) < My sup [ D%(E) -

1 é}

En particulier, on voit, en prenant p =0, que ®P(y) est
bornée sur tout compact; il en résulte que, pour tout entier
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m > 0, 1l existe une constante finie M, telle que, pour tout

yeR":
(1 -+ Iyl =21 b(e)] < M sup || D%6(E) e

Comme k < 1, s + (1 — k)m peut étre rendu arbitrairement
grand en prenant m suffisamment grand; ceci prouve que
®(x) € A" pour tout réel r; autrement dit, P(z) e A*. D’autre
part, lorsque & reste dans le support de ¢, f(z —§&, £) garde
son support dans un compact fixe de R"; par conséquent,
®(z) est & support compact, autrement dit (z) € D,.

La continuité de l'application ¢(§) > ®(z) de 9; dans D,
résulte, si 'on veut, du théoréme du graphe fermé.

Cororrare 1. — Si k < 1, pour toute f(z,8) e &:(k; AL,),

¢(8) »> f flx—E, &) ¢(§) d& est une application linéaire continue
de D¢ dans §&,.



CHAPITRE II

OPERATEURS HYPOELLIPTIQUES
A COEFFICIENTS CONSTANTS DEPENDANT DE PARAMETRES

§ 1. Opérateurs hypoélliptiques a coefficients constants.

Les opérateurs hypoelliptiques a coefficients constants ont
été caractérisés par Hormander (dans [1], chap. 111; voir aussi
Ehrenpreis [1]). A leur sujet, nous aurons besoin de I’équiva-
lence suivante (Malgrange [2], p. 291 et 292):

Prorosition 2. 1. — Soit P(D) un opérateur différentiel a
coefficients constants sur R". Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) P(D) est hypoelliptique.
b) Il existe un nombre s > 0 et une constante finie A tels
que, pour tout pe N* p 5~ 0 et tout y e R", on ait:

1+ lyP)»" [PPy)| < A(L + [P()))-
Deux conséquences directes de cette proposition :
Cororraire 1. — Soit P(D) hypoelliptique d’ordre > 1. Il

extste un nombre s > 0 et une constante finie A’ tels que, pour
tout ye R*, on ait:

A+ ) <A (1 + [P@))).
En effet, si le degré de P(y) est > 1, 1l existe p e N*, p 5~ 0,

tel que P?(y) soit une constante non nulle.

CororraIrE 2. — Soit P(D) hypoelliptique d’ordre > 1.
Notons pour chaquej =1, ..., n, m; Uordre de P(D) par rapport
a x;. Alors le coefficient de y}'i dans P(y) est une constante.
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Raisonnons par I’absurde: supposons que
P(y) = Qs - -, y)y™ + R(y)

avec deg, R(y) <m, —1 et deg Q¥ ..., y) > 1. Alors il
existe pe N*, p =0 et p, = 0, tel que Q' soit une constante
non nulle. Donc P(y,, 0, ..., 0) et PP (y,, 0, ..., 0) sont deux
polyndmes en y; de degré < m,, le second étant effectivement
de degré m;. On voit tout de suite que la condition (b) de la
proposition 2. 1 ne peut &tre vérifiée.

L’hypoellipticité est invariante par changement de variables
linéaire dans R", comme il est manifeste d’aprés la propo-
sition 2. 1: le raisonnement précédent appliqué a

Piy) = P(Yj Yoy -+ Yjm1s Y5 Yjts + - +» Yn)

pour chaque j = 2, ..., n, achéve d’établir le corollaire 2.
Nous aurons besoin de la notion suivante due & Hérmander :

DerintTion 2. 1. — Soient P(D) et Q(D) deux polynémes
différentiels sur R". Supposons P(D) hypoelliptique. Nous dirons
que P(D) est plus fort que Q(D )) ou bien que Q(D) est plus faible
que P(D)) s’il existe une constante finie A telle qu’on ait, pour

tout ye R*:
Qy)I < A1 + [P(y)))-

St de plus Q(D) est hypoelhpthue et plus fort que P(D), nous
dirons que P(D) et Q(D) sont équivalents.
D’aprés cette définition, ’énoncé suivant est évident :

Prorosition 2. 2. — Soient deux opérateurs différentiels a
coefficients constants P(D), Q(D). Supposons P(D) hypoellip-
tigue et Q(D) plus faible que P(D). Soit y, un point quelconque
de R*. St X représente une indéterminée, le degré en X de Q(Xy,)
est inférieur ou égal a celui de P(Xy),.

CoroLLAIRE 1. — Sous les hypothéses de la proposition 2. 2,
le degré par rapport a y(j =1, ..., n) de Q(y) est inférieur

ou égal a celut de P(y).
§ 2. Familles formellement hypoelliptiques.

Soit J un ensemble d’indices quelconques. Donnons-nous,
pour chaque j € J, un polynéme différentiel P;(D) sur R".
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DiriniTioN 2. 2. — Nous dirons que la famille {P(D)} (j e J)
est d’ordre borné s’il existe un entier m > 0 tel que, pour tout
j € J,Vordre de P(D) est  m. Nous dirons que la famille {P D)}
est d’ordre m st, pour tout j € J, P;(D) est effectivement d’ordre m.

Soit {PD)} (j € J) une famille d’ordre borné; soit P(D) un
opérateur quelconque de la famille. Il existe r opérateurs
P,D)(k=1,...,r < + ) delafamille et (r + 1) fonctions
ay(j), ax(j) (k =1, ..., r) ayant les propriétés suivantes :

10 les opérateurs P(D), P,(D) (1 << k < r) sont linéairement
indépendants. r

20 Pour tout jeJ, P(D) = a,(j) P(D) + X a(j) P.(D).

k=1

En effet, puisque la famille est d’ordre borné, les P,(D)
( € J) engendrent (avec C comme corps des scalaires) un espace
vectoriel (de polyndmes différentiels sur R") de dimension
finie. Il existe une base de cet espace extraite de la famille

{P/D)} et comprenant P(D).

Dérinition 2. 3. — Soit {Py(D)} (j e J) une famille d’ordre
borné. Toute décomposition des Py(D) du type ci-dessus sera
appelée une décomposition interne des P;(D).

Dans la décomposition interne précédente, si P(D) corres-
pond al'indice j,, on aura nécessairement : a,(j,) = 1, a,(j,) = 0
pour k=1, ...,r

DEFINITION 2. 4. — Nous dirons que la famille {P(D)}(j « J)
est formellement hypoelliptique si, pour tout jeJ, Py(D) est
hypoelliptique et si, pour tout (i,j) e J X J, P(D) et P(D) sont
équivalents.

Si la famille {Py(D)} (j € J) est formellement hypoelliptique,
tous les P(D) ont le méme ordre m: la famille {P,(D)} est
d’ordre m. En particulier, elle est d’ordre borné.

Dans la suite, I’ensemble d’indices sera une variété diffé-
rentiable que nous appellerons V; les indices seront les points
de V, dont le point courant sera noté ¢. Au lieu d’écrire P,(D),
nous écrirons P(¢, D); les coefficients (constants sur R”) de
P(¢, D) seront des fonctions de ¢.

DeriniTION 2. 5. — Soit V une variété différentiable de
classe ¢ (0 < ¢ << + ). Soit {P(e, D)}(v e V) une famille de

polynémes différentiels sur R" d’ordre borné. Nous dirons que
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c’est une famille C? sur V su les coefficients de P(v, D) sont des
fonctions C? sur V.

Nous dirons toujours « famille continue » au lieu de « famille
C’ ». Nous aurions pu définir des familles analytiques, holo-
morphes, etc. Par coefficients de P(D), nous entendons les
composantes de P(D) relatives a la base de ’espace vectoriel
de tous les polyndmes différentiels sur R" constituée par les
mondmes de dérivation <—b—>p’-~-<—b‘>pn(l’ «N"). Si {P(s, D)

oz, oz, ’
est une famille C? sur V, les fonctions a,(v), a;(v) d’une
décomposition interne quelconque des P(¢, D) sont de classe
C? qur V.

Nous allons maintenant étudier les familles formellement
hypoelliptiques; I’énoncé suivant est fondamental :

ProrosiTioN 2. 3. — Soient V une variété de classe C°,
{P(v, D)}{(veV) une famille continue sur V, formellement
hypoelliptique. Pour tout v, € V et tout compact K de V, il existe
deuz constantes finies C,(v,, K), Cy(v,, K) telles qu’on ait, pour
tout ye R" et tout ve K:

1+ |P(90, y)| < Ci(vo, K) (1 + [P(9, ¥)]) << Cy(eo, K) (1 + [P(vs y)l)

Considérons une décomposition interne des P(¢, D):
P(v, D) = a,(¢¥)Py(D) + X ai(v)P(D) avec Py(D)=P(¢,, D).
k=1

On a: a\v,) = 1 et ai(v,) = 0 pour tout k=1, ...,r. Les
P,(D) sont plus faibles que P,(D); il esiste donc A << 4 o
tel que [Pi(y)| <<A(1+4 [Py(y)]) pour tout yeR"” et tout
k=1, ...,r. Soit U(y,) un voisinage ouvert de ¢, dans V tel
que |ao(9)]>%, ]ak(v)|<—?%’—_ pour tout ¢ e U(y,) et tout

k=1, ..., r(ceciest possible parce que les a,(¢) sont continues)
On a alors:

1+ [P(s, 9)] >lau(o)| Py + 1— 3 1au(e)l[Pu(y)] >3 (1+ [Puly))

k=1

soit, pour tout y € R" et tout v € U(y,) :
1+ [P(eo, )| < 3(1 + [P, 9)))-
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Appliquons d’abord ce résultat pour ¢, parcourant le
compact K; on obtient un recouvrement de K par les
ouverts U(y,), dont on peut extraire un recouvrement fini
U{¢,), ..., U(v,). On a donc, pour tout :=1 ...s, tout
veU(v,) et tout yeR":

1+ [P(es y)l < 3(1 + [P(e, y)))-

Redonnons a ¢, la signification de point arbitraire de V;
puisque la famille {P(, D){ est formellement hypoelliptique,
il existe une constante finie A telle qu’on ait, pour tout
i=1...,s et tout yeR":

1+ [P(vo, y)| < A1 + [P(es, ).

En combinant les deux derniers systémes d’inégalités, on
obtient la 1T¢ partie de I'inégalité de I’énoncé.
Pour la deuxiéme partie, reprenons la décomposition interne
des P(v, D) introduite au début. Posons B(K) = sup sup |a,(v)|.
ek

On a:
[P(e, y)i < AB(K) (1 + [P(v, y)-
pour tout ¢ € K et tout y € R". D’oll aussitét le résultat.

SJST

CororLLaiRe 1. — Soient une variété V de classe (9,
{P(v, D){ (v V) une famille formellement hypoelliptique, C?
sur V. Pour tout compact K de V et tout opérateur différentiel
D, sur V, d'ordre < q, il existe une constante finie C(K, D,)
telle qu’on ait, pour tout v € K et tout ye R":

ID.P(v, y)| < C(K, D,) (1 + [P(¢, y)])-

Prenons en effet une décomposition interne quelconque des

P(v, D):
P(s, D) = 3 afs) P{D)

et posons B(K, D,) = sup sup |D,a,(¢)|. On a évidemment :

vek ojsr

ID.P(, ) < B(K, D) 3 [Pyy)l

Mais d’aprés la proposition 2. 3, il existe C;(K) 0 <7 <r)
finie telle qu’on ait:

[Piy)l < C(K) (1 + [P(e, y)I)
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pour tout ve K, tout ye R et tout j=0,1, ...,r, d’ou le
corollaire.

CoRroLLAIRE 2. — Mémes hypothéses que dans le corollaire 1.
11 existe un nombre s > 0 tel que, pour tout opérateur différentiel
D, sur V d’ordre < q et tout compact K de V, il existe une cons-
tante finie C(K, D,) telle que, pour tout v € K, tout p e N*, p 5~ 0,
et tout y € R", on ait:

(1 + [yP)" IDP(e, y)| < C(K, D,) (1 + [P(, y))).

Soit P(v, D)= Y aj¢)P(D) une décomposition interne
=0

quelconque de P(o, D). D’aprés la proposition 2. 1, il existe
s>0et A<+ oo tels que pourtout peN",p:#O tout
yeR" et tout j =0,1, . :

1+ Iyl“’)"’IP"” )| < AL+ [Poy)D)-

Posons maintenant B(K, D,) = sup sup [D,ay(¢)]. On a évi-
ogj<r
demment :

1+ [yf)" [DPP(v, )| < AB(K, D) 3 (1-+ [PAy))

pour tout y € R*, tout v € K et tout p e N, p %~ 0. On conclut
comme pour le corollaire 1.

CoroLLAIRE 3. — Sotent V une variété C°, {P(v, D)}(v V)
une famille formellement hypoelliptique sur V, continue, d’ordre
> 1. Il existe un nombre s > 0 tel qu’il existe, pour tout compact

K de V, une constante finte A(K) telle qu'on ait, pour tout
veK et tout ye R":

(1 4 [y < A(K) (1 + [P(o, )

Prenons un point ¢,€V quelconque; il existe s > 0 et
A < + o tels que

1+ [yl < A(L + [P(s, y)))

pour tout y € R"; ceci résulte du corollaire de la 1 proposition
2. 1. Le corollaire 3 résulte alors de la premiére inégalité de
la proposition 2. 3.
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DEriniTioN 2. 6. — Soient M, H deux nombres >0 finis.
Nous désignerons par h(M, H, y) la fonction sur R* définie
ainsi:
hM, H;y) = 0siy, + --- + yo > M?;
hM, Hjy) =0siys + - +yn < M2et yi > H2;
hM, H; y) = VH'—y} si yi+ -+ <M etsi g <<H

Cette définition, et la construction qui va suivre, sont direc-
tement inspirées de Hormander ([1], p. 223 et 224).

ProrositionN 2. 4. — Soient une variété V de classe C°,
{P(v, D)} (v € V) une famille formellement hypoelliptique, continue
sur V, d’ordre > 1. Pour tout compact K de V, il existe deux
constantes positives fintes M, H telles qu’on ait, pour tout v e K
et tout ye R*:

[P(o, y, + th(M, H; ), ysy ..., )| > 1.

Pour obtenir une borne inférieure de H, appliquons le
corollaire 3 de la proposition 2. 3: il existe M, << 4o tel que
sive Ket |yl >M,, P(v,y) > 1.

Pour obtenir une borne inférieure de M, remarquons que
tous les P(v,y) (v eV) ont méme degré m, > 1 par rapport
a y, (corollaire 1 de la proposition 2. 2) et que le coefficient
de y dans P(y, y) est une fonction continue dans V, ne s’annu-
lant jamais, donc uniformément minorée en valeur absolue
sur K. SiveKetsiy: + ... + y» << M2, les racines du poly-
ndme en Z, P(v,Z,,y,, ...,y,) restent dans un compact
(dépendant de M et de K) du plan complexe. I1 existe
H, < + o tel que si |z|> H,, pour ces ¢ et ces ys, ..., Y,
[P(9, 21, Yay - - -5 Ya)] =>1. En prenant Hy > M, on vérifie sans
peine que h(M, H; y) satisfait pour tous H>H,, M>M,,
aux conditions de I’énoncé.

Dans les corollaires qui suivent, h(M, H; y) désignera la
fonction qui vient d’é&tre construite (relativement & un compact
K donné arbitrairement dans V); S(h) désignera le support
de cette fonction.

CoroLLAIRE 1. — Mémes hypothéses que dans la proposition
2. 4. Pour tout v, €V, il existe une constante finie A(v,) telle que,

pourtout v € Kettouty e [: S(h), onait: |P(vy, y)| << A(9)|P(v, y)|-
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On applique les propositions 2. 3 et 2. 4, compte tenu de

ce que, siy < [ S(h), P(v, y) = P(¢, yu + ih(M, H; y), s, - .., %)
et donc [P(v, y)| > 1.

CoroLLAIRE 2. — Mémes hypothéses que dans la proposi-
tion 2. 4. Il existe un nombre s > 0, indépendant du compact K,
et une constante finie A tels qu'on ait, pour tout v € K et tout

ye (S(h):
(1 + [yP)" < AP(s, ).

On applique la proposition 2. 4 et le corollaire 3 de la pro-
position 2. 3. La constante A de I’énoncé dépend du compact K.

CoroLLAIRE 3. — On suppose que la variété V est de classe C?
et que la famille {P(v, D){(¢ € V) est C? sur V; par ailleurs, on
fait les mémes hypothéses que dans la proposition 2. 4. Pour
tout opérateur différentiel D, sur V, d’ordre < q, il existe une
constante finte C(D,) telle qu'on ait, pour tout v e K et tout
ye (SB):
ID,P(0, y)| < C(D,) [P(0, y)l-

Résulte de la proposition 2. 4 et du corollaire 1 de la pro-
position 2. 3. La constante C(D,) dépend de K.

CoROLLAIRE 4. — Mémes hypothéses que dans le corollaire 3.
Il existe un nombre s > 0, indépendant du compact K, tel que,
pour tout opérateur différentiel D, sur V, d’ordre < q, il existe
une constante finie C(D,) telle qu’on ait, pour tout v € K, tout

peN', p£0, et tout ye [:S(h):

(1 4 [yP*)""2 [DPP (¢, y)] < C(Ds) [P(9, y))-

Résulte de la proposition 2. 4 et du corollaire 2 de la pro-
position 2. 3. La constante C(D,) dépend de K.

Nous avons maintenant tout en main pour démontrer le
théoréme principal de ce chapitre.

§ 3. Le théoréme principal.
TrtorEME 2. 1. — Soient une variété indéfiniment diffé-

rentiable V, {P(v, D)} une famille formellement hypoelliptique,
d’ordre m > 1, C° sur V. Il existe deuxr nombres > 0 s, d tels
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qu’tl existe une application indéfiniment différentiable v — E(z, o)
de V dans A8 telle qu’on ait, pour tout v € V, P(¢0, D)E(z, ¢) = 4,.

Principe de la démonstration.

Etant donné un ouvert relativement compact U quelconque
de V, nous allons construire, pour tout ¢ € U, une solution
élémentaire Ey(z, ¢v) de P(v, D), sous forme d’une somme
Fuy(z, v) + Gu(z, v) ot Fy(z, ¢) sera une fonction analytique
de z, prolongeable aux valeurs complexes des variables
Z, ..., T, en une fonction analytique entiére de type expo-
nentiel; de plus, Fy(z, ¢) sera une fonction indéfiniment diffé-
rentiable de ¢ dans U a valeurs dans &,. Quant & Gy(z, ¢), ce
sera, pour deux nombres s, d > 0 convenablement choisis,

une fonction indéfiniment différentiable de ¢ dans U a valeurs
dans A$Z.

Ceci aura prouvé le théoréeme 2. 1 pour U a la place de V.
A partir de 14, il suffira de se donner un recouvrement locale-
ment fini de V par des ouverts U, (i € J) relativement compacts,
et une partition de I'unité {a;} (i € J) dans 9(V), subordonnée
a ce recouvrement, et de poser:

E(z, ¢) = 3 a(¢)Eo, (3, );
E(z, ¢v) remplira manifestement les conditions de I’énoncé.

Notations.

Nous noterons K I’adhérence de I'ouvert relativement
compact U. La proposition 2. 4 attache a la famille {P(v, D)}
et au compact K une fonction A(M, H; y) dont nous appelle-
rons S(h) le support (compact); nous appellerons h le vecteur
(hM, H;y),0, ...,0) de R™ L’image de S(h) par lapplica-
tion y — y + th est un compact de C*; nous le noterons L(k):

précisément, c’est ’ensemble des zeC* qui vérifient les
conditions :

z+ ...+ M5 =H,Imz >0 (déf. 2. 6).

A part cela, nous écrirons plutét E(z, ¢), F(z, ¢), G(z, ¢) a
la place respectivement de Ey(z, ¢), Fu(z, ¢), Gu(z, ¢).

Enfin, m désignera I'ordre des opérateurs P(v, D) et s le

plus petit des nombres ainsi notés dans les corollaires 2 et 3

de la proposition 2.3, et attachés par ces corollaires a la
famille {P(v, D)}.
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10 Construction de F(z, ).
Appelons F(z, ¢) (pour ¢ e U) la fonction sur L(h) égale a
1

P(v, 2) ; en vertu de la proposition 2. 4, |F(z, ¢)] < 1 pour tout
ve K et tout zeL(h). Posons:

F(z, v) = Lh)F(z, v) exp (2tx (z, z)) dz

(dz est la mesure image par y — y + th de la mesure dy sur
S(h)). On voit immédiatement que F(z, ¢) est une fonction
indéfiniment différentiable de ¢ dans U & valeurs dans Lgy
(espace L™ pour dz). De ce que L(h) est compact résulte que
F(z, ¢) est une fonction analytique de z, prolongeable aux
valeurs complexes de z,, ..., z, en une fonction entiére de
type exponentiel, et v — F(z, ¢) est une fonction indéfiniment
différentiable de ¢ dans U, & valeurs dans &,; il en résulte, en
particulier, que, quel que soit le polynéme différentiel Q(D)
sur R" et les nombres réels o, 7, v — Q(D) F(z, ¢) est une fonc-
tion indéfiniment différentiable de ¢ dans U a valeurs dans AZ,".
Cecidit,sigeD,, ona:

h)
F (—z) dz = f( 2) dz = Sy +h) 4
f (@ 2)g(—a) do = L =@ *= Jaw P,y + ih)
Si (pour ve U fixé), q;(x) = P(v, D)a[» , 9, on aura:

f (2, #)3(—2) f L(h) j;(h) q\’(y) dy,

la derniére égalité provenant du fait que L(k) et S(h) sont

homotopes dans C" et compacts et que (1} est une fonction
entiére. Enfin, comme ¢(— z) = P(v, — D ) (Y(—2)) et que
le transposé de P(¢, — D) est P(¢, D), on voit que:

2.1)  [P(e, D) Fla, )] U—a)dz = [i, }ly) dy.
20 Construction de G(z, ).
Appelons (i(y, ¢) (v e U) la fonction sur R* égale 4 0 pour

yeS(h)eta ﬁ ailleurs. Le corollaire 2 de la proposition 2. 4
v’

montre que (14 |y2)*”* G(y, ) est, pour tout ¢eU, une
fonction bornée sur R” Si donc G(z, ») désigne la transformée
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de Fourier réciproque de G(y, ), on voit que G(z,¢)e A’
pour tout veU. Si pe®,:

(G(z, 9), ¢(—2)) = [oa Gy, 9)5(y) dy,
et si ¢ = P(v, D){, avec €9,
(2.2) (G(z,9), 5(—2)> = (P(¢, D)G(z, 9), Y(—2))
= j(‘;so;) ':!\’(y) dy.

Il nous faut maintenant étudier G(z, ¢). Pour obtenir un
peu plus que le théoréme 2.1, nous allons faire intervenir
un polynéme différentiel Q(D) sur R* qui posséde la propriété
suivante :

(W) Il existe vy eV, un nombre a >0, un nombre r > 0
tel qu'on ait, pour tout ye R":

(1 + [y 1Qy)| < A(L + [P(v0, ))),
1+ [P 1QPy) < A(L + [P, )))

pour tout pe N", p =~ 0, A étant une constante positive finie,
indépendante de p et de y.

Il découle du corollaire 1 de la proposition 2. 4 que (W) est
équivalente a:

(W) Il eziste un nombre a >0, un nombre r >0 et, pour
chaque compact H de V, une constante A(H), 0 < A(H) < + oo,

tels que, pour tout y e [:S(h) et tout v e H

(1 + )" 1Qy)| < A(H) |P(e, y)l,
(1 + [y " 1Q¥(y)| < A(H) [P(e, y)|

pour tout pe N*, p =~ 0.

REMARQUE. — Supposons que Q(y) = 1; alors Q(D) vérifie
(W) ou I'on peut choisir a = s et pour r, n’importe quel
nombre > 0. Si Q(D) = P(v,, D) (v € V), Q(D) vérifie aussi
(W) et I'on peut prendre a =0 et r =3s.

Ceci dit, soit p € N* arbitraire, D, un opérateur différentiel
quelconque sur V, dont I'ordre sera noté w. La transformée
de Fourier de 2*D,[Q(D)G(z, #)] est DID,[Q(y) G(y, ¢)] (D2
opérant au sens des distributions). D’aprés la définition de
C(y, ¢), D,[Q(y) G(y, ¢)] est une fonction indéfiniment diffé-

rentiable de y dans [:S(h) et nulle dans S(k). Par conséquent,
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D2D,[Q(y) G(y, »)] est la somme d’une distribution f(y, ¢)
portée par la frontiére S(h) de S(h) et de la fonction g(y, #)

nulle sur S(k) et égale, pour y e [:S(h), 2 DgD"[P((lv(y)y)]

Comme S(h) est compacte, la transformée de Fourier réci-

proque de F(y, ¢) est une fonction analytique f(z, ¢) de z;
on vérifierait sans peine que ¢—>f(z, ¢) est une appli-
cation continue de U dans &,.

Pour ye [:S(h) (et ¢eU), gy, ») est de la forme

R(v, y)/[P(¢, y)]"'***, o0 R(e, y) est une somme (finie) de
termes de la forme:

(2. 3) [DFQ)|[D3(Dy) P(s, y)] ... [DHD,)P(, y)].

Les (D,);(1<<j<Ck) sont des opérateurs différentiels sur V,
dont la somme des ordres est égale & w; ¢;e N*(0 <7 <k) et
%+ ¢+ -+ + ¢. = p; k =|p|+ ». Remarquons que, du fait
que degP(v, y) = m (et donc deg Q < m), tous les |g;| (0 <] <k)
sont < m.

Appelons i(h) la fonction, définie et 4 valeurs dans N, égale
éOsihzOeté[h_i]—}— 1si h>1. Je dis que le nombre

m
d’indices j =1, ..., k pour lesquels ¢;5~0 est au moins égal &
i(|lp—4o|). En effet, supposons que ce nombre soit < i(|p—go|)—1.
Cela signifierait que |¢ + -+ + gi| < m(i(|p — go|)) — m. Mais
d’aprés la définition, m(i(h) —1) <h—1, donc |g + -+ + g4l
devrait &tre <C|p— go|— 1, contrairement au fait que
Qo+ ¢+ -+ g =p.

Appliquons maintenant le corollaire 4 de la proposition 2. 4:
il existe une constante finie B telle que, pour tout v € K(= U),

tout y« [ S(h), et tout j=1, ...,k pour lequel g0, on

ait:
ID(D.); P(e; y)| < B(L + |yf)~*"* [P(e, y)l.
Supposons d’abord g, = 0. Tenons compte de (W’), de I'iné-
galité précédente, et du corollaire 3 de la proposition 2.4
appliqué aux (D,)P(v, y) d’indices j (1 < j < k) pour lesquels
g; = 0. Nous obtenons: pour tout ve K, et tout ye [:S(h),
le terme (2. 3) est majoré, en valeur absolue, par:

C( + 1yl [P(o,y)| "+ (C< o).

—34pp-5
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Supposons maintenant g, = 0, et d’abord p = ¢,. Appliquons
(W’) et le corollaire 3 de la proposition 2. 4, cette fois pour
tous les (D,)P(v,y) (1 <j<Ck). Le terme (2. 3) est majors,
en valeur absolue, quels que soient ve K et ye [:S(h), par:

CA + wp)="" P, gl (C< ).

Remarquons que |g|]<Cm, donc J'—I:LJ< 1 dans ce cas. La

quantité précédente peut étre majorée par

B kot
C1 + W2 [P(o, y)| *+*.

Supposons enfin g, = 0 et |p| > |go| + 1; il en résulte que
i(|p — gol)=|p|/m et donc que le terme (2. 3) est majoré, en valeur
absolue, pour les mémes ¢ et y que précédemment, par:

s|pl_r

ClL+[yP) " " *[P(e )] =
En prenant la réunion des trois possibilités ci-dessus, en
tenant compte (pour la premiére) de ce que i(|p)) >{TI:L|—, on

voit qu’il existe une constante finie B > 0 telle que, pour tout
veU et tout ye R" on ait:
Linf@, r—s,m—S 121

18(y, »)) < B+ Jy2) ° im

Ceci implique que la transformée de Fourier réciproque
g(z, ¢) de B2ly,v) appartient a A"f@r—=n*iplsim (et rpeste
bornée dans cet espace lorsque ¢ parcourt U). Comme

2*D,[Q(D) G(z, ¢)] = f(z, ¢) + &(=, ¢)

et que p € N"et D, sont arbitraires, ceci prouve que Q(D) G(z, v)
est une fonction C* de ¢, dans U, & valeurs dans (Ajs@r—=ms/m) |

3° La solution élémentaire.
Posons donc, pour v € U, E(z, v) = F(z, y) + G(z, ¢).
Tout d’abord, en vertu des formules (2. 1) et (2. 2),s1 ¢ D, :

< P(s, D) E(z, ¢), $(—2) > = [rd(y) dy = $(0),

ce qui signifie que P(¢, D) E(z, ¢) = ¢, pour tout ¢ € U.
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D’autre part, si Q(D) est un polynéme différentiel vérifiant
(W) (avec la signification de a et de r qui s’y trouve), alors
Q(D) E(z, ¢) est une fonction C* de ¢ dans U, a valeurs dans
. ( A:::(a, r—3s, r),c[m)a‘

Pour obtenir le théoreme 2. 1, on choisit Q(D) =1 et, par
exemple, r=2s; a est pris égal a 5; ceci donne inf(a, r—s,r)=s.
On constate que le nombre d de I'énoncé peut étre pris égal
a s/m. Signalons cependant que, dans de nombreux cas, par
exemple celui des opérateurs elliptiques ou paraboliques, on
peut améliorer cette estimation de d. Pour les elliptiques,
par exemple, on peut prendre d = 1.

Lorsque Q(D) n’est plus forcément égal & 1, on obtient les
précisions suivantes (dont la derniére partie nous sera nécessaire
au chapitre 1) :

ScroLiE. — Soit un polynéme différentiel Q(D) sur R* tel
qu’il existe v,e V, un nombre a > 0, un nombre r > 0 et une
constante positive finie A tels qu’on ait, pour tout y € R* et tout
peN, p=£0:

(1 + [yP) |Qly)| < A(L + [P(e, %)),
(1 + [y QP < AL + [P(se, 9)))-

Soit, pour chaque veV, E(z, ¢) la solution élémentaire de
P(v, D) construite dans la preuve du théoréme 2.1. Alors
Q(D) E(z, ¢) est une fonction C* de ¢ dans V, a valeurs dans
( Ai::(a,r—:,r), s [m)z.

En particulier, si Q(D) = P(¢,, D), les conditions précédentes
sont satisfaites pour a = 0, r = s. Ainsi P(v,, D) E(z, v) est une
fonction C* de v, dans V, a valeurs dans (A}°™).,.

§ 4. Le probléme de la réciproque du théoréme principal.

Soient une variété V indéfiniment différentiable et une
famille {P(v, D)} d’opérateurs différentiels & coefficients cons-
tants sur R", d’ordre borné et C* sur V. Supposons que, pour
chaque v eV, il existe une solution élémentaire E(z, ¢) de
P(v, D) telle que, lorsque v varie, ce 601t une fonction indéfini-
ment différentiable de ¢ & valeurs dans un certain espace Aj?
avec d > 0. A condition de supposer V connexe, on peut légi-
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timement se demander si alors la famille {P(v, D)} n’est pas
nécessairement formellement hypoelliptique.

La fin de ce chapitre sera presque entiérement consacrée
a apporter une réponse aussi compléte que possible a cette
question.

Dans le présent paragraphe, nous commencerons par exhiber
un contre-exemple simple, lequel montrera que, sans hypo-
théses supplémentaires, la réponse est négative. Ce contre-
exemple suggérera la nature de ’hypothése a faire. Le para-
graphe suivant sera entiérement consacré a la formulation
précise de cette hypothése, et & montrer qu’elle équivaut a la
possibilité d’écrire les P(v; D) sous une forme remarquable.
Le paragraphe final contiendra la preuve que, sous cette
hypothése (qui concerne la dépendance par rapport a ¢ des
P(e, D)), la réponse & notre question initiale est positive.

Nous terminerons ce § 4 en établissant deux critéres qui
permettent de décider si un opérateur P(D) est plus fort
(définition 1.2) qu’'un autre opérateur Q(D). Nous aurons
besoin des deux pour la preuve du théoréme final.

1. Le contre-exemple.

Nous prendrons, comme variété V (avec bord !), 'intervalle
fermé (0,4) muni de sa structure différentiable usuelle. Nous
noterons z ou y la variable dans R! (suivant que nous serons
c6té objet ou coté image pour la transformation de Fourier).
Le contre-exemple sera fourni par:

A\ _pp—lad  —14d
P<t’dx>_e i T Imds T D

opérateur différentiel auquel se trouve associé le polynéme
P(t,y) = e '"y* + iy + 1. Pour chaque te(0, 1), la trans-
formée de Fourier réciproque E(z, t) de —-

produe B(% 1 9° B, 4)

tion élémentaire de P<t, %), lorsque t varie, il est visible que

<’est une fonction eontinue de ¢ & valeurs dans Al. Notre propos
est de prouver que c’est une fonction indéfiniment dérivable
de ¢t dans (0, 1) (berd compris) & valeurs dans A'/*'. Pour
cela, nous nous appuierons essentiellement sur le fait que
¢~""* a un zéro d’ordre infini en ¢ = 0; et I'hypothése qui sera

est une solu-
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formulée au § 5 aura précisément pour but d’éviter ce genre
d’accidents.

Soient m et p deux entiers > 0 quelconques. La transformée

. N drdt 1

de Fourier de (— 2inz)? dtmE(x, t) est PP g Notons
P’(t, y) la dérivée premiére de P(t, y) par rapport 4 y. En tenant
compte de ce que la dérivée seconde de P(¢, y) par rapport
a y est 2¢7'/) c’est-a-dire est une fonction indéfiniment déri-
vable de t sur (0, 1), on voit qu’il existe m+ 1 polynémes
Q,(X) a une variable (¢=0, 1, ..., m) et des fonctions B, , ()
indéfiniment dérivables de t sur (0, 1), tels qu’on puisse
écrire :
a? d" 1
&0 apar e, y)
= 5 M) Y SB. L0 [P )
= 20(%) " 8 b g e P e v

ou la sommation par rapport a s, porte sur un certain ensemble
d’entiers < p—r. De plus, si m =0, Qy(X) =1; si m =1,

Qo(X) = 0. Ceci implique que les Qq<%>e“”' sont, pour tout

g=0,1, ..., m, des fonctions continues de ¢ sur (0, 1). Si ’on
se rappelle que |P(¢, y)|>1 pour tout y réel et tout te (0, 1),
on tire de cela deux conclusions:
1° Pour tout y réel fixé, le premier membre de I’égalité
(2. 4) est une fonction continue de ¢ sur I'intervalle fermé (0, 1).
20 11 existe une constante finie M(p, m) telle que, pour tout
y réel, ly] <1, et tout 0 <t <1,

| d 1
(2' 5) |dypdt"'P(t, y) <M(p’ m)'

Supposons maintenant |y|>1. On a, quel que soit ¢,
0<t<< Y, et quel que soit |y| > 1, [P'(¢, y)| <|—?2/—|IP(t, y)l-

En appliquant la formule (2.4) pour m = 0, on voit que,
pour ces mémes ¢ et y, on a:

1 Alp) 1

2. 9) dy* P(t, y),< lylP [P(t )l (Ap) <+ o0).
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Dautre part, quels que soient y réel et te(0, 1), on a
ey L |P(t, y)|. On déduit alors de (2. 4) qu’il exwte, st
m > 1, un entler (m) et une constante finie A(p, m) tels qu'on
ait, pour tout y réel, |y| > 1, et tout ¢t > 0:

&d 1 1 1 ety
dp der B, 3)| S MP ™ 5w E PG, yF

Je dis que, quel que soit I’entier . >0, il existe une cons-
tante finie B(p) telle que, pour tout 0 << ¢ <{1 et tout y réel,
ly| > 1, on ait:

(2. 8) e~ 'Iy* B(w) (P2, y) P 2.

2.7

Raisonnons par I’absurde, c’est-a-dire supposons que, pour
tout entier k, il existe y, réel, |y,| > 1, et t, (0, 1), tels que
e~y > kil ]P tis Y )P ‘2. On peut supposer que les ¢, conver-
gent vers 0 car si on avait £, > ¢ > 0 pour tout k, cette iné-

galité 1mp11quera1t [Pt yi)| = ket |P(ti, yi) P2, donc
kcp lP(tlu Y ll I2 kCP'

ce qui est absurde. Tenons alors d’abord compte du fait que
|P(t, y)| > ly| (quels que soient y et t). On en déduit, pour
tout k

[yl > kefe' %,

Tenons maintenant compte de ce que |P(t,y)| > e 1/ y?
(pour tous y et t). On en déduit, pour tout k:

J
1> kfe |y,

Or, pour k assez grand (et donc ¢, assez petit), ces deux inéga-
lités sont incompatibles.

En tenant compte de (2. 8) dans I'inégalité (2. 7), on voit
qu’il existe une constante A’(p, m) finie, telle que, pour tout
t >0 et tout y réel, [y| > 1,

d? d

1
1I2 ’
2.9 [Py | 7 < APy ).

Mais d’aprés la continuité du 16T membre par rapport a ¢,
sur (0, 1), lorsqu’on fixe y, cette inégalité reste vraie pour tout
t«(0,1). D’autre part, en tenant compte de (2.6), moyennant
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éventuellement un nouveau choix de A’(m, p), on voit qu’elle
est vraie aussi lorsque m = 0. Enfin, en tenant compte de
(2.5), et du fait que si |y| <1, [P(t, y)| <3 (quel que soit ¢,
0 <t < 1), on voit qu’on peut choisir A’(m, p) de sorte que
(2. 9) soit vraie aussi pour tout |y| < 1, autrement dit on peut
faire ce choix de sorte que (2.9) soit vraie pour tout y réel
et tout te(0,1). Comme enfin |P(¢, )12 > (1 + y2)1'4, ceci
prouve exactement que E(z, t) est une fonction indéfiniment
dérivable de ¢t sur (0,1) & valeurs dans Al/1,

2. Les critéres de comparaison de deux polyndmes différentiels.

LemumE 2. 1. — Soient P(D), Q(D) deux polynémes diffé-
rentiels sur R On suppose P(D) hypoellzptzque et qu’il existe
un ouvert ) non vide de R* ayant la propriété suivante : il existe
une constante finie M telle que, pour toute ¢ e D(Q), on ait:
1Q(D)¢lls < M||P(D)¢||is. Alors Q(D) est plus faible que P(D).

Résulte immédiatement du théoréme 2. 2 et du lemme 3. 5
de Hérmander [1].

Pour le deuxiéme critére de comparaison, nous nous appuie-
rons encore sur un résultat d’Hormander ([2], théoréme 3. 2),
dont voici I’énoncé :

Soient P(D), Q(D) deux polyndmes différentiels sur R";
P(D) est hypoelliptique. L’ensemble des nombres positifs ¢
possédant la propriété suivante : il existe une constante finie
C, telle que, pour tout ye R |Q(y)| < Cy1 + |P(y)])?, cet
ensemble n’est pas vide et posséde un élément mlmmal (pour
I’ordre naturel sur ’ensemble des nombres positifs).

Nous pouvons alors énoncer notre deuxiéme critére :

Lemume 2. 2. — Soient P(D), Q(D) deuz polyndmes diffé-
rentiels sur R". On suppose que P(D) est hypoelll.ptr,que et qu’il
existe deux suites strictement croissantes d’entiers positifs
frid, fmid (k=1,2, ...) avec les propriétés suivantes: pour
tout k, Q(D)™ est plus faible que P(D)™ et, lorsque k — + oo,
ny/m, tend vers 1. Dans ces conditions, Q(D) est plus faible
que P(D).

En effet, nos conditions impliquent que, pour tout ¢ > 0,
il existe une constante finie C, telle que, pour tout ye R"

QI < Ce(1 + [P(y))*+=.
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§ 5. Familles de type analytique.

Dans tout ce paragraphe, V sera supposée connere. Comme
de coutume, 8, est I'espace des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables sur V (4 valeurs complexes).

DeriniTioN 2. 7. — Un sous-espace vectoriel de 8, sera dit
de type analytique si toute fonction appartenant & ce sous-espace
et admettant un zéro d’ordre infini en un point de V est identique-
ment nulle sur V.

Si V est analytique réelle, tout espace de fonctions analy-
tiques ou quasi-analytiques sur V est de type analytique.
Mais il faut insister sur le fait suivant: la définition 2. 7 ne
concerne pas seulement les éléments d’un espace de type ana-
lytique pris individuellement, mais aussi le fait, pour ceux-ci
d’appartenir simultanément au dit espace. Plus précisément,
deux fonctions de &, peuvent appartenir séparément a deux
espaces de type analytique différents, sans qu’il existe d’espace
de type analytique qui les contienne toutes les deux. Par
exemple, le sous espace vectoriel & une dimension de &, engen-
dré par la fonction 1 4 exp (—1/i) (ic1 V est la droite réelle)
est de type analytique, de méme, évidemment, que celm
engendré par la fonction 1. Mais tout espace vectoriel conte-
nant a la fois 1 et 1 4 exp (— 1/2) contient aussi la fonction
exp (— 1/t2) donc n’est en aucun cas de type analytique. Cet
exemple montre aussi que les éléments d’un espace de type
analytique peuvent n’avoir aucune propriété d’analyticité ou
de quasi-analyticité. Mais, dans I’espace de type analytique
dans lequel on les considére, la donnée de toutes leurs dérivées
en un point quelconque les détermine complétement; c’est
sur ce fait que nous allons nous appuyer.

DeriniTioN 2. 8. — Sotent un espace vectoriel de dimension

finie E et une fonction 7 (v) définte sur V, a valeurs dans E.
Nous dirons que ? (v) est de type analytique sur V si, lorsque €'

parcourt le dual de E, Uensemble des fonctions scalaires (? (), ((37)
constitue un espace de lype analytique.

Nous dirons que 7 (v) est de type analytique en un point v,
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de V s’il existe un voisinage ouvert de ce point sur lequel 7 (»)
soit de type analytique. '

Dire que f(v) est de type analytique équivaut a dire, mani-
festement, que les composantes de ?(v) par rapport a une base
quelconque de E engendrent un espace de type analytique.
Remarquons qu’une fonction scalaire de type analytique est
tout simplement une fonction indéfiniment différentiable sans
zéro d’ordre infini (& moins que ce ne soit la fonction 0!).

Nous pouvons maintenant parler de familles d’opérateurs
différentiels sur R" & coefficients constants, de type analytique
sur V, pourvu qu’il s’agisse de familles d’ordre borné. Ce sera
précisément la notre hypothése :

(TA) {P(v, D)} est une famille d’ordre borné et de type ana-
lytique sur V

Toute la suite de la démonstration va montrer I'intérét
de cette condition.

LemME 2.3. — Sotent r suites B;= (b;,) (j=1,...,r
w=20,1, ...) de nombres complexes, linéairement indépendanies
sur C. On peut trouver r entiers > 0 v, .. ., . tels que la matrice
(biu) (57 =1,...,r) soit inversible.

Nous raisonnerons par récurrence sur r, le résultat étant
trivial pour r = 1. Supposons-le vrai pour r — 1. Comme les
suites [3;(1 ]< r—1) sont linéairement 1ndependantes, il
existe une matmce (r—1) X (r—1) (b;) G, i=1,...,r—1)
inversible. Considérons alors la matrice :

B oo buu . bux \

Bk = br..-l,p, oo br—l.p.r__i br-—i,k/
br, u, cee b bk
ou k peut prendre toutes les valeurs entiéres > 0. Si dét
B, =0, c’est qu’il existe une combinaison linéaire non tri-
viale des lignes qui est nulle; dans cette combinaison linéaire,
le coefficient de la derniére ligne ne peut étre nul, sinon 1l
existerait une combinaison linéaire non triviale des r—1
premiéres lignes nulle, contrairement au fait que la matrice
(b)) (5,7 =1, ...,r—1) est inversible. Autrement dit, si
dét B, = 0, 1l existe r — 1 nombres complexes ¢/ non tous
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nuls tels que b,, = 2 cbj,u, pour tout 1 =1, ..., r (avec

# = k). Mais 1l ex1ste certamement au moins deux entiers
k et k' tels que les systémes (cf) et (c/) soient distincts, sinon
cela voudrait dire que la suite 3, est combinaison linéaire des
suites f5; (1 <<j<Cr—1), contrairement & I'hypothése. Si
donc on avait dét B, = dét B,. = 0, on devrait avoir notam-
ment pour tout t =1, ..., r—1:

r—1
"- f"‘ 2 ck bjs 2 cl{' bjs B
J=t

Mais le fait que la matrice (b;,) (i,j=1, ...,r—1) soit
inversible exige ¢/ = ¢/ pour tout j=1,...,r—1. Par
conséquent, on ne peut avoir dét B, = 0 et dét B,, = 0.

C.Q.F.D.

Lemme 2. 4. — Supposons V connexe. Soient E un espace

vectoriel de dimension finie et ? (v) une fonction définie dans V, @
valeurs dans E. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) ? (v) est de type analytique sur V.
b) Pour tout point v, € V, il existe une famille finie d’opérateurs
différentiels (D,); opérant au voisinage de ¢, et une famille finie de
fonctions afv) €8, (j =1, ..., r) tels qu’on ait, pour tout v sV :

F0) = 3oy AF )

De plus, s Uon choisit les (D,); de maniére & ce que les vecteurs

[(D,) f](v., sotent linéairement indépendants et que les fonctions
a;(v) sotent linéairement indépendantes, le nombre r est indépen-
dant du point ¢, (et évidemment, il existe un espace de type
analytique qui contient toutes les ay).

Supposons f (v) de type analytique sur V. Il existe s vecteurs
81y - -y ey de E et p. fonctions bl( )y + -« bu(v) de 8, tels que

70)= 3 b0l

et il existe un espace de type analytique qui contient toutes
les b,( ¢); on peut évidemment s’arranger pour que les vec-

teurs ej et, d’autre part, les fonctions b, soient linéairement
indépendants; dans ce cas, I’entier i prend sa valeur mini-
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mum, que nous noterons r. Soit ¢, arbitraire dans V; donnons-
nous un systéme de coordonnées locales au voisinage de ¢,,
ce qui nous permet de manipuler les mondmes de dérivation
D? par rapport & ces coordonnées (p parcourt un certain
espace N', que nous ordonnerons totalement d’une fagon
arbitraire). Appelons (3, la suite (D{b(%)) (p « N*) pour chaque
j=1, ..., r. Puisque les fonctions b; sont linéairement indé-
pendantes dans un méme espace de type analytique, les suites
B; doivent é&tre linéairement indépendantes. Nous pouvons
apphiquer le lemme 2. 3: il existe r indices py, ..., p, tels que
la matrice r X r (DJibf(vy)) (i, =1, ...,r) soit inversible.
Or on a:

D2f (0) = ,§, Db(v)e, (i=1,...,7).

Ceci permet d’exprimer les Zj en fonction des Df‘?(vo) (les-
quels sont linéairement indépendants: cela montre qu’alors
r ne dépend pas de ¢,). On conclut aussitét a (b).

Supposons maintenant (b) vérifié et, en méme temps, que
f (v) ne soit pas de e_type analytique, c est -a- dlre qu’il existe
une forme linéaire ¢ sur E telle que < f (v) ¢ > admette un
zéro d’ordre infini en un point v, de V, sang &tre nulle en tout
point de V. Prenons alors lexpressmn de f (v) qui ﬁgure dans
(b), relativement au point ¢, en question. Elle permet d’écrire :

<T6LT>= 3 a0 < DI04, 7 >

= 3 a(¢)[(D.); < F(¥),¢ >y =0

j=1
et ceci est vrai quel que soit v € V. Nous avons abouti & une
contradiction.

§ 6. Démonstration et énoncé de la réciproque partielle
du théoréme principal.

Notre hypothése sera donc que la famille {P(v, D)} vérifie
(TA). Nous servant de ceci et du lemme 2. 4, nous pourrons
écrire, pour tout point ¢, de V:

P(¢, D) = 3, 8(0) (DP(, D)l =n
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ol les afv) 8, et ou les (D,); sont des opérateurs différentiels
sur un voisinage de ¢,. Nous utiliserons ensuite Pexistence
d’une solution élémentaire E(z, ¢) de P(v, D,) de classe C”
en ¢, a valeurs dans un espace A§¢ (d > 0), et les lemmes
2.1, 2.2, 2.4, pour prouver que les (D,);P(vy, D) sont plus
faible_s que P(vo, D), D’aprés I’expression précédente, cela
entraine que, pour tout ¢ eV, P(v, D) est plus faible que
P(vo, D) et donc, puisque ¢, est arbitraire dans V, que la
famille {P(v, D)} est formellement hypoelliptique.

1. Hypothéses provisoires.

Outre & (TA), nous ferons I’hypothése suivante:

Il existe un élément G(z, ¢) de 8,(D;) pourvu des propriétés
suivantes :

10 Il existe un compact K de R™ tel que, pour tout veV, la
distribution en z G(z, ) ait son support dans K.

II résulte aussitot de ceci que T(z) - G(z, v) * T(z) (xdésigne
la convolution par rapport a z) est (pour chaque ¢ e V) une
application linéaire continue de 9; dans lui-méme, et, lorsque
¢ varie dans V, c’est une fonction C* de ¢ & valeurs dans
Ly(D; D%). On a, pour toute T(z) € D, et tout opérateur diffé-
rentiel D, sur V:

D,[G(z, ¢) » T(2)] = [D.G(z, #)] » T(z).

Nous supposerons que G(z, ¢) posséde aussi la propriété
suivante :

20 Pour tout ouvert borné Q de R, f(z) - G(z, ¢) * f(z) définit
un opérateur borné, que nous noterons G(v), de L*(Q) dans L3(R"),
et G(v) est une fonction C™ de ¢ a valeurs dans Ly(L3(Q); L3R")).
Si D, est un opérateur différentiel sur V, on a, pour toute f « L3(Q)
DG(r).f = [DG(z, ¢)] » f(2). ,

Enfin, G(z, ¢) vérifiera la condition suivante :

30 P(v, D,) G(z, v) — &, est une fonction L(z,v)C™ de ¢ a
valeurs dans (9Dx),.

2. Construction de l'algébre C.

Considérons 8,(L,(9;; 9;)) comme muni de sa structure
naturelle d’algébre sur le corps des complexes. Nous appelle-
rons & la sous-algébre de 8,(Ly(D;; 9;)) engendrée par ’appli-
cation identique de 9; sur lul-méme, et par I'ensemble des
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opérateurs de convolution D,G(z, ¢) », D, parcourant l’en-
semble de tous les opérateurs différentiels sur V. Il est manifeste
que @ est une algébre commutative, avec unité.

Soit Q un ouvert borné quelconque de R™

I. On peut identifier & & un sous-espace vectoriel de

8,(Ly(L2(Q); L2(R")).
En effet, donnons-nous une famille finie quelconque
D} =1,2,...,9)

d’opérateurs différentiels sur V. Les propriétés de G(z,v)
font qu’on peut trouver s ouverts bornés Q, de R", avec
Q, = Q, tels que, pour chaque 1 < s—1,

(D,)iG(») & &,(Ly(L2(Q)); L2(Qi..1)))

et que (D,),G(v) e 8,(L,(L3(Q,); L3(R"))) de sorte que la compo-
sée [(D,),G(¢)] o [(Dy)s—1G(#)] o - - - o [(D,),G(v)] définit un élément
de &,(Ly(L2(Q); L3(R")).

Considérons maintenant les D,P(¢, D) (D,: opérateur diffé-
rentiel sur V); ce sont des éléments de &,(Ly(D;; 97)). Lorsque
D, parcourt I’ensemble des opérateurs différentiels sur V, la
réunion de I’ensemble des D,P(¢, D) et de @ engendre une
sous-algébre B de &,(Ly(D;; 93)). Il est clair que # est une
algébre commutative (sur C), avec unité; @ est une sous-

algébre de 3.
Soit de nouveau Q un ouvert borné quelconque de R™.
I1. On peut identifier $ & un sous-espace vectoriel de

8,(Lo(D(Q); LA(RY)).

En effet, donnons-nous deux familles finies quelconque
f(D.)d, §MD)3 G=1,...,s;7=1,...,s) d’opérateurs dif-

férentiels sur V. Il est évident que
[(D2)¢P(¢, D)]e- - o [(Ds),P(¢, D)]

définit un élément de 8,(L,(D(Q); D(Q))). 11 résulte alors de (I)
que

[(D,):G(#)]o- - - o [(DW)sG(9)] o [(Ds)o P(e; D)]e- - [(D,), P (e, D)]
définit bien un élément de 8,(L,(D(Q); L2(R")).
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Soit D,(8,) I'espace des fonctions indéfiniment dérivables
de z, & support compact, 4 valeurs dans I’espace des fonctions
C> de ¢. Insistons sur le fait suivant: si g(z, ¢) e 9,(8,), il
existe un compact H de R" (dépendant de g) tel que g(z, »)
ait (en tant que fonction de z), pour tout ¢ € V, son support
dans H.

Faisons opérer 9,(8,) par convolution (en ) sur 9;, ce qui
le plonge dans 8&,(Ly(9D;; 9;)). On voit immédiatement que
9,(8,) n B est un idéal de ®. Nous noterons € ’algébre quotient
B)[D,(8,) n B] et B —B la projection canonique de % sur C.

videmment, C est une algébre (sur C), commutative, avec
unité (notée I). L’image @ de @ par la projection canonique
de B sur € est une sous-algébre de € contenant l'unité.

Tout opérateur différentiel D, sur V applique I'idéal 9,(8,) n #
dans lui-méme, car il applique 9,(8,) (resp. ®) dans lui-méme.
Par conséquent, D, définit, par passage au quotient, une
application linéaire D, de € dans lui-méme.

Pour simplifier, nous écrirons G au lieu de G(z, ¢) * (opéra-

teur de convolution sur 9;) et P au lieu de P(¢, D); G et P
sont des éléments de R.

(III) GP =1

Cela résulte trivialement de la propriété 3° de G(z, ¢). Il
s’ensuit que si L, est un champ de dérivations C* sur V, on
aura, pour tout entier p= 1:

(IV) i <’q’ ) (L2=1G)(L1P) = 0.

q=0

3. L'algébre C,.

Soit v, un point arbitraire de V. A tout U(y) e §,(Ly(D;; 95))
nous pouvons faire correspondre sa valeur U(v,) en ¢, qui est
un élément de L,(D; 9;) et U(v) = U(y,) est homomor-
phisme, pour les structures d’algébres sur C, de &,(L,(9;; 9z))
sur L,(9;; 9;). Appelons-le « valeur en ¢, » 11 applique
D(8,) sur D, (ces deux espaces opérant convolutivement sur 95).

Nous noterons @, (resp. $,) I'image de @ (resp. ) par ’homo-
morphisme valeur en ¢,. Il est clair que @, et %, sont deux
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algébres commutatives avec unité. De (I) et de (II) résulte
naturellement :

(I,) On peut identifier @, & un sous-espace vectoriel de
L,(L3(Q); L*(R").

(II,) On peut identifier B, & un sous-espace vectoriel de
L,(9(Q); L*(R™).

Les faits suivants sont triviaux: 9, n B, est I'image par la
valeur en ¢, de 9,(8,) n B et est donc un idéal de $,; appelons
G, l'algébre quotient B/(D, n B,); 'homomorphisme « valeur
en ¢y » induit un homomorphisme de € sur €, que nous noterons
B — B,. Bien entendu, €, est une algébre commutative, avec
unité (notée I,); @,, image de @ par ’'homomorphisme B — B,
ou bien image de @, par la projection canonique de %, sur G,,
est une sous-algébre de €, qui contient 'unité.

De (III) et (IV) résulte qu’on a, dans G, les équations sui-
vantes :

(Eo) Gol.)o == io.
p P . H - o q . _ _
€) 3 (q)(L., Ga(LtP) =0, p=1,2, ....

Dans €, se produit un fait important (qui en général n’a
pas d’équivalent dans C); c’est le suivant:

(V) Lorsque D, parcourt U'ensemble des opérateurs différentiels
sur V, les éléments (D,P), engendrent un sous-espace vectoriel
de Cy dont la dimension est finie.

Cela résulte de ’hypothése (TA). En effet, d’aprés la formule
du début de ce paragraphe, on a:

[D.P(¢, D).y, = jé‘[Dvaj(")]u=v.[(Dv>JP("’ 1))

et ceci signifie que le sous-espace vectoriel engendré par les
[D,P(¢, D)],,, dans #, admetles [(D,)P(¢, D)],=,, (G =1, ..., 7)
comme générateurs et est donc de dimension finie, Il doit en
étre de méme du sous-espace engendré dans €, par les (D,P),.
En particulier, si 'on se donne un champ de dérivations
C* L, sur V, le sous-espace vectoriel engendré dans C, par les
(L¥P), (k = 0,1, ...) est de dimension finie. C’est ce fait que
nous allons maintenant chercher a exploiter. Cela nous sera
possible grace au lemme algébrique du numéro suivant.
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4. Un lemme algébrique.

Soit € une algébre sur le corps des complexes, commutative,
avec unité (notée 1).

LemuMme 2. 5. — Considérons deux suites d’éléments de G,
(an), (bi) (R, k=0,1, ...), vérifiant les relations suivantes:
(eo) aobo = 1.;
p p } ‘
(ep) q§0< q ap_gb, =0, p=1,2, ..

Désignons par N la sous-algébre de € engendrée par 1 et par
les ay(h = 0,1, ...) et supposons que le sous-espace vectoriel
de G engendré par les byk =0, 1, ...) soit de dimension
finte.

Dans ces conditions, il existe un entier m >0 qui jouit des
ptopriétés suivantes:

Pour tout entier n >0 et tout élément (ry, ..., r,,,) de N***
et tout élément (sy, . .., s,) de N*, Uélément a,, ... a, b, ... b,
de § appartient a U.

La démonstration de ce lemme étant assez longue et par-
faitement hétérogéne au reste de ce travail, il nous a paru
préférable de la renvoyer en appendice (voir Appendice I).
En réalité, nous utiliserons le corollaire suivant du lemme 2. 5
(corollaire plus simple que le lemme 2. 5 mais que nous avons
été incapable de démontrer directement):

CoroLLAIRE 1. — Avec les mémes notations et sous les mémes
conditions que pour le lemme 2,5, et st m est l'entier qui figure
dans le lemme 2,5, on a, pour tout entier k > 0, et tout entier
n>1, arbied.

5. Utilisation du lemme algébrique.

Il est clair que nous allons appliquer le lemme 2. 5, en pre-
nant : pour 'algébre €, Cy; pour éléments ai(h =0, 1, ...),
les (L2G)o; pour éléments by(k =0, 1, ...), les (LtP),. Des
équations (E,) et (E,) (p =1,2,...) et de la propriété (V),
résulte que toutes les hypothéses du lemme 2.5 sont satis-
faites. Nous pouvons donc en appliquer le corollaire 1:

(VI). Il existe un entier m >0 tel que, pour tousk, re N,
G;"+’(L’;P); ea,.
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Remontons de C, a &,; (VI) signifie que Gf*"(LP);ea,
mod 9, n B, ou encore, qu’il existe A, ,e@, et ¢, . €D, tels
que ean"'r(Ll;P); = Ak,r+ Pk, r*

Reprenons 'ouvert Q (borné, non vide) dans R"; il est clair
que ¢, .+ définit (par prolongement de P(Q) a L*Q)) un
opérateur borné de L2(Q) dans L2(R"). En vertu de (I),
A, e Ly(L*(Q); L*(R")). Ces deux faits impliquent que
Gr*(L¥P);, a priori dans L,(9(Q); L*(R") d’aprés (II), définit
en réalité un opérateur borné de L2(Q) dans L2(R"), c’est-a-
dire qu’il existe une constante finie M, , telle que, pour toute

v e D(Q), on ait:
(2. 10) (1G&(LeP)iglle < M, [l

Prenons ¢ = P*"}; puisque P‘,Go = I, il existe 9,9,
tel que G P = I, 4 9,%, soit GI'*"p = ¢ + ¢,*{, et donc,
d’apres (2. 10):

(2. 11)  [(LEP)ler < Mae AIPT " Pllee + [ Hllae 7. € Da

ceci étant vrai pour toute ¢ € D(Q). Mais puisque Q est borné
(et que P, n’est pas nul) il existe (cf. lemme 2. 7 de Hormander
[1]) une constante finie M, telle que, pour toute ¢ e D( Q),
e, * e < M’[lP"“"xHIL, Compte tenu de ceci et de (2. 11); o

voit qu il existe une constante finie M; , telle que, pour toute

J € D(Q), on ait :
[I(LEP (06, D)) $lfee < Mi, AP (9, D)™ " .

Alors l’application du lemme 2. 1 permet de déduire de cette
majoration que (L P(o,, D))" est plus faible que P(¢,, D)™*".
Comme ceci est vrai pour tout re N, le lemme 2.2 permet
d’affirmer que L!P(¢,, D) est plus falble que P(v,, D). Ceci
est vrai pour tout entier k > 0, et aussi pour tout champ de
dérivations C*L, sur V.

Nous sommes maintenant en mesure d’utiliser le lemme
suivant :

LemME 2. 6. — Soit un voisinage ouvert U(v,) quelconque de
vweV; soit D, un operateur différentiel sur U(y,). Il existe
une famille finte {(L,){(t=1,2,...,M) de champs de déri-
vations C* sur V, un nombre egal dentwrs >0, ky, ..., ky,
un nombre égal de fonctions de §(V), g,(¢), . . ., gu(v), et un votsi-
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nage ouvert U'(v,) de vy, tnclus dans U(s,), tels qu'on ait, sur
U'(v,) :
M

D, = 3 g(v) (L%

=

Bornons-nous a esquisser la démonstration. Le résultat est
purement local et nous pouvons donc nous ramener 4 un voi-
sinage ouvert de 'origine dans R” (v étant la dimension de V).
Etant donné un systéme de coordonnées cartésiennes a;, . . ., z,
dans RY, 1l suffit de démontrer le résultat pour les mondémes
de dérivation <l—>p‘, ees (—b— ", 1l suffit de démontrer que

0xy oz,

tout mondme X ... XJ (en v indéterminées) peut se mettre
M

sous la forme ‘E gLk (Xy, ..., X)), ou 1ici les g; sont des

nombres réels et les L, des formes linéaires réelles sur R.

Ce résultat est trivial pour |p|=p, + -+ p,=0 ou 1

(les k; peuvent é&tre nuls!). En rajsonnant par récurrence sur

|p|, on est immédiatement ramené a prouver le résultat

pour v =2 et pour le monoéme X, X7—"'. Il est possible de déter-

miner m + 1 nombres réels ¥ (j=0,1,...,m) tels que
m

X, Xp—t =3 ¥(X; + jX;)". En effet, les ¥ doivent alors
=0
vérifier le jsystéme d’équations linéaires

Mo /0 sip=0,1,..,m—2, m (on convient que 0°=1).
EIPEJ:-‘\ 1 .
j=0 o sip=m— 1.

On vérifie facilement que le déterminant de ce systéme
d’équations est non nul (c’esc le déterminant de Vandermonde
v(,1, ..., m)). ,

Du lemme 2.6 et de la conclusion a laquelle nous étions
parvenus juste avant ce lemme, on conclut que pour tout
opérateur différentiel D, défini au voisinage de v,, D,P(v,, D)
est plus faible que P(v,, D) ce qui démontre ce que nous
désirions (sous nos hypothéses provisoires).

6. Espaces H-¢, Hi, H;..
Afin d’obtenir une généralité satisfaisante dans I’énoncé
du théoréme que nous avons en vue, nous sommes obligés
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d’introduire de nouveaux espaces fonctionnels, d’ailleurs

presque classiques dans la littérature. Soit r € R quelconque.

Voici, en bref, les définitions dont nous avons besoin :

H" : espace des distributions tempérées f(z) dont la trans-
formée de Fourier f(y) est une fonction de carré
sommable pour la mesure (1 + |y|2)'dy; H" est muni
du produit hermitien f f(y) 8ly) (A + |y)ydy, qui en
fait un espace hilbertien.

Hx : espace formé des éléments de H™ qui ont leur support
dans le compact K de R”, muni de la topologie induite
par H".

H! :limite inductive (au sens vectoriel-topologique) des
espaces Hg lorsque K parcourt la famille de tous les
compacts de R"

Hj,. : espace des distributions f(z) sur R" telles que af € H"
pour toute « € D; H], est muni de la topologie la moins
fine rendant continues toutes les applications f — af
(a« parcourant 9) de Hj, dans HL.

Pour une étude détaillée de ces espaces, voir par exemple

Malgrange [2]. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2. 7. — Soient deux réels quelconquesr, s; (f, g) > f* g
est une application bilinéaire continue de A™ X H* dans H™**.
Preuve directe trés simple. Notons ||||; ]a norme dans H°.

On a:

llf*gllm- | (1 + lyP)f (1+lyl’ &) | lm\
(4 +lyP)Fi) llm X1 (4 + ly1*)8() [y = NIl gl

Nous laissons au lecteur la preuve des corollaires suivants :

CororraIre 1. — Soit K un compact de R*; (f,g) >f=*g
est une application bilinéaire continue de A}, X Hi dans
H:‘o.:.s'

CororraIre 2. — L’application qui, da chaque fe Aj,, fat
correspondre Uopérateur de convolution =+ de H; dans H[ ;< est
une application linéaire continue de A}, dans L,(H; Hi ).

7. Enoncé et fin de la preuve du théoréme.
Considérons une variété C*V et une famille {P(¢, D,){(v < V)
de polyndmes différentiels sur R", d’ordre borné et C* sur V.
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TaEorEME 2. 2. — On suppose que la variété V est connexe
et que la famille {P(v, D,)} est de type analytique sur V. On fait
en outre I hypothése suivante :

(P) Il existe une fonction indéfiniment différentiable de v,
dans V, E(z, v), d valeurs dans 9, qui posséde les propriétés
suivantes :

(I) 11 existe un réel s tel que Uopérateur de convolution (en z)
E(z, ¢)* soit une fonction indéfiniment différentiable de o,
dans V, a valeurs dans L,(H;; Hj,.).

(IT1) Pour toute fonction a(z)e9D, ayant son support dans
le complémentaire de Uorigine, «(z)E(z,v) est une fonction
indéfiniment différentiable de v, dans V, a valeurs dans 9,.

(III) Pour toutv eV, P(z, D,) E(z, ¢) = ¢,.

Dans ces conditions, la famille {P(v, D,)} est formellement
hypoelliptique.

Choisissons un entier k > 0 tel que 2k + s > 0. Nous allons
montrer que, sous les conditions de I’énoncé, la famille
{(1 —A,)*P(v, D,)} est formellement hypoelliptique. Des
définmtions 2.1 et 2.4 résulte immédiatement qu’il en sera
de méme de la famille {P(y, D),{.

I1 est d’abord clair, en vertu de (II) (cf par exemple théoréme
3. 4 et remarque 2, et théoréme 3. 7, Hormander [1]), que, pour
chaque v eV, P(v, D,) et donc aussi (1 —A,)* P(v, D,) sont
hypoelliptiques.

Soit w € D, de support S, égale a 1 sur un voisinage de 0.
Appelons E,(z) la transformée de Fourier réciproque de
(1 + 4=?|y?)~*. Posons alors:

G(z, ¢) = [0(2)Ey()] * [(2)E(2, ¢)].

Nous allons montrer que G(z, ¢) vérifie chacune de nos trois
hypothéses provisoires (n® 1 du présent paragraphe) relative-
ment a la famille {(1 — A)*P(v, D){.

C’est trivial pour 1°: il suffit de prendre K =S + S.

Vérifions 2°. Soit Q un ouvert borné de R”. En remarquant
que HOon’est pas autre chose que L(R"), il résulte des propriétés
de E(z,¢) que l'opérateur de convolution [w(z)E(z, ¢)] * est
une fonction C* de ¢ & valeurs dans L,(L?(Q); H*). Mais il est
manifeste que E,(z)* applique continiiment H* dans H**** et,
a fortiori, puisque 2k + s >0, dans H°= L2(R". De la

aussitot 20.
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Vérifions enfin 3°. Posons L(z, ¢) = (1—A)*P(¢, D)G(z, ¢¥) —¢..
Comme (1 — A)*E(z) = &, 1l existe a € D, ayant son support
dans [: {0} telle que:

L(z, ¢) = (1 — A)*P(s, D) [a(z) G(z, ¢)].

Comme E,(z) est indéfiniment différentiable dans le complé-
mentaire de I’origine, il résulte immédiatement de la propriété
(II) de E(z, ¢) que L(z, ¢) est une fonction C* de ¢ & valeurs
dans &, et, en réalité, a valeurs dans (9x),.

C.Q.F.D.

RemarQuE. — Il est clair, d’apres la preuve, que nous aurions
pu remplacer la propriété (I) par la suivante :

(I') Il existe un réel s et un voisinage compact L de 0 dans
R” tels que E(z, ¢) « soit une fonction C* de ¢ & valeurs dans
Ly(Hy; Hi.).

En fait, on aurait pu «localiser » entiérement la propriété (P).

ProrositioN 2. 5. — Supposons la variété V conneze et la
famille {P(v, D).} de type analyuque sur ¢. La propriété (P)
du théoréme 2 2 est équivalente a chacune des propriétés sui-
vantes :

(FHE) La famille {P(v, D,)} est formellement hypoelliptique.

(P’) Il existe deux nombres > 0, s, d, et une fonction E(z, o)
C>de ¢ dans V, a valeurs dans (AL:2),, tels que P(¢, D,) E(z, ¢)=3,
pour tout ve 'V,

(P") Il existe s réel, d > 0, et une fonction E(z, v) C* de ¢ dans
V, a valeurs dans (A,‘,,;’)z, tels que P(v, D,) E(z, v) = ¢, pour
tout veV.

(P") == (P”) trivialement. Puisque nous supposons V connexe
et la famille {P(v, D)} de type analytiquesur V, (P) = (FHE)
d’aprés le théoréeme 2.2 Et (FHE)—> (P’) d’apres le théo-
réme 2. 1.

Reste donc a prouver que (P”) = (P). Pour cela, remarquons
que Aj:? est plongé continiment dans Aj,. Le corollaire 2
du lemme 2. 7 montre alors que f(z) — f(z) * applique conti-
niment Aj¢ dans L,(H;; Hj,.). Par conséquent, E(z, )=
est une fonction C* de ¢ & valeurs dans L,(HJ; H;,), ce qui
prouve la partie (I) de (P). La partie (II) résulte du corollaire 2
de la proposition 1. 9. Enfin, (III) est trivialement vérifiée.
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§ 7. Autres familles de polyndmes différentiels hypoelliptiques.

Soit u e L(R"; R"), représenté par la matrice (u}) dans le
systéme de coordonnées (z;). Nous noterons P(uD,) le poly-
ndme différentiel associé au polynéme P(ujy, + --- + uly,, ...,
s + -+ + uny,). Reprenons maintenant la variété V et consi-
dérons une famille {P(¢, D,){ de polyndmes différentiels sur R",
C* et d’ordre borné sur

DErFiNiTION 2. 9. — Nous dirons que la famille {P(v, D){ est
quast formellement hypoelliptique s’il existe une fonction C* de o,
& valeurs dans L(R"; R"), u(v), qui soit, pour chaque v eV, un
automorphisme de R*, et telle que la famille {P(v, u(v)D)} soit
formellement hypoelliptique.

On peut démontrer, au sujet de ces familles, le résultat
suivant :

Tatorime 2. 3. — Soient une variété C*V, {P(v, D)} une
famille quast formellement hypoelliptique, d’ordre m > 1, sur V.
Il existe deux nombres > 0 s, d, et un nombre k, 0 <k <1,
enfin un élément E(z, v) de &,(k; AL2) (7) tel qu’on ait, pour tout
veV, P(y, D,)E(z, ¢)=2,.

La preuve suit pas-a-pas celle du théoréme 2.1, avec les
adaptations qui s’imposent. Bornons-nous a signaler que 'une
des articulations essentielles du raisonnement est constituée
par le fait suivant:

Il existe s > 0, 0 <<k < 1, tels que, pour tout opérateur
différentiel D, sur V (dont 'ordre est noté ) et tout compact
K de V, il existe une constante finie A(D,, K) telle que, pour
tous v e K et y € R* on ait (en posant w = inf(m, 1))

ID.P(¢, y)| < A(D,, K) (1 + ly)* (1 + [P(v, 3)])
et, pour tout peN", p=£0:
(1 + lyl)'ID.PP(e, y)] <A(D., K)(1+y)* (1 +[P(e, y)).

(?) Le role des espaces E, (voir chap. 1, § 3) est tenu ici par les espaces A4, d >0
étant fixe et r parcourant R.
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La propriété du théoréme 2.3 n’est pas un apanage des
familles quasi formellement hypoelliptiques :
Constidérons, pour t réel, |t| < 1,

P(t’ y) =1 + y? + Y. + ityiy::

10 la famille {P(t, D,)} n’est pas quasi formellement hypoellip-
tique; 20 tl existe s > 0,d > 02t k <1 (k> 0), tels qu’on azt,
pour un élément E(z,t) de &(k; A3%), pour tout te(—1, 1),
P(t, D,) E(z, t) = ¢,.

Preuye de 1°.

Posons Po(y) =1+ yi + vs, Pi(y) = y1y:. On a:
P(t, y) = Po(y) + itPy(y)-

Soient alors deux automorphismes u, et u de R%. Nous aurons
prouvé 10 si nous prouvons que Py(uyy) et P(t, uy), pour ¢t 5~ 0,
ne peuvent étre équivalents. Remarquons que s’ils 1’étaient,
alors Py(y) et P(t, uu,™ y) seraient équivalents, et réciproque-
ment. Ceci signifie que nous pouvons supposer u, = auto-
morphisme identique de R2. Prouvons d’abord que si I'un des
deux polynémes Py(y), Po(uy), est plus faible que I’autre, ils
sont alors nécessairement équivalents. Si, par exemple, Py(uy)
est plus fort que Py(y), on doit avoir u, = 0 (rappelons que
uy = (wy, + wy, uly, + wy,), sinon, pour Yy, =r>0 et
Yy = (uy)'uyys, |Po(uy)| serait de l'ordre de r® alors que
iPo(y)| serait de 'ordre de r‘. Mais puisque u; =0, P,(uy)
est de la forme 1 + (ay, + by,)? + y;, avec a = 0 (car u est
un automorphisme), manifestement équivalent a 1 + y + y,.

Prouvons maintenant 1°. Premiére possibilité: Py(uy) est
équivalent a Py(y). Prenons alors y; = r* (teR), y, =r. On
a: Po(y) = 4+ 2r'; Py(y) = r's lorsque 7 — <o, [Py(y)l/[Poly)
tend vers -+ o. Ceci entraine bien que P(¢, uy) n’est pas,
pour t=~0, plus faible que P,(y). Deuxiéme possibilité:
Py(uy) n’est pas équivalent a Py(y). Mais alors Py(uy) n’est pas
plus faible que Py(y); il y a donc une suite {y,{ dans R? telle
que, si k — oo, |Po(uy)|/|Po(ys)| tend vers I'infini. Comme
IP(¢, uy)| > [Po(uy)|, ceci prouve bien que P(t, uy) n’est pas
plus faible que Py(y).

Preuyve de 20.

Pour tout pe N2, p 540, et tout ye R%, on a:

[PP(y)| < Ao(1 + [y)) ~'|Poy)]  (As < + o).
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I1 existe d’autre part une constante finie A, telle qu’on ait,
pour tout y e R? et tout te(—1,1):

PP(y)| < A( + [y) 7 Py)  si p>1
etsipp=0,p, >1:

[eP¢P( )I< +|sz )7t [P(t, )],
[tPP(y)] < A 1+Iy1 —18P(t, y)|.

Ceci prouve qu’il existe une constante finie A telle que, pour

tous yeR2, te(—1,1) et peN2, p£0:
(2. 12) PP (8, y)| < A(L + [y " [P, y)].

Ces inégalités prouvent d’abord que P(¢, D,) est hypoellip-
tique, pour tout te(—1,1).
Remarquons, d’autre part, que, pour tousy € R%, te (— 1,1):

(2.13)  [Py(y)| < VIl Po(y)] < (1 + [y]1 2 [P(2, y)].
Si enfin p e N2, p 5£ 0, on a, pour ces y et ces ¢:

IPP(y)| < 3! [Po(y)| < 3![P(z, y)l,

et donce, a fortiort:
(2. 14) [PP(y)] <31 + [y~ (1 + |y)* = [P(s, y)|.

Nommons E(z,t) la transformée de Fourier réciproque
de lﬁ La dérivée premiére de P(¢, y) par rapport a ¢
est tP;(y); les dérivées ultérieures sont toutes nulles. Il
s’ensuit que la transformée de Fourier de % rE(a:, t) est
F(t, y) = (— )" r! [Py(y)]/[P@E y)]"**. La transformée de
Fourier de (— 2imz)? (%) E(z, ) est DPF,(t, y) (p<No),

c’est-a-dire une combinaison linéaire (finie!) de fractions de
la forme:

[PE(y) ... PGP, y) ... PO, )]/[P(s, o),

r’ pouvant prendre toutes valeurs entiéres entre 0 et |p|.
On peut démontrer (cf preuve du théoréme 2.1, partie 2°)
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que cette fraction est majorée, pour tout yeR? et tout

te(—1,1), par:

_L1pl
AL+ [y A+ ly) ** Pyl (A7 <+ o).

Pour cela, on détermine le nombre maximum d’indices g;
(1 <j < r) pouvant étre nuls, compte tenu de la valeur de r’
et de ce que |g| <4, lgy] <4 (1 <j' < r'; se rappeler que
deg P(t,y) = deg P;(y) = 4). On applique ensuite les inéga-
htés (2.12), (2.13), (2. 14).

Comme (1 + |y]2) <|P(¢, y)|, on en conclut que

(— 2im:)”<%>rE(x, 0

2T, 1P|
appartient a (A roe ), pour tout te(— 1, 1) et,
comme on le vérifie sans peine, est une fonction continue de
t a valeurs dans cet espace. Puisque r et p sont arbitraires,
cela signifie que E(z,t)e§,(1/2; A%1/12), C.Q.F.D.

Cet exemple et les résultats le concernant, que nous venons
d’établir, nous seront utiles plus loin. Nous aurons aussi
besoin de I'inégalité suivante :

Pour tout y € R2? et tout te(—1,1), on a:

(2.15) [PV (y)| < 3(1 + [yl' " + |ya)) =" [P(E, y))-
En effet:
IPSO () = Iyl = (1 + [yl + [wal) ~* (i3] + Lyl Pyl + |-
Mais
[yal + sl <2(1 + ) <2APo(y)| et [yl <yi+ 9 <|Po(y),
d’ou Iinégalité (2. 15).



CHAPITRE III

OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS VARIABLES
UN CRITERE D’HYPOELLIPTICITE

Dans ce chapitre, nous ferons intervenir deux espaces R’
notés respectivement RZ et Rg (ce qul indique la notation des
variables et des coordonnées cartes1ennes dans chacun d’eux).
Le second, R;, ou l'un des sous-ensembles ouverts de RE’
jouera le role de la variété V des chapitres précédents. Ceci
veut dire que nous manipulerons des familles {P(%, D,)}
d’opérateurs différentiels a coefficients constants sur R} dépen-
dant de &; la dépendance par rapport a § sera toujours telle
que la famille soit d’ordre borné et C” sur R; (définition 2. 2
et 2. 5), méme lorsque nous ne mentionnerons pas ces hypo-
theses.

Soit Q un ouvert de R*; la donnée d’une telle famille

{P(, Do)f(E=Q)

définit un opérateur différentiel sur Q, c’est-a-dire une appli-
cation linéaire continue de D(Q) dans lui-méme qui diminue le
support, de la fagon suivante: on pose, pour toute ¢ € D(Q),
(=, &) = P(§, D,)¢(x), puis Pg(z) = Y(, x). On vérifie aussitot
que P est un opérateur différentiel sur Q. Mais plutdt qu’a P
lui-méme, nous nous intéresserons a l’expression de P dans
le systéme de coordonnées cartésiennes initialement donné
dans R}?, expression qu’il est raisonnable de noter P(z, D,)
ou, si aucune confusion n’est a craindre, P(z, D) (Horman-
der [1]). C’est que les propriétés dont nous allons nous servir
ne sont pas invariantes par changement de coordonnées dans
R} (ou dans () et sont plutét associées a la famille {P(%, D,)}
qu’a 'opérateur intrinséque P.
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Nous définirons le transposé ‘P(z, D) de P(z, D) (non de P)
par la formule :

[P(a, D)g(2)] Y(@)dz = [ ¢(2)[P(z, D)y(2)ldz, g, § e D(Q).

L’expression de ‘P(x, D) a partir de celle de P(z, D) est
suffisamment classique pour que nous ne la rappelions pas
ici. Bien entendu, ‘P(z, D) définit un opérateur différentiel
sur  ayant d’étroits rapports avec le transposé intrinséque
de P; mais rappelons que celui-ci agit sur les courants de
degré n.

Nous utiliserons aussi la notation:

RP(z, &, D,) = P(§, D,) —P(z + &, Do),

qui aura un sens chaque fois que § et z - & appartiendront
a Q, par exemple pour £ U ouvert, U compact, UcQ, et
zeQ —U. Alors RP(z, £, D,) sera un opérateur différentiel
sur Q — U, a coefficients C* en (z, £) dans (Q— U) X U, ces
coefficients étant tous nuls pour z = 0 quel que soit § e U.

Soit une variété C® W (point courant: w; D, : espace des
distributions sur W).

DerinitioN 3. 1. — Une application f d’un sous-ensemble
de 9, dans lui-méme sera dite progressive en un élément T de ce
sous-ensemble st, pour tout entier ¢ > 0, il existe un entier p >0
tel que fP(T) soit une fonction de classe C? sur W.

[P
Par f?, nous entendons la composée fo ..o }

DerFinNtTIoN 3. 2. — Soient Q un ouvert de R* et P(z, D) un
opérateur différentiel gur Q. Nous dirons que P(z, D) est de
type progressif sur Q s’il existe une distribution E(z,§) sur
R: X Qg telle que P(%, D,) E(z, &) = 8,1(8) et qui posséde les
propriétés suivantes:

(P,) Il existe un nombre reel 8, un nombre d > 0 et un nombre
k, 0 <k <1, tels que E(z, &) « (8;(Q)) (k; Ap9).

(Pg) Pour tout ouvert borne UcUcQ, il existe une
fonction o(z)eD, de support dans Q—U, égale 4 1
au voisinage de 0, telle que U'application linéaire

T(z, £) > w(z)RP(z, § D,)[E(z, £)+T(z, £)]

de (8;(U)) (8;) dans lui-méme soit progressive en 8 1(%).
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Remarques sur les notations : 1(§) désigne la fonction définie
dans l'ouvert que I'on considére, par exemple Q ou U, et
égale a 1 partout sur cet ouvert; si U est un ouvert de R",
(8:(U)) (k5 ApS) désigne I'espace 8,(k; E,) relatif a la variété
V = U (et donc v = &) et aux espaces E, = A}%(re R; d reste
fixe); par *, nous désignerons toujours les convolutions en z;
enfin, (&(U))(8;) désigne Il'espace des fonctions C* de &
dans U, a valeurs dans l'espace &, des distributions en z
(sur R") a support compact.

Nous allons maintenant établir, dans les deux propositions
qui suivent, I'indépendance, en quelque sorte, de la défim-
tion 3.2 par rapport au choix de la solution élémentaire
E(z, &) et des fonctions w(z) qui figurent dans (P,).

Prorosition 3. 1. — Supposons P(z, D) de type progressif
sur Q et soit F(z, &) une fonction C* de £ dans Q, a valeurs dans
D, telle que P(E, D,) F(z, ) = 8, pour tout § Q. Alors F(z, E)
vérifie les conditions (P,) et (P,;) de la définition 3. 2.

Nous nous appuierons sur le lemme suivant:

LemMme 3. 1. — Sotent une variété C* V (point courant: o)
et une famille {P(v,D,)} de polynémes différentiels sur R,
d’ordre borné et C* sur V (voir définition 2. 2 et définition 2. 5).
Supposons qu’il existe une fonction E(z, ¢v) C* dans V, & valeurs
dans 9, telle que, pour tout veV, P(v,D,) E(x,¢) =3, et
que, pour toute fonction a(z) e D, ayant son support dans (: {04,
a(z) E(z, ¢) € §,(8,).

Dans ces conditions, quel que soit Uouvert U de R", st

T(z, ¢) « [De(U)] (8,)
et st P(v, D,) T(z, ¢) e (8,(U)) (8,), en particulier si
P(¢, D,) T(z, v) = 0,
alors T(z, v) e (8,(U)) (8,).
Nous ne ferons pas la preuve de ce lemme, entiérement

calquée sur celle du cas classique, c’est-a-dire du cas d’un seul
polyndme différentiel P(D,) possédant une solution élémentaire

E(z) indéfimment différentiable dans [: {0}, solution que 'on

utilise pour établir I’hypoellipticité de P(D,) (voir par exemple
Schwartz [5], 4-05, proposition 3).
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Noter que les conditions du lemme 3. 1 exigent que P(¢, D,)
soit hypoelliptique pour chaque ¢ e V.

Démontrons la proposition 3. 1. Soit E(z, £) une distribution
sur R} X Q; remplissant toutes les conditions de la défini-
tion 3. 2 relativement a P(z, D). C’est une conséquence immé-
diate de (P,) que E(z, &) est une fonction C* de £ dans Q 4 valeurs
dans 9;; et il résulte de la proposition 1. 17, que, pour toute

a(z) « D,( [ {0}), on a a(@)E(z, §) « (&(Q))(8,)-

Ceci dit, posons ®(z,§) = F(z,§) — E(z,%). En vertu de
ce qui vient d’étre dit, et des hypothéses sur F(z,§), on a
P(z, &) e (8:(Q)) (D) = D (8(Q)); et il est évident que
P(, D,)®(z, ) = 0 pour tout £e(Q. Du lemme 3.1 résulte
alors immédiatement que P(z, £) « (8:(Q))(8,).

F(z, &) vérifie (Py); car (8,(Q)) (85) = (8(Q)) (k5 And) quels que
soient s, d, k, et donc F(z, &) = E(z, &) + ®(z, £) appartient
a (8:(Q)) (k; Asd) si E(x, &) appartient & cet espace.

F(z, &) vérifie (P,). En effet, soient un ouvert borné Uc UcQ

et o(z) pouvant figurer dans (P,) associée & U. Posons, pour
S(z, §) « (8(U)) (9a) et T «(8(U))(&.)

fs(T) = o(z)RP(z, &, D,) [S(a:, * T(z, £)].

On a évidemment fr—fp = fx et fo(T) « (6:(U)) (9,) pour tout
T « (&(U)) (8;). Cela permet de prouver sans peine que, pour
ces mémes T, et tout entier p > 0:

(fe)’(T) = (fe)*(T) modulo (8:(U))(D,).

Ceci implique visiblement la proposition 3. 1, aprés le choix

T(z, §) = 3,1().

Prorosition 3. 2. — Supposons P(z, D) de type progressif
sur Q et soit E(z, &) une fonction C* de § dans Q, a valeurs dans
D4, qui posséde toutes les propriéiés de la définition 3.2 (rela-
tivement a P(z, D)).

Soit un ouvert borné U c U c Q. Pour toute fonction w(z) € 9,
de support dans Q — U, égale & 1 au voisinage de 0, Uapplica-
tion T(z, £) - w(z) RP(z, §, D,) [E(x, &) » T(z, £)] de (8;(U))(&:)
dans lui-méme est progressive en 6,1(%).

Posons, pour «(z) € D,(Q — U) et T(z, &) e (&(U)) (&,)
8«(T) = «(z)RP(z, §, D,) [E(z, )*T(x, £)]-
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Soient alors w(z) € D, pouvant figurer dans (P,) (relative-
ment & U) et ©(z) e D, quelconque, & support dans Q — U
et égale a 1 au voisinage de 0. Pour prouver la proposition 3. 2,
il suffit de montrer que, pour tout entier p > 0:

(85)(3:1(8) = (8.)"(3:1(%)) modulo (&(U)) (D.).

Pour cela, nous raisonnerons par récurrence sur p. Posons
a=0—w; ON & g« = 85 — 8w, €t a(z) a son support dans
[: {0}. D’aprés le corollaire 1 de la proposition 1. 17, E(z, &)

est une fonction C” de (z, &) dans ( [: {0}) X Q. De cela résulte
que notre assertion est vraie pour p = 1, puisque:

g(3:1(%)) = «(z)RP(z, §, D,)E(z, ).

Supposons notre assertion établie jusqu’'a p—1 (p > 2);
on a donc:

(gm ?(8A(8)) = gol(8.)"2(2:1(8))] + gm[%(x, E)],

ou ¢z, § (8 )) (D.). Mais E(z, §)*q,(z, &) « (&(U)) (&,) et
donc gw[?p(x’ (gi )) (Dg)-
Reste a prouver que

8a[(8)"'(:1(8))] = ga[(8w)""(8:1(8))] — (8w)"(3:1(8))

appartient aussi & (8;(U)) (9,). Pour cela, on utilise le fait que,
pour tout entier ¢ > 0 (et donc pour ¢ = p —1), (8.)%(S:1(%))

est une fonction C” de (z, &) dans ( [: {0} )z X (g, ce qui résulte
du corollaire 1 de la proposition 17. Comme «(z) a son support
dans [: {0{, on en déduit bien ce qu’on désirait.

DerinitioN 3. 3. — Sotent Q un ouvert de R* et P(z, D)
un opérateur différentiel sur Q. Nous dirons que P(z, D) est
formellement hypoelliptique sur Q st la famille {P(%, D,){ (% e Q)
est formellement hypoelliptique.

ProrosiTion 3. 3. — St P(z, D) est formellement hypoellip-
tique sur Q, il en est de méme de 'P(z, D).

Immédiat en utilisant I’expression de ‘P(z, D) et la propo-
sition 2. 1.

TatorkME 3. 1. — St P(z, D) est formellement hypoellip-
tique sur Q, P(z, D) est de type progressif sur ().
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Puisque la famille {P(%, D,)} (% € Q) est formellément ypo-
elliptique, il existe, en vertu du théoréme 2.1, s > 0, d >0
et E(z, §)e(8(Q) (AL?).) tels que, pour tout £eQ,
P, D,) E(z, &) = ¢,. Il s’ensuit trivialement que E(z, &)
vérifie la condition (P;) de la définition 3. 2; tout revient a
montrer que E(z, §) vérifie aussi (Py).

Considérons une décomposition interne de la famille {P(E, D){
(définition 2. 3):

P(§ D) = ¥ §)P(D),
Jj=1
c’est-a-dire que les aj(E) € 8;(Q) et que les P(D) sont des élé-
ments de la famille {P(&, D){(§ € Q).

Soient un ouvert borne UcUcQet oz ) € D, une fonction
de support K< Q — U et égale & 1 au voisinage de 0. Pour
T(z, £) e (6:(U)) (D), posons:

f(T) = w(z) RP(z, §, D) [E(z, §) » T(z, §)].

Nous allons prouver ceci: quel que soit re R, pour tout
entier p > 0, f? définit un élément de (&(U)) (L,,(A A”‘”" ).
Ceci entrainera que, pour tout p>>0, fr(SA(E (SE(U ) ((AD)),
d’oui la progressivité de f en &,1(§) par apphcatlon de la pro-
position 1. 16.

Pour zeK et §eU, posons

bz, &) = af8) —afz +8) A1<j<r).

na:
(1) = 3, o(a)b(z Bi[PAD)E, 5]+ T(w, B

Appliquons d’abord la derniére partie du scholie du théo-
réme 2. 1: pour tout j =1, ...,r, P(D)E(z, £) e (8(Q))(AL%)
et donc I'opérateur P,(D)E(z, §) » appartient a

(8:(Q)) (Lo(Ak?; ALS)),
en vertu du corollau'e 2 de la proposition 1. 10.

D’autre part, bz, £) e (&(U)) ((&).) (pour &, voir défini-
tion 1. 10) et donec deﬁmssent, d’aprés le corollaire 1 de la
proposition 1. 13, en tant qu’opérateurs de multiplication,

des éléments de (8&(U)) (L(An2; Apred) “) Enﬁn, il est clair
que la multiplication par w(z) appartient a

(8:(U)) (LAl **; AL* )
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de sorte qu’au total, f e (8;(U))(Ly,(Ay?; Ar+¢9)). Comme r
est un réel arbitraire, en itérant ce résultat, on démontre
notre assertion.

ProrositioN 3. 4. — Soit P(z, D)

1 ¥ 1\? 1\
" 4m2 bx’+ <41t’> ba:;+ (41:”) 0,

(I) P(x, D) n’est formellement hypoelliptique sur aucun voi-
sinage ouvert de l'origine dans R? et il n’existe pas de voisinage
ouvert U de 0 qui posséde la propriété suivante: il existe un
homéomorphisme C™ de U sur un ouvert Q de R? tel que le trans-
formé de P(z, D) par cet homéomorphisme soit formellement
hypoelliptique sur Q.

(IT) P(x, D) est de type progressif sur R2.

Soit U un voisinage ouvert de 0 dans R? et soit z — 2’ = 2’(2)
un homéomorphisme C* de U sur un ouvert Q de R?; nous
noterons z’ — z = z(z’') 1’homéomorphisme réciproque. Le
transformé Q(z’, D) de P(z, D) par cet homéomorphisme se
définit ainsi:

Q(a’, D')¢(2") = {P(z, D) [¢(2'(@)}omeeer 9(2) «8(Q).

Preuve de (I).

Nous supposerons, pour plus de SImphclte, que z'(0) =0,
de sorte que Q est lui-méme un voisinage de 0. Comme, dans le
complémentaire de 'origine, P(z, D) est formellement hypo-
elliptique, nous pouvons supposer U contenu dans la bande
verticale |z,| << 1. Nous noterons u(z,) la jacobienne de
I'homéomorphisme z— 2z’ au point z = z,; u(§) est une
fonction C~ de & dans U, a valeurs dans L(R2?; R?); c’est un
automorphisme pour tout & e U.

A la famille {P(§, D,)} (£ U) se trouve associée la famille
de polynémes P(§, y) = 1 4+ yi + v2 + %,1y; que nous avons
étudiée, pour || < 1, a la fin du chapitre 11. Posons, comme 14,
Po(y) =1 + yi + w3, Pu(y) = vy

Il est aisé de vérifier que ’on a, pour tout &' e Q:

Q(E', y) = P(E(&"), u(§)y) + R(¥, y),

avec:
RE, w='(&)y) = ay: + byiy, + a’yi + by, + a’y. + b'y,,
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a; b,a', b', d', b’ étant des nombres complexes (qui dépendent
de E')
De ce fait, on peut déduire deux conclusions :

1) 11 existe, pour chaque & €, une constante C(§’) >0
telle qu’on ait, pour tout y e R?:

CE) IRE, u™'@)y) < [Po(y)),
CE) [RE, 9| <[Po(u)y)l

En particulier, prenons &’ = 0, ce qui entraine §,(§') = 0.
Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout yeR?:
C1Q(0, y)| < [Po(u(0)y)]- o

2) Pour tout &' e(, et tout nombre ¢ > 0, il existe une
constante A(§') > O telle que, pour tout y € R2, on ait:

AE) IRE, v @)yl < (L + ly) =P (IPoly)] +- c|Pily I)-
Ceci résulte facllement de I'expression de R(¥’, u='(¥')y) et
de l’mégahte (2. 12). Or tout voisinage de longlne contlent
un point &’ tel que E,(§") soit 5= 0. Il résulte aussitét de I'iné-
galité précédente que, pour un tel point &’ € Q, il existe A; > 0
telle que, pour tout y € R?:
A [RE, )| < (L + [y) =" [PEE), uE)y)l
Mais de cela on déduit que Q(¢, y) est équivalent a
PEE), u(E)y)-
Or nous avons vu, & la fin du chapitre 11, que si u et ¢ sont

deux automorphismes de R2, et si ¢t =0, on pouvait trouver
une suite de point y, dans R? telle que

lim P(0, uy,) [[P(t, oy)] = 0.

et donc:

En prenant t =& ('), u = u(0) et ¢ = ¢(£’), et en utilisant
les conclusions de 1) et de 2), on voit que Q(¢’, y) ne saurait
étre plus faible que Q(O0, y).

Preuve de (II).
Appelons E(z, £) la transformée de Fourier réciproque de
- Nous avons déja prouvé que E(z,§) e (8:(U)) (1/2;A*'/*).
P, v)

Il s’ensuit que E(x, £) vérifie la condition (P,) de la défini-
tion 3. 2; reste a prouver que E(z, §) vérifie (Py).
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On a: RP(z,§ D,) = iz,P,(D). Remarquons que nous
n’avons pas a nous préoccuper de définir les ouverts
ou varient z et &, car RP(z, &, D,) a un sens pour tous z et §
dans R®. Supposons que le voisinage ouvert U de 0 soit
relativement compact, et soit w(z) e, égale & 1 au voisi-

nage de 0; nous noterons K le support de (z). Posons,
pour T(z, &) e (&(U)) (82):

f(T) = io(@)a, {[Py(D) E(z, §)] » T(z, E){.

Il nous faut prouver que f est progressive en §,1(£). Posons
S, = fP(8,1(8)) (p entier > 0). Pour tout entier ¢, on a, si
p=>1:

g+1

a8, =io@) 3 (1T 1) [P D)E(, B+ (1S,

Etude de z7P,(D)E(z, ).
Remarquons que (2i1tzv1)"'Pl(D)E(a:, £) est la transformée de

> [M—] qui est une somme finie

Fourier réciproque de(
proq oy

de termes de la forme:
3. 1) [Pgm.,o)(y)P(m.,o)(a’ Y)s--os P(mj'o)(gry)]/[P(E’ y)]'“-l

ou nous pouvons toujours supposer my = 0 ou 1 et,sifj > 1,
mi=10u2, (i=1,...,]),carledegré parrapporta y, de P,(y)
est 1 et celuide P(§,y)est2. Ona: my+my + --- 4+ my=

Il est facile de voir (cf. fin du chapitre 1) qu’il existe B < + o
telle que, pour tout & € (— 1, 1) et tout y e R*:

|P®OE, y)] < B(L + |y))~"|PE, y)|-

I1 en résulte que le terme (3. 1) est majoré, en valeur absolue,
pour ces & et ces y, par:

(3.2) BI(1 + [y|)~ [P (y)||PE, y)|
Si my = 0, la quantité (3. 2) est majorée par:
(3.3) B/(L + Jy)-m""

Cela résulte immédiatement de I'inégalité (2. 13). Si my = 1,
on applique lmégahte (2 15) et I'on trouve que (3.2) est,
dans ce cas aussi, majoré par (3. 3).
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Ceci prouve que, pour chaque £ € U, 27P,(D)E(z, §) e A™—*/,
Par un raisonnement tout a fait analogue au précédent et
a celul qui nous a servi, a la fin du chapitre 11, & prou-
ver que Ea;, e (&(U))(1/2; A*'/**), on peut prouver que
7P, (D) B 8 @ Bi(0) (12 An- 1 oy

Preuve de progressivité de f en 0,1(8).

On voit que, pour tout entier q >0:

z1S, = iw(z) 2{ " 'P,(D) E(z, &) e (&(U)) (1/2; ALH'/>1m),
Prouvons, par récurrence sur p, que
x1S, e (8(U ) (/2; Ag+ei i)

pour tout entier p > 1. Pour cela, utilisons I’expression de
x{S, écrite an début. On a, en vertu de la récurrence sur p:

A8, @ (§(U)) (1]2; AR ee=0m 1)
et d’apres ce que nous avons démontré plus haut :
z;P,(D) E < (8:(U)) (1/2; Ar—1/z1i3),

Appliquons alors la proposmon 1. 10 et la proposition 1. 14,
et tenons compte du fait que

g+1—r4+(p—124+ (r—1/2) =g+ p/2:

on obtient exactement le résultat voulu.
En particulier, S,e (8(U))(1/2; AZ*); la progressivité de f
en §,1(%) résulte alors de la propos1t10n 1.

c. q. f. d.
L’intérét de la définition 3. 2 provient du résultat suivant:

TrtoriME 3. 2. — Sotent Q un ouvert de R" et P(z, D) un
opérateur différentiel sur Q. Si ‘P(z, D) est de type progressif
sur Q, P(z, D) est hypoelliptique sur Q.

Pour simplifier les écritures, nous échangerons les réles de
P(z, D) et de ‘P(z, D). Nous supposerons P(z, D) de type pro-
gressif et prouverons que ‘P(z, D) est hypoelliptique.

Soient alors E(z, §) une distribution en (z, ), sur R2 X Q,
pouvant figurer dans la définition 3. 2 (associée a P(z, D)),
un ouvert borné U c U cQ quelconque. Soit w(z) € 9,(Q—7U)
égale 3 1 au voisinage de 0. Posons, pour T e (8(U)) (8;):

f(T) = o(z) RP(z, &, D,) [E(z, )+ T(=, E)];
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ensuite : Sy(x, £) = §,1(8), S,(x, &) =f(S,_i(, §)) pour p=1,2,...;
et:

Eq(x’ E) =jéosj(x: E) * E(x, E); q= 0,1, ...

Remarquons alors que P(z 4 §, D) = P(§, D) — RP(z, &, D).
Par conséquent :
q

w(z)P(z + g D)Eq(xa =28 (s E)_ p+i(x, £)

=S4, ) —S,.4(z, ) = 3,A(8) —S,. (s E).

Nous poserons
Ny(z, &) = E(z — &, §) et Lz, &) = S,, (z—&,E).
On a alors:
o(z—E)P(z, D)Ny(z, &) = 8(x—E) — Lz, &).

D’apreés les propriétés de w(a:), tout point z, de U posséde un
voisinage ouvert V(z,) tel que w(z) soit égalea 1 sur V(z,)—V(z,).
Fixons arbitrairement z,e U et posons V = V(z,). Pour
(2,8) eV, X Vi, on a w(x—E) =1 et donc:

(3.4)  P(z, D)N,(z, &) = 8(z — E) — Ly(x, £).

(I) Pour tout entier & >> 0, on peut trouver un entier ¢ >0
tel que L,(z, &) soit une fonctlon C* de (z,%) dans V, X Vi

En effet, puisque f est progressive en &,1(f), pour tout
e N, on peut trouver ge N tel que S, ,(z, £) soit une fonc-
tien C2* de (z, §) dans R} X Us.

Utilisons maintenant la propriété (P,) (définition 3. 2) de
E(z, £) et toutes les propriétés (maintes fois appliquées) des
espaces A"? et 8,(k; E,) : on voit qu’il existe un nombre d > 0
et un nombre 0 Tk <T1 et, pour chaque entier ¢ >0, un
réel s, tels que E(z, £) e (8:(U)) (k; Aiz.”). Ce fait a trois consé-
quences :

Pour tout ge N, E (z, ) est une fonction C* de £ dans U,
a valeurs dans “”,, et donc:

(II) Pour tout entier ¢ >0, Ny, &) est une fonction C”
de £ dans V a valeurs dans QD;(V).

D’aprés le corollaire 1 de la proposition 1. 17, E (z, &) est

une fonction C* de (z, £) dans ( [: $0} )x X Ug, et donc:
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(III) Pour tout entier ¢ > 0, N,(z, &) est une fonction C
de (z, £) dans le complémentaire de la diagonale, dans V, X V.

Enfin, par application du corollaire 1 de la proposition 1. 18 :

(IV) Pour tout entier ¢ > 0, N (z, &) € 8,(V) (Dg(V)), c’est-a-
dire que ¢(§) — f N,y(z, &) ¢(X) d% est une application linéaire
continue de Dg(v) dans D (V).

Un raisonnement bien connu, dit a Schwartz (voir [1],
T. 1, 2¢ édition, p. 137), permet de déduire ’hypoellipticité,
dans V, de P(z, D) 4 partir de I’équation (3. 4) et des faits
(1), (IT), (IIT) et (IV). Comme U est un ouvert borné arbitraire,

tel que U c (), et comme ¢, est un point arbitraire de U, ceci
prouve I’hypoellipticité de P(z, D) dans Q.



APPENDICE

DEMONSTRATION DU LEMME 2.5

1. Le nombre m.

Désignons par B le sous-espace vectoriel de § engendré
par les by, by, .. bk, .. Puisque B par hypothése est de
dimension finie, 11 ex1ste un entier . >0 tel que les b, ..., b,
engendrent B (remarquer que si on remplace « engendrent »
par « constituent une base de », i1l se peut qu’il n’y ait aucun
tel entier ). Nous désignerons par mle plus petit entier . ayant
cette propriété. Alors, pour tout entier k > 0, il existe m + 1

constantes complexes ¢j(j =0, 1, ..., m) telles que b, = g olb;.
j=0

2. Plan de la démonstration.

La preuve va consister essentiellement en une cascade de
récurrences. Les raisonnements seront tous parfaitement élé-
mentaires; nous devons simplement nous préoccuper d’or-
donner de facon correcte les récurrences.

Premacére récurrence.

Sur I’entier n, bien entendu. Bien que le résultat & démontrer
ne soit énoncé, dans le lemme 2. 5, que pour n > 1, nous débu-
terons la récurrence & n = 0, avec la convention suivante, que
si n = 0, ’ensemble d’indices ($15 -+ ., 8y) est vide et qu’alors

b,... b, =1. La propriété s’énonce dans ce cas: a,,...q, €.
Si m est lui aussi nul, nous conviendrons que I’ ensemble "@in-
dices (ry, ..., r,) est v1de et que a,, ... a, =1. Dans tous les

cas, pour n = 0, le résultat est trivial.
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Deuxiéme récurrence.

Le résultat a démontrer étant que, pour tout h, tous
Tay«++sTmon €t tOUS 81,...,8,, On @ @8, ... @, b, ... b, e
(en supposant désormais n > 1), nous raisonnerons par récur-
rence sur h. Pour cela, il nous faudra démontrer cette appar-
tenance lorsque h = 0.

Pour les références ultérieures, nous appellerons (A, ;)
cette méme appartenance dans le cas général (i.e. pour h

quelconque).

Troisiéme récurrence.

Au lieu de démontrer directement (A, ;) nous démontrerons,
pour tout M =1, ..., m, le fait suivant:

(Annu) On a, pour tous ru,q ... Fpon €t tOUs 85, ..., 8y

M
ana, - a'....-.bﬁ oo b e

On a (A, 4, = (A, ). Nous raisonnerons par récurrence
descendante sur M ; il nous faudra donc établir d’abord le résultat
pour M = m. Pour cela, & titre de résultat préliminaire, il
nous faudra établir, pour tout j = 0, 1, ..., m, le fait suivant :

(Ann;)) On a, pour tous 7y, s, ..., Tn,, €t tOus sy, ...,8,

bb, ...b, e

j+1
o e, ...

m+n

Quatriéme récurrence.
Nous démontrerons (A, ,,;) par récurrence (ascendante) sur j;
il nous faudra donc commencer par prouver (A, ;).

Plan de la démonstration.

Nous prouverons, dans l'ordre: (A,,), 1=0,1, ..., m;
(Ano;m), M=1, ..., m, ce qui donnera, pour M =1, (A, ,).
Puis, pour h > 1, (Ans;o); (Anr))s 1 =1,2, ..., m; (Aqaw),

M=1,..., m, ce qui donnera, pour M = 1, (A, ,).

3. Preuve de (A, ;) j=0,1, ..., m).

(Ano0) est vrai. En effet, il s’exprime ainsi: pour tous
Tay ooy Tmin €0 tOUS Sy, ..., Sy Goboa, ... a, b, ...b, ¥
Or, d’apres I’équation (e,), agb, = 1; donc la récurrence sur n
s’applique.
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Prouvons (A,,; pour j>1. Multiplions I’équation (e;)
par aja ..a,  b,...b,, ce qui donne

Fj+1"

j -
é@(;)aj_qagari*'l ° 'arm-o-anb’f' .. bsn = O'

9

“+n

Dans la somme, le terme correspondant & g peut s’écrire,
st g<j—1, <;>a‘g“a,

PP/ 2
q+2 r

m+n

byd,,. .. b, ol certainsdes a,

(« > g + 2) peuvent tre égaux a a,. D’aprés la récurrence
sur j, ce terme appartient & 2. Il en résulte que le terme

correspondant & ¢ = j, doit, lui aussi, appartenir a . Or
j+1 .
ce terme est a{"'a, .. .a,.ﬂbjb,g. .. b .

4. Preuve de (A, , ) pour M =m.
Il suffit de prouver que, pour tous r,.,, ..., r,,, et tous
S;...8, on a aga, .. .a,m”b,,,bsz. ..b, €. En effet, d’apres

(An ), on a pour tout j=0,1,...,m—1,
ceea, bb,...b, AU

ara
0 rm*’

On aura done, pour tout s, :

INZE]

a{,"a,mﬁ...a,mnb,’bs’...bsn=
J
Multiplions (e,,,Hmﬂ) par aja. ...a b,,.. b,. Nous
obtenons :

cl aga,, ., ... bjb:2...b:ne A.

Il S Tmin

0

m+

ol m-—+r,.
5 ("

Nous raisonnerons par récurrence sur r,,,; les faits (A, ,.))
impliquent que pour r,,,=0 et pour tous rn.s ..., Fp.n
et tous s, ..., 8 aga, ...a. b, ...b, A (en effet,
(A, o ;) 1mplique que cela est vrai pour s, =7, j=0,1, ...,
m; cela est vrai alors pour tout s, car les b, j =0, 1,

., m, engendrent B). Supposons donc cette appartenance
vérifiée jusqu’a r,,., <r—1 et prouvons-la pour r,, , =r.

Dans la somme précédente, les termes correspondant &
des indices ¢ <. m — 1 sont dans ¥ en vertu de (A, ,,,). Quant
aux termes correspondant & ¢ >m -+ 1, ils sont aussi dans U

n

>a,,,+,mﬁ_qa:,"a,mﬂ, v, a,Manbsﬁ, veey b, =0.
qg=0
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du fait que m + rp,,—qg<r—1 Gci r,,,=r) et que donc
la récurrence sur r,,, s’applique. Il s’ensuit que le terme
correspondant & g=m est aussi dans Y. Ce terme est

(m + r>a’{.‘a, eo @, bgb,...b,.
m m+4 m+n .}

5. Preave de (A,, ) pour 1< M <Cm—1.

Nous raisonnerons par récurrence sur s;; remarquons que
pour s; < M — 1, le résultat découle de (A, ).

Nous raisonnerons aussi par récurrence sur ry,,; d’apres
la récurrence descendante sur M, le résultat est vraisiry,, =0.

o "
Multiplions (€sury,.,) Par aja,, ... .a,_, b...b,. Nous
obtenons :
8 +ru+1 s +
1 M1\ M _
, 20 ( ¢ > Ao, s ryy =Py - a. ,.bb,...b, = 0.
q=

Les termes correspondant a ¢ < s; — 1 sont dans Y en vertu
de la récurrence sur s,; ceux correspondant a4 ¢>s + 1
sont dans A car alors s; + ry,, — ¢ < ru,,—1 et la récur-
rence sur ry,, s’applique. Il s’ensuit que le terme correspon-
dant & ¢ = s, est dans 2, et c’est ce que nous désirions.

6. Preuve de (A, ,,,) pour A >1.
Multiplions (e,) par ar,. . .a,n“b,’. .. b‘..’ Il vient:

.. . a,m”bob - b:.
+ 2 < >ah_qa,’. ..a, , bb,...b =0.
qg=1

Mais la somme du premier membre de cette équation est
dans A en vertu de la récurrence sur k dans (A, ,); donc le
premier terme aussi est dans .

1. Preuve de (A, ,;;) pour j=1, ..., m.
Multiplions (¢;. ) parafa, .. ..a, b, ...b;. Nousobtenons:

+n g
j+h /3
S <]_'q_h>aj*h_qa{a,jﬂ...a, b, ..b, = 0.

q_o m<+n q9 n

Les termes correspondant & ¢ < j — 1 sont dans ¥ en vertu
de la récurrence sur j; ceux correspondant & ¢ > + 1 sont
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dans ¥ en vertu de la récurrence sur & dans (A, ,). Il en résulte

que le terme correspondant 4 ¢ = j est dans Y et c’est ce que
nous désirions.

8. Preuve de (A, ,m) pour M =m.

En raisonnant comme au n° 4, mais en s’appuyant ici sur
(An ), on voit qu’il suffit de prouver que

aya. . ...a bn b,,...b, .

Iei comme au n® 4 on raisonne par récurrence sur r,., et la
marche des raisonnements est identique a celle suivie dans
le n° 4, avec a, a la place de a,, & ce détail prés que le résultat
pour r,,, =0 découle maintenant de (A,,,) (identique &

(Ano))-

9. Preuve de (A, ,m) pour 1< MCm—1.
On raisonne exactement comme au n® 5 en substituant a,
4 ay et en utilisant (A, ;) j =0, 1, ..., m) au lieu de (A, ;).
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