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APPLICATIONS ARITHMETIQUES
DE L’ETUDE DES VALEURS
AUX ENTIERS NEGATIFS
DES SERIES DE DIRICHLET
ASSOCIEES A UN POLYNOME

par Pierrette CASSOU-NOGUES (*)

0. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Si P est un polynome de C[X,,...,X,], nous lui associons, d’'une part
le polyndme homogeéne 2 de C[X,,...,X,Y] défini par

P(Xy,.. . X,Y) = P(X,,... X)) + YP,_ (X,,....X,)
o+ Yy, . X))

les P, étant les polyndmes homogeénes de degré i tels que
P(X,,....X,) = PX,.. . X)) + P Xy, - X)) + .0+ Po(Xy,. . X))
d’autre part pour tout a = (a,,...,a,) € C" le polynome

P,(Xy,....X,) = P(X, +a,,....X,+a,).

Dans cet article, nous considérons les séries
Z(P,QE)(s) = Z};’ QP (n) =3¢
(X’ signifie que I'on exclut le r-uple (0,...,0) si P(ay,...,a,) = 0).
(*) Laboratoire associ¢ au C.N.R.S. n° 226.

Cet article a été rédigé en partie pendant mon séjour a '« Institute for Advanced
Study » de Princeton. Je remercie I'Institut pour son hospitalité.
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Le polyndme Q est un polyndme quelconque de C[X,,...,X,] (on
peut supposer que Q est un mondéme), a = (a,,...,a,) € R" avec q; > 0 si
ie{l,...r}, £€=(§,....£)eC avec [§] <1 pour tout ie{l,...r}.
Nous faisons I’hypothése suivante sur le polyndme P :

HypoTHESE (*).
i) Les coefficients de P sont de partie réelle positive.
ii) P est au moins de degré 1 par rapport a chacune des indéterminées.

iii) Pour tout ie{l,...,r} tel que & =1
20,...0, X,0,...,0) # 0.

Mellin [23] et Mahler [22] ont montré que ces séries se prolongent & C
en des fonctions méromorphes dont tous les pdles sont sur I’axe réel, en des
points d’abscisse rationnelle. Dans [9] nous avons calculé les valeurs aux
entiers négatifs et les résidus aux pdles de ces séries. En général ces valeurs
n’appartiennent pas au corps K engendré sur Q par les coefficients des
polyndmes, a et £. Dans [10], on étudie I'espace vectoriel engendré sur ce
corps par ces valeurs et on les relie aux périodes de certaines variétés
définies a partir de P. Nous voulons ici étudier quelques cas ou les valeurs
aux entiers négatifs appartiennent & K et ou K est un corps de nombres.
Si p est un idéal premier de ce corps, on s’intéresse a la divisibilité par p
de ces valeurs et a I'existence de fonctions p-adiques qui prennent ces
valeurs sur certaines classes d’entiers denses dans Z,. On sait résoudre ces
problémes dans deux cas.

Casl. — Lorsque P et Q sont quelconques et &; # 1 pour tout
ie{l,...,r}, Z(P,QE)(s) se prolonge & C en une fonction holomorphe
dont les valeurs aux entiers négatifs sont dans K et on peut définir des
fonctions p-adiques associées. Ceci permet en particulier de retrouver les
fonctions L p-adiques pour les extensions abéliennes d’un corps de
nombres totalement réel ([14], [7]).

Cas 11. — Supposons que & = (1,...,1,§,,,,...,§,) avec §; # 1 pour
¢ + 1 <j<r. Définissons sur C[X,,...,X,] l'opérateur D, par
0w

oP
Do = X"a—x_,. — coX,.:aY pour tout o€ C[X,,...,X,]

pour 1 <i< /. Si nous supposons que P satisfait (%) et que

¢
Xy, o0 X,Q(Xy,. . X)) € (]_[ D,.)C[Xl,. .,X,], alors Z(P,Q)(s) se

i=1
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prolonge en une fonction méromorphe avec un nombre fini de péles, les
valeurs aux entiers négatifs sont dans K et on peut définir des fonctions p-
adiques associées. Le cas ou P est une forme linéaire est particulicrement
intéressant parce que par dérivation il permet de définir le logarithme des
fonctions I'-multiples.

Cette étude contient, comme cas particulier, les fonctions p-adiques
arithmétiques connues, a I’exclusion des fonctions L p-adiques des courbes
elliptiques (fonctions L p-adiques des corps de nombres, fonction I' p-
adique de Diamond). Mais elle est originale et générale en ce sens qu’elle
généralise les résultats connus en utilisant des méthodes nouvelles. L’idée
est de mettre les valeurs a interpoler sous une forme telle que I’on fait alors
appel a des notions d’analyse p-adique élémentaires, ce qui rend trés clair
'existence de fonctions p-adiques associées a des séries de Dirichlet.
Donnons une idée de ces méthodes pour définir la fonction zéta p-adique de
Kubota et Leopoldt. La fonction zé€ta de Riemann est définie par

1
— pour Re(s) > 1.

=3

Elle se prolonge a C en une fonction méromorphe et pour tout entier
k>0

o

k

Ca-k= -2~

ou b, est le k-itme nombre de Bernoulli défini par

t ©
=Y b
e—1 =, k!
Il est ais¢é de montrer que

p—1k+1
(-pp =13 3 ACXD

a l; 1
Mla+pXY) = - % ¢-D(-1@a—¢pf.
¢=1
Si i=0 modp —1, (a—¢p) = 1(p). La fonction
k +— (a—¢pf®=?

se prolonge en une fonction continue sur Z, que I'on note (a—¢p)*®~ V.
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Pour tout j on peut donc définir des fonctions continues sur Z,
J
Aas) = Z (=D (a—2pyr™

et il est élémentaire de montrer que pour tout seZ,

Aj(as) < p™’

2 Afa
Alors Y Ma.s) définit une fonction continue sur Z,. On définit alors
=1 J
Ma, s)
Cpl—s) = — — Z Z
a=1 j=1 ]
: o Afa.s) .
On remarque que les fonctions s ——— sont des limites
j=1 J

uniformes de combinaisons linéaires de fonctions exponentielles. On appelle
de telles fonctions des fonctions d’Iwasawa. Toutes les fonctions que nous
obtenons sont des fonctions d’Iwasawa ou des dérivées de fonctions
d’Iwasawa. On a :

k+1 xl(xk)

b= Y

=
ou XXy = — ¥ (ZD(=1/(=2F.

Définissons pour & # 1, les nombres %,(£) par

o *
I SO
Alors on peut montrer que
k+1 )»J(Xk)

= Ly

Nous allons introduire les définitions suivantes :

DeFINITIONS. — Soit K un corps (commutatif).

i) Soit K[X,,...,X,] lanneau des polynomes d coefficients dans K,
notons J la forme K-linéaire sur K[X,,...,X,] définie par

(1) JXi ... X)) =b,...b,.



VALEURS AUX ENTIERS NEGATIFS DES SERIES DE DIRICHLET 5
ii) Soit K(T,,...,T,) le corps des fractions rationnelles a coefficients
dans K, notons R(.)(T) lapplication K-linéaire de K[X,,...,X,] dans
K(T,,...,T,) définie par
) RX!' ... X))(T) = B,(T,) ... B,(T,).
iii) Soit & = (§;,...,&,)€ C". Soit K(E) le corps engendré sur K par

€. Notons A() = {ie{l,...r}|l§,=1}. Notons @ [lapplication K-
linéaire de K[X,,...,K,] dans K() définie par

3) QX ... X)) = J( I1 x"t)R( I X?>(é).

keA() CEAE)
Remarque. — R(P)(T). est la fraction rationnelle égale a
Y P(mT".
neNr

Le plan de larticle est le suivant :
I. Prolongement analytique.
II. Prolongement analytique p-adique.

III. Etude du cas I. Fonctions L p-adiques.
1. Propriétés arithmétiques des valeurs aux entiers négatifs.
2. Fonctions L p-adiques.

IV. Etude du cas II. Fonctions I'-multiples p-adiques.

1. Propriétés arithmétiques des valeurs aux entiers négatifs.

2. Rappels — Fonctions I'-multiples de Barnes.

3. Définition et propriétés des fonctions I'-multiples p-adiques.
a) définition,
b) propriétés fonctionnelles,
¢) propriétés analytiques,
d) développement asymptotique,
e) formule de Gross-Koblitz.

V. Relations entre les fonctions L p-adiques et les fonctions I'-
multiples p-adiques.
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I. PROLONGEMENT ANALYTIQUE COMPLEXE

Notons o (resp. B) le degré de P (resp. Q) par rapport a ’ensemble
des indéterminées.

On supposera pour simplifier les notations que
E=(1,....,&1,-..,5) avec & # 1 pour /+1<i<r. On posera
=0 si &=(,...,§) avec & #1 pour 1<i<r. On peut
remarquer que si P satisfait %, on peut I’écrire

2
P(Xy,....X) = Y aX! + R(X,,....X,)

i=1

oules a; et les coefficients de R sont de partie réelle positive et ou le degré
de R par rapport a 'ensemble des indéterminées est inférieur ou égal a «o.

Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 1. — Si P satisfait 'hypothése %, pour tout keZ,
k < ¢+ B, il existe un polynéme S e C[X,,...,X,] tel que

k
@) lim <s - ;)F(s)Z(Pa,Qa,é)(s) = P¢(Sy)-

s—k/o
Le polynéme S, est défini par les formules suivantes. Posons :
—~P(X1,. Xy
H(x17' . -,an’) = Q(xb' . 'axr)e 1 )

(on suppose que Q est un mondme). Soit S la fonction définie sur R7F*,
(ou R, désigne I'ensemble des nombres réels positifs)

0 a0
(5) S(Xy,. .. Xpt) = f J
(xg+ap)t J(xp+apt

H(t,,. . ..t;,(Xp ey + ape )t . (x5, +a)t)dty ... dt,.

Alors le polyndme S, est le polynome associé a la fonction polynéme

6 S _ 1 (d)/ﬂi—ks .
( ) k(xl" . 'rxr) - m E (x17' - o3 Xp )t=0'
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Ce théoréme peut se démontrer en utilisant la formule de Mellin et en
cherchant le développement asymptotique de

Y, £Q e "

neNr
a laide de la formule d’Euler Maclaurin. Les détails se trouvent dans [9].

On peut déduire du théoréme 1, deux corollaires importants :

CoOROLLAIRE 2. — Si ¢ =0, Z(P,Q,E)(s) se prolonge en une fonction
holomorphe sur C et pour tout entier ke N

(7 Z(P,Q,8)(—k) = R(Q,PY(E).
Preuve. — Si £ =0

S(ee - o pl) = QUxy )t . . (x, +a)t)e ekl
= tBQa(xl» LR ,xr)e_Pa(Xl,» ' .,x,)l"“

Donc :

1 A\ o
=Fooila) Qi x)e

Si(X1s- - %) = Quxpe - ) PA(xyye %) si — k = Ko

Se(xy5- - -5X,)

et

Su(x45...,x,) = 0 sinon.

La formule (4) montre donc que tous les résidus aux pdles sont nuls et
que les valeurs aux entiers négatifs sont données par (7).

Rappelons que pour 1 <i</, on a défini lopérateur D; sur
C[X,,....X,] par

0w opP
Do = Xi&_i - coX,-a—Xi pour tout e C[X,,...,X,].
COROLLAIRE 3. — Si P satisfait * et si

¢
Xy o X,QXy,. - X)) = [ DTX,. . -.X,),

i=1

ou TX,- ... X,) € C[Xy,. . X, ]
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alors Z(P,,Q.E)(.) a ¢ poles, qui se trouventen s =1, ...,s = {. Pour
tout entier k > 0

— —_ k ! ¢ +k
®) Z(P,QuEN—k) = *+0)1 9e(T,Pe™).

Preuve. —

© ©
S(xys. s Xpt) = J J
(xy+ay) (xg+apt

H(ty,. . ot (Xpp 1+ a4 ). . (x,+a)tt)de, ... dt,

ou

e~ 2t tot) [ ¢
H(ty, - sbplpigse - otpl) = ————— (['[ )T(tl,...,t,)

ty ..

(on peut encore supposer que T(X,,...,X,) est un mondme)

) 02
DT(ty,...t,) = t,.a—tiT - Tt,.a-ti
@ dt;
e~ DTty ot)
(xj+apt i
Q0 o)
— J‘ e_‘?(ll""’l’)-—a—lei _ J Ta_‘@e—%tl,m,t,) dt,-
(xj+apt 6ti (x;j+apt i

©
= [Te——‘?(tl,.“,t,):l .
(xi+ai)l

S(X1s- - o Xpt) = T((x; +ay)t,. .. (x,+a,)t)e” ZE1ravh. Ly tann

_ 1 d\c+p-k +B—la,—P(xq. .. x )%
Sk(xl,...,x,)—mTa(xl,...,x,)<[—1;> [f e~ Palxp- -y ‘

1 T )(d):a—k[ s, x),a]
= — T (x4,...,%) | = e Tatb
(la—k)! 1 " \at o

ToXp. - X)PI(xy,. . x) si — k = Ka

Donc

=0

SuX15- - 5x,) = < (£+K)!
0 sinon.
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Dans tous les cas, on a

PRrOPOSITION 4. — Le polynome S,, défini par le théoréme 1, vérifie
at
— S, = QP¥ ] k= -k
X, ax, = Q . *
(&) p
m Sk = 0 sinon.
Preuve. —
7 S )
—————— Si(X,. - -5X,
0x, ... 0x, !

1 d £+ B—k| t[ 6 .y )
[ + e, —Py(xq,. . x t®* )
C+p—h)! <dz> [ Q- xJe ]

Les formules (9) sont claires.
Notons K le corps engendré sur Q par les coefficients de P,, Q, et

les £&;. On a alors :

PROPOSITION 5. — Sous les hypothéses des corollaires 2 et 3, pour tout
entier k >0

Z(P,Q.EN—k)eK.
Cette propriété n’est pas toujours vraie. Considérons par exemple

P(XlsXZ) = X‘I‘ + XIXZ
& =(LEy).

Alors :

B 1
Z(P,EX0) = ié) r <§> + b,By().

Le résultat suivant a été démontré par Shintani [25].

PROPOSITION 6. — Si P est un produit de polynomes homogénes et de
degré 1, si Q =1, pour tout entier k >0

Z(P, Q) —k)eK.
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Dans le cas général, le polynéme S_,, est la somme d’un polynéme a
coefficients dans K obtenu en intégrant terme i terme Q,P* et d’un

a

polyndme a coefficients en général transcendants sur K, dont chaque
mondme a moins de r indéterminés.

Ces coefficients sont étudiés dans [10].

Sous les hypothéses des corollaires 2 et 3, non seulement nous savons
que Z(P,Q,&N—k)e K, mais nous avons une expression simple par
rapport 4 P de cette valeur. Ceci va nous permettre d'étudier
l'arithmétique de ces valeurs.

II. PROLONGEMENT ANALYTIQUE p-ADIQUE

Dans tout le paragraphe II on utilisera les notations suivantes :

Soit Q, le corps p-adique €lémentaire et Z, son anneau de valuation.
Soit C, le complété d’une cloture algébrique de Q, et M, son idéal de
valuation. Soit K une extension algébrique finie de Q, et ¢ son anneau
de valuation. Soit p I'idéal de valuation de K, f, son indice d’inertie et =
une uniformisante de K. Soit 0 'unique application continue de ¢ dans
O telle que pour tout xe€ 0@

O%(x) =0(x) et O(x)=xmodp.
On pose
x> =x/0(kx) si |x]=1 et xy=0 si [|x|]<1.

Nous ferons I’hypothése (**) suivante
i) il existe P,(X,,...,X,) € O[X,,...,X,] tel que

P,O,...00=1 et PX,...X,)=P(nX,,...nX,).

i) QX,,.. .. X,) eK[X,,....X,] et ||Q| <1.
i) £ = (1,...,1,&4+y,..,5,)€C, et [1-E|>1 pour i>7/+1.

Le but du paragraphe est de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 7. — Soient (P,Q,f) satisfaisant les conditions (**). Alors,
pour toute classe 7y, de congruence de Z, mod (ph—1), il existe une
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fonction d’Iwasawa Z, (P,Q,E)s) telle que pour tout entier k > 0, k =y
mod (p*—1)

Zp, y(P’Q’g)( - k) = (Pr;(PkQ) .

Le schéma de la démonstration est le méme que celui utilisé pour la
fonction z€ta p-adique de Kubota et Leopoldt (expliqué dans
I'introduction).

La premicre étape consiste a chercher une expression arithmétique de
¢{P*Q). On a le lemme suivant :

LEMME 8. — Pour tout SeK[Xi,...,X,]

1+deg$S 1+deg$S }\‘J,(S)

(10) o4S) = Y. Y T
U0 T (1 =ggye

a=1 p=/+1

ou

i i (=1 -1
MO = (-1yY ... 3 (;} ~ 1) (; B 1)(—1)245(—/1,...,—/,).
(=1 6=1\¢1 r

Preuve. — A cause de la linéarité des deux membres, il suffit de montrer
la propriété sur les mondmes. Par définition

QX X)) = JX)) . JXORKXEDE s y) - RXDE.

Il suffit donc de montrer que

(11) XY = b= ¥ 20
i B B i+1 XJ(XI)
(12) R(X)¥E) = #(8) = ;Ll Tk

Par définition, on a :
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e ) ().

-1
i d ] { i d ' -t t 1
AMX) = — Z (/ >( y(-¢) = <E>[ (T L P

d)i_ e—t 1+l(1 —e 1)1]
dt) [1 — e ’.

Donc

iil lj(xi)
j=1 ]

j=1

=<i)i_ e—t (1 et);
(@[ ]
“\dt) e =12,

1 — ée’ = Z '@i(g)._‘

d\i 1
Done #{%) = (dz) [&e’— 1].=o
i+1 xl{xi) B i if et i+1(1 e—t)j
,; (1-gy ‘(dt) |1 - 2 (1-gy ]
a\'[ ¢ 1 —e™ 'y
=<E>_1— <1—é>}
a\| 1
- <E> _1 - E..etl=0.

La deuxiéme étape consiste a utiliser le fait que sous les hypothéses (**)
la fonction

n — (P(=72)"

se prolonge en une fonction continue (exponentielle) sur Z,. Ceci nous

conduit a définir pour toute classe y de congruence mod (p»—1) de Z les
fonctions s +— A, (s) de Z, dans K, ou

] Jr jl - 1) (]r - 1) Sl —r
A; = .. . —1)*i
AS) {lz‘;l /z_"l<f -1 ‘, — 1 (=D

Q(—¢y,. .., =)0 (P(—Cy,.. ., —L)KP(—=C1s. .., — L)%
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La troisiéme étape donne la majoration uniforme des A; .(s) qui permet
de considérer la série

D
OS] ot
a=1 p=/+1

comme une fonction d’Iwasawa.

LEMME 9. — Pour tout j = (j,,...4,) € N¥', pour tout vy
p‘j,v(s)l < |1rljl+~~+i,—ﬂ1..._gr
ou P; est le degré de Q par rapport a X;.

Preuve. — Puisque s + A; (s) est une fonction continue sur Z,, il
suffit de montrer la propriété pour tout m entier m =y mod (pr—1)

_ Zjl 4 =1 r -1
Xj,y(m) = A . /r2=1 ({l _ 1> “oe <[r >( 1)
Q(—2y.. ., —L)P(—Cy,....,—1)).

11 suffit de montrer la propriété pour les mondmes et méme pour les
mondémes a une seule indéterminée. Posons

QX) =
P,(X) = nX*

1
Ajolm) = o Z ( . 1><—1)’-‘(—f)'*+°""

d \Prom .
A om) = 7o (T ﬁ> (T(1 -T)H)T=1
={0 si B+oam<j—1
entier si B+oam>j—1
Donc A m) < |mP7F.

Le lemme est démontré.

Posons pour toute classe y, de congruence mod (p»—1)

Z,,(PQA-9) = ) -

1

B VLR
U Td. T1 (1—¢gye
B=¢+1

a=1

1
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La série converge uniformément et définit une fonction d’Iwasawa. De plus,
on a pour tout entier k > 0, k =y mod (p>—1)

Zp, y(PaQ’E.v)( —k) = (Pg(QPk) .

III. ETUDE DU CAS I. FONCTIONS L p-ADIQUES

1. Propriétés arithmétiques des valeurs
aux entiers négatifs.

Nous reprenons les hypothéses de l'introduction. Nous avons vu,
d’aprés la proposition 5, que dans ce cas

Z(P,Q,%) € K.

Nous supposons désormais que K est un corps de nombres. Pour tout

idéal premier p de K nous notons | |, la valeur absolue p-adique de K
et

IPll, = sup [P(x)],.

xsZp

ProPosITION 10. — Soit p un idéal premier de K tel que [1-§;|, > 1
pour 1 < i <r. Alors pour tout entier k > 0

|Z(Pa,Qa7§)(_k)|p < ”P’;Qa”p'

Fixons maintenant un premier p de K au-dessus de p, ou ce qui
revient au méme, un plongement t de K dans C,. Nous écrirons si
aeK, apour t(a) dans C,.

Supposons |1 —¢&|, + 1. Définissons

ZO(PmQa’&)(s) = Z Pa(n) - S(Qa(n)g'l s

neN’

Poln) # Olp)

la sommation étant prise sur les r-uples tels que P, (n) # O(p).
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Soit n = (n,,...,n)eN". Soit n' = (n},...,n;) € N" tel que pour tout
i,1<i<r,n=n(pet 1 <n;<p. Alors P,(n) = O(p) < P,(n') = Op).

Considérons l'ensemble fini des n' = (n},...,n)e{l,...,p}" tels que
P,(n") # O(p). Notons-le A". Alors

Zo(P,,Qu8)s) = Z Z P, (n' +np)*Q (n' +np)r+ne.

n'e A neN"

Donc Zy(P,,Q_E)s) s’écrit comme une somme finie de Z(P,Q,E)(s) telles
que |[P|]l, =1, et il existe P, tel que P(X,,.... X)) = P,(pX,,...,pX)).

On peut donc appliquer les paragraphes précédents a Zy(P,,Q.EX.).
On en déduit

THEOREME 11. — Pour toute classe y, de congruence mod (pr—1), il
existe une fonction d’'Iwasawa Z, (P,Q,E)s) telle que, pour tout entier
k>0, k=ymod(pPb—1)

ZP.Y(Pa’Qa’é)( - k) = Zo(Pa,Qa,§X - k) .

Preuve. — 11 suffit de rappeler que si £ =0

Z(P, Q)N —k) = R(Q,P)E)

et d’appliquer le théoréme 7.

2. Définition des fonctions L p-adiques.

Soit K un corps de nombres totalement réel tel que [K : Q] =r et
M une extension abélienne de K. Soit x un caractére du groupe de
Galois de M sur K. On peut supposer que le noyau de y est trivial.
Notons § le conducteur de . Soit p un nombre premier de Z, notons
f. le ppcm. de | et (p). On définit

Ly(x,s) = L(x%,s) [T (1 —x(p)Np ™).

vlp

En utilisant les résultats de Shintani [25] on peut montrer que Lg(y,s)
peut s’écrire a I'aide d’un nombre fini de séries de Dirichlet associées a un
polynoéme. En effet, il existe un nombre fini de polynémes L; , tels que

L; (X) = v; {(X;+x1) + ..o+ 0;,:(X +X0)
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ou
1) r)<r
i) v;;€f, pour tout j et tout i
i) x = (x,...,%,;)€QY, 0 <x; <1 pour tout i

r(j)
iv) Y xp; =1 mod f,
i=1

et v)

(14) Lyx.s) = 2 x(a ')Ne’ LZ Z(NL;, ,,1)(s)

amod fy j,x

ou

NL; (X) = JT@Pi(Xy+x)+ ... 4+ 08X+ X)) -
i=1

(Si beK, (b'M,...,b") désignent les r conjugués de b.)
Soit ¢ wun idéal entier de K, vérifiant les hypotheéses :

1) (C,f) = 1’ (c’(vij)) =1
i) Og/c ~Z/cZ ou (c)=c¢ nZ.

On peut alors montrer qu’il existe & = (§,,...,&,) oules &; sont des
racines primitives c-iémes de l'unité telles que

(15) Lyxs) TR Y ERZINL, ES).

© (eNel =1 4 it

Soit t un plongement de K dans C,. Le polynéme NL; (X) et §
vérifient les hypothéses du théoréme 7, on peut donc énoncer [7].

THEOREME 12. — Il existe une fonction L,(x,s) définie sur Z, telle que

1) pour tout entier positif m, m > 1
L,(x,1-m) = Ly(x6™™,1—m)
ii) la fonction
s — (e)XNe)! *—1)L(x.)

est une fonction d’Iwasawa.
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On pose :

! Y. x07'a"!){Na)*

16) L. (x,8) =
(16 Loo9) = G N = 1) aety

c—1
2 2 EXZNL; LENs).
Lj,x u=1
On peut montrer aisément les conjectures de Coates [13] en utilisant les
propriétés arithmétiques de Z(NL; ,,£5)(.) [7].

IV. ETUDE DU CAS I
FONCTIONS T'-MULTIPLES p-ADIQUES

1. Propriétés arithmétiques des valeurs
aux entiers négatifs.

Nous supposons ici que

‘
X, . XQXy,- - X)) = ( I1 Di> TX,,. . .. X,).
i=1
Nous avons montré que dans ce cas, Z(P,Q,E)s) se prolonge a tout le
plan complexe en une fonction méromorphe ayant un nombre fini de pdles
et pour tout entier kK > 0

_ k! iy
Z(Pa9Qa,E.>)(_k) = (k+/)' (Pﬁ(TaP’; )

Supposons désormais que K est un corps de nombres. Soit p un
nombre premier de Z. Choisissons un plongement t de K dans C, ou
ce qui revient au méme un idéal premier p de K au-dessus de p.
Supposons que P,, T,, & vérifient ’hypotheése (**). Alors d’aprés le
théoréme 7 :

Pour toute classe y, de congruence mod p» — 1, il existe une
fonction d’Iwasawa Z;,Y(Pa,Qa,é';)(.) telle que pour tout entier k > 0,
k=ymodphr — 1

Z2 (PQuEN—K) = oyT,PL.PY).
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Cette fonction est définie par

(18)  Z) (P,QuEN—s Z_l Z _ :-,,(s)
" . T (—gye
a=1 B=¢+1
et
J ' 1 ,
Ajs) = (=1) Z 1 (= 1)MT (—n)PY —n)0"(P(—n)){P(—n))>*
en posant
6767
n—1 nl—l"' n, — 1
et
|n| =n+ ... +n,.
Définissons maintenant
(19) Z, (P, QuENs) = bk

(=s+1)...(=s+&)
On a le théoréme :

THEOREME 13. — Pour toute classe 7y, de congruence mod (pP—1) il

existe une fonction méromorphe sur Z,, ayant ses poles en

s=1,...,s =¢, telle que pour tout entier k > 0, k = y mod (p»—1)

Z, (P,QLEN—k) = Z(P,Q.EN—k).

Nous écrirons Z,(P,,Q,EX.) pour Z,(P,Q,E).). Notons que le
corollaire 3 et le théoréme 14 répondent a la question posée a la fin de [6].

Nous allons maintenant utiliser le théoréme 14 pour définir des
fonctions I'-multiples p-adiques. Nous rappelons tout d’abord la définition
et quelques propriétés des fonctions I'-multiples complexes de Barnes.

2. Rappels ([2], [3]).

Soit aeC et (v,...,0,)eC". On suppose que Re(@ >0 et
Re(v;) > 0 pour tout ie{l,...,r}. On notera

LX)=a+v,X; + ... +v,X,
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et

ZIL,Ws) = Y Lovin™.

neN"

Barnes [2] a défini p(V) et I')(a,V) par les formules

(200 Logp(V) = - lim {% Z(L, 5,0 + Log a}
r@v) _d
@1 Sy = s AL

On a les propriétés suivantes :
a) Pour tout entier r > 1,

I'(a+v,V) L T@V) L r,_,aV)

(22) Log og = Log ———=—
PAV) V) pr-1(V)
ou V, = (g, . Vi Vis1se - 50,
I'iy(@a+V,Vv) I'y(aV)
(23) Log———————— — Log——— = Loga.
p1(V) P1(V)

(On peut remarquer que l'on a

()
r@y) _, v

a 1
Log = Log + <— - —) LogV.)
p(V) J2n v 2

b) Pour tout entier m > 0,

I',(ma,V) _
24) Log——— = (-1 lZ(L,m,, )0) Log m
£ ToV) v
. . F,<a+p‘v‘+...+p'v',v>
+ .. Lo
PREPIR p.V)

¢) Pour tout entier g > 1

25) a1 L I'(a,V)
dat % o (V)

= (=1 g—D'Z(L,y)9).
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Remarques. —

i) On peut exprimer les dérivées en zéro des fonctions L de Dirichlet a
l'aide de la fonction LogI" : c’est la formule de Lerch. Shintani [26] a
généralisé ce résultat dans le cas d’'un corps de nombres en utilisant les
fonctions I'-multiples.

i) On peut généraliser de deux fagons les résultats de Barnes :

— d’une part, en considérant les dérivées a tout ordre de Z(L,yXs)
pour s =0. On obtient des fonctions qui vérifient des propriétés
analogues : par exemple (22) reste inchangée, dans (23), on remplace Loga
par (Loga)' ou i est I'ordre de dérivation...

— d’autre part, en considérant les dérivées pour tous les entiers
négatifs. On aurait encore des propriétés semblables : (22) inchangée, dans
(23) on remplace Loga par a‘'Loga, si 'on considére la dérivée en

-0, ...

3. Définition et propriétés
des fonctions I'-multiples p-adiques.
a) Définition.

Soit ¢ P'anneau de valuation de K et p son idéal de valuation. Soient
(apy,...,0,)e0 ! tels que :

i)agp

ii) v;ep pour tout ie{l,...r}.

Posons

LvX,.... X)=a+v,X, + ... +1X

reer

L,y vérifie les hypothéses ** et donc pour tout & € C}, tel que [1-§;| > 1
si & # 1, on peut définir une fonction méromorphe

1 1 i i A{(s)
Z (L8N —$) = — — XX T
( S+1)( S+f) l_[ Ua j1=1 Jr=1 ja (l—f;l})’ﬂ
a=1 a=1 p=¢+1

ou

J i—1
As) = (=1 ¥ ( 1)(—1)'"(La,v(—n))‘ Lo(—n))*.

n=1 -
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Définissons

d .
Gp,,(a,V,ﬁ) = g Zp(“’a,V’&)(s)IS =0-

b) Propriétés fonctionnelles
ProposITION 16. — i) Pour tout entier r > 1
(27) &ij,r(a+vj7V,&) - Gp,r(aﬂv’&) = Gp,r—l(a9vjﬁaj)

ou Vj = (vy,. - SUj—1Vj+ 15 - BUA N E.uj = (&, - -,§1-1,§j+1,- -8

i1) Pour r =1, pour tout i > 1,

(28) £G, 1(a+v08) — G, 1(avf) = Log<a).
Preuve. — Nous allons montrer, que pour tout seZ,, si r> 1
(29) EZLa v ENS) = Zy(LawENs) = Zy(L,0,8))s)
si r=1
(30) EZ (Lo 0nsENS) — Zy(L,,,8)5) = <a)*.

Pour montrer (30) et (31) pour tout s € Z,,, il suffit de montrer ces formules
pour tout entier k' <0, k' =0 (pp—1). Soit k = — Kk

1 A fa,V,k)

_y:l...gl _ -
Mo " Ilj. [T (1—¢pye

a=1 =1 B=¢+1

Aa,V,k) = (—1y i <i _‘11>(—1)rnlLa,\,(—n)!‘”.
n=1 -

ZP(La,V’E.;)(_k) = (k+ ... (k+f)

Donc :

A{a,V.k
¥ T fa VK
T T TT (=ggys

a=1 PB=¢+1
d k+¢ ¢ Uat r 1
- (@) T-1 11 |
a=1¢% — 1 B=¢+11 — &Be"ﬁ‘ t=0
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Supposons r > 1, 1 <ay </

Kj(a +v V,k) }\( ,V,k)
T ¥ _ -3 ¥ 1
O I I1 =g T T

¢
"1 Ja (1—Eg)s

a=1 p=¢+1 a=1 B=¢+1
d \¥*4 ¢ v t 1

= (E) [v%t.e‘" I1 IT :|
::aloe ot — ] B=¢+1] — gﬂe%’ t=0

d k+—1 2 v.t r 1

= ooy (5) | T |
o\t aE[l Yat — 1 ﬂ=l:l+1 1 — Ege' k=0

o # o B

Si £+1<By<r

?»J(a + UBO,V,k) k](a,V,k)

E..BOZI Z_: ¢ r _'2—21'“ '21 ¢ r
. Tl IT a=gge "7 7T T T1 (1—ggpe
p=¢+1

a=1 a=1 p=¢c+1

-G lngt

— 1 2711 vgt
B#Bo 1 &Bea

Si r=1

Afa+vk) Afa,v.k)

IR A A
P2 P

(a+vvk) )\'j(aav’k) _ i ¥ at —
a,; =& Sa-g <dr> [iwo = -

d k+1
B (Zi—t> [vt.e")=o = (k+1)va*

Remarquons que les démonstrations se font sur des séries formelles en ¢
qui donnent les mémes résultats pour les valeurs aux entiers négatifs des
séries complexes.

ProrosiTiON 17. — Pour tout r = 1, pour tout m = 1, tel que p ne
divise pas m

G) ¥ ...¥ G, (+M+ p"v1>

p1=0 P =0

= Z,L,.v,1)0). Log {m) + G, (ma,V,1).
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Preuve. — On va montrer que pour tout seZp
m—1 m—1
(2 Y X ZLnn, 2y INs) = MY ZY(L g v 1X6).
P =0 p,=0 m m
Soit k un entier positif ou nul, k =0 mod (p—1)
v U,
et w1 xj<a+3‘——‘+...+p ,V,k)
) ) . .
Py =0 pr=0j1>1 Jrz1 jl Jr
d k+r[  m—1 m—1 P11t Pript r vt
TR
dt p =0 pr=0 i=1 gt — 1dt=0
d>k+r[ r U,t ]
= e
(dt il=_[1 v, =0
" — 1
d k+r r vt
A P
dt i1=—[1 et — 1dt=0

Les proprétés fonctionnelles que nous venons d’étudier n’utilisent pas
d’analyse p-adique, par contre maintenant nous allons nous intéresser aux

propriétés analytiques de G, (a,V.f).
¢) Propriétés analytiques.

ProposiTION 18. —

(33) G, Ha, V) =

1 Jr j1—1> (].-1)( ~
A= R 1) Y
! "IZ=1 n,z=l(n1—1 n'_l ) a,V( n)

[Log Lo(=n)> — ¥ —.]-

i=1
Preuve. — 11 suffit de vérifier que cette série converge.

On en déduit :

ProrosiTioN 19. — La fonction a > G(a,V,£) de OX dans K est
localement analytique.
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ProrosiTioN 20. — Pour tout r = 1, pour tout q > ¢

44
(34) Ea—q Gp, r(a)Vyé) = (.' l)q(q - 1)!Zp, —q(La,V:EJ)(q) .
Preuve. — 11 suffit d’utiliser le fait que
d i (j—1 £ (q\Ng—i—1) (=1  O(L, o —
L=y <J >(_1)w_, 5 <q> (@ =i = DU=1)"F Lo —n)
da? = \n—1 i=o \i (¢ —i)! | O 4 L

d) Développement asymptotique.

ProprosiTION 21. — Pour tout r > 1

¢

1
(35) Gp,,(a,V,ﬁ) = [Log <a> - Z 7:| Z(La,V’E.u)(O)

i=1

¢ o (_ ; 2 - r —
+a¢§0<§>z( 1Y +q)! D l_[Z(va,l)(l ty) I Z(veX g tﬂ).

S dTT s Smivgasr =D g tg!
Preuve. —
1 A,
Gp,r(a9V’E.u) = ¢ Z 3 r .
JEN*T . .
0 TTo Tlia T1T (1&g
a=1 a=1 PB=¢+1
ou

i fi-1 ¢
A= ; (i—1>(_l)lnl_rL"’V(_n)[[Log Lo(—n)y — Y —.:|~

i=1

Nous écrivons

Log <L, —n)> = Log<a—vn,—v,n,— ... —vn,)
2 (vyny+...+on)

= Log (@) — ¥

i=1 la

() fosoafins £

‘(¢ > 1 .
+ d ZO (q)(—l)“ y W(Ulnl+ . +v,n,)‘+“].
P

i=1!
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Rappelons que

A0
Z(L, EX0) = 0

1
l! '3 jg;r 3 r
l—I Uy H ja I_I (1 _gﬁ)’ﬁ

a=1 a=1 p=¢+1
ou
MO = 3 (H)(—l)w—rL (=Y
! n=1 n—1 * .
De plus :
1 > w = tZ(vX,1) 1 —-1)
Uizt ]
M(vX))-
- = Z(wX,EX—1).
,-; (1—ty (vX,E)N—1)
Donc

¢

1
G, (aV3) = [Log CORDY —.] Z(L,v,5)0)

i=1

1 © (__ :
ved (0 e
q=0

4/ i=1 la

25

5 ﬁ ZEX)1-t) o ZoXEN=t)

I

.t ty=itg a=1 (t,—1)! B=¢+1 tg!

e) Formule de Gross-Koblitz.

Soit ¢ = p’ etsoit d un nombre entier qui divise p — 1. Soit ne C,

tel que 7?"! = — p. Posons O(x) = exp n(x—x7%. On définit pour
0<j<d
J e~
(36) - gf(; <q—1>> = T xR0
M—1<1

la sommation étant prise sur les racines (§—1)-iémes de l'unité dans C,.

Si y est un nombre réel, alors <y> est défini par y = <y> mod Z

0 < <y> < 1. Posons

J _
E(pf—1)=c0+clp+ vt e p !

0<c¢<p, i=0,1,....f—1.
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Alors la formule de Gross-Koblitz ([18], [19], [4]) s’écrit
j s J
(37) -"f(& (pf—l)) = motat g ] Fp<<p'3>>
i=0

ou I', estlafonction I' p-adique de Morita [24]. Cette fonction est définie
sur Z, par

(38) Ty(s) = lim I',(k)

ou T,(k) = (—1) ]‘[k,
plj

Elle satisfait
Tpx+1) _ {—x si xeZ}
I',(x) 0 si xepZ,
r,0 =1.

(39

Nous allons tout d’abord montrer le lien entre nos fonctions G, ; et I',.

ProrosiTION 22. — Pour tout a€Z,

p—1
(40) Log I'(a) = Y. G, i(i+ap]l).
i=0

i+aeZy

Preuve. — On montre cette égalité pour tout entier ne N.

i n=0 Log I'(0) = 0.
Nous allons calculer

p—1

Y. G, (i+ap]l).
i=1

Pour montrer que ceci est nul, nous montrons que

Z (L, p1Xs) + Z(L,_, 1)s) = 0 pour tout seZ,

a, p>

ce qui implique

(41) Gp,l(a9p’1) + Gp,l(p_a’p’l) =0.
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Pour tout k =0 mod (p—1)

Z(L,pIX—=k) + Z,(L,_, ,1X—k) = 1 <d>k+1|:e e*t N e:‘"(—t)}
=0

k+1\dt P11 e -1
Si pln
Log I'(n+1) = Log ' (n)
p—2 p—1
Z Zp(Li+n+l,p71)(S) - Z Zp(Li+n,p’1)(s) = O
i=0 i=1
Si pln

LogT'(n+1) = LogI',(n) + Logn

p—1
Z Z(Lisns1.pINs) — 'Zo Z(L;sp,p1)5)

(l+n+l)eZ' (i+n)eZy

= Zp(L'n+p,pa1)(s) - Zp(Ln,p’l)(s) = <n>s.

Remarque. — G, ,(x,p,1) est en fait la fonction GP<i
p
(C151, [19]).

La formule de Gross-Koblitz implique

) de Diamond

. -1 p—1
J
Log <gf<g (p’—1)>> =X Z G,, 1<k+ <p' 2>,p,1>
i=0 =0
k+<p;>ez‘

On peut écrire ceci sous la forme :

ProposiTiON 23. — La fonction définie sur Z,
f-1 p—1
s — X kZO ZLis <pils pl)s) = <gf( (2 1)>>
i=0 =

k+ <pi%> ez

a une dérivée nulle pour s = 0.



28 PIERRETTE CASSOU-NOGUES

Il serait intéressant de montrer directement cette formule. On peut
remarquer que cette formule implique la formule de Gross-Koblitz lorsque
'on connait le théoréme de Stickelberger. C’est a 'aide de cette formule que
Ferrero-Greenberg ont montré que L(x,0) # 0, pour les fonctions L p-
adiques de Kubota et Leopoldt [20], en utilisant 'expression de L (x,0) en
fonction de LogI',. Nous allons dans le paragraphe suivant généraliser
cette expression pour toutes les fonctions L p-adiques des corps de
nombres totalement réels.

V. RELATION ENTRE LES FONCTIONS L p-ADIQUES
ET LES FONCTIONS I'-MULTIPLES p-ADIQUES

On a défini

1 c—1
Lts) = —————— Y x87'(a ") (Na)* EXZ,(NL; ,E)s)
A9 = G ONE == 1) i L, 2 B2NLG
ou
LX) = x@ + i Xy + .+ ofgX,
et

NL; .(X) = f[ LPUX).

i=1

Nous utiliserons les propriétés suivantes :

LeMME 24. — Pour tout & tel que £ =0

J

d m m
(41) a— Zp < l—[ Laj,Vj9E.a>(s)Is=0 = Gp,r(ajyvjag) .
S j=1 =1

Preuve. — Par définition
i A{s)
z( L, ,g)(s) L
’ ,-Ul ,.E.,(l—a)'
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i m
ou Afs) = Y (GID(—=r-r < J] L.y, {—n))* la série étant uniformé-
n=1 j=1
ment convergente. Or :

d i . m
25 MOio = X GID(=DM Log < [] Lyy(=n) >.
n=1

j=1

Donc :

d mol
T Mo = ¥ Y (D=1 Log < Lyy(—n) >

j=1n=1

d’ou la proposition

LEMME 25. — Pour tout & tel que ¢ =0, P,eK[X,,....X/],
Z(P,E)(0) ne dépend que de E&.

Preuve. — Z(P,£)(0) = R(P))() = R(1)(§).

LEMME 26. — Soit meK,, |m| = 1. Alors, pour tout seZ,,

i) pour tout &, tel que ¢ =0

P
(42) Z,(PE)(s) = Zp< &)(S)<m>'s

;’
ii) pour tout &
(43) Z,(Loy8)(s) = Zy(Lay,E)(s){my~*
iii) pour tout §

44  G,,(@aVE) = G(—%%&) + Z,(Lav.E) Log (m).

Preuve. — (44) est une conséquence immédiate de (43). Pour montrer
(42) et (43), on considére k entier k > 0, kK = 0 mod (p»—1). Pour tout
E tel que £ #0

| pt
Z,(P,E)(—k) = R(PY)(E) = m"R(j)(&).
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Pour tout &

1

Z,(L,vE)(—k) = 7
k+1) ... (k+2) [] v,
a=1

. Z Afa,V k) Afa,V k)
sS4 >1 r .
P T a-ep™ [T 1T a-gp
=1 B=¢+1 =1 B=¢+1
d k+{[ B ¢ Ot r 1 ]
B <E> ¢ ‘a];[1 e — 1 p=l_tl+1 1 — Ege'® Ji-o0
2% ¢
d k+{[ a, 2 m r 1
=mk+f<d_) [ 1 1 : ] .
t a=1 Y B=¢+1 B, t=0
em —1 1 - éBe"‘

ProprosITION 27. —

(45) L;,(X,O) = z Xe l(a-—l)z Z G )(x(z) V(z) 1)

amod fy L)x i=

x(c){Ne) Log {N¢)

YONey — 1 D)
1 c—
- ('} 1,1 L N .
+(X(C)<Nc>—1) ungdflx (a™") Log {(Na) Z Z éu
Preuve. —
%(c){Nc) Log (Nc)
46) L' (x,0) = L (.0
“46) L,(x.0) LONS D) (10)
ot D
O — T oy 1O @D Loe< a>z 2(1 g

PN 1.2, )E e ._Z Gy, VI, 1)

en utilisant les lemmes 24 et 25.

On veut maintenant écrire la derniére ligne, sans faire apparaitre c.
Pour cela on va utiliser les propriétés des séries complexes.
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D’aprés [7], on peut écrire, pour tout se C, Re(s) > r

c—

Z Z éxZ(Lx(.)Vm,f; NEs) =~ Y @)+ Ne Y (@)
=11 us?ren‘:)dfl aET::dfl

a>0 a>0
Donc pour tout seC

2 x07'@™h Z Z&“Z(Lx(.)vm,i)(S)

amod f; p=11L j,x

= (X(€)XNe)—1) 3 %6~ 1(ﬂ")ZZ(L (,,v(,,,l)(s)

amod f;

On en déduit donc pour tout seZ,

c—1
Y x0T T Y EZL 0, E)6)

amodf p=1L,

= ©ENe>=1) Y x07'(a™ Z Z,(L (,)V(,),l)(S)

amod f;
Donc

2 %97 i 2. & Gprp(x?, VO, &)

amod fy u= L

= (N =) T 107107 T G, VO,

amod f; Jx

d’ou la proposition.

THEOREME 28. — Si pour tout idéal a de K, il existe ae K tel que
Na = Na, on a

x(t) V(')
L,(x.0) = > %8 1(“_1)2 Z GP'(I)( @’ () 1)'

amod f; ]x, 1

Preuve. — Soit ae K tel que Na = Na. Puisque (a,(p))=1, alors
((a).(p)) = 1. Notons

a®h

Q) 0] @)
VI (S, Y
a® g0
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On a d’aprés le lemme

1

— e-—l -1
L) = G aNe =T o, @)
T sez(f1Le v
Donc e o 00
%(©){Nc> Log <Nc> 1 e
,0 - 9 1 1
L0 == oNey =1 0+ ()<Nc>— [, X0

x® YO
”Zl ZE-' Z GP’(J)( (i)’aTJi)’E—';')
On a, pour tout seC, Re(s) > r
a(i) -5 cx(i) -5
Z Z gL Z( LY v"’ ,ER)(5) = Y (—(5> + N¢ ) (W) .
u=1Ljx o (z) aca  \d aca  \@

o =1mod f; o =1mod f;
a»0 a>0

Supposons que ¢ = (c), ce Ok. Alors pour tout seC

Y 071 Y za"z(w" &")(s)

amodfy r=1l FONON
= (X0 YNe(c™) > =1) Y x6~ 1(0")ZZ<Lx‘° VO 1\(s).
amodfy Ljx 0 (u)

Donc, pour tout seZ,

S0 Y Y ez (Lx"’ v, &)(s)

p=1Ljx [6) (0

= (07 (ENe¢e¥y*~1) ¥, xe—*(a-‘)zzp( 00, 1)(s)

amod fj Lix (t) (0

Alors

(i) V(t)
2)(9 @™ 2 2 &G, (x(.)’ m’au>

Pljx

= — xe)XNe)Log<c®) 3, x87'(a™h) ) Z (L*"’ s >(0)

amod fy Ljx 6] o)

@ P
+ ((c){N¢) — 1) Zo:df x0~'a™Y) Z G, r(1)< (i)’a_(Ji)—’ 1)‘
amod f; Ljx
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Mais

Y 1M HY z <Lx°> v, 1)(0)

amodf Ljx @) m

LY i)y T Z(Lf,ﬁ, a;)«»

"~ UONCY — 1) sty et s
1
[ 9 Y(q ! w7 LX(') v") u>0
ONS Do, )uzlzé (r! VeI
Donc
Y 207 Y)Y Z (Lx‘" VO, 1 )(0) = L,(1.0)
amodf, Ljx @) (x)
et,

r

X 2(e)XNe) Log (c®) 3, x8” *(a")ZZ(wa Vi )«»

i=1 amod fy Lj x @) (,)

= %(c)XNc) Log (Nc) L,(x,0)
ce qui achéve de prouver le théoréme.
Nous voulons maintenant donner le théoréme sous la forme utilisée par

Ferrero-Greenberg [16] :

PROPOSITION 29. — Les hypothéses sont celles du théoréme 28. On suppose
en outre que le conducteur de 0~ ' est | tel que ((p),f) =1 et = (f).
Alors :

(47) L(t0) = L,(x,0) Log {f>

r x@ v®@
+ Z Xe_l(b_‘) Z Z 2 Gp,,,(j)(——.,—l., 1>

bmodf a~bmod(p) Ly, i=1 (@f)?®” (af)®

La preuve est immédiate, il suffit d’utiliser le lemme 26. Cette formule dans
le cas ou r =1 est exactement la formule de Ferrero-Greenberg

S/
Ly0) = (120~ (p)B, , 1 Logf + ¥ 10~%(¢) Log 1"(2)

c=1

La formule (47) est a rapprocher de la conjecture de Gross [17].
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