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APPLICATIONS ARITHMÉTIQUES
DE L'ÉTUDE DES VALEURS

AUX ENTIERS NÉGATIFS
DES SÉRIES DE DIRICHLET

ASSOCIÉES A UN POLYNÔME

par Pierrette CASSOU-NOGUÈS (*)

0. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Si P est un polynôme de C[X^.. .,XJ, nous lui associons, d'une part
le polynôme homogène ^ de C[Xi,.. .,X^,Y] défini par

^(X,, . ,X,Y) = P,(X,,.. ,X,) + YP,_,(X,,.. .,X,)
+ ... +YaPo(Xl,...,X,)

les Pi étant les polynômes homogènes de degré i tels que

P(X,,. . .,X,) = P,(X,,. . ,X,) + P,-,(X,,. . .,X,) + . . . + Po(X,, . ,X,)

d'autre part pour tout a = {a^.. .^eC le polynôme

P,(Xi,.. . ,X,)=P(X,+a,,. . . ,X,+^).

Dans cet article, nous considérons les séries

Z(P,,Q,,y(5) = ^/ Q,(n)P,M-T
ne^

(Z' signifie que Fon exclut le r-uple (0,...,0) si P(ûi,.. .,a,) = 0).

(*) Laboratoire associé au C.N.R.S. n° 226.
Cet article a été rédigé en partie pendant mon séjour à F« Institute for Advanced

Study » de Princeton. Je remercie l'Institut pour son hospitalité.
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Le polynôme Q est un polynôme quelconque de C[X^.. .,XJ (on
peut supposer que Q est un monôme), a = (û^,.. .,a^) e R"" avec a^ > 0 si
f 6 {!, . . . ,r}, ^ = (^,...,^)ee avec |̂ | ^ 1 pour tout f e {!, . . . ,r}.
Nous faisons l'hypothèse suivante sur le polynôme P :

HYPOTHÈSE (*).
i) Les coefficients de P sont de partie réelle positive.

ii) P est au moins de degré 1 par rapport à chacune des indéterminées.

iii) Pour tout ie {1 , . . .,r} tel que ^ = 1

^(0,...,0, X,,0,...,0)^0.

Mellin [23] et Mahler [22] ont montré que ces séries se prolongent à C
en des fonctions méromorphes dont tous les pôles sont sur l'axe réel, en des
points d'abscisse rationnelle. Dans [9] nous avons calculé les valeurs aux
entiers négatifs et les résidus aux pôles de ces séries. En général ces valeurs
n'appartiennent pas au corps K engendré sur Q par les coefficients des
polynômes, a et Ç. Dans [10], on étudie l'espace vectoriel engendré sur ce
corps par ces valeurs et on les relie aux périodes de certaines variétés
définies à partir de P. Nous voulons ici étudier quelques cas où les valeurs
aux entiers négatifs appartiennent à K et où K est un corps de nombres.
Si p est un idéal premier de ce corps, on s'intéresse à la divisibilité par p
de ces valeurs et à l'existence de fonctions p-adiques qui prennent ces
valeurs sur certaines classes d'entiers denses dans Zp. On sait résoudre ces
problèmes dans deux cas.

Cas I . — Lorsque P et Q sont quelconques et ^ 7^ 1 pour tout
i 6 {! , . . . , r}, Z(P,Q,y(5) se prolonge à C en une fonction holomorphe
dont les valeurs aux entiers négatifs sont dans K et on peut définir des
fonctions p-adiques associées. Ceci permet en particulier de retrouver les
fonctions L p-adiques pour les extensions abéliennes d'un corps de
nombres totalement réel ([14], [7]).

Cas I I . — Supposons que ^ === (1,. . . ,l,^+i,.. .,^) avec ^ 7^ 1 pour
f + 1 ^7 ^ r . Définissons sur C[X^,.. .,XJ l'opérateur D^ par

<9œ ÔP
D,.O) = Xi —— - œX, —— pour tout œ e C[Xi,. . . ,XJ

<7X, d\^

pour 1 < i ^ f. Si nous supposons que P satisfait (^) et que

X , , . . . , X , Q ( X , , . . . , X , ) e ( n D,)c[X,,..,XJ, alors Z(P,Q,Ç)(5) se
\ i = i /
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prolonge en une fonction méromorphe avec un nombre fini de pôles, les
valeurs aux entiers négatifs sont dans K et on peut définir des fonctions p-
adiques associées. Le cas où P est une forme linéaire est particulièrement
intéressant parce que par dérivation il permet de définir le logarithme des
fonctions F-multiples.

Cette étude contient, comme cas particulier, les fonctions p-adiques
arithmétiques connues, à l'exclusion des fonctions L p-adiques des courbes
elliptiques (fonctions L p-adiques des corps de nombres, fonction F p-
adique de Diamond). Mais elle est originale et générale en ce sens qu'elle
généralise les résultats connus en utilisant des méthodes nouvelles. L'idée
est de mettre les valeurs à interpoler sous une forme telle que l'on fait alors
appel à des notions d'analyse p-adique élémentaires, ce qui rend très clair
l'existence de fonctions p-adiques associées à des séries de Dirichlet.
Donnons une idée de ces méthodes pour définir la fonction zêta p-adique dé
Kubota et Leopoldt. La fonction zêta de Riemann est définie par

^)= Z -7 P0^ Re(s)> 1.
n=l n

Elle se prolonge à C en une fonction méromorphe et pour tout entier
k > 0

w-^--Ï
où fcfc est le fe-ième nombre de Bernoulli défini par

—=z^.pt _ \ LMt î f }e i fc=o K •

II est aisé de montrer que

^-^.^y^fi
P a = l j = l J

^(a+pX)^ - f 0:î)(-ma^.
<?=!

Si i = 0 mod p — 1, (a — ^p)1 = 1 (p). La fonction

k ^(a-^pf^-^

se prolonge en une fonction continue sur Zp que l'on note (a—^p)5^"^.
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Pour tout j on peut donc définir des fonctions continues sur Zp

W= - É GrîK-i)^-^-^
<?=!

et il est élémentaire de montrer que pour tout s e Zp

|À,(û,s)| ̂ -J.

Alors ^ —/—— définit une fonction continue sur Zp. On définit alors

^--^w
On remarque que les fonctions s i—> ^ •/ / sont des limites

j = i -^
uniformes de combinaisons linéaires de fonctions exponentielles. On appelle
de telles fonctions des fonctions d'Iwasawa. Toutes les fonctions que nous
obtenons sont des fonctions d'Iwasawa ou des dérivées de fonctions
d'Iwasawa. On a :

k+l T, /vk\
À,(X )

où ^.(X^ - ̂  (^)(-l/(-^.

Définissons pour Ç ^ 1, les nombres ^(Ç) par

t °° ^
T—,-=1 ^-1(^,7-1-^' ^ " ^ ^ / c !

Alors on peut montrer que

^a-'f^),.,"i(i-y
Nous allons introduire les définitions suivantes :

DÉFINITIONS. — Soit K un corps {commutatij).
i) Soit K[Xi,...,XJ Panneau des polynômes à coefficients dans K,

notons J la forme K-linéaire sur K[Xi,...,XJ définie par

(1) ^...X^^...^.
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ii) Soit K(Ti,...,T^) le corps des fractions rationnelles à coefficients
dans K, notons R(.)(T) l'application K-linéaire de K[X^,. . . ,XJ dans
K(Ti,. ..,T,) définie par

(2) R(Xl1... X^(T) = ̂ (T,) .. . ̂ (T,).

iii) Soit Ç == (^i,. . .,^)eC''. Soit K(Ïy) le corps engendré sur K par
^. Notons A(Ç) = [i e {1 , . . .,r}|^=l}. Notons (p^ l'application K-
linéaire de K[X^,. . .,KJ rfans K(y définie par

(3) (p,(x1/... xh = jf n x^Rf n x^fé).
VeA^) / \<'^Atë) /

Remarque. — R(P)(T). est la fraction rationnelle égale à

E P(^)T".
neNr

Le plan de l'article est le suivant :

I. Prolongement analytique.

II. Prolongement analytique p-adique.

III. Étude du cas I. Fonctions L p-adiques.
1. Propriétés arithmétiques des valeurs aux entiers négatifs.
2. Fonctions L p-adiques.

IV. Étude du cas II. Fonctions r-multiples p-adiques.
1. Propriétés arithmétiques des valeurs aux entiers négatifs.
2. Rappels — Fonctions F-multiples de Barnes.
3. Définition et propriétés des fonctions F-multiples p-adiques.

a) définition,
b) propriétés fonctionnelles,
c) propriétés analytiques,
d) développement asymptotique,
e) formule de Gross-Koblitz.

V. Relations entre les fonctions L p-adiques et les fonctions F-
multiples p-adiques.
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I. PROLONGEMENT ANALYTIQUE COMPLEXE

Notons a (resp. P) le degré de P (resp. Q) par rapport à l'ensemble
des indéterminées.

On supposera pour simplifier les notat ions que
Ç = (1,.. . ,l,^+i,.. .,^) avec ^ 7 ^ 1 pour < f + l ^ f ^ r . On posera
^ = 0 si ^ = (Ci,. . .,y avec ^ 7^ 1 pour 1 ̂  i ^ r. On peut
remarquer que si P satisfait ^ , on peut l'écrire

P(X^,. . .,X,) = ^ a,X? + R(X, , . . .,X,)
1=1

où les o^ et les coefficients de R sont de partie réelle positive et où le degré
de R par rapport à l'ensemble des indéterminées est inférieur ou égal à a.

Le résultat principal est le suivant :

THÉORÈME 1. — Si P satisfait l'hypothèse ^, pour tout / c eZ ,
k ^ ^ -h P, il existe un polynôme S^eC[Xi,. . .,XJ tel que

(4) lim (5 - ̂ )r(5)Z(P,,Q^)(5) = (p^(S,).
s-^k/a \ a/

Le polynôme Sj^ est défini par les formules suivantes. Posons :

H(x,,.. .,x,y» = Q(xi, . .x^-^i'--^

(on suppose que Q est un monôme). Soit S la fonction définie sur R^1,
(où R+ désigne l'ensemble des nombres réels positifs)

/*00 ^00

(5) S(xi,...,x,,r)=
J(x^+a^)t J{x^+a^t

H(^,.. .,r,,(x^i + a^i)r,.. .,(x,+^)^ . . . dt,.

Alors le polynôme S^ est le polynôme associé à la fonction polynôme

1 (d\^-k
(6) s^- • -^ = (^p-fe)! y s^'- • •'x^=o•
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Ce théorème peut se démontrer en utilisant la formule de Mellin et en
cherchant le développement asymptotique de

Z ^QaWe-^
ne^r

à l'aide de la formule d'Euler Maclaurin. Les détails se trouvent dans [9].

On peut déduire du théorème 1, deux corollaires importants :

COROLLAIRE 2. — Si ^ = 0, Z(P^,Q^)(5) se prolonge en une fonction
holomorphe sur C et pour tout entier k e N

(7) Z(P,Q^)(-fe)=R(Q^)fé).

Preuve. - Si <f == 0

S(x^,.. .,x,t) == Q((xi+^)r,.. .,(^+^)0^-^((xl+ûl)r'•••^+û^)

= ^Q,(;q, . .x^-^i- '^a.
Donc :

S î,. . .̂ ) = ̂ ——_^Y '[̂ (x,,. . .^- î' -^o

S^Xi,.. .,x,) = Q^(xi,.. .,x,)P^'(xi,.. .,x,) si - k = fc'a

et
S^Xi,.. .,x^) = 0 sinon.

La formule (4) montre donc que tous les résidus aux pôles sont nuls et
que les valeurs aux entiers négatifs sont données par (7).

Rappelons que pour 1 ̂  i ^ <f , on a défini l'opérateur D .̂ sur
C[Xi,...,XJ par

S(ù BP
D,û) = X , . - - œX,—— pour tout œ e C[Xi,.. .,XJ.

ôXi ôXi

COROLLAIRE 3. — Si P satisfait ^ et si

£x^ . . .,X,Q(XI,. . .,x,) = n D.T(XI,. . .,x,),
où T(X,,..,X,)€C[X,,...,XJ
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alors Z(P^,Q^,Ç)(.) a ^ pôles, qui se trouvent e n s = = l , . . . , s = ^ . Pour
tout entier k ^ 0

(8) Z(P,Q^X-^)=^-,(pç(T^^).

Preuve. —

FOO /•QO

S(xi,...,x,,t)=
«/(itj+apt J(x^+o^)t

H(ti,... ,te ,(x^ i + a^ t)t,... ,(x, + a,)t,t) dt^ . . . dt^
où

g-a>((i,...,ipt) / { \
H(t , , . . ..W,^,...,(,() = -———^ n D. T(t,,...,(,)

'l • • • tr \>=1 /

(on peut encore supposer que T(Xi,.. .,X,) est un monôme)

D , T ( t „ . . . ^ ) = t a T - T t , ^
3t, et,

f" e-^- ^D.T^i,...^)^
J(X,+Û^ ^l

.f- ,-.„..._ „ , ,_(•• .̂-.,,..,
J^+û^ ^ J(x,.+a,)t 3r,

=[^-^1' ^T .
L J(x;+a,)t

Donc

S(xi,.. .,x,,r) = T((xi +ûi)?,.. .,(x,+a,)^)^-^((xl+ûl)r'•••^+^)^)

st(xl" • -'xr) = (̂ ib),̂ '- • •^ ©""p^-^-^- '̂l
' / L J(=0

i /^y01-^ i
=(7c^T^-••^V [e-^- ̂ ^

f 1

S,(x,,... ̂ ) = ^ (T+fc^ Ta(x1' • • • '̂ ^ '̂̂ r • • • ̂ r) si - k = fc'a

^0 sinon.
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Dans tous les cas, on a

PROPOSITION 4. — Le polynôme Sj^, défini par le théorème 1, vérifie

^ ô ^ S, = QP^ 5f fe == - fe'a5 X i . . . ax,
1 / ^

w——^Y sfc = ° sinon'ÔX^ . . . ÔX^

Preuve. —

y
-————Sfc(xi,...,x,)
Sx^ . . . Sx^

i fdy+^~k^ 1
= ______ ( — l t^^O (x. x }e~p^ •••'xr)ra

(^+P-fc)!W L wl9"-xr)e ]^

Les formules (9) sont claires.

Notons K le corps engendré sur Q par les coefficients de P^, Q^ et
les ^.. On a alors :

PROPOSITION 5. — Sous les hypothèses des corollaires 2 et 3, pour tout
entier k ^ 0

Z(P,,Q^)(-^)6K.

Cette propriété n'est pas toujours vraie. Considérons par exemple

P(Xi,X,) = Xf + XA

^=(^2).
Alors :

z(P,y(0)=^rQ+^B,(y.

Le résultat suivant a été démontré par Shintani [25].

PROPOSITION 6. — 5'f P est un produit de polynômes homogènes et de
degré 1, si Q = 1, pour tout entier k ^ 0

Z(P,,Q,y(-^)eK.
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Dans le cas général, le polynôme S_^ est la somme d'un polynôme à
coefficients dans K obtenu en intégrant terme à terme QaP*, et d'un
polynôme à coefficients en général transcendants sur K, dont chaque
monôme a moins de r indéterminés.

Ces coefficients sont étudiés dans [10].

Sous les hypothèses des corollaires 2 et 3, non seulement nous savons
que Z(P^,Q^)( — k) e K, mais nous avons une expression simple par
rapport à P^ de cette valeur. Ceci va nous permettre d'étudier
l'arithmétique de ces valeurs.

II. PROLONGEMENT ANALYTIQUE p-ADIQUE

Dans tout le paragraphe II on utilisera les notations suivantes :

Soit Q le corps p-adique élémentaire et Zp son anneau de valuation.
Soit Cp le complété d'une clôture algébrique de Qp et Wp son idéal de
valuation. Soit K une extension algébrique finie de Qp et (9 son anneau
de valuation. Soit p l'idéal de valuation de K, /p son indice d'inertie et n
une uniformisante de K. Soit 6 l'unique application continue de (9 dans
(9 telle que pour tout x e (9

Qfp(x) = 6(x) et 9(x) SE x mod p.
On pose

<x> = x/6(x) si |x| = 1 et <x> = 0 si |x| < 1.

Nous ferons l'hypothèse (**) suivante
i) il existe Pi(Xi,. . .,X,) e (9\_\^.. .,XJ tel que

|Pi(0,. .. ,0)| = 1 et P(Xi , . . . ,X,) = Pi(7cXi,. . . ,îcX,).

ii) Q(Xi,...,X,)eK[Xi,...,XJ et ||Q||^1.
iii) ^ =(!,...,U^i,...,^) eC, et |1-^1 pour f^+1.

Le but du paragraphe est de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 7. - Soient (P,Q,^) satisfaisant les conditions (**). Alors,
pour toute classe y, de congruence de Z, mo^O/p—l), il existe une
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fonction d'Iwasawa Zp ̂ (P,Q,Ç)(5) telle que pour tout entier k ^ 0, k = y
mod (p^—l)

Z^P.Q.^X-^cp^Q).

Le schéma de la démonstration est le même que celui utilisé pour la
fonction zêta p-adique de Kubota et Leopoldt (expliqué dans
l'introduction).

La première étape consiste à chercher une expression arithmétique de
(p^P^Q). On a le lemme suivant :

LEMME 8. - Pour tout SeK[Xi, . . .,X,]

do, ^)='r...lr—^s>—
''"' ni. n (i-y

a = l ?=<"+!

OÙ

x/s) = (-D-E ... Z (J; - 1) ... ( j ; ~ \\-i^'s(-^,.. .,-^).
< ^ = 1 ^=1 V i — 1/ Vr — 1/

Preuve. — A cause de la linéarité des deux membres, il suffit de montrer
la propriété sur les monômes. Par définition

(p^X'/. . . X:-) = J(X1/) . . . J(Xy)R(X^l)(^^) . . . R(X:^).

Il suffit donc de montrer que

ai) m=b,=l^w
j = i j

i+l ^/X»)
(12) Wfê) = W = ̂  ———.

j=l l1 ~S/

Par définition, on a :

( ^ , f
-^—T^ 2. ^.T,-
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Donc

-©'(/-rL-
W = - i (7 - ̂ (-lA-^ = ^'[c-'d-e-'y-1],^

< f = i V — V V*1/

•_1 ^<x') ^ /rfv r e-' -y (i-e-yi
A 7 WLl -e - 'A 7 J,=o

= fiY r e - t v (lze^)r\WLi-e- 'A 7 J,=o
=f^T—1 •^y L^' - i-Lo

De même, par définition
1 °° f

r^'^n-
DoncW=(^'[^]^.

i-1 À/X-) ^ ̂ v r e-' -y (i-e-yi
,èi (i -^ ^t/ Li - ̂ 1 À (1 -y -1=0

-f^T et y f1"6"^-wLr^^'ÀM-J^o
^yr—1 .

^t/ Ll - ̂ J,,o

La deuxième étape consiste à utiliser le fait que sous les hypothèses (**)
la fonction

n ^ <P(-W

se prolonge en une fonction continue (exponentielle) sur Zp. Ceci nous
conduit à définir pour toute classe 7 de congruence mod^p—l) de Z les
fonctions s i—>• ^,y(s) de Zp dans K, où

ï. ( S ) - T y f7 1"^ ^-^(-i^-w s ) - / L , • • • X .V . - l ^ • •V . - l / )

Q(-^,.. .,-^)6•t{P(-^,.. .,-^))<P(-^... .,-W.
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La troisième étape donne la majoration uniforme des ^y(s) qui permet
de considérer la série

y ... y___Wf)__
y1 '1 ;r'1 ru ri o-^

a = l p = < f + l

comme une fonction d'Iwasawa.

LEMME 9. — Pour tout j = (/\,.. .j^eN*^ pOMr ÎOMÎ 7

IW5)!^!71^'''^1'''^

OM (3^ ^sî le degré de Q par rapport à X,.

Preuve. — Puisque 5 i—> 'k • (s) est une fonction continue sur Z , il
suffit de montrer la propriété pour tout m entier m = y mod^^—l)

^ ^ V V ( j l ~ l \ (^-^ 1^-^7^)= 2. • • • L [ . . ] ' " [ . J(-1) i
^=1 ^=1 vi — i/ v^ — i/

Q(-^,..,-^)PW(-^,..,-^).

II suffit de montrer la propriété pour les monômes et même pour les
monômes à une seule indéterminée. Posons

Q(X) = X13

Pi(X) = TiX"

^(m) = TT- i f7"1^-!/-1^)^
<f=i V ~ i/
/ ^ \P+am \

^^=71- T _ (T(l-Tr1

\ rfT/ /T= l

fO si P + am < j - 1
[entier si P + am ^ 7 — 1

Donc PS-,a(^)l ^ W~^-

Le lemme est démontré.

Posons pour toute classe y, de congruence mod(;/p—l)
oo 00 T, /ç \

Z,,(P,Q)(-.) = E • • • Z ^——¥-——•yl°l ;r=l n'. n (i-^
a= l ?=<?+!
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La série converge uniformément et définit une fonction cTIwasawa. De plus,
on a pour tout entier k > 0, k = y mod^—l)

Z^P.Q^-^^QP^).

III. ÉTUDE DU CAS I. FONCTIONS L p-ADIQUES

1. Propriétés arithmétiques des valeurs
aux entiers négatifs.

Nous reprenons les hypothèses de l'introduction. Nous avons vu,
d'après la proposition 5, que dans ce cas

Z(P,,Q,,yeK.

Nous supposons désormais que K est un corps de nombres. Pour tout
idéal premier p de K nous notons | |p la valeur absolue p-adique de K
et

||P||p = sup \P(x)\,.
X6Zp

PROPOSITION 10. — Soit p un idéal premier de K tel que | l — ^ | p ^ 1
pour 1 ̂  i ^ r . Alors pour tout entier k ^ 0

|Z(P,,Q^)(-k)|, ̂  ||P;QJ|p.

Fixons maintenant un premier p de K au-dessus de p, ou ce qui
revient au même, un plongement T de K dans Cp. Nous écrirons si
a e K , a pour ï(fl) dans Cp.

Supposons | l — ^ | p + l . Définissons

Zo(P,,Q^)(5) = ^ WQaW,
ne y

P^(n)^0(p)

la sommation étant prise sur les r-uples tels que Po(n) ^ 0(p).



VALEURS AUX ENTIERS NÉGATIFS DES SÉRIES DE DIRICHLET 15

Soit n = (n^.. .,n^) e JV. Soit n' = (n\,. . .,^) e IV tel que pour tout
f , 1 ̂  i ^ r,M;. = n,(p)et 1 ̂  M;. ^ p . Alors P^(n) s 0(p) <^> P^') = 0(p).

Considérons l'ensemble fini des n1 = (n\,.. .,n^) e {1 , . . .,pY tels que
Pa("') ^ 0(P). Notons-le J^. Alors

Zo(P,,Q^)(5)= S ^ P^+^Q^+np)^^?.
n'e ^'MeN''

Donc Zo(P^,Qa,y(5) s'écrit comme une somme finie de Z(P,Q,Ç)(5) telles
que ||P||, = 1 , et il existe P, tel que P(X^,. . .,X,) = P,(pX,,.. .,pX,).

On peut donc appliquer les paragraphes précédents à Z()(P^Q^)( . ) .
On en déduit

THÉORÈME 11. — Pour toute classe y, de congruence mod^^ — 1), il
existe une fonction ffl\vasa\va Zp y(P^,Q^)(5) ^ffc ^i^, po^r tour ^Mtf^r
^ ^ 0, ^ = ymod(pfv-l)

Z^Q^-k} = Zo(P,,Q^)(-fc).

Preuve. — II suffit de rappeler que si { = 0

Z(P,,Q,,Ç)(-fc) = R(Q,PÏ)fê)

et d'appliquer le théorème 7.

2. Définition des fonctions L p-adiques.

Soit K un corps de nombres totalement réel tel que [K : Q] = r et
M une extension abélienne de K. Soit ^ un caractère du groupe de
Galois de M sur K. On peut supposer que le noyau de / est trivial.
Notons f le conducteur de ^ • Soit p un nombre premier de Z, notons
fi le p.p.c.m. de f et (p). On définit

Ls^^ux^na-^Np-5).
p|p

En utilisant les résultats de Shintani [25] on peut montrer que L^s)
peut s'écrire à l'aide d'un nombre fini de séries de Dirichlet associées à un
polynôme. En effet, il existe un nombre fini de polynômes Lj ^ tels que

L,,,(X) = v^,(X^x,) + . . . + ^a)(X^)+x^)
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OÙ

i) r ( j ) ^ r
ii) î^ef i pour tout j et tout i
iii) x = (x^, . . .,x^) e Q^, 0 < x^ < 1 pour tout i

r ( j )iv) Z x^ = 1 m^ fi
1= 1

et v)

(14) Ls(x,s)= ^ ^a-^Nû^^NL^lXs)
amodf^ Ly^

OÙ

NL,,,(X) = n (^i(Xi +x,) + . . . + ̂ (,)(X^,+x^)).
1=1

(Si f c e K , (fc(l),. ..,fo ( r )) désignent les r conjugués de b.)

Soit c un idéal entier de K, vérifiant les hypothèses :

i) (c , f )= 1, (c,(^,))= 1
ii) (9^Jc ^ Z/cZ où (c) = c n Z.

On peut alors montrer qu'il existe ^ = (^,.. .,^.) où les ^ sont des
racines primitives c-ièmes de l'unité telles que

(15) Lfc" -w{^'Lt{°~')w^t w^w-
Soit T un plongement de K dans Cp. Le polynôme NLj;^(X) et ^

vérifient les hypothèses du théorème 7, on peut donc énoncer [7].

THÉORÈME 12. — I I existe une fonction Lp(^,s) définie sur Zp telle que
i) pour tout entier positif m, m ^ 1

40c,l-m)=LsOc9~w l -m)

ii) ^ fonction

s ^^(cXNc)1-5-!)!^)

^sr im^ fonction d'Iwasa\va.
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On pose :

m ^-(XCXNC')--.).^,/'"""^'

I:Ï^Z,(NL,,,,^).
^x^l

On peut montrer aisément les conjectures de Coates [13] en utilisant les
propriétés arithmétiques de Z(NL^,y)(.) [7].

IV. ÉTUDE DU CAS II
FONCTIONS F-MULTIPLES p-ADIQUES

1. Propriétés arithmétiques des valeurs
aux entiers négatifs.

Nous supposons ici que

x,... X,Q(X^,. . .,x,) = ( n D.) T(XI, . .,x,).
\ 1 = 1 /

Nous avons montré que dans ce cas, Z(P-a,Qa,Ç)(5) se prolonge à tout le
plan complexe en une fonction méromorphe ayant un nombre fini de pôles
et pour tout entier k ^ 0

Z(P,Q^)(-fe) = _——^(T^).

Supposons désormais que K est un corps de nombres. Soit p un
nombre premier de Z. Choisissons un plongement T de K dans Cp ou
ce qui revient au même un idéal premier p de K au-dessus de p .
Supposons que P^, T^, Ç vérifient l'hypothèse (**). Alors d'après le
théorème 7 :

Pour toute classe y, de congruence mod J/P — 1, il existe une
fonction d'Iwasawa Z^(P^,Q^)(. ) telle que pour tout entier k ^ 0,
k = y mod pfp — 1

Z^(P,Q^)(-fe)=(p,(T^.P;).
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Cette fonction est définie par

(18) Z^(P,Q^X-s)= Z . . . E -7———ws)————; 1=1 yr" ru n (i-^
a = l p = ^ + l

et

,̂,(5) = (-1)' Z ^ ^(-lî'^-^P^-^OW-^X^-n))5

en posant

p- ' )^ . - 'yA- ' '
\ n - l j \n, -\) \n,-l,

et
|n| = ni + . . . + riy

Définissons maintenant

(19} Z TP 0 Eïs^ - ^Y^Q^5)(1^) Z^F,,Q,,^) - ̂  ̂  ̂  ( _ ̂  ̂  •

On a le théorème :

THÉORÈME 13. — Pour toute classe y, de congruence mod (J/P — 1) f/
existe une fonction méromorphe sur Zp, ayant ses pôles en
s = 1, . . . , s = <f, të/fe ^MC pOMr ÎOMÎ ^nn'^r k ^ 0, fe = ym^(p^-l)

Z^P,,Q^)(-k) = Z(P,,Q,,Ç)(-fe).

Nous écrirons Zp(P,,Q,,ÇX.) pour Zp,o(Pa,Qa^X • ) • Notons que le
corollaire 3 et le théorème 14 répondent à la question posée à la fin de [6].

Nous allons maintenant utiliser le théorème 14 pour définir des
fonctions F-multiples p-adiques. Nous rappelons tout d'abord la définition
et quelques propriétés des fonctions r-multiples complexes de Barnes.

2. Rappels ([2], [3]).

Soit aeC et (v^.. .,Uy.) e (7. On suppose que Re(o) > 0 et
Re(t^) > 0 pour tout i e {1, . . .,r}. On notera

L^X) = a + v,X, + ... + v,X,
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et

Z(L^)(5) = ^ L^n)-5.
ne^

Barnes [2] a défini p,(V) et r,(a,V) par les formules

(20) Log p,(V) = - lim {rf Z(L, y)(5)L.o + Log a}
a-^O ^dS ' J

<21) L°^-^Z<L•.^-«•
On a les propriétés suivantes :

a) Pour tout entier r > 1,

(22' -^-^--•^
où V, = (ui,...,r,_i,i^i,...,i;,)

^ , ri(a+v,v) ri(fl.v)
(23) Log-^(v)--Log^(v^=Logû•

(On peut remarquer que l'on a

_ ri(û,V) \V/ (a 1\
Loë^=Loê^+^-2)Loêv•}

b) Pour tout entier m > 0,

(24) Log rr(may) = ( - ir- ̂ (L^vXO) Log w

^^a^^...+p-rvr,vm— 1 w — 1

+ Z . . . E Log
\ m m y

—J —^ -^ /"t^\P I = O p,=o P,(V)

c) Pour tout entier q > 1

^ F (a V)
(25) ^^"piw = (-D'-^-D'z^vX^).
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Remarques. —

i) On peut exprimer les dérivées en zéro des fonctions L de Dirichlet à
l'aide de la fonction Log F : c'est la formule de Lerch. Shintani [26] a
généralisé ce résultat dans le cas d'un corps de nombres en utilisant les
fonctions F-multiples.

ii) On peut généraliser de deux façons les résultats de Barnes :
— d'une part, en considérant les dérivées à tout ordre de Z(L^vX5)

pour 5 = 0 . On obtient des fonctions qui vérifient des propriétés
analogues : par exemple (22) reste inchangée, dans (23), on remplace Log a
par (Log a)1 où i est l'ordre de dérivation...

— d'autre part, en considérant les dérivées pour tous les entiers
négatifs. On aurait encore des propriétés semblables : (22) inchangée, dans
(23) on remplace Log a par a1 Log a, si l'on considère la dérivée en

3. Définition et propriétés
des fonctions F-multiples p-adiques.

a) Définition.

Soit (9 l'anneau de valuation de K et p son idéal de valuation. Soient
(a,Fi,.. ..i^e^1 tels que :

i) a^p
ii) t^ep pour tout f e { l , . . . , r } .

Posons

L, ,v(Xi , . . . ,X, )=a+^X, + . . . +^X,

L^v vérifie les hypothèses ** et donc pour tout ^ e C^ tel que |1 —^| ^ 1
si ^ 7^ 1, on peut définir une fonction méromorphe

Z ( L £)(-,)—————l———— 1 f y ^^-p^a.V^X s) -, .. . ,. { L - - - L {(-s+l)...(-s^)^,,.. ,..^ ^ ^_^
a = l a = l ?=<?+!

OÙ

^) = (-ir É ^"^(-IWL^-^^L^-n))5.
n=l \n~ 1/
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Définissons

Gp.r(^V,y=^Z,(L^)(5)L=o.

b) Propriétés fonctionnelles

PROPOSITION 16. — i) Pour tout entier r > 1

(27) ^G^(a + ̂ ,V,y - G,>,V,y = G^_ ,(a,V,,y

ou V, = (t;i,.. .,^._ 1,^+1,.. .,u,), .̂ = tëi,.. .,^._i,^.+i,.. .,^).
ii) Pour r = 1, pour tout i ^ 1,

(28) ^ ̂  + t̂ ,i;,Ç) - G,, i(̂ ,y = Log <a>.

Preuve. — Nous allons montrer, que pour tout s e Zp, si r > 1

(29) ^,Z,(L^^)(5) - Z,(L^)(5) = Z,(L^^,)(5)

si r = 1

(30) ^Z,(L^,,,y(5) - Z,(L^)(s) = <a>5.

Pour montrer (30) et (31) pour tout s e Zp, il suffit de montrer ces formules
pour tout entier k' ^ 0, k = 0 (p^-l). Soit k = - k'

Z(L nr-^)- -J___ 1 v y ^-v^)
^p^.,V^A ^ - .,——j.————ffc4^^——— L • • ' L ——f——————r—————————^"•^n^1 "nÀ n (i-^

a = l a = l P = < f + l

X/a,V,/c) = (-ir S f7"1}-!)!"'!^-^.
n = l \n — 1/

Donc :

X/fl.V,fc)
J l = l ^ 'n^ ri (i-^

a = l P = < f + l

. ̂ rL. n -v- ri ̂ 1 .
V"/ L a=l ̂  _ 1 p=<f+l 1 _ Çp^PU(=0
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Supposons r > 1, l ^ a o ^ ^

Ha+v^,k) ^^

jl~l ^ ' A À ri (i-^ ;1"1 ^"ri^ ri (i-^
a = l ?=<?+! a= l ( 3 = < f + l

- ©"k- n -^- n ——]V"1/ L a = i ^v — l p = < ? + i 1 — £ ^^pU^o
Ot ̂  OtQ ^P

/^y+^-ir <f î; t r i ~i= ( f e +^^ ^n-^- n —^—"V^/ L a = i e^ - i p=Ai i - ̂ o^-Lo
a^ao ->p

Si ^ + 1 ̂  Pô ^ r

^ Ha^-y^k) ^V,fc)
^PO ^ • • • L £ r L ' ' ' L £ r;1" ^'ru n (i-^ ;1=1 ^'n;. n o-^

a= l P=<f-H a = l P = t ? + l

.-W«L,n • • • n • ]w L -^T^.TT^J,-.-
Si r = 1

LÎ^"^ -Zî^'.fâ-c^,..,,^^
j= i 7 j = i 7 \«t/

^a+t^fe) ^<a^fe)_/rfYr,on _ .
"À (1-^- À(l-^ "W- - l t=o -

Remarquons que les démonstrations se font sur des séries formelles en t
qui donnent les mêmes résultats pour les valeurs aux entiers négatifs des
séries complexes.

PROPOSITION 17. - Pour tout r ^ 1, pour tout m ^ 1, tel que p ne
divise pas m

m Ï...ï'o(^^...^A
pi-o p,.=° \ m • m /

= Z,,(L^v,l)(0).Log<m> + G^ma,V,l).
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Preuve. — On va montrer que pour tout s e Z
m— 1 w — 1

(32) ^ . . . ^ Z^L^w^.^w^lXs) = (^Z/L^vJXs).
p^=o p,.=o w m

Soit fe un entier positif ou nul, k = 0 mod^/p-l)

- - <°+ï+•••+ï•v•t)S ... E Z ... S-'—"'-———"—'-
P l = 0 Pr=°^l 7^1 Jl • • • 7'r

/^y+rr-m-1 m-1 PÎ  P,V r - -1=y z . • • z ^ ....".^n-^l\ûî/ L p i = o p,=o f = i ^ _ l J t = o

.f.TL.n^q
V'"^ L i'.1 a, J,-o

W ^

""-^""kn^ l̂ .W L i^e^-lLo

Les propretés fonctionnelles que nous venons d'étudier n'utilisent pas
d'analyse p-adique, par contre maintenant nous allons nous intéresser aux
propriétés analytiques de G^(a,V,Ç).

c) Propriétés analytiques.

PROPOSITION 18. -

(33) G,>.V,y = ———— ^ -,———^—————

^'ru^ru n (i-^
a= l a = l P = < f + l

OÙ

^-.t-ie::;)-^-;)--^-^
|Log<L,,v(-n)> - t1].
L 1=1 ï j

Preuve. — II suffit de vérifier que cette série converge.

On en déduit :

PROPOSITION 19. - La fonction a \—^ G(a,V,y de ^ dans K est
localement analytique.
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PROPOSITION 20. - Pour tout r ^ 1, pour tout q > ^

(34) ^G,>,V,Ç) = (-l)^-l)!Z,,_,(L,v,^).

Preuve. — II suffit d'utiliser le fait que

^- = f (j~l\-^-r i ̂ y^-'-1)'^-'9^-"))
da" J ^A"-!/ ' .ÔoW (^-O! L^)^ •

rf) Développement asymptotique.

PROPOSITION 21. — Pour tout r ^ 1

(35) G,,,(a,V,y = |"Log <a> - ̂  ̂ Z^^O)
L 1 = 1 U

wy f^yh^14^' v Fr^^^1-^ n ̂ p^pX-tp)
ÀWÀ ^+î .̂..̂ .̂̂ .Vi ((,-!)! p-Ui tp!

Preuve. —

G,,.(o,V,y = ——^ ^ ^———^—————

' "n^^n^ n o-^
a = l a = l P = < f + l

OÙ

^•= É ̂ "^(-^-^-^{^(L^-n))- f;1].
n = l V"-1/ L f = i U

Nous écrivons

^g <La,v( - ̂ )> = Log <û - ̂ 1^1 - ̂ 2^2 - ... - V^r)

^Log^-i^^'"^^
,=1 ïfl1

•/ / 7 — i \ r / <f i\
^ = Z „ . K-D'"'- L^-n/ Loga - 1: -

n = l \n~l/ L \ f = i l /

+ ̂  z (^)-1)9 z — ̂ n, +... +«^rf\.
q=0 V?/ i = l 1^ J
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Rappelons que

Z(L,,XO)^———I.———^————

n^ru n (i-^J v H V1 '-ip/
«=1 a=l P= /+ l

où

^<0)= É f7"1}-!)'"'-^^-^.
n = l V1""1/

De plus :

•S^^zww-)
^1 7

j,^-^--
Donc

G,,,(a,V,y = [Log <a> - ̂  ̂  Z(L,,v )̂(0)
L >=i U

, _ /A œ (-mi+qV.

^JoU.S-^^-^=0\^/ i= l ^
£_ Z(^X,IKI-^ p z(^x,^x-tp)

— ^1 ^ 1 M 11 ^ tt^+...+t^=i+q a= l l'-a'"1/1 3=^+1 "P-

e) Formule de Gross-Koblitz.

Soit q = pf e\. soit rf un nombre entier qui divise p — 1. Soit TI e Cp
tel que Tt^"1 = — p . Posons 6^x) = exp n(x — x^). On définit pour
0 ^ j < d

(36) -J^-i)^= ^ x-^-^e/x)
V" ^ ^-^i

la sommation étant prise sur les racines (ç-l)-ièmes de l'unité dans Cp.

Si y est un nombre réel, alors ^y^> est défini par y s ^y^> mod Z
0 < <^ y > < 1. Posons

^-^Co + C i p + . . . +c^p/-l

0 < c , < p , i = 0 , 1 , . . . , / - 1.
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Alors la formule de Gross-Koblitz ([18], [19], [4]) s'écrit

(37) J^-i)) = ^^•••^/-in(37) gF-(pf-\)\ = Tfo^-^-in1 r/<^17^)
\M / f=o \ a /V" / 1=0

où Fp est la fonction F p-adique de Morita [24]. Cette fonction est définie
sur Zp par

(38) r,(5) = Hm r,(fc)

où ^^)=(- l ) k^7•
J<^
PU

Elle satisfait

(39)
r^(x+l) __ f -x si xeZ^

r^(x) [ 0 si xepZ,
r^(0)= i.

Nous allons tout d'abord montrer le lien entre nos fonctions Gp i et F p .

PROPOSITION 22. — Pour tout a e Zp

(40) Logr^(a)= ^ G^i(f+û,p,l).
1 = 0

i+aeZ*

Preuve. — On montre cette égalité pour tout entier n e N.

Si n = 0 LogF,(0)=0.

Nous allons calculer
p-i
^ G^(f+a,p,l).
1=1

Pour montrer que ceci est nul, nous montrons que

Z^L^,1)(5) + Z^(4_^,l)(5) = 0 pour tout 5 e Z^

ce qui implique

(41) G^(a,p,l) + G^(p-a,p,l) = 0.
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Pour tout k = 0 mod (p — 1)

i /^v^r p^i p'^i t\~\Z,(L.,̂ -t) . Z^..,,1X-.) , ̂ ) [̂ ^^

Si p|n

Logrp(n+l) = Logr/n)

Z Z,(L.^+i^,lXs) - E Z/L,^,,,lXs) = 0.
i=o i = i

Si p;n

Log r,,(n+1) = Log rp(n) + Log n

^ Zp(L.^+i,p,lXs) - \ Z/L,^,p,lXs)
i=0 ( = 0

(i+n+l)6Z; (i+n)eZ;

= Zp(L,^^,iXs) - z^,^,iXs) = <">'.

/x\Remarque. - G i(x,p,l) est en fait la fonction G- - de Diamond
W

([15], [19]).

La formule de Gross-Koblitz implique

Log<0/-(^-l))> = S1 Ï G,,/fe+ ^p-^^l).
V2 / 1=0 f c = o \ d /

fc+^p'^eZ^-

On peut écrire ceci sous la forme :

PROPOSITION 23. - La fonction définie sur Zp

5 h- Z Ï ^(L^^ l̂)(5) - (gÛ(pf-i)\y
i=0 k=0 d \d /

k + ^ p ' . ^ e Z ^

a une dérivée nulle pour 5 = 0 .
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II serait intéressant de montrer directement cette formule. On peut
remarquer que cette formule implique la formule de Gross-Koblitz lorsque
l'on connaît le théorème de Stickelberger. C'est à l'aide de cette formule que
Ferrero-Greenberg ont montré que L'p(^fi) + 0, pour les fonctions L p-
adiques de Kubota et Leopoldt [20], en utilisant l'expression de Lp(/,0) en
fonction de Log T p . Nous allons dans le paragraphe suivant généraliser
cette expression pour toutes les fonctions L p-adiques des corps de
nombres totalement réels.

V. RELATION ENTRE LES FONCTIONS L p-ADIQUES
ET LES FONCTIONS F-MULTIPLES p-ADIQUES

On a défini

^^^(yfOM1)1-5 H s xe-^a-^NayÏZ^Z/NL,,,^)VM1-/1^1-^ — i ) amodfi n = i L ^

OÙ

L^(X) = x^ + ^\X, + .. . + i^X^

et

NL,,,(X)= nL^(X).
1=1

Nous utiliserons les propriétés suivantes :

LEMME 24. - Pour tout î, tel que ^ = 0

(41) ^zf fi L v^)(5)Lo = Z G,,(a,,V,,y.
OÀ \ j = l J J / j = ^

Preuve. — Par définition

( m \ ^ / \
7 n T y- Uçï V i { )^p 11 S^^^ - ^ n ^ '

J= l / feN*^1"^
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i m

où ^(s) = ^ C^iK-l)1"1"' < n ^.v (-^ la série étant uniformé-
n=l j = l r j

ment convergente. Or :

(- M5)Lo - 1 (^(-l^-Log < fl L,v.(-n) > .
as n=l j = l j j

Donc :

,-Ms)L=o= £ É (;;-:i)(-l)'n'-rLog<L ,v.(-n)>as ^i „=! •/ ^

d'où la proposition

LEMME 25. - Pour tout î, tel que ^ = 0, P^ e K[Xi,.. .,XJ,
Z(P^)(0) né? ^nd ^u^ de t,.

Preuve. - Z(P^)(0) = R(P,°)fê) = R(1)(Ç).

LEMME 26. — S'OIT m e K p , |m| = 1. Alors, pour tout s eZp ,
i) pour tout Ç, t^J ^M^ ^ = 0

(42) Z,(P,,y(5) = Z/^A^Xm)-5

ii) pour tout ^

(43) Z,(L^)(5) = Z,(Lav,y(5)<m>-s

m m

iii) pour tout i;

(44) G^(a,V,y = G^/0-^^) + Z^(L.v,y Log <m>.r \m m / p m-m

Preuve. — (44) est une conséquence immédiate de (43). Pour montrer
(42) et (43), on considère k entier k ^ 0, k = 0 mod(//p—l). Pour tout
Ç tel que ^ ^ 0

Z,(P,,Ç)(-fe) = R(P;)fê) = ^R^Vç).
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Pour tout Ç

Z,(L,,v,i;)(-fc) = ——————1———,——

( / c + i ) . . . ( f e + / ) n ^
»=1

. X/a,V,fc) ^<a,V,fe)

^ r i À n (i-^'riÀ n (i-^
ci=l ?=/+! a=l p = / + l

/^Y+<T / tV r ^ -j=w L^^-ipJLi-yp 'L)
^t///y+<îT A, '' ^ r i -]=mt+ '(-) ^ n-"1— n —-— .w L «Vi "a, p=Ài "p, J'-oei» — l l — ^ grn

PROPOSITION 27. —

(45) L,,(x,0)= S xe-^a-1)^ i;G^(^,V<'>,l)
amodti h x ' ^ 1

X(c)<Nc> Log <Nc>
+ X(C)<NC>- I L^

+(x(cK^^/9-l(a-l)Log<Na>X
Preuve. —

m ̂ --^^^
+ y(c)<Nc> - 1 E ^-l(<l-l)Log<Nû>ZlZ.J—XWX1^1-/ 1 amodfi ^=1 L^^( l—y)

+ x(c)<Nc> - i ̂  xe-^a-^Ï î ç; i: G^(^.vy\y)^t.^\lM-/ 1 amodfi n = i Lj^ 1=1

en utilisant les lemmes 24 et 25.

On veut maintenant écrire la dernière ligne, sans faire apparaître c.
Pour cela on va utiliser les propriétés des séries complexes.
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D'après [7], on peut écrire, pour tout seC , Re(s) > r

Ï E ^Z(L^,), y)(5) = - ^ (cx^)-5 + Ne I; (o^)-5.
H = l L.^ ' y aea aeac

a = l m o d f ^ a = l m o d f ^
a ^ O a>0

Donc pour tout s e C

^~l^~l)Ï E^Z(L^^,^)(5)1
modfi H = I L^^ ' ;

=(X(C)<NC>-I) ^ xe-1^-1) S Z(L^(,),l)(s).
amodfi L^^ ' J

On en déduit donc pour tout s eZp

E xe-^a-^S E^z,(L^,^,y(5)
amodf^ n = i L^^ ' ;

= (X(C)<NC> -1) ^ xe-1^-1) ̂  Z,,(L^(,),I)(S).
amodfi L^^ ' ;

Donc

Z xe-1^-1) E1 E ̂  G ,̂(̂ , v<1), y)
amodfi n = i Ljy

=(X(C)<NC>-I ) $; xe-^û-^^G^.^^Vf0!),
ûmodf^ Lj^

d'où la proposition.

THÉORÈME 28. — 5i pour tout idéal û de K, il existe a e K ^/ ^u^
Nu = Na, on a

r /yd) y(0 \

L,(X,O)= S xe-^a-^E EG^, . '—'i •
ûmodfi L ^ ^ i = i \a M /

Preuve. — Soit û € K tel que Na = Nu. Puisque (a,(p)) = 1, alors
((û),(p)) = 1. Notons

V(1) /l/1) f^O \
.LL = f^/1- .̂rO-) ^
^) ^(O5 •" ^) ^
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On a d'après le lemme

^'^(X^XN^--!)^,70"^0"1»

Z E^Z/nL,(Ov<o,y\s)
p = l L^ \ t= l —.-'- /

Donc a» ^

T . / ^ X(c)<Nc> Log <Nc> 1
.̂0) - ^<Nc>8- . W + iicKN^T ..S,, ̂ -<«-»

c ~ l r /Y^ V(1) \y y ^ y G f J ^\
L L ̂  L ^p,r(j) [,M)^~M)^ V ) 'H = i LJ x 1=1 \a a /

On a, pour tout s e C, Re(5) > r

î'ZazfL.»..,^).- s Kr+Nc z iy.
^= 1 L^ \ ^ ï0 7 _a6a v / a^0 vû /

a = 1 mod f^ a = 1 mod f^
a > 0 a ^ > 0

Supposons que c = (c), ce (9^. Alors pour tout seC

E ze-1^-1) Ï l: ̂ zfL^v;') y)(s)
-odfi ^iL^ \ ^^, /

=(x9-l(c)Nc(c<lrs-l) E xe-^û-^EZ^^,!^).
omodfl L^ V X71) 7

Donc, pour tout s e Zp

Exe-^-^ÏZ^zA^^,^
H = l L,,, ^ ^)',(0 /

= w-WcW-8-!) ^ xe-1^-1) E z/u0 vœ, i\5).ûmodfl ^^ \ j)"^) )
Alors

c-l /Y(O \r(i) \ye"1^"1) y y y G (— -̂ - ? ^ 1z "i - ^^ V^0 î a^^ î •V

= - x(c)<Nc) Log ̂  E xe-1^-1) E Z/L^ f, 1\0)
^^^ L^ v x^ 7

/yd) ï/(l) \

+ (X(C)<NC> - 1) S ^(a-1)^,,^ ^,-^,1 .
amodfi L^ \œl) a(l) /
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Mais

E X-^-^EZ/L^^^VO)
ûmod^ h. \ J)^ j

^ c-l

= ————— y yO'^cr1) y y ^z/Lx^ v^ ?^rm/WrYNr^—n ^ Â- ^u ^ 2L 2L Sx ̂  ^x v; » Sj W
^C)<JNC; l )amodf i H = l L , . x \ ^ ) ' J O y

1 c-l / r \=————— y YG"1^"1) y y ^ z l nix0^0 ^^Vo^(^XNc)-!)^/0 (a \^^^Z^11L^^,^(0).
û'/ û' /

Donc

E xe-1^-1) ̂  z/uo v(o, i\(o) = L,(X,O)omod^ L^ ^ j^ )
et,

r

E X(c)<Nc> Log <^> ^ Xô-^a-1) ̂  Z/Lx^ v<.1), 1\(0)
î h. \ J ^ }

= x(c)<Nc> Log <Nc> 4(x,0)

ce qui achève de prouver le théorème.

Nous voulons maintenant donner le théorème sous la forme utilisée par
Ferrero-Greenberg [16] :

PROPOSITION 29. - Les hypothèses sont celles du théorème 28. On suppose
en outre que le conducteur de ^9~1 est f tel que ((p),f) = 1 et f = (/).
Alors :

(47) 4(7,0) = L^O) Log </>
r / Y0^ V(1) \

^.^ '̂̂ •'.-^^.^•.•".(î w1)-
La preuve est immédiate, il suffit d'utiliser le lemme 26. Cette formule dans
le cas où r == 1 est exactement la formule de Ferrero-Greenberg

4(x,0)=(l-xe- l(p))B^-,Log/+ f xe-^JLogF^V
c= l W

La formule (47) est à rapprocher de la conjecture de Gross [17].
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