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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
31, 3 (1981), 169-223

COMPORTEMENT SEMI-CLASSIQUE DU SPECTRE
DES HAMILTONIENS QUANTIÇUES ELLIPTIQUES

par B. HELFFER et D. ROBERT

INTRODUCTION

L'un des postulats fondamentaux de la mécanique quantique
(principe de correspondance : A. Messiah [15]) dit que l'on doit
retrouver les lois de la mécanique classique lorsque la constante de
Planck h > 0 tend vers zéro.

La dynamique d'une particule quantique, non relativiste, de
masse m, obéit à l'équation de Schrôdinger :

(S.)

S\l/ h2

-— ( t , x) = - —— A^t, x) + V(x) ^(t, x)ôt 2m
^(0, x)= ^y(x)

où ^ est la fonction d'onde de la particule.
h A2

—— et Q(/i) = - — A + V ; Q(/Q est un
\/m 2

Posons h =

hamiltonien quantique ; l'hamiltonien classique correspondant est
la fonction q(x, ^) = ^ 1 êl2 + V(;c), (x ,$ )eT*R" . La dyna-
mique classique est décrite par le système de Hamilton :

dx_
dt

s!
9S Oc, S)

(H) dt Qq
— =-—(x,Si)dt ôx

x(0) = ̂  , H(0) = ̂  .
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II s'agit d'étudier la manière dont (S^) se transforme en (H)
lorsque h tend vers zéro. Ce problème a déjà fait l'objet de nom-
breux travaux (Duistermaat [6], Leray [13], Masiov [14]). Dans
[4], J. Chazarain a donné des informations précises en étudiant
le comportement de la distribution S/,(0 = Trace [^-J7^'lrWÎ)],
lorsque h —^ 0. Ce comportement est relié aux périodes des
trajectoires périodiques de (H).

L'objet du présent travail est de prolonger ce type de ré-
sultats à des hamiltoniens plus généraux autoadjoints positifs,
d'ordre 2m, m réel >0, dont le symbole a(h, x , Ç) est elliptique
en (x, ^) et admet un développement asymptotique par rapport
à h. L'analogue des résultats de [4] ne peut pas subsister pour
l'opérateur a(h, x, hDyç) lui-même car les périodes des trajec-
toires périodiques du champ hamiltonien H^ (ûg étant le pre-
mier terme du développement de û ( A , x , { ) ) dépendent trop
étroitement de l'énergie (voir remarque 4). Par contre, nous
montrerons que les résultats de [4] subsistent pour l'opérateur
QW = [a(h, x , hDy)]11171. Nous commencerons donc par éta-
blir que Q(h) est un opérateur pseudodifférentiel admettant un
développement asymptotique en h, adaptant à cette situation
les techniques utilisées dans [16]. L'étude des singularités de la
distribution S^ se fera ensuite en utilisant les méthodes de [4].
Cette étude nous permet d'améliorer dans certains cas des résul-
tats récents de L. Hôrmander [12] sur le comportement asympto-
tique des valeurs propres d'opérateurs pseudodifférentiels dans R".

1. ENONCE DES RESULTATS

Pour O c , S ) ^ R 2 " , on pose \(x, S;) = (1 + |jc|2 + | ^|2)1/2

et, si m € R , on désigne par S'" l'espace des symboles
^ E C ^ F T x R " ) tels que: \9^s(x , $)1 < C^ \(x , ̂ m^. On
appelle symbole admissible d'ordre m G R toute application
h «—> s(h) de ]0, /^[, Aç >0, dans S^ , telle qu'il existe une
suite de symboles (s^)^o , ^.ES^7, vérifiant: pour tout entier

N >0, h~^(s(h,x^)- ^ ^.(;c,0) décrit un borné de
7 = 0
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gm-N (pour la topologie usuelle) lorsque h décrit ] O , A ( ) [ . ^n

écrit alors s(h) ~ ^ h1 s,. Soit alors un symbole admissible a(h)
f>0

d'ordre 2m >0; a(h) ~ ^ Wa,. On suppose qu'il existe des
f>0

constantes c et C > 0 telles que :

c\(x , Ç)2^ < a^x , Ç) < CX(x , ̂ m (1)

pour tout Oc .^eR 2 " .
De plus, on suppose que pour tous multiindices a et j3 il

existe C^ > 0 telle que :
i^n^/, i <- r ^(2m-lal-^l)+ (^\à^ D^ûol ^ C^À (2)

l^an<3^ i <"'r1 ^(2w-i-l^l)+ /^.|dç D^û^l ^ C^ A . (3)

Enfin on suppose que a(h, x , AD) est symétrique pour tout
A e ] 0 , A o [ .

Sous les hypothèses précédentes, on a :

THEOREME 1. — // exf^ Ao > 0 tel que, pour tout h G ]0, h^ [ ,
l'opérateur a(h, je, AD) ^ autoadjoint positif et injectif comme opé-
rateur non borné de L^R"). ûe p/^51 l'opérateur [a(h, x , AD)]17'"
(défini par le calcul fonctionnel) est un opérateur pseudodifférentiel
défini par un symbole admissible q(h, x , {) ^ ^ h ' q ^ x , ^ )
d'ordre 2. On a en particulier les propriétés :

i) ^o(^S) =Wx,^)l^m

1 À ô^o
ii) sp(q) = q^ - — L T—.7- est réel (sp(q) : symbole

def 2l .^ ^ dx. dÇ.
sous-principal de q)

iii) pour tous multiindices a et fi, il existe C^ >0 telle que :

1»;D.',,,1<C..X<2-1"1-""*

|^D;„1<C..X"-1•1-1")<.

On constate facilement que û ( A , x , AD) est à résolvante com-
pacte pour O < A < A Q . Soit alors (\-(A))y^Q la suite croissante
des valeurs propres de a(h, x , AD) (chaque valeur propre étant
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répétée suivant sa multiplicité). On pose alors Ai.(A) = (k-Çh))1^ :
S^Q-Trace [,rJ7î-lWO], où QW == q ( h , x , hD). On a bien
sûr S/,ES'(R). On désigne par Hq le champ hamiltonien :

^o^)-^^)^-^^)-.0 oÇ 9x Qx 3$

On introduit alors la terminologie suivante : une trajectoire d'éner-
gie À , À e R , est une trajectoire de H^ située sur l'hypersurface :
{^oO^ ^) = x}' 1 ^ant un intervalle réel, on désigne par ^ l'en-
semble des périodes des trajectoires périodiques de H d'énergie
— r avec r ̂  1.

On se donne une fonction test p G C"(R) et on pose :

W = ( S ^ t ) , p ( t ) e - i h ~ l T t ) .
On a les résultats suivants :

THEOREME 2. - Supposons qu'il existe e^ >0 tel que :

supppH^_^^ =0.

.4/0^ 4(A) == 0(/T) tor^^ A —> 0.

0 étant toujours une période, on a une singularité décrite par le :

THEOREME 3. — Supposons qu'il existe CQ >0 tel que :

supp p n ̂ _^ ̂ ^ = {0}
^r ÇM^ ^o ^'^7 pa^ rf^ WeMr critique dans [- TQ - e^ , - TQ 4- ej .
O/î a ûtor5'.'

„ rfs
4(A) = (27r/01-"p(0) f ———T——— 4- 0(A2-"), A —^ 0

^0^^)=^ Igrad^^^ol

pour tout T ^ ] T Q - € Q , T O + € o [ . De plus 0(/î2-") est uniforme par
rapporta r (dS^. étant la densité riemanienne sur {q^ (x , {) = — r}).

THEOREME 4. - C^ po^ N^(À) = Card {/ G N , ^.(A) < X}. Soit
À > 0 ^o^ ya^y critique de q^ . 0?î û û/o^ .'

N/,(X) = (2^)-" ff dxd^ + 0(/z1-") ; A —> 0.
^^^o^'O^^

Désignons par ^ le flot associé à H^ .
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THEOREME 5. - On suppose que l'application t —> ^ est
périodique, de plus petite période positive T^. Alors il existe
M réel > 0, a E Z , tels que :

Spectre Q(/z) Ç ̂  [V/O-M/^^/O+MA2]

^ \W = ^ + f ^ k + a — — ) h
v lo 21(/

1 /Jo
^ 7=T / [KO^œ-^oW),^))]^^ ^o

oli x = ̂ (^), { = $(r) ^ MTÎÊ? trajectoire périodique de période
TO de H^ .

Remarque 1. - Les théorèmes 2, 3 et 5 ont été établis par J.
Chazarain [4] pour l'opérateur Q(A) = — h2 A + V.

Remarque 2. - Le théorème 4 améliore un résultat récent de
L. Hôrmander [12] dans le cas des hamiltoniens elliptiques. En effet,
la formule (4.3)" de [12] donne

N^(X) = (27T/0-" ff dxd^ + 0(A2/3-"-6) h —> 0
JJ<7o<;c^)<À

pour tout e > 0.

Remarque 3. - Si \ n'est pas valeur critique de q^ alors
{^o(^^) = ^0} ^t une hypersurface compacte et il existe e^ >0
tel que ç^ n'ait pas de valeurs critiques dans [\ - C Q , \ + e^].
D'autre part, un raisonnement élémentaire montre qu'alors 0 est
isolé dans J?r, , . ,, , .lAo-eo»Ào+eol

Remarque 4. —Considérons l'hamiltonien classique sur T*R
défini par a(x , Ç) = x^ + ^m, m > 0, si x^ + {2W > 1 et
0 < û ( x , Ç ) < l si ^ 2 W + S 2 W < 1 . Soit s réel >0. On consi-
dère un niveau d'énergie E fixé, E > 1 . Il est facile de voir que
les trajectoires de H^, d'énergie E, sont périodiques, de plus
petite période positive :

TE = (ms)-1 E^"1 f^ (1 - u^^'du.

Par conséquent la' seule valeur de s qui rende le flot de H
1 ^s

périodique est s == - . Compte tenu du théorème 1, cela explique,
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dans une certaine mesure, pourquoi les énoncés des théorèmes 2,
3 et 5 portent sur (a(h, x , AD))1^ . Rappelons qu'il y a un phé-
nomène analogue pour les opérateurs elliptiques sur une variété com-
pacte où l'on se ramène à l'ordre 1 (L. Hôrmander [10],Duistermaat-
Guillemin [7]).

Les techniques introduites pour établir les résultats précédents
permettent d'obtenir dans certains cas la meilleure estimation de
reste de N^(X) lorsque h est fixç et À——> + oo.

Soit a G S2'" (m entier > 0) admettant un développement
asymptotique : a- ^ a, (Le a - S a^CS^-^ pour tout

f<2m / < N
entier N). On suppose que a(x,D) est symétrique sur C^(FT).
On fait sur la partie principale a^ l'hypothèse suivante : a^
est un polynôme homogène de degré 2m en ( x , Ç) tel que
^2m(x , S) > 0 pour tout (x , Ç) E R^VO} .

Il est bien connu qu'alors a(x, D) est essentiellement auto-
adjoint et que son spectre est une suite croissante (\.)^o de valeurs
propres de multiplicité finie (on répète chaque valeur propre suivant
sa multiplicité).

Posons N(X) = card { / E N , X, < X}.

THEOREME 6.
N(X) = 7o ̂ nlm + (XX^-1/2^) ; X —> + oo (4)

où 70 = W^ ff dxd^.
JJa2m(x^<^

Si a - a^ E S2'" •~2 , on a alors :

N(X) = 70 X"^ + (^X^-1^) ; X ——> + oo. (5)

Remarque 5. - L. Hôrmander [12] vient d'obtenir par une
méthode directe un résultat plus précis que (4) lorsque a ~ ^ a-
où a, est homogène de degré /. Il obtient que : / < 2 W

N(X) = 70 ̂ /w - \(n-ll^lm f n , ds

^im-1 ^-'Igrada^l
^ + (^X^-0)/^) (6)

pour X——> + oo et pour tout S < ~.
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L. Hôrmander ([12] p. 311) pose la question de savoir si on a
encore (6) avec 0 = 1 . Notre résultat (5) dit que la réponse est
oui dans le cas particulier où û^_i = 0. Notons que ce résultat
est le meilleur possible en général.

Remarque 6. — Guillemin-Sternberg [9] annoncent (5) dans
le cas où a(x , Ç) est un polynôme en (x , Ç) sans faire l'hypothèse
que a^_i = 0.

Ce résultat (plus généralement (6) avec 6 = 1 ) peut être
obtenu en raffinant les techniques utilisées dans cet article. Le prin-
cipe consiste à remplacer la phase S(t, x , T?) (cf. paragraphe 3)
par une phase dépendant du paramètre h de la forme

S( r , x , 7? , / 0= SiO.Jc^+^SîO.x.T?).

Cette méthode ne semble pas s'étendre au cas pseudodifférentiel à
cause de l'irrégularité du symbole à l'origine qui crée des difficultés
pour l'étude de N^ (À) lorsque h —^ 0. Dans un prochain travail,
nous établirons (6), avec 6 = 1 , dans le cas pseudodifférentiel, en
étudiant directement la singularité en 0 de la distribution Trace
[expOYûOc.D)1^)].

La preuve du théorème 1 nous amène à faire une étude valable
dans un cadre un peu plus général. Il s'agit de contrôler

(a(h, x , AD) - X)-1

en fonctions des paramètres h > 0 et À € C .
Cette étude nous permet d'établir des développements asympto-

tiques pour (a(h, x , hD))5, s€ R , et pour e"^^'^ , t >0.

2. DEVELOPPEMENTS SEMI-CLASSIQUES ASSOCIES A UNE
CLASSE D'OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

Pour faciliter l'exposition, nous divisons ce paragraphe en quatre
parties :

2.1. Généralités sur les développements semi-classiques
2.2. Développement de (a(h, x , AD) - X)"1

2.3. Développement de Ça(h, x , hD))5, s e C
2.4. Quelques propriétés du spectre de a(h, x , hD).
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2.1. Généralités sur les développements semi-classiques.

On se donne une paire de fonctions poids au sens de Béais [2]
0, ^ : R" —> R^ de sorte que la métrique associée sur R2" :

8(x ^) (Y » ^?) = 7 7 î ^ T j L i f ^ ~v ' (^ (^ ,S) ^O^S)
vérifie les hypothèses de L. Hôrmander [11]. On impose de plus les
propriétés suivantes : il existe des constantes 0 < 6 < l , C o , C ^ > 0 ,
telles que :
Co(l + Ix | 2 4- m2)0 < ^ ( x , S ) 0 ( x , Ç ) < C i ( l 4- \x\2 + I C I 2 ) (1)

t(j>(x, ê) < <f>(tx , tÇ) ; t^(x , S) < ̂ p(tx , rS)
pour tout ( x , S ) G R 2 " et tout r e [ 0 , l ] (1')

0(^,^)^(^,^)<0(^,$)^(x,S)
pour tout ( J c , S ) £ R 2 " et tout r € [ 0 , l ] . (l")

Pour tout réel m, on définit la classe de symboles S^ par
les conditions aE C^R2") et sup [(0^)-^ 01al ̂ w \ a^D^I] < + oo

R2" ç

pour tous a et (3 £ N" .
Si û G S^ , on lui associe l'opérateur :

a^(x, D) M(;c) = (270-^ ^ ^^-^^ û/^—y , Ç^(^) d^Ç

où MES(R") (représentation de Weyl).

On désigne par ^m l'espace des opérateurs d^(x, D) tels
que a G S^ . On aura besoin aussi des espaces de Sobolev à poids
associés. H^ désignera l'espace engendré par

{Au-, uGLW), AG^}.

Rappelons que si
0 = ^ = ( 1 + |^|2 + |Ç|2)1 /2 , alors H^=Dom(-A + l^l2)^

si w > 0 et H^^ =(-A + |x|2rw(L2(R")) si m < 0 .

L'exemple suivant sera utile dans les applications :

0 = = ( 1 4- I j c ^ + i ç i 2 ) 1 / 2 ; < ^ = 1 ;
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!iïoTS H^ = Dom(-A + |x|2)"1/2 si m > 0,

H^=(-A+|^|2)- '"(L2(R")) si w < 0 .

Pour éviter les confusions, on posera :

9e'" =Dom(-A+|x|2) '"/2 si m>0
^€m=(- A +|Jc|2y"/2L2(R") si w < 0 .

De (1) il résulte la double inclusion :

9e2'" c——»• H^ ̂ ^ 90"'" pour w > 0
et (2)

9e2"10 ̂ -^ H^ ^^ se" si w < 0 .

Suivant A. Voros [19], on pose la définition suivante :

DEFINITION 2.1. - On dit que a £ S^ , m £ R , s'il existe hy >0

tel que: aeC°°([0, /!„[ x R" x R"), ô-a es"-/ pour tout
W h=0

] € N er pour tot^ N £ N ,

^-(""•-.«-Xfr^ »«',..())
décrit un borné de S"'.1^-1 tordue 0<h<ho. On posera alors

1 ô7^ ' N
a/Or, S) = — —7 (0, x , 0 <?/ OM écrira a ~ Y /i/a,./! 9/2/ ^ /

Si a £ S^ , on peut lui associer naturellement l'opérateur
A(h) = aw(h, x , hD). Pour une raison de symétrie, il sera plus
commode de travailler avec l'opérateur A^h) = aw(h, ^/Tix , ^/JiD).
Ces deux opérateurs sont liés par la relation

A(h) = T^ ' o A^/0 o T,, où T^/(x) = A"/4 /(y^).

DEFINITION 2.2. - On appelle opérateur admissible d'ordre m
une application Ai : ]0, AJ —>- e"1 telle qu'il existe une suite
ûy G S"1"7, /' > 0, tëiïe qrMe, poM/- toy/ entier N > 0 e? toy/ CT^/-

^, 0 < Â : < N + 1 , h-^-^^iA^W - f ^(V%Ï,VAD))
/=o /

décrive un borné de ^(îî1*"1, H1^), pour tout réel 1, lorsque h
décrit ]0,V. ^ —
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PROPOSITION 2.2. - a(h, x , î) - ̂  /^.Oc, ç) ÛM ^ d^
/>0

symboles admissibles si et seulement si

a^(h,^hx, ^/AD)- ^ ^w ( ̂ /foc, ^/AD)
/>o /

ÛM 5^5 rf^5 opérateurs admissibles.

Preuve. - D'après le théorème de continuité, il est clair qu'un
symbole admissible donne lieu à un opérateur admissible.

N
En effet, posons Ô^A, x , ê) = a(h, x , Ç) - ̂  ^Oc.Ç);

;=0
a étant un symbole admissible, pour tout entier N et pour tous
a , j 3 G N " , il existe C(N,a , j3 ) teUeque:

/r^ia^S^.x.S)!
< C(N, a, p) (0^)w-N- l(x , 0 0- la '(x , £) ^-'^ (x , Ç ) .

En utilisant (1 '), il vient alors :

^-N-i..]9^^(A,v%c,^>|

< C(N, a, j3) /^(^^^(v^c, v/7^) 0-'a'(x , {) ^-'^'(x , Ç ) .
Or,d'après( l ' )et( l") ,ona:

Afc(0^)w-N- l(^/fcc, y^)

^^—(^^'"^(x^) (0^-N- l(VAx,VAS).

On utilise alors (1) en remarquant que k < N 4- 1 ; il vient :

/r^^D^^^V^)!
<C'(N,a,P)A-w(0^)-^(x,Ç)0- 'û•(x,$)^- '^(x,ç).

Le théorème de continuité des opérateurs pseudodifférentiels donne
alors le résultat.

Pour la réciproque, on pose :

R^W^h-^-^A.W-^ ^(^C.VAD)) (3)
/=o

d'où, pour M > N + 1 , on a :
M

RN(A)= I ^-N- lûw(^c,^D)+AM-NR^(/^). (4)
7 = N + 1
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II s'agit de montrer que pour N fixé, R^(h) admet un symbole
possédant les propriétés de la définition 1.

On commence par prouver que R^(h) admet un noyau d'autant
plus régulier que M est grand, ce qui permet de réexprimer le sym-
bole par transformation de Fourier à partir du noyau.

Il s'agit alors de contrôler les semi-normes du symbole obtenu
en fonction de h via des normes d'opérateurs pour R^(/Q. Ce
type d'argument a déjà été utilisé dans D. Robert [16] (démonstra-
tion du théorème 5.4). Pour être complet, nous allons rappeler quelques
résultats assez classiques.

LEMME 2.1. — Soit Î2 un ouvert de R" et une situation varia-
tionnelle Vc—> L2 (Î2) c—> V (les infections sont continues, V
est dense dans L2 (S2)). On suppose que :

a) on a une infection compacte : V c—> C(Î2)
b) il existe une fonction \ : Î2 —> R^ telle que :

\u(x)\<x(x) \\u\\y
pour tout u £ V et tout x G Î2.

Alors tout opérateur T G ̂ (V\ V) admet un noyau KTQc, y)
continu sur Î2 x Î2 vérifiant |KT(x, y)\ < \(x) \(y) 1|T||^^
pour tout x , y E Sî.

Preuve. — Cf. par exemple D. Robert [16].

LEMME 2.2. — Pour tout réel k > — » l'injection :
4S

H^ '—> C(R) est compacte et il existe une constante Cjç ^ telle
que :

\u(x)\ <C^(1 + \x\2)^-2ôk \\u\\ .
' r i ,

{fi

pour tout u G H. et tout x £ R" .1 0»<^

Preuve. — Ce lemme est un cas particulier de la proposition
(3.1) de D. Robert [16]. On peut en esquisser une preuve directe.
Posons :

^(Jc^) = ( ^ + l ^ l 2 + ISI2)"^ ; t réel > 0 .
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On peut choisir t assez grand de sorte que O^(JC ,D) soit un iso-
morphisme de L^R") sur Sê2^ où l'on a posé :

a , ( x , D ) v ( x ) =(27^)-n f e1^ a,(x^) î (Ç)^.

Soit /G L^R") définie par u = a,(x , D)/. On a :

u(x)=(2^r)-n f ̂ 0+ \x\2 + ISI2)-^ /O) d î t ,

d'où \u(x)\ < (27^)-~2' / f(t + M2 + l^l2)-2^ d^2 ||/|| ^ .

Le changement de variables Ç = (|jc|2 + O^2 . 77 donne le lemme 2.

LEMME 2.3. - / ^û/îr ̂  réel > 0, ^ofr À: > -"- 4- /. ^Ifo^
46

ro^r opérateur linéaire TG^(H^,H^^) arfm^ ^^ A!O^^ COM^M
KT(x, y) tel que pour tous multiindices a et fi vérifiant \ a\ < 25/,
I P\ < 2Ô/, D^ D^KT(x , y ) existe et soit également continu sur R2" .
De plus, il existe une constante universelle C^ ^ telle que :
|D^KT(;c,^)|
<C^(1 4- W^\, 4- l,^-2^-1)^

^-(H^, H^) (6)

pour tout T G ^(H^^, H^ ), ro^r (x , 30 G R2" , [ a| < 26 / et
l j 3 |<2ô/ .

Preuve. - Pour 7 = 0 , c'est une conséquence des lemmes 1
et 2. On se ramène à ce cas en considérant l'opérateur

D'TD^E^H^H;;1) si | a |<2S / et | / Î |<2Ô/ .

Fin de la preuve de la proposition 1. - On fait d'abord la re-
marque suivante : si P est un O.P.D. de symbole de Weyl P(x, S)
et si P admet un noyau KP(x, y ) , on a la relation :

P(x, £) = / KP (x + ^ , x -^) e"^ dy dans ^(R2"). (7)

II en résulte que pour M assez grand on a :

r^h^x, ̂ hÏ)=f KR^(h)(x+ z x- 2-} e-^ dy , (8)
"R" v 2 2 /

RM étant défini en (4).
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Le lemme 3 et (8) montrent que

(Y, rf) —> o(Ai(A)) (y , r)) - ^ h'a,(y , T?)

est C" sur R"x R".
La proposition 1 résultera alors du :

LEMME 2.4. - Pour tout entier N > 1 et tout entier k > 1,
on peut trouver des entiers M, / tels que N + 1 < / < M et une
constante C^ ^ tels que :
\^hw-îir^h,y,T|)\

< Wl + \y\2 +\rt\îr^k}h'\\^W\\^,|,^„^ ^

pour \a\<k,\P\<k, hC[0,ho[ et ( j / , î?)eR2".

Preuve. — II résulte de (8) que :

r M ( h , y , r i ) (10)

= h"/2 fKR^W (h-^y + ̂ -^ , A-1/2;. - hllîz-)e-i^r> dz.
Posons

© : < 7 = N + l + Â ? . O n a :

(1 -Uni2)'7 19^9^-^ ^(A^.î?)!^^-»4^2 (11)

/ j ( l - A,)" ̂  [KR^(A) (A-»/2,, + -Ç" , /,-^--^)j ̂

D'après (6), / étant donné et / étant choisi tel que :
i M

© 2" >45 - + / ' o n a :

|D^D^KRM(A)(M,M')|

^(l.l.,2)!-2--^!.,^-28-1),,^^^

pour l7 l <2ô/ et )7' | < 207.
Pour pouvoir utiliser (12) dans les majorations de (11), on doit

choisir / tel que :
© 2<7 + k < 261.
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Enfin si M et / sont choisis tels que :

© 0 < m 4 - / < M + l .

Il résulte de la définition de l'admissibilité que :

""'̂ -.y.»^^11'''"-""''•
De (11 ) et (12), on déduit, en posant

® p = - - 5/ + 261

Kl+l î î l2 ) " a: D^-^ r^(h, y,n)\' ^ y " 'M'-"'

<C"h"h'itA-^~m-~m-i-k^y,h) (12')

avec A(y, h) =

f(l +\hlt2z\2)'c'2^

On a facilement :

A(y, h) <

/(l +\hll2z\2)JCIÎ^ \\ 4- h-^y + A1/2Z 2) (l + h-^y - hw-1 2)]prfz.

(13)

du.^f [(^ /'- l /2^t2)(l+ k-^y-y^du.

le
D'autre part, sous la condition Q : — (q + —\ >n, il existe
7 > 0 telle que : v 2 /

U\2\q+-/( i+ x-^2)^^ x+^p^^.d+ixp)4-|X12r2
(14)

(13) et (14) entraînent :

^A(y,h)<jh ^ l+ l j / l 2 ) 2 pour tout y G R" et h E ]0,1]. (13')
(12') devient alors :
(1 +|r?12)< ^ I^^D^M-N^(A,^,T7)| l

^ç,,^2M-N+l-m_-m-^^j ̂ ^-l (^^

Si on choisit 7 tel que @ : ~ ~ ( ^ + ",") >^ et M tel que
(̂ ) : 2M - N + 1 — m_ — m — j — k > 7 , on obtient le résultat
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annoncé dans le lemme 4. Plus précisément, N et k étant fixés,
q est déterminé par © puis / est choisi vérifiant Q , f est
alors chœsi vérifiant © et de sorte que P défini en 0 ? vérifie
© et Çô) . Enfin M est choisi vérifiant Q) et © .

La composition des symboles sera notée par @.

PROPOSITION 2.2. - Soient a G S^ , b E S^ où w , p E R .
Pcw ̂ r A E ]0, AJ posons :

c^Çh, ^/h. x , ^Dx)
=aw(h, v/7T,^ V/MV». ^(A, ^/hx, ^/hD^).

Alors c(h) : (x , f) —î- (A , x , $) ^ M^ symbole admissible, que
l'on notera : a @ b E S^^ad

a(/0 ~ ^ A/a et b(h) ~ ^ A/A.
alprs : />o ^Q '

c(h) ~ ^ A/c, ou/es c/. sont donnés par la formule usuelle :
f>o/>0

î ,̂ i=, a! ^! ^2/ V 2/ ^^^;^.^.^^^'"'(-î)"'»';11^-'3.'^^.""
Preuve. - Elle résulte aisément du théorème de composition

(L. Hôrmander[ll]).
On aura besoin d'une précision supplémentaire.

N
Posons: r^(h) =/z-1^-1 a(h) - ^ '̂̂  et si p G Sw

posons : / = °
smïk(p) = (x ^1R^ K^)"" 0'^ ^1^1 la^pl].

IaKfcJ^Kfc

Avec les notations de la proposition 2.2, on a la :

PROPOSITION 2.3. - Pour tout entier k^ il existe 00 et
un entier f > 0 tels que :

^P-N-I^OC,N(^)) <C^ Z ^/(û/)^,,(^) ,̂
0<l.fc<N ''/ (16)

+ ^-N-ij(^N(A))^,/è(A)) +^,(û(A))^_^_^.(^ ^(A)) j
po^r ro^r a E s^ ^r ^o^r 6 e s^ .
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Preuve. — La proposition résulte facilement de la continuité
de la composition des symboles (cf. L. Hôrmander [11]).

Dans la suite, on sera amené à comparer le symbole usuel et
le symbole de Weyl d'un même opérateur. Soit A : S'(R") —> ^(R")
de symbole de Weyl a° e S^ (m G R) . On a alors le :

LEMME 2.5. — A admet un symbole usuel noté û'1', û'*' G S^ ,
c'est-^i-dire que l'on a l'égalité :

Au(x) = ff aQ(L^y- ' S) u(y) e^-v^ dy^

= fa^x^ù^e^^dif;

pour tout u ̂  S(R"). On a de plus les propriétés suivantes :
i) a0 —^ a^ est continue de ^ dans S^ ;
ii) pour tout entier N > 0,

(a^- ^ (iW-1-^^) GS^-^-1
v I^KN a\ ^ x /

et l'application a —^ (a+ - S (1/2)^ -L 3^^) est continue
i a i<N a! ç

de S^ dans S^-14-1 ;

iii) a° —> a+ est un isomorphisme de Sw sur ^m , l'isomor-
phisme inverse a —> a~ vérifiant :

(a- - S (- IW 1 Wa} GS^-^1-1
v laîÏN a! ç x /

^^ vérifiant les mêmes propriétés que l'isomorphisme direct.

Preuve. - D'après R. Béais [2], on sait que a —^ ^ est une
application continue de S^ dans S"1 où ^ désigne le symbole
de l'opérateur transposé associé à l'opérateur

a,(x , D) u(x) == f e^^aÇx , Ç) û(S;) d^.

Il résulte également de Béais {2] que pour tout entier N > 0 on a :

a—^(^û- ^ -V^DÏû) est continue de S^ dans S^^
v la|<N ^ ' x /
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Si maintenant on désigne par r_ la transformation

( x , 0 — — ( x , ~ ^ ) ,

on a clairement que a~ = ^(a o r_)] o r~_1 et a+ = ̂ (a o r^)] o r^i

où r+ : (x, $) —> Ç x , -) . Le lemme en résulte facilement. On
pourrait également faire une démonstration directe en développant

Q/ x + Y \
a [—2~ 5 ̂  au point ( x y ̂  par la {ormu^ de Taylor avec reste
intégral. L'estimation du reste se faisant par des intégrations par parties
en profitant de la propriété (1) sur (0, ^).

De ce qui précède, on va déduire qu'il y a équivalence entre les
notions de symbole admissible au sens de Weyl et au sens classique.

PROPOSITION 2.4. - Soit a : [0, h^[ ——> S^ , ̂  > 0, un sym-

bole admissible, de développement asymptotique a(h) - ^ ^ ci-

Alors a~ et a" définis respectivement par a~~(h) = (a(h))~ et
^(h) = (aÇh))^ sont des symboles admissibles d'ordre m. On a
déplus a- - ̂  '̂(a-), et a" - ̂  h^a^). où

/>o />o

(û-),= S (-IW - 1 QÏD^a.
lai+fc=, a! s- x K

et (A= S (l^)1"1-1-^^^.
|a|+fc=/ ût!

Pr^^. - On applique le lemme 2.5 au symbole
P H ^ ^ ) = a ( h , x , h S ; ) ,

puis on écrit que

û ( A , x , A f ) = = ^ Wa^x^h^ + h ^ ^ r ^ h ^ x ^ h j ; ) ,
/=i

(^(A , ^ , ê))o</,</,Q étant un borné de s^-1^-1.

Par substitution dans ̂  = ^ (- 1/2)'^ — 3?D^ + p^^),
|a|<N ^!

compte tenu des résultats de continuité du lemme 2.5, on en déduit
la proposition 2.4.
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2.2. Développement de (A(A) -À)-1, A —»- 0.

Soit a E S^, w > 0. On lui associe l'opérateur :

A^(/0 ^(x) = ff aÇh, ̂ Jt^-^L^ , ̂ ) e^-^OQ d^

(^=(2îr)-"^).

On suppose que a(h) - ̂  W a ^ , 0 < A < h^ . Soit A un ouvert
/>o

de C, symétrique par rapport à l'axe réel. On fait alors les hypothèses
suivantes :
(He)i II existe Cç > 0 et m' > 0 tels que

lûo(^)-X|>Co( |ûoOc,0 | + |X1)

et | a^ | > Co^y"' pour tout X G A et tout x , $ G R" .

(He)^ Pour tout entier / > 0 et tous multiindices a et j3, il existe
c/,^ > 0 telle que :

I^D^,|<C,^ 1^1(0^0-^(^1 pourtout JC^ER".

PROPOSITION 2.5. - a) // existe Aç E ]0, Aç[ të/ ^^ po^r
0 < h < h'Q, A^(h) admet une réalisation et une seule comme opé-
rateur non borné de L^R"). En particulier, si a (h, x , Ç) est réel
pour tout h G [0, A(J , x, ^ G R", ûfor^ Ai(A) ^r essentiellement
autoadjoint pour tout h G [0, h'^.

b) (Ai (h) - \)~1 existe pour tout \ G A et tout h G ]0, h'^.
D^ p/M5, (Ai (h) —X)" 1 possède un symbole de Weyl admissible
b\W, b^(h) ~ ^ A/6/,\ o^^ 6,^ sont déterminés par :

/•>o

c) ( 6oA = (ûo - ÎO"1

1 1
ïb^=-b^ î. --(1/2)^(-1W
\ l+ la+f l l+fe=/+ l "• r'-l+|a+^|+fc=/+l

0<7<7
(9^D^)(9fD^,,,)

d) On a

(Ai(A) - X)-1 = S h'b^(^ïïx , v^D) + A^1 A^(A , ̂ /hx , ^/AD)
0</<N



SPECTRE DES HAMILTONIENS QUANTIQUES ELLIPTIQUES 187

où, pour tout k G R , tout N > 0, 0 < / < N, z7 existe C. . „ ^/fc. . , . , (\\ ^ » ^ i i ^ - - /> r c » I N

que \\h'^W\\ ^/ <C/,fc,N(l + IM)-1 pour tout X G A
0,Y>* (^t^

et tout h G ] 0, HQ [ .

Pmm?. - Posons Ai(A) = ^(A , ^/Hx , y^D). On établit les
différents résultats en inversant le symbole de A^(h) - X . Pour cela,
on procède comme dans D. Robert [16] avec en plus un contrôle du
paramètre h.

Considérons la suite de symbole définie par c). Il résulte de [16]
(lemme4.1)quel'ona :

2/'+|a|+|^|
\W^\ <q^ \b^\ S IÛQ, 60, J^)-7^-1'1^1.

fc=l (17)
N

On pose B N ^ ( A , X , Ç ) = ^ h ' b f ^ d x ^ ) . On déduit de (17) et

(He), que B^ E S; '̂.

La définition des éy ^ et la composition des symboles entraînent :

[(a - \) @ BN,J(A) = 1 4- A^ . ̂ ^(A). (18)
Nous allons établir que :

^-N-i^(^W) < C^ S ^,,(^o./(^ „)
0</,fc<N

+ ^-N-U(BN^(A))^-N-I(^N(A)) ) . (19)
On utilise le même type d'argument que dans (16) p. 773-774.

Il résulte des propositions 2.2 et 2.3 que :

(a @ B^) (h) = 1 h^c^ + h^a^(h) (18),
7=0

et que o^^(h) vérifie une estimation du type (19).
On a également (proposition 2.2) :

v 1 1 / 1 X^l / 1 MOI
c" - ,.J.,., ï ^ (î) (-î) W^^..

(̂1°)2
Or on a :

[(û-X) @ B^](A)== ^ ^ c , ^ + A N + l a N ^ ( A ) - X B ^ ^ ( A ) ( 1 8 ) 3
7=0
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et la relation de récurrence entre les b. ^ donne :

(^-^)^+ Z 1 1 f1)1" f-^T
/ ' 2.|aA=/.l ^ /î ! v 2/ << 2 /

/</

(^D^)(9fD^^)=0. (18)4

II résulte alors de (18)^ et (18)4 que: c, ^ - \b^ = 0 pour
1 < / < N d'où : [(a -\) ® BN.J (h) = 1 + h^1 a^ , ce qui
implique (19).

En utilisant ( 17) et ( 19) il vient :
lâp^J < C,̂ (l + |Â|)-1 (20)

^--N-I^W^) < ^(1 + |X|)-1 (21)
pour tout X G A et tout A ^ ] 0 , / 2 o [ .

De la même manière, on construit une paramétrix à gauche, qui

à l'ordre N, s'écrit B ^ ( A , x , Ç ) = = ^ ^;^,x,î) où les
7 = 0

b'y ^ sont définis comme dans c) en échangeant D^ et ô ç . On ob-
tient, comme précédemment :

BN,^) ® W) - X) = 1 + AN+1^(/^) ; (18')
puis :

|^D^J<C;^(1 + |X|)-1 (20')

Sm^-i^^W)^C^l + |À|)-1 (21')
pour tout A ^ ] 0 , / Z o [ et tout X E A .

Désignons par D^ le complété de S(R'1) pour la norme du
graphe de Ai(A). Ai(A) devient un opérateur fermé de domaine
D^°. Il résulte de (18) que l'on a :

B^ ̂ (h, ^/Ax , v^D) (L^R^CD^. (22)

Utilisons à nouveau (18) puis (21). On obtient que si HQ est
suffisamment petit, A^(h)-\ est surjectif, de D^0 sur L2(R"),
pour tout X E A et tout h G [0, h'o [ .

De même (18') montre que si h^ est assez petit, A^(h)-\
est injectif sous les mêmes conditions.
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Soit alors A^(h)_ une autre réalisation de A^(h). On a évi-
demment D ^ C D o m A i ( A ) . Fixons X = 0 . Soit uëDom^(h).
Posons / = A i ( A ) M . D'après ce qui précède, il existe v G D^ tel
que /= Ai(A)i; . (18') entraîne alors

u - v == - A1^1 r^ (A , ̂ jc , y^D) (^ - i;).

Or, pour N assez grand, on sait que

I|^(.,^,^D)||^^^^O(I)
lorsque h •—> 0 d'où u = v et uGD0^/!).

De (18) et (18'), on tire:

(AiW - À)-1 = B^(A, v%c , ^/TTD) (23)

- ̂ M+l B^ , ^Jî.x , y^.D) r^JA, ̂ i.x, ̂ K. D)
- ̂ ^/•M^ , V^-^, v^. D) (A, (A) - À)-1 r^(h, ̂ ïï.x , VA.D)
Soit M > N. On pose alors :

^W = A-N-1 KAi(A) - X)-1 - B^(h , ^ïï.x , V/FD)]

A^(A) = ̂ -^(B^^VTr.x, ̂ D) - B^(/;, v^-.x, ^A.D)

- A^. ̂ (A , ^ïïx , V^D) ̂  ^(A ,' ^ïï.x , y .̂ D) (24)
- A2M-N+1 ^^ ^ ̂  ̂  ^ ̂ Q^ ^^^ _ ̂ _i ̂ ^ ^ ̂  ̂  ^ ̂ h.D).

De (18') on déduit qu'il existe C >0 telle que :

IKAiW-X)-1!! ^ , <C(1 + |X|)-1 (25)
S (L , L )

pour À G A et tout h G [0, h^ [ .

On prouve ainsi les points b), c) et d) en choisissant M assez grand
devant N dans (24) puis en utilisant (20), (20'), (21), (21') et (25).

Remarques. — a) Si a(h) ne contient que des termes de rang
pair, alors a[(A^(h) - \)~1] possède la même propriété (raisonner
par récurrence sur les b, ^).

b) Dans [8], Grammaticos et Voros ont écrit un développement
asymptotique de (A(A) - À)"1 que l'on retrouve ici en écrivant que
(A(A)-À)-1 ^T^AiW-X)-1^ et l'on obtient de plus une
estimation du reste (qui, lorsqu'on l'exprime, est moins bonne a priori
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que celle donnée dans la proposition 4). On constate ici qu'il est
beaucoup plus commode de travailler avec A^(A) dont le symbole
a des propriétés symétriques en x et $ (cf. Subin [17]).

2.3. Développement de (A^(h))5, ^ E C .

On suppose que l'ouvert A du 2.1 contient une zone du type :

f ImX

délimitée par la courbe r orientée comme il est indiqué. X —> \5

est définie, holomorphe dans C \ ] — o o , 0 [ en prenant la détermina-
tion principale de la fonction argument : — TT < arg X < TT .

Soit alors û(A)ES^ vérifiant (He\ et (He^. Soit s<0.
Grâce à (25), on peut définir A^(h)5 par la formule de Cauchy :

AiW = — [ X^A^A) - X)-1 JX.
27T ^r

Si maintenant k < s < k + 1 , k entier, on pose

A,W5 = A.W5-^1 A.W^1.

On renvoie à [16] pour les propriétés formelles des puissances com-
plexes d'opérateurs non bornés.

PROPOSITION 2.6. - Pour tout s e C , Re s < 0, Ai(h)5 e ̂ sm9 '
Si a^Çh) désigne le symbole de Weyl de A^A/, alors

û^)W - ^ A7^
/>o

où : a^,(x , ̂  = — f \5 bj^{x , $) dX, les b,^ étant définis
Zf TT *•

dans la proposition 2.5.
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Preuve. - La proposition 4-d) montre immédiatement que
AiWG^ pour Res<0 et que

A^W- ^ ^ [— F \sbw(y/hx^D)d\\ .
f>o L 27r "r 7' /v J

II suffit alors d'appliquer la proposition 1 pour avoir : a(h) - Y h^a-
^^ f f S '

J>Q

PROPOSITION 2.7. - Pour tout S E C , s>0, on a A^(h)5 E ̂ sm.
Si a^(h) désigne le symbole de Weyl de A^h)5, on a Sors
a(s)W- E ^a^,. On peut calculer a,, par la formule '

f>o

a = -l- Y -L J-./lV^ /_ 1\ 1 ^ 1
AJ 27r ,̂ ,̂ ,, a! ^! <<2^ ^ 2 )

/^^Op^^xatD^^)^
où <7 est un entier >s et a^y = (a^)5.

Preuve. - On écrit que A^(h)5 = A^ A^h)5^ et on ap-
plique les propositions 2, 3 et 6 (i.e. on calcule le symbole de A^h)5

en utilisant la formule de composition des symboles admissibles donnée
Par (15)).

COROLLAIRE 2.1. -Si û ( A ) ~ ^ A2^,., alors, pour tout s ^ C ,

on a a^(h)- ^ A27^, où a^^CS^^-2' si Res>0. En
f>0

particulier, si a(h, x , Ç) = ûo(x , ^) ^r c. ̂ -m < |ûo(x , S)| < C. é2"1,

°'2 a •' ^i/m)^) ̂  E ^2/û2/,l/m , û^c /û propriété : a^ ̂  E S2-27,
/>o

e/î prenant comme fonctions poids
</?= 1 et 0 ( ^ , f ) = = (1 + |;c|2 4- |$|2)1/2.

Pr^pê. - Le seul point pas tout à fait évident est que a^^y == 0
pour tout s E C. On sait que cette propriété est vraie pour Re s < 0
à cause de la remarque b) et de la formule donnant û,, dans ce cas.
Il est facile de voir alors que s —> a^,(x, ^) est holomorphe. Le
principe du prolongement analytique permet de conclure.
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COROLLAIRE 2.2. - A(h) admet un unique prolongement fermé
comme opérateur non borné de L2 (R"). On a de plus

AW = a^(h , x , hD) pour tout s ^ E C .

Preuve. - T^ étant un opérateur unitaire de L2(Rn) dans
L^R"), on obtient alors que A(h) admet un unique prolongement
fermé. On a :

AW5 ^T^A^/T, , ,eC
d'où AW = a^(h, x , hD) puisque A,(h)5 = a^(A , vTTjc, y^D).

COROLLAIRE 2.3. -jFW tout s C C , AW possède un symbole
a^) ^ans ^a ̂ P^sentation classique, te. dans laquelle :

A\h)u(x) =f e^ a^(h, x , AÇ) û(Ç)^ , u e§(R").

O^z d^^ û^ par ^. &• ^(A) - ̂  '̂C, ^ a / . (A)- ̂  ^c,,
/>0 7^0

/^ Cjs se calculent en fonction des C^ par les formules suivantes :

^^-^ = (ûo(^ ,S)-X)- 1

^+ ^ fc) == - &+ y 1 ! ^p p.^.+ (26)

/•+l.\^ ÎÇJ ^ ^ ^" 'TT0^^0"^/+la+^i+fc=/+i a! p î < x l^
0<l</

^^ = ̂  P0^ ̂ ^^ -yE R (27)

C/^-^/X^^dX ^ 5 < 0 , / > 1 (28)

''••^^L.ïT^^^'^"^ <29)

où <7 est un entier >s.

Preuve. - On utilise le corollaire 2.1 et le lemme 2.5 en remar-
quant que : S h^b^ = ( ^ h1 b, „ )''. On obtient alors immédia-

/>o " ^^o ' / +
tement (28). (29) en résulte en remarquant que (a ® ̂  = ̂  (g)^
où «@» (resp. @+) désigne la composition des symboles dé-
finie dans la proposition 2.2 au sens de Weyl (resp. au sens usuel).
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COROLLAIRE 2.4. - Avec les notations du corollaire 23, on
pose :

SWJ^a^ - î- V ya^5
' (sy i,s ^; ^ ^-. ^t.il j ^ oXjà^

(analogue du symbole sous'principal pour les OPD-^lassiques). On
a la relation suivante: SP(a^) = sa5^-1 SP )̂ po^r ro^ ^ G R .

Preuve. - Avec les notations de la proposition 2.5, on a :

&^ = - *0,X [ûi. &o,^ + ^ 9^0 DX/ÛO - X)-1

- D^o^.(ûo - X)-1] = -ûi(ao - X)-2.
Pour Re s E [0,1 [, on a donc :

i /. ,
alts = 27 ̂ r XJ (ao' b1^ + ûl • ̂  ûfx == ^'o'1- û! •

Or SP(ûj^) = a^,, d'où le corollaire par prolongement analytique.

COROLLAIRE 2.5. — On suppose ici que <p = 1 et que
0 ( ^ , S ) = X ( j c , S ) = = ( l + |x|2 + (Cl 2 ) 1 / 2 .

Aux hypothèses précédentes on ajoute :

a) // existe c , C > 0 telles que
c\(x , O2'1 < a^x , {) < CX(x , ̂ 2W

po^r fô^r x , Ç G R" .

b) /W ro^ multiindices a et j3 î7 ̂ ^^ C^ > 0 ^//e ÇM^ ;

lôîD^KC^X^-101-^^
/^ i i/vi ifli\ uniformément sur R2" .

I^D^J^C^X^-1-1^-1^

c) û(A , x , f) É?5r réel pour tout h G [0, Aç [ er ro^r x , ç E R" .

Posons q ( h , x ^ ) ^ ^ h1 q^x ,^) où q ( h , x , ^ ) désigne le
f>o

symbole usuel de (a(h, x , AD))^ . On a alors :
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I^D^KC^2-'0'-'^ (30)

<7o(^,0>C' X2( jc,^) (30')

IW^C^.X0-1"1-1^ (31)

SP((?) = <7i - — S ^q— est réel (nul si a^O). (32)
^ y^i dXy dÇy

Preuve. - Par récurrence sur |a| + |j3|, on montre facilement :

Ww= 1 cï^œ^^:1^)..^^^^,)^-
ïS,1::::̂  <33)
Kfe<|a|+|^ |

où ^^'"^(s) sont des coefficients universels.

Or on a : q^ = a^ d'où (33) implique (30). Or :

SP^)=^ =^< l /w)- l^

(cf. démonstration du corollaire 2.4). A l'aide de la formule de Leibniz,
on obtient : | 3^ SP(ç)| < C^ x0""1-1^1^ d'où (31) en résulte
en utilisant (30) et la définition de SP(^). De

^,0=-^(A,x,Ç)|^,

on déduit que û^ est réel. OQ est bien sûr réel donc SP(q) égale-
ment par le corollaire 2.4.

2.4. Quelques propriétés du spectre de A(A).

Ces propriétés vont résulter facilement de l'étude faite dans la
proposition 2.5. On suppose ici que A est un secteur de sommet
0, symétrique par rapport à l'axe réel d'ouverture >7r et contenant
]-°°,0[. On choisit un contour F dans le demi-plan {Rez >0}
comme ci-dessous :



SPECTRE DES HAMILTONIENS QUANTIQUES ELLIPTIQUES 195

Imz

Rez

LEMME 2.6. - Pour tout N E N et tous k , / G R, / < N, z7
^cy^ Cy fc N ^0 telle que:

^^W.^rn H^ ^ C^N(1 + l^'2 (34)
v 0,^ * 0,^7

pour tout X G A et tout ^ ^ ] O , À Q [ .

Preuve. — On utilise l'expression (24) de A^(A) puis on tient
compte des estimations (21), (21'), (25).

PROPOSITION 2.7. - 5'o^ les hypothèses (He)i ^ (He)^ du
§ 2, ow û le développement asymptotique :

Trace [^W] - A-" ^ ^. ^.(r) (35)
/>o

tor^^ A —> 0, t >Q où ^(t) = yy ('~z~"/ e ~ ~ t x ' b^^d\\dx/^.

En particulier :
^(t) = ff e^o^ dx^

^œ=-^^,S)e'^(^)dx4.
( 3 5 ) a lieu au sens suivant : il existe un entier N^ tel que, pour
N > NQ , il existe C^> 0 de sorte que :
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N
I Trace e-^W _ ^-n ^ W ̂ t)\ < C^h^1-"

1=0
pour tout hC ]0, Ao[ et tout t >0.

Pr^ye. - On a Trace [e-^W] == Trace [e'^1^] et

^rAlw = 2^r /^(A,(/0- X)-^À. (36)

On utilise alors le point d) de la proposition 2.5. Il vient :

e-^=^ ,, ̂  fe-^b^^^
/=o L"{ 1

(37)
+^i J^ f^^.A^C

27r ^r '
+AN+1 ^/^"•^^'V^^^^.D)^.

(35) résulte alors de (34) et (37) en utilisant le :

LEMME 2.7. -// existe un réel k^ >0 et C >0 ré?fc ^M^ ;

IIA|!,<C||A||^^^^ (38)

pour tout A E W^, H^0).

Pr^ve. - D'après R. Béais [2], on sait qu'il existe un OPD V
d'ordre - k^ qui soit un isomorphisme de H"^ sur L^R"). Alors
l'adjoint V* de V, au sens de L^R"), est un isomorphisme de
L^R") sur H^0. Posons alors B = V*-1. A.V~1. On a A=V*.B.V
d'où I IAII^ < IIV*B||H.s. IIVHn.s . Or B G AlW), L^R»)) et
V,V* sont de classe Hilbert-Schmidt si k^ est assez grand (cf. D.
Robert [16] prop. 3.2). On obtient alors :

II^ITF < 11^ s - 1 1 ^ 1 -fc k d'où (38).
X-(H °,H °)

Sous l'hypothèse supplémentaire que a^ prend ses valeurs dans
]0, + oo [, on va préciser le comportement en t de (35) :

LEMME 2.8. - Pour tout entier j > 1 et tout réel 8 ' G 0, —
J m L

o/z a ^(t) = OO^^O)) to^Mé? r —^ 0, r >0.
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Preuve. — Par récurrence sur / , on prouve facilement que :
/

^/,\ = Zl T^fcC^o — ^ ) ' ~ k ~ ' l où les symboles 7^ vérifient :
fc=i '

I^D^J < 0^(0. ̂ . r'^. ̂ '

d'où il résulte :

1^0)1 < C t jÇT 0. ̂  ̂ /w. e-^dxdï
fc=i ,

< Cr^ ^ ff(t. ûo)^77^ ^'ffo ̂ ^S.
k=l

D'où, pour tout réel 9 G ]0,1 ], il existe Cç > 0 telle que :

I ̂ (t)\ < C, r7^ // e-6^ dxdS;. (39)

Posons F^(0) = ffe'~etao(xïîi)dxd^ On a l'inégalité de convexité :

^(^^(F,^))20-^.^^!))^-^ (40)

pour tout 0 E [1/2, 1].
D'autre part, (1) et (He)^ entraînent qu'il existe C > 0 telle

que |F,(1/2)| ^Cr-W^.
D'où, en choisissant 6 assez proche de 1 dans (39) et en uti-

lisant (40), on obtient le lemme 2.8.
De la proposition 2.7 on déduit alors les :

COROLLAIRE 2.6. -Pour tout 6' G 0, — , // existe C.. > 0
n J m Ltelle que :

ITrace^-^00]-/!-"^)! ̂ C/r"^ t01^) (41)

pour tout A G ] 0 , A o [ et tout t ^ ] 0 , t o [ (ÏQ > 0 fixé).

COROLLAIRE 2.7. — On suppose que A(h) est autoadjoint pour
h G ]0, hçl et que a^ vérifie : il existe C^, €3, R des réels > 0
tels que C^\x\1 + | $1^ < a^x , $) < C^\x\2 + | SPF pour
\x\2 + |$|2 > R. Si (\-(A))y^i désigne la suite croissante des va-
leurs propres de A(h) alors il existe 00 telle que :
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N^(À) = card { / , À/A) < À} < C/r"(l + À)"/"' (42)

pour tout A G ] O , A Q [ et tout X e ] 0 , + o < » [ .

/Veuve. - On a N^(Â) = f^d^^r) < <? ^e'^dîi^r). Or
/»+oo —.î- __LAY^\

j e x rfN^(r) = Trace [é? ^ ], d'où, en utilisant (41), il vient :

NJX) < C'A-" i^"1) < C^h-^l + À)"^ .

Remarques. —
1) La formule (35) donne un sens précis au développement

formel que Fon trouve dans Grammaticos-Voros [8].
2) Le corollaire 2 n'est pas nouveau. Nous le donnons ici car

c'est une conséquence facile de ce qui précède et de plus il nous servira
dans la suite.

3. APPROXIMATION SEMI-CLASSIQUE DE L'EQUATION
DE SCHRÔDINGER

Ce paragraphe est consacré à l'étude du problème :
ay/

., . ih — ( t , x ) = q ( h , x , h D ^ ^ ( t , x )
(.^h) ( OT

^ ( 0 , x ) = V/oOc)

où q ( h , x , ^ ) est un symbole admissible d'ordre 2 i.e. q(h)^ ^ Wq'
Ï>0

vérifiant les propriétés (30), (31) et (32) du corollaire 5 (2). On sup-
pose de plus qu'il existe c, C > 0 tels que :

^(x.O^o^SXCX2^,^) (1)

pour tout (x , C) E R2" et que Q(h) == q(h, x , hD^) est autoadjoint
pour tout h G ]0, HQ [ , HQ > 0.

Le problème (S^) est résolu abstraitement par
^ ( t , x ) = = [U^(Oi//J(x)

où V^t) = exp(- ih'^QÇh)) est un groupe unitaire de L^R").

D'après la théorie de Masiov [14], on sait que V^(t) est un
opérateur intégral de Fourier et que la méthode B.K.W. donne un
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développement asymptotique lorsque h tend vers 0. Comme Fa
remarqué J. Chazarain [4], la théorie de Masiov ne semble pas pou-
voir donner facilement des estimations pour les restes des dévelop-
pements asymptotiques obtenus.

Pour décrire les opérateurs que nous allons considérer, il est
commode d'introduire la classe de symboles :

DEFINITION 3.1. -Soient T et h^ des réels >0 fixés. Pour
m, p G R , on désigne par A^'^ l'espace des fonctions

b( t , x , 77, h) G C'G- T, T[ x R" x R" x ]0, h^[)

telles que pour tous a, j3G M", kE N, il existe C^^jç de sorte
que: |ô^ô^(r,x,7?,A)| < C^/^Â^OC , T?) ^pour tout
( t , x , f n , h ) e ] - r T , ^ : [ x f ^ n x R n x ] 0 , h Q [ .

Suivant la méthode B.K.W., on cherche une approximation
U^ de U/, pour 11\ < T, T assez petit, sous la forme :

1^(0. f(x) = h-\ ff e^'^^^y'^ .
r N 1
^ /^,0,x,r?) f(y)dy^. (2)

L^o J
Ce qui conduit à chercher une phase S et des amplitudes a.,
0 < / < N, de sorte que :

e-^'^^dhQ, - Q(A)) ^~ls<r>^). ^ h ' a A t , x , 77) G A0'^2

^•=0 - (3)
S ( O , ^ , T ? ) = x . î 7 (4)

ûo(0, x , T?) = 1 , ^(0, x , T?) = 0 pour / > 1 . (5)

De (3) et de la théorie des opérateurs intégraux de Fourier globaux
de Asada-Fujiwara [1], on pourra déduire une estimation sur
U^-U^O).

Classiquement, on réalise la condition (3) en annulant les puis-
sances de h d'ordre < N + 1, ce qui conduit naturellement à une
équation caractéristique et des équations de transport. Cette étude
est une adaptation de celle faite par J. Chazarain [4] pour l'opéra-
teur de Schrôdinger usuel. Aussi nous renvoyons à [4] pour les dé-
monstrations que nous omettrons ici.
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3.1. Calculée e'^^^qÇh, x , hD^) [e^^^aÇt, x , r?, A)].

Soit 5 : R2" x ]0, /ZQ [ —> C un symbole vérifiant :

Pour tous multiindices a et j3, il existe C^ > 0 telle que :
IDfa^.^W^C^.À^^Oc.S) (6)

pour tout O c ^ ^ e R ^ x I O , ^ ] -

On désigne par S"̂  la classe des symboles vérifiant (6). Notons
l'inclusion S^^CA""^. Soient alors ^GS'"^ et ûGA^. On
suppose que la phase S: ] — T , T [ x R 2 " — > R est une fonction
C°° vérifiant :

II existe c, C > 0 telles que CX2 (x , 17) < | 3^ S | < CX2 (x , 17)
pour tout ( t , x , 77) E ] — T , T [ x R2" (7)

Si |a| + \^\ + f e > 2 on a : | ̂  ô^D^SI < C^ . ̂ (x , T?). (8)

Si | a | + | ^ | = l on a : | ô^D^SI < C^ X(x , T?) pour tout
(^^^[-^TlxR2". (9)

Posons alors

b ( t , x , r ] , h ) = e-^^^sÇx, AD^, A) [^^"^^'^ûCr, • , r?, /z)].

Au sens des intégrales oscillantes, on a :

& 0 , x , T?, h) (10)
= ffe^y^sÇx, hfi, h ) a ( t , y , r î , h ) ^(S^TO-SC^)) ̂ ç

On fait le changement de variables Ç = AÇ et on pose :
as

^(r , jc ,^ , T?) = S ( t , y , ni) - S ( t , x , rf) 4- (x - y , — (t , x , r?)>.

(10) devient :
b ( t , x , r î , h) = h-n ff e^'^y^. s ( x , S ; + -|8, A)^-1^^^)

. û ( r , ^ , î 7 , A ) ^ / S . (11)

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, il vient :

é O , x , r ? , A ) = ^ b ^ ( t , x , r î , h ) ^ - b ^ ( t , x , r ] , h ) (12)
|a|<N

OU
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»\ ç i.0(

b^t,x, î?, h) = h-" ff e'^^-v'^s) (x, — (t , x , T?, h)) -y

.eih~ï*a(t,y,-q,h)dyA (13)
et
b ^ ( t , x , r ) , h ) = h - " f f f1 e'^^-y'^d - o)N"y " a "o (14)

[ t.o( î^O "1

• ^ ^7(9^)(^,-^+^S) ^^"'^(r,^,^,/!)^^^.

Une intégration par parties dans (13) donne :

b^t, x , T?, A) = /^'(a!)-1 (3^)(x , ô^S, A) C ^ ( r , x , r ? , A ) (15)

avec
C ^ ( t , x , r î , h ) = D^ [^^-1^^^). a(r , y , T?, /z)]|^ . (16)

On a alors le :
LEMME 3.1. — Sous les hypothèses précédentes :

(w-|a|)^+P,K+L+1^1

è^ G A 2 si \a\ est paire
(m-|al)++P,K+L+ i a l± l

&^ G A 2 '̂ |a| est impaire.

Preuve. — On a clairement, compte tenu de (8) et (9),
^ s ( x , ^S./OEA^-1^^.

La définition de ^ implique :

/ ^ ( t , x , x , T?) = 0
) Q y ^ ( t , x , y , r î ) \ ^ = 0 (17)

( Q y ^ ( t , x , y , r ] ) \ y ^ = ô ^ S ( r , x , 7 ? ) pour | a |>2

ce qui entraîne :

D;(^"^)l̂  == S C^ ,.,^.O^S)A-1... 0^'S)A-1.
l / l l+.. .+17/1=1^1 /

1/,1^2

Compte tenu de la formule de Leibniz, on en déduit le lemme 3.1.

LEMME 3.2. — Sous les hypothèses du lemme 3.1, on a :

^ç^"^^1^.
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Preuve. - On a b^ = ^ b^ + f^. On va donc es-
N<|a |<M

timer a^ô^é^ pour M assez grand. On part de :

b ^ d ^ x ^ ^ h ) = 1, (a!)-1/^-". f f f'e^-^x-y^ ^
|a|=M ^ ̂  Jo

. (1 - o)M D^-^ . a) (8^)(x , ̂  + a{) dy^da

d'où 3^ ô^ô7 &(M) est une somme de termes du type :

E = f f f lDf(^• / î- l^-^^)DaDfD7 '^^(^- l^û).(l-a)M
y "ç ^o ^ ^ T? r

. ô^'Df. D^" [(ô^) (x, ̂  + a^)] d^do (20)

où
|^'| + |^"|+ |;3"| = [ ^ |

l7'l + l7"l = l7 l

k ' + k " = k .

Par intégration par parties, on a aussi :

E=^, f^'^-^- Df^^D;^"--^ ..)(!- O)M
«/y «/^ «/O

as
)1 ^/Sdo.• Df«' [Oî.) (.. H + o^

E s'écrit encore sous la forme :

E= f ffleih~l<x-y^(l-a)M DalD131D'ïlDkl(eih~^.a)v »/ o y ^i '
p ( x , t , ^ , a , î ] , h)dy^da

ou
k^ < k

(21)

l"il <|^|

M < | j 3 J < M + | j 3 |

, l 7 i l < l7 l
et p vérifie : pour tout ô > 0 il existe C, > 0 telle que :

\ D ^ p ( x , t , ^ , o , r î ) \ <Ct,hK.\(x,•^^)'c~kl

uniformément par rapport à x , t , ç, a , r ) .
(22)
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On commence par rendre absolument convergente, par rapport
à $, l'intégrale définissant E, en remarquant que :

(i -h^yY e^^-y^ = (i + i f p y e^^-v^.
On est donc ramené à étudier :

F= f f f eiH~l(x-y^(ï-a)MDalD01DylDkl(eiH~^ a)
J J JQ x y T] t ' ' /

• P ( x , t , ï , a , n , h ) (1 + { ^ - " ^ ^ d y d a , (23)

sous les mêmes conditions que précédemment.

Soit X£C^(R), s u p p x C ] - 2 , 2 [ , x = 1 sur [-1,1]. On
pose :

^ = //J^1^"1^^0 - ̂ X^-J-)^

D^D^D^D^.^-^.^.pd+ISp)-^^^.
F, = F - F,.

Pour alléger l'écriture, on fait la convention suivante : si
d ( x , t , y , rf, h, s) et e(x , r , y , 77, /? , s)

sont deux fonctions C°° sur

R " x [ - T , T ] x F r x F T x ] 0 , A o [ x [ 0 , l],

on écrira \d\ <;\e\ s'il existe une constante C indépendante de
(x , t , y , r î , h, s) telle que | d\ < C | e\. On établit des estima-
tions sur la fonction

/ »\Ç1 \

^ ( t , x , y , r ) ) = S ( t , y , r i ) - S ( t , x , î ] ) + ( x - y — ( t , x , - n ) \ .

LEMME 3.3. - Si | a | + | ^ | + | ^ | + f e = l , o « a ;

\y^y^^\ ̂ \x-y\(\(x,r^)+\x-y\)î . (24)

Si |S| + |̂ | + |7| +^> 1 , ona;

19:^9^1 ^(1 + l x - ^ | ) ( Â ( x , î ^ ) + | ^ - ^ | ) t . (25)

Preuve du lemme 3.3. - Compte tenu des estimations sur S,
on a :

l^f^i ̂  I ^ - ^ I (X (X ,T?)+ l^-^l)*. (26)
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/ ys \
Or ô V/ = <—— > x - y\ d'où :-' \axBx/ y — — .

IV^I ̂ --HXOc,^. (27)

as as
De V = T"^'-"' î?)-T-(^.i?) on déduit:

OA j OX 1

IVW ^d^-^- l +^•,^1^-^. (28)
gîg

De ô^3^ = - g (/, x, T?) on tire :

l^a^l SMx,^ (29)

aïs
et de 9j,.9j,.^ = T—— (t , y , î]) il vient :

/ OJC i OX i

lô^.ô^ô^l <, (\(x,ri) + [^ -y\)^ (30)

D'où Fon déduit (24) et (25) (les autres cas se traitant de la même
manière).

Fin de la preuve du lemme 3.2. — Commençons par estimer
F ^ . Comme \x - y\ < 2^/TT sur le support de x, l'intégrale F^
est absolument convergente. Il vient alors compte tenu de (22) :

IFJ ̂ +K ̂ p^ |D»^(^. a)|. (31)

On a facilement :

;<«'.

^^ fe lemme 3 entraîne :
ID;'«Dr. al ^ ̂  ̂ "(x ,n) si \x - y\ < 2y^ (32)

I D^D^D^^^"^ )| ̂  A-(i^l+l^l^7'l^)/2 ^ ̂ ^ ^ ^) (33)

sous la condition | x — y \ < 2 -^/TT.

La formule de Leibniz donne alors :

IF^.——t-^'^^'^ .̂ (,,,). (34)
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Passons à l'estimation de F^ . On commence par intégrer par parties
en ç, en utilisant la relation :

(- A^y ( e ' ^ ^ - y ' ^ ) =h-'•\x-y\^r. e^^-v'^
ce qui donne :

F2 =h2r fff1 [l -xa^-JO.A'^D^D^D^^-^.a)

( l - a ) M . [ x - y \ - 2 t e i h ~ l < x - y ^ p , ( x , t , ! : , r ) , a , h )
(\ + \^\2rn dyd^da (35)

où p^ vérifie (22). Pour r > n, on en déduit :

IF^A2^ Sup [\x-y\2n-lr\D^DISlD^Dk,l(e"'~^.a)\
\x-y^h1'2

[ [ \x-y\-2n(l+\f:\2)-"dydf:} (36)
d'où: JJ^^2

|FJ ^h2^-"!2

Sup ^\x-y\2n-2nD^D^D'[lDk,i(eift~l}r.a)\]. (37)
lx-^O/il/2

Comme précédemment, on utilise la formule de Leibniz et le lemme
3.3. De (37) on déduit alors :

IF^^^-^-0"^^1^1^^^^,,)

Sup Ix-^l^-^d+lx-^l)1"11^11^"2^. (38)
ly-x^h1/2

On choisit alors r de sorte que 2r- 2m = |oJ + |^| + |a,| + 2 A - + p .
Il vient alors :

^^^-^^^ .X(x,,)^. (39)

Compte tenu de (34), on a :

|F| ̂ ^t-C-i^il^l^. x(x, r,)^. (40)

Revenant à (19) et (20), on obtient alors :

\DkDliD'ïb(M)(t,x,r])\ < /^-'O/a+K+L^Kîi+i-yl+fc)^ ^^(x, r)).
' (41)
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On a tenu compte ici que dans (40) on a la condition
|^| <M+ |<î|+ 2n.

Le lemme 3.2 résulte alors du lemme 3.1 et de (41) en choisissant
.. , . , M ^ 2|j8| 4- |7| 4- k NM assez grand i.e. tel que — — — — —-———'——— > — .

2 2 2 2
On utilisera dans la suite les notations suivantes :

" ~ ^aX,A<,<n ' bx'x ~ ̂ X^x) Kf,k<n '

II résulte des lemmes 3.1 et 3.2 que l'on a :

PROPOSITION 3.1. — On se donne une phase
S: [-T,T]x R2" —> R

vérifiant ( 7 ) , ( 8 ) et ( 9 ) et un symbole q ^ S ^ , q ( h ) - ^ h1q^
Alors pour tout a € A0'0 et tout entier N > 1, on a : 1>Q

^-is(^) ̂  ̂  ^ ̂  ç^s ^ =q^x,Q,S).a

+ S ^C,(a)+/^N+lC<N>(û,/^)
/=i

où C^a) ( t , x , rî) = r^^Oc^S^x, 77). 9 ^ a ( t , x , 77)

+ (2Q-1 ̂ q^x ,^S(t,x, T?)) . 3^ S(^ x , T?) . a(t, x , T?)

+^iO^S).û.

^ p/^ C.^^EA^'0),^^) ^ ^^(û^îGA^0) pour j>\
et les applications C y , C(N), / > 1, .yo^ continues entre espaces
correspondants.

Pour la construction de l'opérateur U^W (cf. (2)), la pro-
position 3.1 conduit à l'équation caractéristique pour S :

ô,S(r,x,î?) +^(x,^S(r,x,7?)) =0

S(0 ,X ,7?) = X . 7 ?

et aux équations de transport :

^ -Ci(ûo) =0

0^(0, x , rf) = 1 (43)
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jô,û, - Ci(û,) = C,+i(ûo) + . . . + C2(a,_i) pour / > 2

a, (0 ,x ,7?)=0. (44)

3.2. Equation caractéristique.

D'après le théorème de Hamilton-Jacobi, on sait que (42) équi-
vaut à l'étude du système :

Q f X ( t , y , r ] ) = 9 ^ o ( x ( t , y , r î ) , !:(t, y , 7?))

^(^ Y , î?) = - 9^o(^(^ . î?), ̂ , Y , r?))
x(0,^, T?) = ^

S ( O , ^ , T ? ) = 77.

(45)

On suppose à partir de maintenant que q(h) vérifie (30), (30'),
(31), (32) du § 2. Le système (45) vérifie alors clairement les condi-
tions d'existence et d'unicité d'une solution globale

t — — > ( x ( t , y , r ] ) , S0 ,^ , î ? ) )
définie sur tout R .

En effet ( x , Ç ) — — > (à^q^x ,$) , - ô^o^ ̂ )) est lipchit-
zienne indépendante de t et la conservation de l'énergie :

q o ( x ( t , y , T?), Ï ( t , y , 77)) = q^y , T?) (46)
entraîne que la solution t —> ( x ( t , y , 7?), Ç ( r , ^, 77)) reste bornée
lorsque ^ décrit R .

En procédant comme dans J. Chazarain [4] p. 12, on obtient le :

LEMME 3.4. - Pour tout e >0 il existe T > 0 tel que pour
\t\ < T' on ait :

\ \ ^ yX( t , y , T?) - IIÎ RH) < e

IIVO^î?)ll^<e

lia^0,^roii^<e
| |ô,SO,^,7?)-I|^<e.

(47)

En particulier il existe T >0 tel que y —> x ( t , y , T?) est un
C°-difféomorphisme de R" sur W1 pour tout t tel que | r | < T
et tout 77 E R " .
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On désigne alors par x—>• y ( t , x , 17) l'application inverse
de y —*• x ( t , y , 17) qui est une fonction C°° de ( t , x , T)).

LEMME 3.5.-Il existe T >0 tel que pour tout (a, (3) G M" x M",
pour tout p £ N tëfa <7Me |a| + 1 j3| + p > 1 on ait :

^y^xÇt,y,r))=0(\''(y,r)))

y,yyH(t,y,rî)=0(\''(y,r)))

pour tout (y , f)) e R", 1 1 \ < T (le 0 étant bien entendu uniforme
par rapport à t) .

Preuve. - Cf. [4] p. 13.
Pour la suite, on introduit la notation suivante :

^ t , x , T ï ) = ! ; ( t , y ( t , x , J ) ) , r ) ) ( M < T ) .

Comme dans [4] p. 14 à 16, on obtient le :

LEMME 3.6.

( y ( t , x , i?) = 0(\(x,r))) ^

( Ut, x , •n) = 0(\(x, r])) pour l f |<T et Oc,T?)<=R 2 " .

De plus, pour tout (a, <3)£ N"x N", pour tout pGN tels que
|a| + |(î| + p > 1 on a:

Q^^y(t,x, T?) = (XÀ^, i?))

^yà^(t,x,rï)=0(\l>(x,r]))

pour \t\<^ et ( x , î î )€R 2 " .

On a enfin le résultat suivant :

LEMME 3.7. -// existe des constantes Ci,C; >0 telles que :

ç ^——À^ 'T ? )——<r pour \t\<T et (x, î?)GR2"
^1 À(y0,^, t?) , î î ) 2 •

X (^ ( r ,y ,T?) , r? )^ ^^ | / | < T ^ O^eR2".
1 X(>', 17)
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D'après la théorie de Hamilton-Jacobi, on sait alors que pour
1 1 1 < T, T assez petit, (42) admet une unique solution, vérifiant
en particulier :

9,S(r, x , ri) = ?0, x , ri) (52)

S ^ S ( t , x , r ï ) = y ( t , x , î î ) . (53)
De (49), (50), (52) et (53), on déduit la :

PROPOSITION 3.2. — On suppose que q^ vérifie :

i) Pour tout (a, <3) e N" x N",

^à^(x , S) = (^-'"i-l^Oc, {))

iï)// existe C'> 0 telle que q^(x, $) > C'^Çx, i:) pour
tout Oc,{)£R2",

Alors, pour T assez petit. T >0, l'équation (42) admet une so-
lution et une seule S£ C°°([-T, T] x R2") vérifiant de plus (7),
( 8 ) et (9).

3.3. Equations de transport.

Les équations (44) et (45) sont du type :

9,b(t,x,Tî)+9^o(x,9^S)^b(t-,x,iiî)

+ (1/2) Oi,ç<?o) OL^ b ( t , x , r i ) + iq,(x, 9,S) b(t, x , î?)
=f(t,x,n) (54)

b ( 0 , x , r î ) =60

où /eA<°'0).
Classiquement, on résoud (54) en intégrant le long des courbes

intégrales de (45).
Posons z(t) = b ( t , x ( t , y , T»), î?)

et h(t) = f ( t , x ( t , y , v ] ) , v ] ) .
On a alors :

z'(0 + (1/2) ô^qo(x(t, y , î»), ÎO, Y , T?)) ̂ S(t,x(t,y , T?), r])z(t)
+ iqt(x(t, y , ri), ^ ( t , y , T?)) z(t) = h(t)

z ( 0 ) = è o - (55)
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Posons K ( t , y , r î ) = det [ Q y ( x ( t , y , r?))].

D'après un résultat classique, on a :

J^= y ^oy-- S 9^ ^a^^)^(^^^))+9[^o-9Ls.Ï ^ 9^

Rappelons que 1(0, y , 77) = 1 et que T est assez petit de sorte
que 1/2 <7(r) < -3 •

On introduit la fonction v(t) = ( l ( t , y , r^Y^zÇt) et on ob-
tient l'équation différentielle :
v\t) + i(q,(x(t, y , T?), $(r, ̂ , T?)) - (20-1 É

g2 7 = 1

T--4^-(^(^^,r?),^,^,T7))^(0=(Ï(^,^,r?)) l /2.A(^) (56),̂ a^-
^(0) = 6o .

On résoud alors (56), ce qui donne la solution de (54). Pour écrire
le résultat, posons :

1 ( 1 , x , T?) =70, y ( t , x , T?), T?) = det(3^(r, x , T?))-1

et
G ( t , s , x , r ] ) = f5 S f q ( x ( a , y ( t , x , r î ) , r î ) , W , y ( t , x , r ] ) , r î ) ) d a .

^o
La solution de (54) s'écrit alors :
b( t , x , T?) = J-^O, x, 77) ^'G(^^) ^

. *o + /' ̂ '^^^'^(J^, ̂ (r, x , T?) , 7?))1/2

. /(5,x(5,^(r, x, 77), 77)^5].

PROPOSITION 3.3. — On conserve les hypotHèses de la proposition
1 ^

3.2 et l'on suppose de plus que SP(q) = q. — —V, — ' °— est
li ~ 9x,ô^

réel. Alors si /EA^'0^ ta solution b de ( 5 5 ) vérifie b G A^'^ .

Preuve. — Elle résulte facilement des lemmes suivants :

LEMME 3.8. - Soit ge CrO-T, T] x R2") et

Ï ( t , y , î?) = g ( t , x ( t , y , 77), 77).
On a alors ^£A(0 '0) si et seulement si i'G A(o'o).
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Preuve. - Résulte des lemmes 3.5, 3.6 et 3.7.

LEMME 3.9 (J. Chazarain [4] p. 21). - Posons

LO.x.T^J-1^,:^).
Alors pour tout a G R on a L° € A^^ .

LEMME 3.10. - Posons

R O , ^ , T ? ) =exp \-i f S P q ( x ( s , y , r ï ) ^ ( s , y , f n ) ) d s ^ .

Alors REA^ 0 ) .

Preuve. - Commençons par remarquer que R est bornée car
SPq est réel. Ensuite on a

ô , R ( t , y , r î ) = - i S P q ( x ( t , y , r î ) , S ; ( t , y , r î ) ) R ( t , y , r î )

d'où i a , R | < C À ( ^ ( r , ^ , 7 7 ) , S ( r , ^ , r ? ) ) < C ' X O / , 7 7 ) (en utili-
sant la conservation de l'énergie). De manière analogue, on majore
les autres dérivées.

3.4. Estimation de l'erreur.

Sous les hypothèses du début du paragraphe 3, les constructions
précédentes donnent une approximation de l'opérateur unitaire V.
lorsque h —> 0 (en particulier l'hypothèse Q(h) = q(h, x , hD^)
autoadjoint assure que SP(q) est réel).

Pour /ES(FT), posons :

(u^wnoc)
^A- ff ̂ (s^)-..)/ ^ h^(t,x,n))f(y)dyftrï. (58)

/=o /

On donne un sens à cette intégrale oscillante en intégrant par parties
à l'aide de l'opérateur Ly = ih | î?!"2^ . 9 y après avoir tronqué en
17 autour de 0. Cela montre également que U^O/Oc) est une
fonction C°° de t , \ t\ < T, et de x E FT .

Or, on a :
(ihà, - Q(A)) V^ÇDf == R^O)/ (59)

^N) (())/=/
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où R^Cr) est un opérateur du même type que U^^) :

(R^^W = // ̂ -^^-^a,^ ̂  h)f(y)dy^. (60)

Or il résulte de la proposition 3.3 et de la proposition 3.1 que
^.GA^0) et ^EA^^2-^.

D'autre part, compte tenu de la construction de S, on vérifie
facilement que Fon peut appliquer le théorème de continuité L2

de Asada-Fujiwara [1] aux opérateurs du type (58) et (60). On ob-
tient alors :

PROPOSITION 3.4. — On a les estimations suivantes :

.^iiu^œn^^-od) (6i)
,^11 Cœl^) -O^2) (62)

^Sup ||U,(/) - U^œil^ ̂  = O^2) (63)

pour h —> 0, h > 0.

4. ETUDE ASYMPTOTIQUE DE LA DISTRIBUTION S,,, h —> 0

S^(0 = Trace (e-"1"11^] où Q(A) = q(h, x , hD^) est
l'opérateur obtenu dans le théorème 1. Soit

I^/O^S^fLpWe-"1"1^}, p G C ^ ( R ) .

Si suppp C ]—T, T[, T choisi comme dans §3, on considère:

^(^'^(/U^O). p W e - ' ^ - ' d t ) . (1)

On commence par montrer que (1) est une bonne approximation
de S,,.

PROPOSITION 4.1. - Pour tout entier N > 1 il existe C(N)> 0
telle que :

|Tr( fw^t) - V^Çt)). 9(t)dt\ < CW^-"^. Sup |0^(r)|
v / 0</<2n /-.

1»|<T ^-^
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pourtout 0eC^(]-T,T[), pour tout A e ] 0 , / ^ [ .

Preuve. — Posons

A^O-LW-UWœ et A<^ =f^\t)6(t)dt,

On a : 07^ - Q(/z)) A^(r) = RW(r). Or, pour A < h, , Q(/Q est
inversible (théorème 1 ) d'où

A^O) = QW-^^A^O) - QW-^O).
En itérant, on obtient :

A^W = QW-^VAWM - ^1 QW-^OTîV. RW(^). o)
/=0

Or, il résulte de (42) (§ 2) qu'il existe C > 0 telle que :

Tr(Q(A)--y î- l)=| |Q(A)——l| |^<CA-M- l pour 0 < h < h, . (4)
On choisit alors k = n -h 1 dans (3) et l'on obtient :

IIQW-1 /OT^r1 A^O) 0(r) rfr||^

^C^-^1. Sup [0^(01 (5)
1</<»1+1

compte tenu de (63) (§ 3).

L'estimation des autres termes de (3) se fait par intégration
par parties à l'aide de l'opérateur M = h(ià^S(t, x , T?))-^ . On
constate facilement que M envoie ^mlp dans A171'1'^1. On a
d'autre part :

^Q"-^(/RW(/)0(/)(r)A)/(x)
= /// eih-l(s^-y^b,(t, x , „, h) 0(/) (0 ̂ /GO d^ (6)

où d'après les lemmes 3.1 et 3.2 on a b- e ^("-iW^-n+i
En intégrant le second membre de (6) 2(n -f) fois par parties

avec M, on obtient :

hfQn-iÇfRW(t)6(')(t)dt)f(x)

= S / ̂ -1^.^)-^). c,((t, x , „, h) 6^ f(y) dtdy^
k<ln ' '

où c^eA0-11^2.
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Le théorème de continuité L2 de Asada-Fujiwara [1] et (4) impli-
quent alors qu'il existe C" > 0 telle que :

llQ^r7-1. fdhQ.yR^wewdUL^c'h^-^1. sup \e^(t)\
J Tr i</<2^

IfKT (7)

(3), (5) et (7) donnent (2).

COROLLAIRE. - Pour tout r G R , tout pEC^(]—T,T[) er
ro^r CQ >0, f/é?x^? 00 telle que \ î^(h) - J^Wi < Ch^-3^1

pour tout T' E [r — e^ , r 4- e^] er ^01^ A G ]0, h^}.

Remarque. — Lorsque le support de p est quelconque, comme
dans [4], on approche V^(t) dans l'intervalle [feT, (k + 2T] (Â;e Z)
par U^O - kT) (U^CT))^ . Par une partition de l'unité, on se
ramène au cas où supp p C ]^T, (fc 4 -2)T[ . Dans la suite, nous
ne détaillerons pas ce point qui est strictement analogue à [4] (pa-
ragraphe X).

Nous allons maintenant indiquer les preuves des théorèmes 2
et 3.

4.1. Preuve du théorème 2.

Compte tenu de la remarque précédente, on se restreint au cas
où s u p p p C ] — T , T [ et on est ainsi ramené à étudier J^Çh).
On a :

^W = fff ^-l•^^T)p(0 a(t, x , r?, h) dtflndx (8)

où l'on a posé ^(t, x , 77, r) = S(t, x , 77) — XT] — rt.
Or on a

ô^(r,x, 77, r) = ^S(r,x, T?) - r = - qQ(x,9^S(t,x, T?)) - r.

Soit encore 3^(^, x , r?, r) = — q Q ( y ( t , x , 77), T?) - r. D'après
le lemme 3.7 et les propriétés de q^, on en déduit qu'il existe
00 telle que \(x , T?) > C entraîne | 9^S(t, x , T?) - r' | > 1/2
pour tout r' E [r — e^ , r 4- e^]. Après intégration par partie à
l'aide de l'opérateur M^ = h(iQ^S — r)"1^ et une troncature, on
est ramené à étudier la contribution de l'intégrale définissant J^(A)
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dans (8) dans la région définie par \(x , 17) < C 1 1 \ < T. Or, les
points critiques de \p sont définis par :

{ S^SÇi^,^) = r

^ S 0 , ^ , 7 ? ) = 7 ? (9)

9 ^ S ( t , x , r î ) = x .

Compte tenu de la construction de S, (9) signifie que t est une
période d'une trajectoire périodique d'énergie — r , d'une courbe
intégrale périodique de H^ . Le théorème de la phase non station-
naire implique alors le théorème 2.

4.2. Preuve du théorème 3.

Il suffit d'examiner J^\h). On cherche les points critiques
de ^ qui se trouvent dans le support de p. Ils sont définis par :

3^S(0, x , T?) = T soit encore par ( Qo(x , 77) = — r
t= 0 t = 0.

Comme q^ n'a pas de valeur critique dans [7-0 — e^, TQ 4- e^],
S = {(x , T? , r) e R2^ , ^(x , 77) = - T , r = 0} est une variété
compacte de codimension 2.

On peut alors évaluer J^(A) en appliquant le théorème de
la phase stationnaire généralisé comme dans [4]. On peut aussi pro-
céder directement en paramétrant 2 après une partition de l'unité
et en utilisant le théorème de la phase stationnaire usuel avec para-
mètres. Nous ne donnons pas plus de détails ici car nous explicite-
rons ce type d'argument plus loin.

5. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES

On conserve les hypothèses du § 4. Donnons-nous une fonction
p E CQ°(R) à support assez petit autour de 0 telle que p(0) = 1 ,
p > 0, p est paire et p >0 sur [ — S o ' ^ o ] » ^o ^^ (on construit
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une telle fonction à partir de pi C C^(R) paire à support assez petit,
p^ > 0, pi(0) > 0 et on détermine 7^ pour que p = 7i(p^ *p )
convienne).

On pose alors 0^(\) = (27T/z)~1 p(- /^X).

5.1. Etude de N^ * 0^ .

On a facilement :

N/, * ^(X) = (27T/0-1 ^ I_,(/0ûfr. (1)
^-oo

Soit x^C°°(R), x = 1 sur ]-oo, - 2] , ^ = 0 sur ]-1 , -h oo[.

LEMME 5.1. - Po^r tout entier N > 1 , z7 ^^ê CN > 0 telle
que :

f^\(T)ï_^h)dT\ ̂ CN^ pourtout h e ] 0 , h Q ] . (2)

Preuve. — On a :

I-rW = S pÇh-^^W - r)). (3)
/>!

Or p G §(R). Pour tout entier M il existe donc C^ > 0 telle que :

\P(h-\^(h)-r))\ ̂ C^hM \^(h)-r\-^ . (4)

Posons - r = 5 - + l , s> 0 . On a l'inégalité élémentaire :

(^•W + 5 + l)-1 < (s + D-'^W + l)6-1 (5)
pour tout 0 £ [0,1 ].

D'autre part, d'après (42) § 2, on sait qu'il existe 7 > 0 telle
que :

(^•W+ l)-1 <7A-1 / -1 / " (6)

pour tout / > ! et tout h e ] 0 , h o ] .
Prenons 0 = 1 / 2 dans (4) et appliquons (4) ; il vient :

\p(h-\^(h) + s + 1)| < c^/-M/2"/^-M/2 (s + l)-^2.

On obtient alors (2) avec par exemple M = Max(2N, 2n + 1).

Le lemme 5.1 et le corollaire de la proposition 4.1 impliquent
qu'il existe C > 0 telle que :



SPECTRE DES HAMILTONIENS QUANTIQUES ELLIPTIQUES 217

IN/, * 6f,(\) - (2irh)-1 f_ (1 - x(r))JW(/^)rfT«C/^N-3"+l (7)

pourtout A £ ] 0 , A J , À £ [ À o - e<, , \ + ^o].

Soit x^ G C"(R) telle que xf(r) = 1 pour r < À - e , Xe (r) = 0
pour T > \ - e/2 , e >0 étant choisi tel que ^ n'ait pas de va-
leurs critiques dans [À - e, X + e].

Cela entraîne en particulier que 0 est isolé dans e,^_^ ^g, (con-
séquence du fait que les trajectoires sont compactes et du' théorème
de Rolle). On pose :

M^W = (27T/0-1 / (1 - x(r)) x\ (r) jW(/Q dr

M^A) = (27rA)-1 f^ (l - x(r)) (l - ̂ (r))î^\h)dr .

On peut appliquer le théorème 3 pour évaluer M^W. Cela donne

M^W = (27TA)-" f (l-x)(^o(^0)
^o^'»^

(1 -X\(<ïo(.x,^)dxdîi. (8)
Evaluons M^W. En revenant à la définition de J^W :

M^W = (l-nh)-" f^
J— oo

[fff eih-l^x^-r)(l -x(r))x\(r}p{t)a(t,x,^,h)dtdx^'\ dr

on commence par se ramener au cas où l'amplitude est à support
compact en ( t , x , r } , r ) . On remarqué qu'il existe R > 0 tel que
l'on ait ;

1 QfS(t, x , 77) + T | > - pour \(x , 77) > R et r £ [2, À - e/2].

Soit alors ^ G C;(j- 2R, 2R[), x, = 1 sur [0, R]. Posons :

M'̂ ) = (2^)-" f_^fff ̂ -̂ ..,-.)(i _ ̂ ^

X^(X,T])). p ( t ) a ( , t , x , n , h ) d t d x f l v ) d r .
Des intégrations par parties à l'aide de l'opérateur

M_,r = h(iQtS + r)-1^

entraînent que, pour tout N > 1 , il existe CN > 0 tel que :

IM^/O-M^WKCN^. (9)
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On applique alors le théorème de la phase stationnaire avec para-
mètres à :

G,(/z ; x , 77) = f^f^e^-^^^-^d - x(r)) Xe, (T) X,(X(x , r?)

. p0) a ( t , x , 77, h)dtdr .

Les points critiques de la phase ?// sont donnés par { r = 0,
T = ^o(^ » î?)}- D'autre part, la matrice hessienne de ^ par rap-

/y_s_
porta ( ^ , r ) est donnée par V^ ^ == 9^2

\ 1 0,
Le théorème de la phase stationnaire donne alors :

M^h) = (27r/z)-" ff (1 - x(^ , ?))) X'/^o^ . ») dxd^ + 0(A1-")

lorsque h —^ 0 , /2 > 0.
Regroupant (8), (9) et (10), on obtient :

PROPOSITION 5.1. — S i \ n'est pas valeur critique de QQ , on
a alors :

N^ * ^(X) = (27r/2)-" f dxd^ 4- OC/r"^) (11)
^oO^O^

lorsque h —^ 0 .

5.2. Preuve du théorème 4.

Elle s'appuie sur le :

LEMME 5.2. — Supposons que \o ne soit pas valeur critique
de QQ. Alors il existe CQ > 0 et Co > 0 telles que:

| N ^ ( À + T / z ) - N ^ ( À ) | < C o ( l 4- Ir ir /r^1 (12)
pour tout À G [XQ - CQ , \o 4- ej. ^^ ^o^^ /z E ]0 , h^ ].

Preuve. — Supposons r > 0 .
a) On établit d'abord (12) pour / ^ r ^ ô o . D'après les pro-

priétés de p , on sait qu'il existe C > 0 telle que ?
f\+TH /» /U — \\

N,(À + rA) - N^(X) = ̂  rfN^(jLi) < C j p (—^-) d^(n) .
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Le théorème 3 donne alors qu'il existe TQ >0 tel que :

|N^(X + rh) - N^(À)| < C'A1-" (13)

pour X G [ X o - e o , X o + 6 o ] , / z e : 1 0 , / z j et r E [ 0 , r o ] .
b) Examinons le cas rh > e^. On majore alors trivialement,

en utilisant l'inégalité (42) du paragraphe 3 :

|N^(À + rh) - N^(X)| < N^(À + rh) + N^(À) < C^-"(X"+ (r/;)")

«^/^(T+T") pour X E [ X o - e o , \ ) + e o ] .

c) On suppose ici que r = ̂ , /; entier et que rh < e^ (on
suppose ici que GQ < 60). On écrit alors :

N/,(X + ^A) - N^(X) = N^(X + fcToA) - N/,(X + (^ - 1) ̂ h)
+ ... + N ^ ( X 4 - r ^ ) - N ^ ( X ) .

On peut alors appliquer a) en remplaçant X par X +77-0/2, 0</< k.
Il vient :

|N^(X + ^-o/O - N^(X)| < C k h 1 - ' 1 . (14)

d) Le cas général : soit 0 < kr^ < r < (k 4- 1) TQ , A; entier.
D'après b), il suffit d'examiner le cas où rh < CQ . On a :
|N^(X + TA) - N^(X)| < |N^(X + r/z) - N^(X + ^A)!

+ | N ^ ( X 4 - ^ T o A ) - N ^ ( X ) | .

On majore le premier terme en utilisant a) et le deuxième par c),
d'où :

I N ^ ( X + r A ) - N ^ ( X ) | <C(Â;+ 1)A 1-" . (15)
On en déduit (12) pour r > 0. Le cas r < 0 se traite de la même
manière.

On en déduit alors la preuve du théorème 4 :

N^ * 0^(X) - N^(X) = / (N^(a) - N^(X)) 0/,(X - a)do .

On fait le changement de variable a = X + rh.

En revenant à la définition de 0^ et en appliquant (12), il vient :

IN^ * 0^(X) - N^(X)| < CA1-" fp(r) (1 4- |T|)" rfr. (15bis)

Or pGS(R) d'où (11) et (15) donnent le théorème 4.
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La preuve du théorème 5 étant complètement analogue à celle
donnée par J. Chazarain [4] pour Q ( / ^ ) = — / ^ 2 A + V , nous ne
la répéterons pas ici.

5.3. Preuve du théorème 6.

On désigne par B(x , hDy) la réalisation de Weyl associée au
symbole a^(x , h^). On a

B(x , AD,) u(x) = ff a^ (^- , h^ e^-v^uÇy) dy^

pour u^W).
B(x, hDy) vérifie les hypothèses du paragraphe 2 et définit

en particulier un opérateur essentiellement autoadjoint, semi-borné
dans L^R"). Soit 0/(A)),>i la suite croissante des valeurs propres
de B(x , hD) (répétées suivant leur multiplicité). On pose v, = i/.(l) ;
a^ étant par hypothèse homogène de degré 2m en ( x , Ç ) , on
a clairement :

Vj ^"^.(A). (16)

D'après les résultats de 2, il existe 7o > 0 tel ç^ ron puisse
définir (B(x , hD^) + 7o)l/w pour tout h E ]0 ,1] comme opérateur
pseudo-différentiel de symbole «principal»

(^(^^î+To)^ = ^ ( x , Ç ) .

Pour 7 >71/w , on a d'après le théorème 4 :

card {/, (ï/,(/z) + 7o)l/w < 7} = (27rÀ)-" f rfx^ 4- O^1-").
^(^^Xi ^7)

De (16) et (17), en faisant le changement de variable X = A"'7 '̂" — 7.),
on obtient :

M(X) = card { / , v, < \m} = (27r)-"À" f dxd^
^a^x^xi

+ 0(X"-1), X——> + 0 0 . (18)
Posons d'autre part v\(K) = (^ Vj + 7o)l/w et

N^)=card { / , ^ ( A ) < ^ } .

La preuve du lemme 5.2 montre que si jn n'est pas valeur cri-
tique de &2 (par exemple ju > 7^ ), alors pour tout 60 > 0 il
existe h^ > 0, CQ > 0 tels que :
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IN^+T/O-N^I^CoA 1 -^! + |r|) (12')

pour tout h £ ]0, ho\ et tout r vérifiant | r | < CQ h~1.
De (12') on va déduire le :

LEMME 5.3. -Pour tout CQ > 0, il existe C\ > 0 tel que:

|M(X+ Ô) -M(À) |<C'^(1 + 15l)"-1 (19)
po^r \> 1 ^ |5] < C o X .

Preuve. - On fixe JK >7^/w et on pose X = h^Ç^ - ïo)1^ .
On suppose Ô >0 (le cas S < 0 se traite de manière analogue).

On pose X + 6 = h~\^ - y^)^ . On a alors

8h = (^ - 7^1/w - (^ - -^A" .

Posons enfin ^m = i^ 4- 7^ , JLI^ = v^ + 7^ . On a alors v -v^= Sh
et il existe C. telle que 6A < C- d'où sup î;.. < + oo. On en

O<H<HQ
déduit alors qu'il existe K > 0 telle que :

I A I - ^ K M Ô / Z pourtout A e ] 0 , A o ] . (20)

On peut donc appliquer (12') en posant ^ — ̂  = rh et en utilisant
(20), d'où (19).

Posons Q = (B(x, D) 4- -y^)^ , P = ( x , D) + ̂ m . Soit
(^);>i (respectivement (\');>i) la suite des valeurs propres de
Q (resp. P). Les résultats du paragraphe 2 montrent que P — Q est un
opérateur pseudodifférentiel d'ordre < 1 et d'ordre 0 si a^__^ = 0.
On a alors :

LEMME 5.4. —
i) Si P — Q est d'ordre 0, alors il existe 00 telle que

| Xj - v\ \ < C pour tout ] > 1 .

ii) Si P — Q est d'ordre 7, alors il existe 00 telle que
\ XJ - v\\ < Cv^2 pour tout f > 1 .

Preuve. —
i) est bien connu.

ii) Soit u e ̂ (R"). Posons v = Q174 u.
On a : ((P - Q)u, u) = (Q-^œ - QÏQ-174^, iQ. Or

Q-i/4(p_Q)Q-i/4 est d'ordre 0. Il existe donc C'> 0 telle que :
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|((P-Q)u,y| <C'|H|% =C'(Q1^2u,u).
L

Le principe du minimax donne alors (ii).

Fin de la preuve du théorème 6. - Soit 6 G [0,1 [ et C > 0
telsque: |X;-.; |<C^. (21)
On a clairement :

NOT = card { / , À; < X} + 0(1)
et pour À —> 4- oo. (22)

M(X) = card { / , v\ < X} 4- 0(1)

De (21) on tire qu'il existe C" > 0 telle que :
card { / , H < X} < card { / , v\ < X + C^X0 } (23)

card { / , v\ < X - C'X6} < card {X,; < X} (24)
pour X assez grand.

On utilise alors (22) et le lemme 5.3 ce qui donne :

N(X^ = M(X) + 0(X"-1+0) X —> + cx>. (25)

(18) et (25) donnent la conclusion du théorème 6.
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