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FONCTIONS DEFINIES DANS LE PLAN
ET VERIFIANT CERTAINES PROPRIETES
DE MOYENNE

par Alain YGER

Soit f une fonction définie et continue dans R"(n = 2). Dé-
signons par F(x,r) la moyenne superficielle de la fonction f sur
une sphére de centre x et de rayon r; soient a et & deux nombres
réels distincts, tous deux strictement positifs.

Dans [3], Delsarte a montré que, si le rapport a/b ne prenait
pas certaines valeurs exceptionnelles, toute fonction f vérifiant,
pour tout x dans R, f(x) = F(x,a) = F(x, b), était alors une
fonction harmonique dans R” .

Plagons nous maintenant dans le cas n = 2.

Pour tout entier N supérieur ou égal a 2, soit Py le polygone
régulier de R?, centré en l'origine, dont les sommets sont les points

2km . 2km

(cos N’ sin —N-), k variant de 1 & N. Lorsque f désigne une

fonction définie et continue dans R?, r un réel strictement positif,
appelons Gy (f, x,r) (resp.: Hy(f, x,r)) la moyenne des valeurs
de la fonction f sur les sommets du polygone x + r Py (resp.: sur
Pintérieur du polygone x + rPy). Toute fonction continue sur
R2 et dont la valeur en tout point x de R2?, est égale, pour tout
r >0, au nombre Gy(f,x,r), est en fait un polyndme harmo-
nique, de degré N — 1; le méme résultat subsiste si Gn(f, x, r)
est remplacé par Hy (f, x, r) ([1], [6], [19]).

Dans ce travail, nous nous placerons dans R? et dans la si-
tuation ou le polygone est un carré (N = 4).

Nous envisagerons deux types de problémes :
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A. Problémes du type 1 :

L’un des problémes fondamentaux qui se posent pour un sys-
téme de deux équations de convolution dans R?, depuis le contre
exemple proposé par Gurevich [8], est celui de la synthése spectrale :
y a-t-il totalité des exponentielles polyndmes solutions d’un systéme
d’équations u; x f=p, x f=0 (u, €&'(R?), u, € &'(R?)) dans
I’espace des solutions continues de ce systéme ? Berenstein et Taylor,
dans [2], ont donné, pour de tels systémes, une condition suffisante
non seulement pour qu’il y ait synthése, mais encore pour que 'on
dispose d’'un moyen de représentation de toutes les solutions de classe
C™ alaide des solutions élémentaires.

Il s’agit de s’assurer en premier lieu de ce que la sous variété
C? définie par V(u,, u,) = {(z, w)EC?, {,(Z) = ji,(Z) = 0} est
bien de dimension 0, puis ensuite de ce que les composantes connexes
de Pensemble ou |i,| et |M,| sont, en un certain sens, simultané-
ment petits, sont bornées et de taille controlable. On dit alors que
le couple (ﬁl(Z), ﬁz(Z)) est un couple de fonctions analytiques
“slowly decreasing” pour le poids p(Z) = |ImZ| + Log(l + ||ZI)),
ou |ImZ| = |Imz| + [Imw].

Dans cette premiére partie, nous donnerons une condition suf-
fisante pour qu’un couple

(,(2), ,(Z) (ol p, € 8'(R?), u, € &'(R?))

soit “slowly decreasing” au sens de Berenstein-Taylor pour le poids
p déja considéré (lorsque la variété V(u,, u,) est de dimension 0),
(Proposition 1.1), puis nous verrons comment, en combinant ce ré-
sultat avec les méthodes déja utilisées dans [23], nous pourrons en
déduire, dans le cas N = 4, la propriété de synthése spectrale et le
théoréme de représentation des solutions pour les systémes du type :

(x) f(-) = Go(f,., 1) = G,(f,.,a) (a€]0,1[).

Nous aurons été au préalable amenés a étudier la géométrie de I'en-
semble des couples (z, w) de C? satisfaisant au systéme d’équa-
tions :

(E,) cosz cosw = cos(az) cos(aw) =1(a€]0,1[\Q).

Cette étude se poursuivra dans la deuxiéme partie (II).



FONCTIONS VERIFIANT CERTAINES PROPRIETES DE MOYENNE 117

B. Problémes du type 2 :

Soient u, et u, deux distributions & support compact dans le
plan. Existe-t-il, et a quelles conditions, un ouvert relativement compact
tel que toute solution distribution du systtme u,* f=pu, x f=0
soit en fait C™ partout lorsqu’elle est de classe C* sur cet ouvert ? Tel
que toute solution du systéme nulle sur cet ouvert soit en fait nulle
partout ? Dans I’exemple étudié par J. Delsarte ([4], [12]), espace des
solutions leoc s’identifie & I’espace de Hilbert L2([0,2]x [0,1]);
ce domaine D = [0,2] x [0,1] répond aux deux questions soulevées
ci-dessus. Il n’est pas question, pour les systémes de la forme (*),
de construire ce que I’on pourrait appeler un tel domaine fondamental.
L’obstruction est ici que la variété V(u,, m,) correspondante ne
peut étre incluse dans une bande C? delaforme |ImZ| < T.

Cela résultera, on le verra, de I’étude géométrique des ensembles
de couples de C? vérifiant une équation du type (E,).

Par contre nous serons en mesure de donner une réponse posi-
tive aux deux questions posées, si I’on arrive a montrer que I’ensemble

des points de C? ol |f,| et |fi,| sont simultanément petits (en
un certain sens) se trouve dans un tube de C2? de la forme

[ImZ| < T(1 + Log(1l + lIZ]])).

Ce sera l'objet du théoréme 3.1, qui n’est en fait qu’un raffinement
du théoréme permettant le passage du semi local au global dans les
problémes de cohomologie a croissance (voir [2], [5], [18]).

Dans I’étude des systémes de la forme (*) (ou a est irra-
tionnel), les propriétés arithmétiques du réel a et les propriétés géo-
métriques de la variété V(u,, u,) sont trés liées, comme on le verra.

Nous montrerons I’existence d’irrationnels pour lesquels les
hypothéses du théoréme 3.1 pour la variété V(u,, u,) correspon-
dant au systéme (*) ne seront pas vérifiées.

Il existe d’autres méthodes, comme on le verra par certains sys-
temes de la forme (x*) f(.) = H,(f,., 1) = H,(f,.,a) (a€]0,1[),
pour donner une réponse positive aux deux questions posées en téte
de ce paragraphe.
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1. Quelques problémes liés au probléme de la synthése spectrale.

Dans la suite, p désignera toujours une fonction sous harmo-
nique sur C"”, non identiquement égale 3 — oo, telle que

(i) vZecCc*, p(2)=0
(ii) Log(1 + |IZ]) = 0(p(2))
(iii) 3C >0, 3D >0 telles que

VZEC", Vi€l IZ-SII<1==p(@)<Cp(Z)+D.

On notera A(C") I'espace des fonctions holomorphes sur C” ; si
Q désigne un ouvert de C", on notera A(2) I’espace des fonc-
tions holomorphes sur §2.

Comme dans [2], on notera : v
A,(2)={FEAQ); 3A >0, 3B >0, VZEQ, |F(Z)| < Ae®rD},

Rappelons la définition d’un n-uplet de fonctions analytiques dans
C" “slowly decreasing’’ au sens de Berenstein-Taylor pour le poidsp.
Ceci signifie

1) La variété analytique {F, =F,=...... =F, =0} est
de dimension 0.

2)3e >0, 3K >0, 3K, >0, 3K, >0, tels que les com-

n
posantes connexes de I’ensemble | Z€C”, )

e
i=1
soient bornées, et que si Z et ¢ sont deux points de I'une de ces

composantes connexes, on ait : p(Z) < K, p({) + K, .

|F,(2)| < e e XpD

Nous nous placerons, pour fixer les idées, et parce que nous
allons utiliser les résultats de Berenstein-Taylor dans ce cadre, dans
le cas n = 2.

PROPOSITION 1.1. — Soit & un ouvert de C*. Soient
F, €A,(C?), F,€A,(C?).
On suppose : il existe € >0, K>0, K, >0, K, >0 tels que

2i) Les composantes connexes rencontrant S) de l’ensemble
ot |F,(Z)| + |F,(Z)| + |Jacobien(F,,F,) (Z)| < e e D  sont
bornées ;
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2ii) Pour toute composante connexe € de cet ensemble ren-
contrant Q, ona: VZEC, V{E€C, p(Z) <K,p@®) +K,.
Alors 3¢ >0, 3K'>0, 3K; >0, 3K, >0 tels que

3i) Les composantes connexes rencontrant S de l'ensemble
ou |F,(Z)| + |F,(2)| < €' e ¥PD sont bornées.

3ii) Pour toute composante connexe @' de cet ensemble ren-
contrant 2, on a: VZEC' K V{€EC' p(Z)<K;p®¥) +K;.

Remarque 1. — Les hypothéses impliquent la discrétion du
spectre (variété des zéros communs de F, et F,); dans le cas ou
€ =C?, la conclusion du théoréme signifie précisément que le
couple (F,,F,) est “slowly decreasing” au sens de Berenstein-Taylor.

Ce corollaire immédiat a été annoncé dans l'introduction sous
le titre : Proposition 1.1.

Remarque 2. — La proposition subsiste mot pour mot pour
les n-uplets de fonctions analytiques dans A, (c").

On notera désormais Jacobien (F,,F,)(Z) =1J[F,,F,](Z).

Prouvons la proposition 1.1. — Choisissons pour I’instant

e < =, K >K.
2
(e et K sont attachés au couple de fonctions analytiques (F,,F,)
par la condition 2i).

Considérons une composante connexe rencontrant $2 de len-
semble :
{Z€C?, |F ()| + |Fy(2)| <€'e~Kp(D},

Supposons que cette composante connexe contienne un point Zo
tel que :

J[F,,F,] (Zo) > % e~ Kp(2o0)

Considérons un réel strictement positif €(Zo) de la forme Ae™#P(2®)

(A et u sont deux constantes positives ne dépendant que de €,K,
F,,F,) de maniére a ce que
Zo Zo
F(2), F@|,
’ ’ — ,—Kp(2)
||Z—Zo||<e(Zo)=>l > 4 e ,
F}3(Z), F[%(Z)
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oll Flz‘; , FIZ‘; , Fzz‘i , F.lz"2 sont des fonctions entiéres de A,(C?)
définies par

F,(Z) — F\(Zo) = (z — z0) F{(Z) + (w — wo) F7(Z)
VZE C?

F,(Z) — Fy(Zo) = (z — z0) F}(Z) + (w — wo) F}5(Z).

L’existence de A et u est assurée par les conditions préliminaires
imposées au poids p .
On a, pour tout Z dans la boule de centre Zo, et de rayon
€(Zo)
€
Y e~ KP(@) | Z — Zoll < |F(Z)| + |Fy(Z)| + |F(Zo)| + |F,(Zo)|.
Si I’on a pris soin de choisir €’ et K’ de maniére a ce que

ele—K'p(Zo') < % ()\e-#p(ZO)) e—Ke(2)

(pour tout ZE C?, telque ||1Z — Zoll < 1).

On voit, quitte 4 améliorer 4 nouveau ce choix de €' et de K',
que la composante connexe étudiée contenant Zo se trouve en fait
incluse complétement dans la boule de centre Zo et de rayon
Ae #P(Z0)  Elle est bornée et satisfait bien sur (3ii) (si A <1, ce
que l'on peut toujours supposer, on peut prendre K; >C, K, >D,
C et D étant les deux constantes intervenant dans I’énoncé de la
propriété (iii) du poids p).

Les seules composantes connexes de
{ZEC?, |F,(D)| + |F,(2)| <€’ e KP@)}

restant a étudier sont celles rencontrant §2 et en tout point desquelles
on ait

|J[F,,F,] (@) <§ e=Ke(2)

Mais une telle composante est incluse dans une composante
connexe rencontrant §2 de I’ensemble ol

|F,(Z2)| + |F,(Z)| + |J[F,,F,](2)| < e e~ KD
On utilise alors les hypotheses 2i et 2ii. o

Nous allons utiliser cette proposition pour démontrer le
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THEOREME 1.2. — Soit a unréelde lintervalle 10,1].
Soient F, et Fg") les deux fonctions analytiques sur C?
définies par :
VZEC?, F,(Z) = cos(z) cos(w) — 1

VZEC?, Fg")(Z) = cos(az) cos(aw) — 1.

Le couple (F,, F(z")) est ‘slowly decreasing’ au sens de Berenstein-
Taylor pour le poids p(Z) = |ImZ| + Log(l + ||Z])).

COROLLAIRE. — Soit a unréelde l'intervalle 10,1].

Les exponentielles polynémes solutions du systéme d’équations
de convolution f(-) = G,(f,.,1) = G,(f,.,a) forment une partie
totale dans I'espace de toutes les solutions continues de ce systéme.
On dispose de plus d’un processus sommatoire permettant de repré-
senter toute solution de classe C~ sous forme d’une somme (conver-
gente dans CT(R?)) d’exponentielles polynomes solutions du sys-
teme d’équations.

Le corollaire est une conséquence du théoréme 1.2 et du théoréme
7 de [2] (les mesures introduites sont symétriques par rapport a (0,0)).

Pour démontrer le théoréme 1.2, nous allons avoir besoin de

localiser I'’ensemble des zéros communs aux deux variétés analytiques
F,(Z)=0 et F{?(Z)=0.

Nous appellerons I' le sous-groupe de R? engendré par les
points (1,0), (0,1), (a,0), (0, a). 1)

Soient u et v, les mesures atomiques de R? telles que
F, =@, FP =5, .
v désig..:nT une mesure atomique a support fini porté par I', x

étant un caractére du groupe I', on notera

si v= Y 4,6, , = Y ax(v;) by, -

v{€T v;ET

LEMME 1.2.1. — Il existe des constantes strictement positives
e, K, T telles que, pour tout ZEC?* tel que |ImZ| >T, on ait

vx € Hom([T', T), [(xu) " (Z)| + 1(xv) (D] + [J[(xm)5(xv,) 1(Z) |

> ee-—KlIle
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- —>
Soit (i,j) un repére o_rglonormé du plan euclidien. Pour
tout vecteur ¥ = cos6 7 + sin 0j, et pour tout a >0, désignons
-, .
par §,(u) le secteur angulaire

80,(?4)) ={(x,y)ER?,|xsinf —y cosf| <a(x cosf + y sin 0)}.

Nous allons en fait montrer que, pour toute direction ZZ), il
existe deux constantes strictement positives oz(z_f) et ﬁ(z_;) telles
que :

Imz
VZEC?, (Imz, Imw)E som(&’) et u- <

) > B(x)
Imw

== VxEHom(I", T), |(xw) " (Z)| + | xv,(Z)| +1I[(xu) ; (x¥,)"1(Z)|
> Ol(?t)) e—B(D’)IImZI )
Mais, si % est distinct des directions perpendiculaires aux cotés du

-> -
carré (% i, 17), il existe deux constantes a(a) et B(u) stric-
tement positives telles que :

—

B(u)

V

Imz
VZEC?, (Imz, Imw)ES _ (W) et u- ( )
a(u)
Imw

== yx € Hom(', T), |(xp) (Z)| > 1.

Nous allons donc supposer 7=(1,0) a4 partir de maintenant.
Soit x un élément de Hom(I", T).

Posons : x((1,0)) = e®  x((0,1)) = €'

x((@,0) = e  x((0,a) = e .
Nous avons
0 0
Py (xmw)(Z) —
z

> (xu)"(Z)

"= a[sin(z + 0) cos(w + 0") sin(aw + ¢')
k2 (xv)"(Z) 0 (x2)°(Z) c?s(az +¢) — sin(w + 8") cos(z + )
0z ow sin(az + ) cos(aw + ¢')]

=aF (2).

D’autre part
sin(a—1D)w+ ¢ —0)sin((a+1)z+60 +y)

=F(2) + G (Z) + (xp) (Z) (xw)(Z) + (xpy) (Z) (xv)(Z) (2)
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ou p, et p, sont deux mesures atomiques de support fini dans
', obu G,(Z) = sin(aw +¢') sin(az + p) — sin(z + 6) sin(w + 6').

Il résulte de (2): il existe deux mesures atomiques a support
finidans I', 0, et 7, tellesque

(i) Supp(o; C{(x,y)ER?, x <1}.

(i) VZEC?, F (2) = — % (x1)(Z) = (xw)"(Z) (xp,)"(2)
— (xv,)"(2) (xp,) (2).
(i) 7= 8p41,0-1) " Oas1,41-a) T 81,1y = 8-y T Oy -
En fait la mesure 7 peut s’écrire sous la forme :
T= 8(a+l,a—l) + 8441, —1-0) T 5(1,1) — 8,1y T Oy + s Py s

ou o0, et p] sont deux mesures atomiques a support fini dans I',
avec Suppo, C{(x,y)ER?, x <I1}.

7 peut donc s’écrire sous la forme
T = 48(1’_1) + 8(1’1) — 6(1’_1) + 53 + M * p,l, + Va =l=p,2 s

ol 04, p},p, sont des mesures atomiques a support fini dans I',
avec Suppo, C {(x,y)ER?, x <1}.

On peut écrire le Jacobien des deux transformées de Fourier
des mesures X7 et x¥, sousla forme :

a
JI(xm);(xv,) 1 (Z2) = — 2 (XT)(Z) — a(x(py * u+ p, %)) (Z)
avec T=28 _yt o, tusxr,, tyx7,,

= 26(1,1) tog tuxTg tyxTg,

ou les mesures 0,4, 05,74 ,,74,5,7s,1,Ts,, sont des mesures ato-
miques a support finidans I', avec

Supp(o,) U Supp(o,) C {(x, y) ER?, x <1}.

L’existence de oz(ft)) et de ﬁ(?t)) est alors immédiate (le raisonne-
ment est analogue a celui qui est fait dans la démonstration du lemme 2
de [23)]).

Un recouvrement de R? par un nombre fini de secteurs angu-
laires ouverts du type §, (74’) achéve la preuve du lemme 1.2.1. o
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LEMME 1.2.2. — Soit a un réel de ]0,1[, I' le sous groupe
de R? correspondant (1). Pour tout caractére x de T, les zéros
communs de (xm) (Z) = (xv,) (Z) sont isolés.

Considérons en effet, comme dans [23], ’ensemble

E —_
xEHom(I‘ T) 20a(%).

ou W, (x) désigne I'ensemble des zéros non isolés de
(xm)(Z) = (xv,)"(Z) = 0.

En reprenant mot pour mot la preuve du lemme 4 de [23], on montre
que la projection de E sur I'axe des z est une partie ouverte et
fermée de C. Comme cette projection se trouve, d’aprés le lemme
1.2.1,danslabande {z€C, |Imz| < T}, elleestvide. o

LEMME 1.2.3. — Soit a un réel de 10,1[, I' le sous groupe
de R? correspondant (1). L’ensemble % des couples de fonctions
entiéres sur C?> de la forme [((xm)“(Z), (xv,) (Z)], ou X est un
caractére de I', est compact pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact de C? .

Puisque |x| =1 et que u et v, ont un support compact,
toutes les dérivées de (xm)” et de (x»,)” sont majorées, unifor-
mément par rapport 4 x. Le théoréme d’Ascoli montre que & est
relativement compact.

g est en fait compact car le groupe Hom(I',T) est métri-
sable et compact. o

LeMME 1.2.4. — Soit a un réel de 10,1[. Soit T wun réel
strictement positif; il existe deux constantes €(a), K(a) telles que
toute composante connexe de {ZEC? |u(Z)| + Iﬁa(Z)l <e€(a)}
soit bornée et ait un diamétre au plus égal a K(a) lorsqu’elle inter-
cepte la bande de C* {Z€C?, |ImZ| < T}.

Considérons dans C? la boule A de centre (0,0) et de rayon
4 T. Lensemble % des couples de fonctions entiéres sur C? et de
la forme [(xu)"(Z), (x¥,)"(Z)], ou x est un caractere de I',
est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur A.

Soit (F, G) un tel couple; il existe un compact connexe C(F, G)
contenant dans son intérieur la boule de centre (0,0) et de rayon 2 T,
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inclus dans &, et sur le bord duquelon ait |F| + |G| >¢€(F,G) >0.
(Cela résulte du lemme 1.2.2 ; on peut d’ailleurs prendre pour @(F,G)
une boule de centre (0,0) et de rayon intermédiaire entre 2 Tet 4 T
sur le bord de laquelle F et G n’aient aucun zéro commun).

Il existe un voisinage % (F, G) du couple (F,G) pour la topo-
logie de la convergence uniforme sur A, telque :

P , , F,G
V(F',G"Y€ ¥(F, G), [F'| + |G| > “—23 sur 3C(F, G).

Utilisant alors le lemme 1.2.3, nous recouvrons F par un nombre
fini de voisinages ¥ (F,,G,),..., ¥ (F,,G,).

Pour tout couple (x,,u,) dans R?, le couple de fonctions
analytiques (u(z +x,, w+u,), v,(z +x,, w+uy)) est un élé-
ment de & .

On pose alors

e(F;,G;)
€(a) = k}(

) K(a) = {Sup (diam(@(F, G,))).

ze{x, ie{1,...k

Le lemme 1.2.4 résulte d’un simple argument de compacité. u]

Nous sommes en mesure de démontrer le théoréme 1.2.
Nous appliquons la proposition 1.1 en prenant comme ouvert
Q={Z€C?, |ImZ| >T}.

Grace au lemme 1.2.1, les hypdthéses 2i et 2ii sont trivialement
vérifiées. Nous appliquons enfin le lemme 1.2 .4. oo

2. Quelques considérations arithmétiques.

Dans toute cette partie, a désignera un irrationnel de linter-
valle ]0,1[. Comme nous I'avons annoncé en introduction, ’obs-
truction pour que le systéme d’équations de convolution dans R?
du type (*) admette un domaine fondamental (c’est-a-dire un do-
maine borné A de R? tel que Pon puisse identifier I'espace des
solutions L% . du systtme (*) et L%(A)) ([12], [23]), est que
I’ensemble des couples (z, w) € C? satisfaisant au systéme d’équa-
tions: (E,) cosz cosw = cos(az) cos(aw) =1 ne peut étre in-
clus dans une bande de C? delaforme |ImZ| < T
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PROPOSITION 2.1. — Soit a un irrationnelde 10,1[.

Soit T la constante introduite dans l’énoncé du lemme 1.2.1.
Pour tout v réel et de module supérieur ou égal a T, pour tout
€ positif, il existe un couple de C? , solution de :

(i) cos(z) cos(w) = cos(az) cos(aw) = 1;

(i) |[Imw —v| <e€.
Prouvons cette proposition.

Soient A et B deux nombres complexes :

A=a+if, B=vy+i6,B8 F0, |sh(B) sh(§)|<1.
Nous allons montrer qu’il existe 8 et ¢ dans R, tels que
cos(A+6) cosB+y)=1.

En effet :
cos(A+6) = cos(a+0) ch(B) — i sin(ae+68) sh(B) (pour tout 6 réel)
cos(B +¢) = cos(y+y) ch(8) — i sin(y+yp) sh(8) (pour tout ¢ réel)

i
Pour tout p dans [O, —2-} , posons

¥(p) = (ch(B) cos(A;(p)) — ish(B) sin(\;(p))) (ch(8) cos(\,(p))
+ i 5h(8) sin(A;(p)))

ou A,(p) et A,(p) sont déterminés de maniére a ce que :

Arg((ch(B) cos(A (p)) — i sh(B) sin(A,(p))) = p

Arg(ch(8) cos(A,(p)) + i sh(8) sin(A,(p))) =—0p

M(p)E[0,27[, A, (p) € [0,27].
¥ est une fonction continue a valeurs réelles, telle que
Y(0) = ch(B) sh(8) >1,

et que

\If(g-)‘ = |sh(B) sh(8)] < 1.

s
Il existe donc p, dans :lO, E [, telque ¥(py) = 1.

On choisit enfin 6 = a — A (py), ¢ = — 7 — N (pg).
On a bien alors cos(A +6) cos(B+ ¢) =1 = ¥(p,).
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Soit maintenant v fixé dans R, tel que v = T. Considérons
y dans R*, tel que sh(y) sh(v) <1 et que sh(ay) sh(av)<1.
En raisonnant avec A =iv et B =iy, on détermine u et x dans
R, telsque 'on ait : cos(u + iv) cos(x +iy)=1.

En raisonnant ensuite avec A’ =a(u + iv), B' =a(x + iy),
on détermine dans un deuxiéme temps 6 et ¢ dans R, de ma-
niére a ce que :

cos(a(u + iv) + ) cos(a(x +iy)+6)=1.

Le couple (x + iy, u + iv) est donc une solution de
(xw)(Z) = (x»)(Z) =0
ou x(1,0) =x(0,1)=1, x(a,0) = e’ x(0,a) =e*.
(Pour les notations, se référer aux remarques suivant 1’énoncé du
corollaire du théoréme 1.2).

Ce zéro est un zéro isolé du systéme (xu)"(Z) = (x¥,)°(Z) =0,
en vertu du lemme 1.2.1 ; c’est méme un zéro simple.

Si € est suffisamment petit pour que (x + iy, u + iv) soit
le seul zéro commun aux deux variétés (xm)"(Z) = (xv,)(Z)=0
a lintérieur de la boule de centre ce point et de rayon 2e€, alors:

an(e) >0, Vx'€Hom(T,T), Ix' — Xlomer,my < n(€)
== (x'm)" et (x'y,)" ont aussi un zéro commun dans la boule
de centre (x + iy, u + iv) et derayon €.

Cela résulte par exemple de l’application de la formule de
Kronecker. Or a est irrationnel; 27 Z + 2maZ est donc un sous
groupe dense de R (d’aprés le théoréme de Dirichlet).

Il existe donc (k,%) dans Z?, tel que, si X, désigne
I'élément de Hom(I', T) défini par Xk, 2 (0,1) = X, 9(1,0) = 1,
x(k,Q) (a ) 0) = e—-2i1rka ’ x(k,Q) (0 3 a) =e" 2inla , Oon ait

X — X ollHoma, 1) < n(e).

On a donc ainsi construit un point de C2, solution de p(Z)= v,(Z)=0,
situé 4 une distance au plus égale 4 € du point

(x+iy+2km,u+iv+ 28).

Ce point vérifie |Imw —v| <e. a
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Un raffinement de cette démonstration nous permet de dé-
montrer la :

PROPOSITION 2.2. — Soit a un irrationnel de 10,1[. Les deux
énoncés suivants sont équivalents
(i) 3C >0, V(z,w)EC?, cos(z) cos(w) = cos(az) cos(aw)
=1 = |Imz| < C(1 +Log(l + |Rew])).
(i) 3mEN, m= 2, telque

Vqgez\{0,-1},d + 1Da, Z\22) =2 —.
4EZ\0, ~1},d(Qq + Da, 2\22)>

Remarque. — On rappelle qu’un nombre réel a est un nombre
de Liouville ([10], [11]) s’il peut étre rapidement approché par les
rationnels au sens suivant

Vm=22,3p€Z, IqgEZ, avec q =2 et

a— — _—
‘ Iql’"

Ces nombres constituent, dans [0,1], un ensemble de mesure nulle.
Il est clair qu’un irrationnel de ]0,1[, qui est non-Liouville, vérifie
(ii).

Preuve de (ii) = (i). — Raisonnons par l’absurde. Supposons
que, pour tout n dans N, on puisse trouver un couple (z,, w,)
dans C? tel que

cos(z,) cos(w,) = cos(az,) cos(aw,) =1
|Imz,| = n (1 + Log(l + [Rew,l)).

Pour les grandes valeurs de n, on peut écrire :

T
w, =2q,+1) 5 +en: len| <3e™",q,€Z\{0,-1}.

6 1
On a donc d((2q + 1 = Z2\22)) < — e " —m—mmm.
a n (( q )a 2 2 ( \ )) T |(2q,,+ l)anl
1 <_1‘£ 1

6
Pour n suffisamment grand — e~ %" —— S
™ (2q, + 1) 2 129, + 11"

(pour n = N).
Sil’'onse donne mEN*, m > 2, et n>sup<N,am),
dq, €Z\{-1,0}, d((2q, + 1)a, Z\22) < —————— -
qn \{ }, d(Q2q Ya, Z\2Z) 124, + 11"
Ceci achéve la preuve de (ii) = (i).
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Preuve de (i)= (ii). — La démonstration repose sur le lemme
technique suivant, dont I’essentiel de la preuve figure déja dans celle
de la proposition 2.1.

LEMME 2.2.1. — Soit y un nombre strictement positif.

Soit v € R" vérifiant sh(y) sh(v) < 1. Il existe alors un unique
couple (x(v), u(v)) dans ] 0, % [x] 0, % [ tel que :

cos(x(v) + iy) cos(—u(w) + iv) =1.
De plusona: lim (u(v)) = uy(y) ou tg(uy(y)) = shy.

v—=>0

Prouvons ce lemme. — Si A varie dans [0, 12[] , posons
Y.\ = lz,(V)| lz,(=N)I], ou z,(A\) désigne I'affixe du point d’argu-
2

- X Y?
ment (\) de lellipse o2 (o) + h* (0) =

1, ou z,(—=\) désigne
X? Y?
+ =1
i ch*(y)  sh*(y)
Comme ‘I’v(g) <1<V¥,(0), que ¥, est une fonction décrois-

I’affixe du point d’argument (— A) de ’ellipse

sante de A, il existe une unique valeur de A pour laquelle ¥ ()) = 1.

Cette valeur, que nous noterons A(v), vérifie

(cos2(?\(v)) + sin’(.\(v))> (cos2(?\(v)) N sin2(7\(v))) _
ch?(v) sh?(v) ch?(y) sh2(y)

On adonc: sh?(v) ch?(v) ch®(y) sh?(y) = sin*(\(v)).
On en déduit donc ling A(v))=0.

Comme dans la preuve de la proposition 2.1, x(v) et u(v)
sont déterminés grace 3 A(v), etl'ona

cos? (A (v))
ch?*(v)

) cos’(A(v)) = sin?(A(v)) _
A+ 2o (50 * —angy )
11 s’ensuit lin(} (1 + tg2(u(v)) = ch®(y).

On adonc lin}) tg? (u(v)) = sh*(y).

Ce qui achéve la preuve du lemme 2.2.1.
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Prouvons alors la proposition 2.2. — En reprenant les notations
de la preuve du lemme 2.2.1, considérons la fonction ¢ définie sur
R* par

Vy €RY, o(¥) = auy(y) — uy(ay) .
Il s’agit d’une fonction décroissante de y (pour les valeurs suffisam-
. T
ment grandes de la variable). De plus, yl_?l‘ (e(¥))=(a-1) E
Nous allons démontrer (i) = (ii) par I’absurde.

Si (ii) était en défaut, il existerait une suite d’entiers (q,),>,
de Z\{0,—1}, telleque:

s m
VneEN, n=2, d((2q, + 1 —,— Z\22) < ——.
(@q,+ Da 5+ 5 @\22) <5
I1 existerait donc une suite d’entiers (5',,),l>2 de Z*, et une suite
d’entiers (p,),-, de Z, avec:
T

<—x——
2(1 + g, )"

1
P l Arct Arct =0,, et
uisque im_ [ rcg(sh(ay)) a Arc g(sh(y))] ., et que
la fonctlon ¢ définie sur R* par

VnEN, n=2, O<(—a+1)—+qn7ra p,T

$(7) = Arcte (sh (lay) ) —a Arctg (sh :y))

est décroissante pour les grandes valeurs de y, pour tout n =2,
il existe y, € R* telque:

~ T
o(y,)=€,=(—a+1l) 3 +q,ma—p,m

Fixons maintenant n et posons y, = .

Pour les valeurs de v vérifiant sh(y) sh(v) <1 et sh(ay)
sh(av) <1, nous pouvons trouver, d’aprés la preuve de la propo-
sition 2.1, quatre réels de 'intervalle

[0, —72'—] X, (0), ,(0), X, (), iy, (v)

de maniére a ce que

cos(z + xy(v)) cos(—uy(v) +w)=1
(iy, iv) soit un zéro du systéme

cos(az +xay(v)) cos(—uay(v) +w)=1.
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Grace a largument de perturbation déja utilisé pourvu que |y| =T
(cf. lemme 1.2.1), il existe deux constantes €, et K, strictement
positives telles que

si [, (v) — ug()| + [y, (av) — ug(ay)| < e, e 7,
alors il existe, a une distance au plus égale 4 1/2 du point (iy, iv),
un couple (z', w')
solution du systéme
d’équations

cos(z' +x,(v)) cos(—uy(y) +w') =1

cos(az’ +x,,(v)) cos(—uy(ay) +aw') = 1.
Nous avons % cos(z' + x,(v)) cos(—u,(») +w') =1

donc cos(az' + xay(av)) cos(—auy(y)+¢(y) +aw’) =1.

Or auy(y) —uy(ay) =(a—1) % +9(y)=q,ma—p,m

Nous avons % (=" cos(z' + x,(v)) cos(—uy(y) —qm+ w') =1

donc (=1)°7 cos(az' +x,,(av)) cos(a(—uy(y) —gqm+w')) =1.

Le méme argument de perturbation nous assure I’existence d’un point
(z",w'"), solution de cos(z") cos(w’) = cos(az") cos(aw’’) =1,
tel que

|IRew” + uy(y) +qn| <1, [Imz" —y|<1.
Nous avons donc :

T
|IRew"" | <|q| 7+ Py +1
[Imz"| >yl —1.

Mais nous avons d’autre part: @(y)=>pe % (pour une certaine
constante positive p). A chaque n€N (n = 2), suffisamment
grand, nous avons donc pu associer un point (z,, w,) solution du
systétme cos(z) cos(w) = cos(az) cos(aw) =1 vérifiant de plus

n
—allmz,|

ad < A~( ) < il 3
g"a <@ .y,, = 2(1 + anl)" >
soit encore
re 2
eallmz I pe (__) (IRew"I + 1), (4)
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Si nous avions (i), nous déduirions de (4) et de (i) qu’il existe une
constante W telleque VnEN, n>2, |Rew!| < W.

Mais I'on pourrait alors extraire de la suite (w;’ ) une sous suite
convergente, ce qui serait absurde puisque la limite w, devrait vé-
rifier cos(w,) = cos(aw,) = 0. o

PRrROPOSITION 2.3. — Il existe des irrationnels a de ]0,1[, pour
lesquels on peut construire une suite (n,).cn d’entiers positifs stric-
tement croissante, telle que : il existe deux constantes positives C,
et C, demaniére a ce que
VkEN*, 3(z,, w,) €C?*, vérifiant cos(z,) cos(w,)

= cos(az,) cos(aw,) =1, |Imw,| <1,

+ +
Imz;, > n, Log (1 Rezy | + |Rew, | )+ C,.

Cl
=
Considérons par exemple a = p}__:) JoT
Soit k € N*; posons n, = 4k.
Nous avons :
ng
3(nk)l+1 a= 3(nk)! + 3(nk)lﬂ + Z 3(nk)!—(pl) + Rk .
p=2
Il existe donc p, €N, telque 3 g = 4p, — 1+ Ry
Il existe aussi g, €N, telque 3¢ 4q,,k —1.

Nous avons donc ainsi construit deux suites d’entiers (pnk)keN. s

C .
(4nrens » tellesque 0<(4q, —1)a-(4p, —1)< m s
ou C est une constante positive. k
En reprenant la preuve de la proposition 2.2 et ’argument de
perturbation utilisé, cela est suffisant pour assurer I’existence du

couple (z,, w,) etdesconstantes C, et C, . o

Nous allons enfin examiner le cas ou a est un nombre irration-
nel de type constant (voir par exemple [11], [13]).

PrOPOSITION 2.4. — Soit a€10,1[\Q; on suppose a de type
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constant. Il existe alors deux constantes positives T (a), T,(a),
telles que pour tout couple(x ,y) de R?, il existe un couple(z , w)
de C? vérifiant
(i) cos(z) cos(w) = cos(az) cos(aw) =1
(i) |ImZ| < T,(a)
(iii) (Rez, Rew) € (x,y) + [-T,(a), T,(a)]*.

Soit a wun irrationnel de ]0,1[ de type constant. Alors [13]:
Ve >0, 3T,(e) >0, tel que: VxER, VpER, il existe g€ Z
vérifiant 2mqg € [x —T,(e),x +T,(e)] et d2mga— ¢, 27Z)<e€.

Soit alors T(a) la constante introduite dans I’énoncé du lemme
1.2.1. Posons T,(a) = T(a) + 1. Nous fixerons le couple (x, y).
Si v est un réel strictement positif vérifiant

sh(v) sh(T(a)) <1 et sh(av) sh(aT(a)) <1,

m
on peut trouver quatre réels x,, x,, u,, u, dans ] 0, 5[ , tels que

cos(x, + i T(a)) cos(—u, + iv) =1
cos(x, + ai T(a)) cos(—u, + aiv) =1;

on notera dorénavant T(a) = T. De plus (voir la preuve de la pro-
position 2.2), lim (x,) = lim (x) =0, lim (u,) = u, , lim (u)) = uy
ou tg(u,) = sh(T), te(uy) = sh(aT).

D’apres I'argument de perturbation déja utilisé, il existe (z;, wy)
dans C2, solutionde

cos(zy) cos(—u, + wy) = cos(azy) cos(—uy + awg) =1,

tel que (Rezp, Rew;) € [—% ’ %] ? et que [ImZ; | <T+ —é— .

D’apres le méme argument, du fait qu’il existe ¢ € Z vérifiant a la
fois 2mq € [x — T,(€), x + T,(€)] et d(2qma — auy +u}), 212)<e,
et ¢E€Z vérifiant 4 la fois 27R€ [y — T,(e), y + T,(e)] et
dQ2%ma,Z)<e, on peut a condition de choisir € suffisamment
petit (ce choix dépendra de la valeur de T), construire un couple
(z1, wy) dans C? telque
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cos(zp + 28m) cos(wy — u, +2qm) = 1
cos(a(zy + 287)) cos(a(wy — uy + 2qm) = 1
(Rezy , Rewr) € [-1,1]2

IImZy| < T+ 1=T,(a);

€ ayant été choisi correctement en fonction de T, on pose
T,(a) = T,(¢) + 3.

Le couple (z + 28w, wy — uy + 2qm) satisfait clairement les
conditions (i), (ii), (iii) exigées. o

Nous allons maintenant voir que si la condition (i) de la pro-
position 2.2 est vérifiée, nous pouvons contrdler par R¥ le nombre
de zéros isolés du systéme cos(z) cos(w) = cos(az) cos(aw) =1
dans la boule ouverte de centre (0,0) etde rayon R.

Revenons un instant au cas d’'un n-uplet de fonctions entiéres
de type exponentiel dans C" “slowly decreasing” au sens de
Berenstein-Taylor.

ProrosiTiON 2.5. — Soient (F,,F,,...,F,) n fonctions en-
tiéres de type exponentiel sur C"; on suppose que le jacobien de
ce n-uplet de fonctions n’est pas identiquement nul On suppose
de plus

(H1) Le n-uplet(F,,F,,...,F,) est “slowly decreasing’ au sens
de Berenstein-Taylor pour le poids p(Z) = |ImZ| + Log(1 + ||Z])) ;

(H2) Il existe une constante C >0 telle que :
VZeC",F,(Z)=F,(Z)=---=F, (Z) = 0 = |ImZ|
< C(1 + Log(1 + IZIl)).

Désignons, pour tout R strictement positif, par N(R) le nombre
de points Z solutions du systéme (F,(Z) =0, i€{1,..., n}) situés
dans la boule ouverte de centre (0,0...,0) et de rayon R.

Il existe alors_deux constantes positives M et K telles que
VR €R*, N(R) <K(1 +RM).

Donnonsnous € >0, K >0, de maniére 4 ce que les compo-

n 12
santes connexes de | Z€C", (Z IF,.(Z)IZ) ? < ee‘Kp(z)g soient
1
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bornées, et vérifient la condition (2ii) de I’hypothése “slowly decreas-

ing

Désignons par Cr) I’ensemble des composantes connexes de
cet ensemble rencontrant

BO,R)N{zec", F,(Z)=F,(Z)=---=F,(Z) = 0}.
Si K, et K, sont les deux constantes introduites dans la

condition (2ii) de I'hypothése “slowly decreasing”, et si Ce Cr>
nous avons

vZeC, p(Z) <K, +K,p(Zo), ou Zo€SN 103(0, R)
(on désignera par S I’ensemble des Z € C" tels que
F,(Z)=F,(Z)=-.-=F,(2) =0).
Nous avons donc :
VZeC, Log(1 + I1ZI) < K, + K, [C+ (C + 1) Log(l + R)]
(a cause de I'hypothése H1).
I1 existe donc deux constantes A et u positives telles que
VR >0, VCE e(R), CCB(0, \(1 + R*)).

Il existe également deux constantes strictement positives p, et p,
telles que :

VR >0, VCeeq,, v2eal, (X IF@P)" > ﬁR)—pz.
i=1

Grace au lemme 1.5 de [2], nous pouvons supposer qu’il existe des
constantes A et B telles que, si I' désigne la frontiére distinguée
de I'une quelconque des comp osantes connexes de

% zec, (SIF@E)" < fe"“"z’g ,
1

on ait £ |dz, Adz, A...ndz,| < A exp(Bp(2)).

En utilisant les formules de la section I de [2], nous voyons
qu’il existe n + 1 réels strictement positif o, ,a,,...,,, p;
tels que VO€E(R/Z)", VR >0, les fonctions analytiques G

définies par G;(Z) = F;(Z) —

i
o i6; .
(1+R)ﬂ3 e (l=1,2,...,n) ont,
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~

dans toutes les composantes connexes C appartenant a @Cp, le
méme nombre de zéros communs que les fonctions F,(i =1,2,..., n).

Posons alors Vi€ {1,..., n}, Vr >0, M,(r) = sup |F,(Z)|.
Z€B(0,
Soit v un réel strictement supérieura 1. ©n

D’aprés le théoréme 2.9 de Gruman [7], on a linégalité sui-
vante :

n j=n
@m" NR) < ( Vol,B(0, y"R’) TI

(v* -1 R'2)
[Log*M;(\y"~"(R* + 1)) + Log™¢; + p;Log(1 + R")]

ou R'=X(1+ R¥), C étant une constante indépendante de R.
On déduit immédiatement la proposition 2.4. m]

Nous pourrions appliquer cette proposition au couple de fonctions
analytiques (cos(z) cos(w) — 1, cos(az) cos(aw) — 1) lorsque a
satisfait a la condition (ii).

Mais il existe dans ce cas particulier, grice au lemme 1.2.1 un
résultat plus précis :

PROPOSITION 2.6. — Soit a un élément de ]10,1[ (a peut éven-
tuellement appartenir a Q).

Désignons par N, (R) le nombre de zéros du systéeme d’équa-
tions cos(z) cos(w) = cos(az) cos(aw) = 1 situés dans lintérieur
de la boule de centre (0,0) etderayon R. Ona

f“ Na(n) 4 = or?y.
1 r

Soit T(a) la constante associée & a par le lemme 1.2.1.

Grice a ce lemme (qui nous dit qu’aux points ou |ImZ| > T(a),
cos(z) cos(w) =1, cos(az) cos(aw) =1, ona |J(u,?,)| = ee XIZl)
et au théoréme 3 de M. Okada [14], nous pouvons affirmer

3C, >0 telleque: VR >0, [ NO() % <C,R?,
ol N(l“)(R) = card {Z € C?, cos(z) cos(w) = cos(az) cos(aw) =1,
IImZ| >T(a), IZIl <R}.

Posons N(Z“)(R) = card {Z € C?, cos(z) cos(w) = cos(az) cos(aw) =1,
|ImZ| < T(a), IZI| < R}.
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Grice au lemme 1.2.3 et au raisonnement effectué lors de la preuve
du lemme 1.2.4, nous montrons

ic, >0, VR >0, N¥((R) < C,R?;

N N(a) N(ﬂ)
or fR Na(r) dr= [® 2 () dr+fR N2 (D dr. o
1 r 1 r 1 r

3. Le probléme de la propagation des singularités.

Soient u,,u,,..., 4, n distributions a support compact
dans R".

Nous nous posons le probléme de déterminer des conditions
suffisantes portant la position des points de C”" vérifiant ﬁ,-(Z) =0
(i=1,...,n), de maniére a ce qu’il existe dans R"” wun ouvert
relativement compact §2 dans lequel toute distribution & support

n
compact dans R" admette, modulo lidéal . u, * &(R"), un
représentant. i=1

Il existera dans ce cas un ouvert relativement compact de R”
(par exemple du type (]—A,A[)") tel que toute solution distri-
bution du systtme: Vi€ {l,...,n}, u;* p =0 soit C* partout
lorsqu’elle I’est sur cet ouvert, nulle partout lorsqu’elle I'est sur cet
ouvert.

Deux exemples de ce type de situation dans R? sont :

1) L’exemple de Delsarte généralisé, ou les deux mesures i,
et u, sont en quelque sorte “‘gouvernées” par les charges dont elles
affectent les sommets d’un polygone convexe compact du plan affine ;
si P désigne ce polygone, nous pouvons démontrer (et nous donne-
rons les grandes lignes de cette démonstration en prouvant le théo-
réme 3.1) que tout ouvert §2 contenant P+ P répond au probléme
posé ([221], [23]).

2) L’exemple des systéemes de la norme () f(-) = G,(f,.,1)=
G,(f,., @), ou a vérifie la condition (ii) de la proposition 2.2 qui nous
assure que l'ensemble des couples de C? solutionsde wu(Z) = v(Z) =0,
sans étre, comme dans le cas de I’exemple 1, dans une bande de
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C?{|ImZ| < T} (voir la proposition 2.1), n’en est pas moins dans
un domaine |ImZ| < T(1 + Log(1 + |IZ]))).

THEOREME 3.1 [22]. — Soit a un nombre réel strictement supé-
rieur a 1. Soient Wy, ,..., 4k, (nEN); n distributions a support
compact dans R", de support inclus dans [—1,+ 1]*. On suppose
qu’il existe € >0, C, >0, C, >0 telsque:

-C,1ImZ|

(H vZec?, i 11, (Z2) <ee

i=1

= |ImZ|
< C,(1 + Log(1 + IIZ])).

Alors, pour toute distribution U dans & (R"), il existe une dis-
tribution U, dans &'(R"), telle que :

~ ~ n
Supp(U)C[-1—-a, 1 +a]”, U-U,E€ Y u,+ &'(R").
i=1
Prouvons ce théoréme en suivant les pas de la démonstration
du théoréme 2.2 de [2]. Nous allons tronquer la fonction analytique
U au voisinage de I'ensemble des points ou les g; sont simultané-
ment trés petits. Nous poserons

FD)I? =3 14,217, p(Z) = |ImZ| + Log(l + IZI).

i=1
Soit :
Vn >0, VC >0, V(n,C) = {ZEC", |F(Z)| <ne @D},

En choisissant correctement ' <n <e,C' >C >C,, nous cons-
truisons une fonction X € @”(C"), égale 4 1 sur V(n',C’), nulle
au voisinage du complémentaire de V(n,C), prenant ses valeurs
dans [0,1], et ayantun 3 vérifiant

3A >0, 3B >0, VZEC", |ax(Z)| < AeBP®)

Suivant la méthode du complexe de Koszul ([2], [18]), et en reprenant
la démonstration du théoréme 2.2 [2],posons m =2n+ 1+ (n —1)a.
Nous pouvons trouver une constante B,, de maniére a ce que :
I 1U-3x(2)]
cn  |F@)Pm

Il existe donc (théoréme 2.6 de [18]) n(0,1) formes

exp(—B,,p(Z)) dv < + .
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(w,Y=", 3B, >0, telles que Vi€{l,...,n}, 0w,=0 et

i=1"

(D)2 _B
f lw (D)l Bt D gy

en [F@)Pe-be

En utilisant le théoréme de Hormander et I’hypothése (H), nous

construisons g€N, V,,V, ..., V, dans L2 _(C") de manitre
aceque: n
> V@)
Ax0-% V.i)=0 et / =i D
— ML) = e =)
(X i1 '“'> cr |F@)Pe-Ye (1 +|)1Z|1)?

Nous définissons ainsi une fonction enti¢re ¥, deux entiers g, et
q, , telsque
g—2(a+1) [ImZ|

2 - oo
fc" W@ " <

I 1U@2) - ¥(2)|
cn lF(z)|2(n—l)a+2

Nous appliquons enfin le théoréme 1 de [17]. o

e 2P gy < 4 oo

COROLLAIRE. — Soit o >1; soit a wun irrationnel de 10,1[,
vérifiant la condition (ii) de la proposition 2.2.

Toute solution au sens des distributions du systéme
f(') = G4(f)~) l) = G'4(f,'a2)

C™(resp. nulle) dans un ouvert S contenant un translaté de [—2,2]?
est en fait une solution C™(resp. nulle) du systéme.

Remarque. — Une question que nous n’avons pu résoudre serait
de savoir si la conclusion du corollaire subsiste lorsque a ne vérifie
plus les contraintes arithmétiques imposées.

Il n’est cependant pas possible, pour un nombre satisfaisant aux
hypothéses de la proposition 2.3 (et nous savons qu’il en existe), qu’il
existe un ouvert S) relativement compact, tel que toute distribution
U € &'(R?) se trouve congrue, modulo I'idéal p + &(R?) + v, + &(R?)
a une distribution dont le support se trouve inclus dans S .

Si cela était le cas, prenons par exemple (x,,0)€R?, x, >0.
Nous aurions: &(x,,0) = Pixgy T R*Ty ) t 0% 7y, » avec de
plus Supp p CC Q2.
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Considérons la suite (Z;),cny de la proposition 2.2. Nous aurions
—ixp2Z ~
e 0% = p(xo) (Zk ) wk)'
Il existerait deux constantes C., ) et K , tellesque
(xg—C, )Imz, . K
e O 0T S K y(1+ [Rezy | + IRew]) &0 (5)
Si x, est choisi suffisamment grand, on peut supposer x, — C(xo) >0.
La suite (Z,) vérifierait a la fois (5) et la propriété de la proposition
2.3, ce qui signifierait que la suite w, admette une sous suite con-

vergente, ce qui est impossible (la limite éventuelle devrait vérifier
cos(R) = cos(a®) = 0).

Lorsque a vérifie la condition (ii) de la proposition 2.2, il existe
un ouvert relativement compact £, (par exemple ]—-2—¢€,2+ €[?)
que I'on pourrait qualifier «d’unicité» pour le systéme d’équations ().

Il n’est jamais possible pour de tels systémes (¢€]0,1[\Q)
que tout élément de L? (£2,) admette, de maniére continue, un pro-
longement a I'espace des solutions du systéme (*) dans L% _(R?);
cela en effet résulte du lemme 2.1.

En revanche, lorsque a est un irrationnel de ]0,1[ de type
constant, nous pouvons démontrer :

PrOPOSITION 3.2 [22]. — Soit a un irrationnel de ]0,1[, de
type constant. Il existe €,(a) >0 telque:
VIEL ([—€(a), €(a)]?),
il existe FELL (R?), avec
Fl[—¢€y(a), (@) =f et f(-) =G,(f,., 1) =G,(f,.,a).

Nous allons utiliser un lemme de perturbation trés classique [16].

LEMME 3.2.1. — Soit a un irrationnel de 10,1[, de type cons-
tant. Il existe une suite de points (Z,),en de C?, solutions de
cos(z,) cos(w,) = cos(az,) cos(aw,) =1, il existe trois cons-
tantes strictement positives C, o, 3 telles que

T
vrer:( [— o c] ). 3,y EL M),
avec
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G fx, =3 ¢, (qusens 12)
neN

" lea2)"™ < 171 < e )
(ll) a(néN c ) sz _1,1]’) ﬁ(nezN c )

(-5
Nous utilisons pour prouver ce lemme un théoréme classique de Paley-
Wiener, redémontré par Nagy ([16], p. 206).

Appelons T, et T, les constantes liées 8 a par la proposition

2m
= (T+T,

)
2.4. Choisissons C de maniére a ce que |e€ —11=10|<1.

A P
Considérons la base orthonormée de Lz([ — E 'C ) cons-
tituée des e; o(kEZ,REZ), ol ¢ o(x,y) = exp(i(kCx + 2Cy)).
D’aprés la proposition 2.4, il existe (zy o, wy g) €C? tels que
cos(zy o) cos(wy o) = cos(azy g) cos(awy o) =1, z; 90 = kC + py o,
wy o =92 + 0, o, avec de plus sup(lpgol, |0, o) <T, +7T,.
Soit F une partie finie de 2%, (a; o) ger une famille de nombres
complexes.
2 ak’ﬁ(ei(zk,gxwk,gy) . ei(ka+QCy))
(k,)EF jP+a

q i(kCx+2Cy)
Iq! xf y4 ( Y pfeolede :

40;qaf=o> p-q: (k,Q)EF
p>0,9>0

T
C
D —1[%(11”2)]‘”"[ )y |ak,g|2]"’.

P
p>0,q>0 P+ 4: (k,2)EF
p+q #0

T2 :
La norme L2 ( [— > E] ) de cette quantité est donc majorée par

Cette expression est en fait égale a :

2n
— (T, +T,) 1/2 1/2
(ec 1Y 1) l: 2 Iak,glz] =40 [ 2 'ak,glzil s

(k,2)EF (k,2)EF
ou 6<1.

Nous appliquons alors le théoréme de Nagy ([16], p. 206). o
La proposition 3.2 est une conséquence immédiate du lemme

précédent. On pose €,(a) = % (C étant la constante introduite

dans le lemme).
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Tout élément f de L*([—¢,, €,]*) s’écrit

_ i(z Qx+wk,9y)
f= 2 . Crx,0€ *, .
(k€2

Comme V(k,R)€2Z?%,|ImZ, o| <T,, on définit de cette maniére
un élément de L} _(R?) solution du systéme d’équations de convo-
lution (*). o

Lorsque a n’est pas un nombre de Liouville, nous avons un
énoncé similaire & celui du corollaire du théoréme 3.1 pour le sys-
téme de la forme : (**) f(-) = H,(f,., 1) = Hy,(f,., a).

PROPOSITION 3.3. — Soit a unirrationnelde ]0,1[, non-Liouville
[10]. Il existe un ouvert relativement compact L =]—A,+ A[?
tel que: VYUE &'(R?), il existe une distribution a support compact
ﬁ, de support inclus dans ), telle que

U-UEW+ &(R?) + 7, * 8'(R?),

ol 4u=—484, +x[-1,1]2,4%, = — 4a®8,, + X[-a, a]?
(x[—oz,ialzdésigne la mesure de densité uniforme 1 dans le carré
[—a, +a]?).

Cette proposition résulte du lemme suivant :

LEMME 3.3.1. — Soit a un irrationnel de 10,1[, non-Liouville.
Pour tout € >0, il existe une constante C(e, a) telle que

VZEC?, |RD)| + 17, <e

== |Imz| < C (1 + Log(1 + |Z|l) + |Imw])
et [ Imw| < C (1 + Log(1 + l1Z]) + |Imz]|.
Ce lemme résulte de [10] et de [15].

Il existe, si a est non-Liouville, deux distributions S, et T,
de support respectivement inclus dans [0,2] et [0,2a], telles que

8oy = (B0) = B2a)) * Sa + (B0) = 8(2)) * T,.

Nous en déduisons Pexistence de deux distributions de &'(R),
asupportdans ]—o,0[, V, et V, tellesque
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VZEC?, sin(z) sin(az) = 2(W(Z) + 1) sin(az) V,(w)
+azsin(z) (5,(Z) + 1) V,(w).  (6)
Le lemme découle de ce résultat. o
Donnons les grandes lignes de la preuve de la proposition.
Nous fixons € =1, C(e, 1) = C (lemme 3.3.1).
Nous déterminons, dans ’'ouvert pseudo convexe
© ={Z€C?, Imw >C(1 + Log(1 + ||IZ|l) + |Imz|)}

deux fonctions analytiques P et Q tellesque

@) 1 =PF + Q¥, dans ©
P> +|QJ?

Ny e—2B|lmZ| dv < + o,
a+1zi)

(i) 3N, €N, IBER",

Nous construisons ensuite une fonction ¢ de classe C™, égale a 1
sur le complémentaire de 'ouvert ©, dont le support est inclus dans
{Z€C?, Imw <C(4 + Log(l + ||IZ]|) + |Imz])}, et dont le 3
est borné.

Choisissons enfin deux constantes positives K, et K, pour
I’instant suffisamment grandes; soit n un nombre strictement po-
sitif. Posons, pour tout r =0,

0-’;=]—K1—77,K1+72[X]_K1 —TI,KI +Tl+t[-
Onposera V>0, w, = w, + K, [-1,+ 1.

Nous allons raisonner comme S. Hédnsen dans [9]. E désignera
I’ensemble des réels positifs ¢ tels que :

VT € &'(R?), Supp T CC w, = AT € &'(R?), Supp T CC w,
et T-TER+8&'(R?) +7, » 8'(R?).
Nous désignerons par 7 le sup de ’ensemble E.
Soit X, = (x4, y,) un pointde dw,, avec
—K, <x,<K;,7,=K, +K, +n+ 1.
Soit §2, le compact: y =y, —K;, |x — x4l < 4CK,.

Si K, est correctement choisi, 2, +(B+1)[-1,1? CCw,.
(On a préalablement choisi K, > B+ 1).
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On pose 2, =Q,+B+1)[-1,+1]*; comme , CCw,,
il existe un convexe compact Q) de w, tel que

Q,CQ +K,[-1,+1P.

En ayant recours, comme dans [9], & des secteurs paraboliques
contenant X,, on montre que toute distribution a support dans
un tel secteur, ayant donc une transformée de Fourier u vérifiant

VZ €& Suppy, |a(Z)l <N (1 + IZI)* exp(Hg (ImZ))

(ou H, (x) = sup (x,y)), estcongrue, modulo I'idéal
0 yEﬂo

i+ 8'(R?) +7,  8'(R?),
a une distribution de support inclus dans w,_ .

Pourvu que M soit choisi suffisamment grand QM +1 —A) >N,),
nous pouvons trouver u, et u, dans L2 C C?) telles que

du, =Pi dp, du, = Qi 0y,
Vi=1,2,u; exp(— Hnl(lm.) -(K,-DH_,;dm)-M
Log(1 + ||-1)) € L*(C?).
(On applique le théoréeme de Hormander).

Nous pouvons par cette méthode ramener toute distribution
a support compact dans

0, = w, U{]-K,,K,[X[K; +K, +n +7,2K, +K, +n + 7[},

T

modulo I'idéal engendré par ¥ et 7,, 2 une distribution de support
inclus dans w, .

Or lidentité (6) permet de ramener toute distribution a sup-
port dans w, K, modulo ce méme idéal, a une distribution de sup-

port inclus dans 6, .
Ceci contredirait la définition de 7 si 7 était fini. Il faut enfin

répéter ce raisonnement dans les 3 autres directions et appliquer a
nouveau 'identité (6) pour conclure. o
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