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SUR LA TRANSFORMATION DE MELLIN
ET LES FONCTIONS A DOMINANTE ANGULAIRE

ALQÉBRICO-LOQARITHMIQUE EN UN POINT
par Maurice BLAMBERT.

INTRODUCTION

Dans ce mémoire je me propose de mettre en évidence
l'intérêt du choix convenable d'une fonctionnelle pour l'étude
d'une certaine classe de points singuliers de fonctions ana-
lytiques. Cette classe est celle des points dont je conviens de
dire (sous des conditions que je précise) que la fonction ana-
lytique considérée ayant un point de cette classe pour point
singulier possède en ce point une « dominante angulaire algé-
brico-logarithmique » ; elle contient la sous-classe des points
algébrico-logarithmiques rencontrés dans l'étude des solutions
analytiques des équations différentielles linéaires homogènes
du type de Fuchs. (Ces derniers ont fait l'objet de nombreux
travaux dans des directions diverses.)

Je montre que l'application convenable de la transformation
de Mellin (l'intégrale de Mellin étant calculée de long d'un
rayon issu du point singulier du type cité) à une fonction
déterminante possédant ce type de points singuliers lui fait
correspondre une fonction génératrice dont on peut caractériser
l'ensemble singulier. Dans des cas intéressants, par exemple
celui de l'existence de points algébrico-logarithmiques, la
transformée de Mellin a un ensemble singulier constitué par
des pôles régulièrement espacés. Lorsque l'origine du rayon
d'intégration de l'intégrale de Mellin est un point régulier
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pour la fonction alors sous une condition de croissance la
transformée est entière et est d'ordre à la Ritt nul dans chaque
demi-bande horizontale gauche de son plan. Je retrouve comme
cas particuliers des résultats anciens dus à G. H. Hardy,
M. Fekete, M.L. Cartwright. Les résultats obtenus montrent
qu'au lieu de caractériser un point singulier par le compor-
tement de la fonction au voisinage de ce point il est plus
intéressant dans certains types de problèmes de le carac-
tériser par la donnée de l'ensemble singulier de la transformée
à l'aide d'une fonctionnelle convenablement choisie.

Dans un premier chapitre je rappelle des définitions et des
locutions et même des résultats déjà utilisés dans d'autres
mémoires et j'introduis des définitions nouvelles. Au chapitre n
j'étudie la nature de la transformée de Mellin, son ensemble
singulier, et dans le cas particulier où elle est entière son
ordre au sens de Ritt dans une demi-bande. Le chapitre ni
est réservé à l'étude de quelques propriétés d'inversion de la
transformation. Le chapitre iv est consacré à l'application
des résultats des chapitres n et ni au problème de la
composition (au sens Hadamard-Mandelbrojt) des singularités
des séries de Dirichlet générales. Je précise que je ne me
suis pas proposé de faire dans ce dernier chapitre une étude
systématique de ce sujet. Les théorèmes énoncés ont pour
but de mettre en évidence l'intérêt des résultats antérieurs
dans ce problème. En effet l'étude de la composition des
points singuliers au voisinage desquels les fonctions ne sont
pas uniformes est en général plus difficile que celle des points
où les fonctions sont uniformes. Ici on montre comment on
peut apporter une solution à ce problème pour une certaine
classe de points en se ramenant à la composition de points
singuliers de fonctions uniformes. Les conditions et les énoncés
des théorèmes du chapitre iv ont été choisis simples à dessein
à la fois pour illustrer plus facilement la méthode et éviter
d'allonger le texte. Ultérieurement dans un autre mémoire je
reprendrai l'étude systématique de ce problème dans cette
voie. Une bibliographie très succincte termine ce travail.



CHAPITRE PREMIER

00

On considère les deux séries f(s) = S^"^" avec 0 < \n\ oo
00 1

et 9(5) = S^"^" avec 0 < (Ji^f oo, s == (T + IT. On note (T^ ̂
i

et o{, al respectivement leurs abscisses de convergence simple
et absolue. Soit rio le plus petit entier positif tel que ^ > Xi
dès que n >. n^ et soit k un entier positif. Le nombre que
l'on note a^ est défini de la manière suivante : il est égal à 0
pour 1 <; n < no (si MO > 1) et à

S (p-n—U^m pour n>no.
Om^P-n)

Ce nombre ajç est appelé le n1^6 coefficient d'ordre A-, par
rapport à la suite |(JL^, de la fonction/*^) définie par prolon-
gement analytique de la somme delà série Sa^"^". Si la suite | (JL^
est identique à la suite [n\ le nombre,

S (n—^a,
am<")

est appelé le n101"® coefficient « taylorien » d'ordre /c de la
fonction f{s). J'appelle opérateur Hadamard-Mandelbrojt
celui qui fait correspondre la série composée Sa^fe^"^* au
couple des deux séries composantes, Sa^"^» et Sfe^"^»; la
fonction définie par prolongement analytique de la somme de
la série composée, à partir de son demi-plan de convergence,
est notée H^[/,, 9/5].

Soit GI un certain nombre réel (fini) et soit A un domaine
(ensemble connexe de points tous intérieurs) situé dans le
demi-plan o" > 01 et tel que :

a) A contient des points s tels que Rs = (T > <r{,
6) la fonction f(s) est holomorphe dans A et égale à la
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somme de la série Sa^"8^ pour chaque s e (A n P<$), où P<$
est le demi-plan o" > Œ(S.

Soit A(<Ti), un domaine, le plus grand s'il existe, union de
domaines A et qui est tel que la fonction f(s) est holomorphe dans
A(ari) et égale à la somme de sa série de définition pour chaque s
du demi-plan P^. L'ensemble constitué par tous les points du
demi-plan o'^.o'i qui n'appartiennent pas à l'ensemble A(o-i)
est noté S/* e^ ost appelé « l'ensemble singulier de f(s) par
rapport au demi-plan (T > o-i ». Cet ensemble S^ est fermé ; il
contient les points de la droite o" = o"i. On remarquera que
les propriétés qui caractérisent A(o-i) entraînent que tout point
a e 3/ avec Ra > 01 au voisinage duquel la fonction f(s) n'est
pas uniforme ne peut être point isolé dans l'ensemble SJ*« La
fonction f(s) ne peut être prolongée analytiquement jusqu'à
un point de SJ4 1e l011^ d'un chemin contenu dans a > (TI. La
branche principale de f{s) est holomorphe dans jSSJ\ où Py et
_ . . p/
Pysont respectivement les demi-plans o" > (T et Œ ̂  Oi.

Dire que les points d'un ensemble fermé S sont les seuls
points singuliers «possibles» par rapport à un demi-plan
Py(o- > o-i ) d'une fonction f(s) définie par prolongement ana-
lytique de la somme de la série Sa "̂"̂ *, avec o'é<^00? signifie
que dans chaque domaine A (dont l'intersection avec le
demi-plan o- > cr^ est non vide) appartenant au complémentaire
par rapport à Py de l'intersection de 8 et Py :

1) f(s) est holomorphe,
2) f[s) == ^La^e'^ pour chaque s avec a > o-c.
Eu égard à cette définition il est évident que les points de S^4

sont les seuls points singuliers « possibles » de f(s} [ou encore
de la branche principale de f{s)] par rapport à Pp On remar-
quera que si a e S^, a n'est pas nécessairement un point sin-
gulier (au sens classique) pour la fonction /*($).

On définit de la manière suivante «l'ordre généralisé» de
la fonction f(s) dans Py ou, plus succinctement, « l'ordre OM »
de f{s) dans Py:

On pose ^(e) === u c(s, e) pour chaque s e §^, où c(s, i) est
le cercle ouvert de centre s et de rayon e. S'il existe un nombre
v ̂  0 tel que :

1) à tout couple £ > 0, Y) > 0 il correspond un couple de
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constantes C=C(£,Y)) et To == To(e, Y]) tels que \f{s)\ < C\^^
pour tout point à distance finie se C(P^nS^(£)) avec [T| suffi-
samment grand, [t| > T^, p/

2) aucun nombre v' < v ne possède la propriété (1),
alors on dit que f(s) est « d'ordre OM » égal à v dans P .̂
Si v = 0, la condition (2) est sans objet. On sait que la

somme d'une série de Dirichlet est de la forme :
Sa^""^= o(|T|) pour |T|foo, Œ O + I T = = , ? , (To (fixé fini quel-
conque) >(T^ (ce résultat peut-être amélioré, par exemple
en particularisant la suite {\}) et ne peut pas être de la forme

ïane^=OW, avec pi<0, pour |TJfoo,

de même qu'elle ne peut tendre vers une limite finie lorsque le
point s s'éloigne à l'infini en décrivant une parallèle à l'axe
de convergence dans le demi-plan de convergence. Il est
évident que si la série définissant/*^) est une série de Taylor-D,
c'est-à-dire telle que |Xnj = |n^, alors dans le complémentaire
par rapport à Py de l'intersection de S^(£) et de Pr on a
m = 0(1). ___

Posons o"^((Ti) == Borne o-, s e S^*- Le nombre o-^(o-i) est appelé
l'abscisse d'holomorphie de f(s) par rapport à Py.

Posons o-̂  = Borne o-', f(s) étant holomorphe dans (T > Œ',
(et égale à la somme de sa série de définition dans o- > o^).
Le nombre o-̂  est l'abscisse d'holomorphie au sens classique.
Si °"i < ^Ù on a °'̂  = ̂ (^i) ; si ^i > O"^? on a alors ^(^i) == ^r

Ei et Eg étant des ensembles de nombres complexes, on
appelle « somme composée » de ces deux ensembles l'ensemble
formé de tous les nombres a + (3, avec a e Ei, ? e Eg.

S. Mandelbrojt a énoncé les théorèmes suivants [IV. 1] :

THÉORÈME A. — Soit f'(s) == Sa^~^», OPÔCO-A < oo, ad9 ordre,
OM» ^gû^ ^ ^ cîans Py((7 > GTi) ; soi( <p(5) ==== S fe^""^, a^ec o-l <; oo
((d'ordre OM » egaî a (x dan^ Py(Œ><T2). Soient SJ* l'ensemble
singulier de f(s) par rapport à Py et S? ceZui rfe y (s) par rapport
à Pc. 5i k (entier) > v + (A, îa 5erie Sa^ &^~^'* a iine abscise
de convergence absolue au plus égale à max ((TA, O'A + o'I) et la
fonction H /̂*, çl^] a pour 5euÎ5 points singuliers ((possibles))
par rapport au demi-plan a- > 0-2 + max [o, cr^(o-i)] fc^ points
de l'ensemble S? u S^<?2-
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THÉORÈME B. -— Dans les mêmes conditions qvUau théorème
A et si s = 0 est point régulier pour f{s), alors les seuls points
singuliers « possibles » par rapport à o- > o-g + ̂ (^i) ^ ^a

fonction H,[/; ^\s]— ï,{s), avec ï,{s) = f (— iyC^Sç^ sont
—— y=o

les points de l9 ensemble 8^? (fermeture de l9 ensemble composé des
ensembles S/ ^ w^)9

On rappelle succinctement que :
On pave la bande o-i <; o- ̂  c (où la constante c > max (o, (TA))

avec des carrés de côté £ == ———1? q entier, et on note D(e)

la fermeture de l'ensemble formé de tous les carrés qui ne
contiennent dans leur fermeture ni un point de S^, ni le
point s == 0, et. qui ne sont pas contigûs à des carrés ne possé-
dant pas cette propriété. On note D^e) la plus grande région
appartenant à D(s) et contenant les carrés bordant la droite
o- =-= c, (ceci suppose d'avoir choisi l'entier q suffisamment
grand), et soit C/e) la partie de la frontière de D'(e) qui ne
contient pas la droite <r == c. Les deux intégrales

et

l\k + 1) r c + i w , . , , ds
2m-J^^Î^-^7-

r ( /c+i) r .,, , , ds
-2m^ox/^

(la seconde intégrale étendue à C/e) est prise dans le sens
indirect habituel par rapport à D'(£)) définissent, par prolon-
gement analytique à partir d'un demi-plan convenable du
plan de la variable z, la même fonction H^[/*, (p|;s] que la somme
de la série du théorème A.

DÉFINITION I. 1. — La fonction analytique f(s), définie
par le prolongement analytique de la somme de la série

Sa ,̂ 0<X,too. a^O,

à partir de son demi-plan de convergence B.S = a > o^, est
dite une fonction de classe W, (/eW), si elle satisfait aux
conditions suivantes :

1) ^==0;
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2) il existe o-i < 0 tel que f(s) est « d'ordre OM » fini (égal à v)
dans le demi-plan (T > o-i ;

3) la série f*{s) === Sa^'^î, avec Xî = Log X^, admet
^ < ^> ; -

4) il existe une constante a*, avec o^ < (T^, telle que
la fonction f(s) est <( d'ordre OM » fini (égal à v*) dans le demi-
plan o- > CT^. (On suppose, évidemment, que a^ est fini
c'est-à-dire que f(s) ne se réduit pas à une fonction entière.)

On remarquera que la condition (4) entraîne que si f(s) est
entière la condition subsite en abandonnant l'inégalité.

X:=LogX,>0,
c'est-à-dire Xn ,> 1 pour n ;> 1. En effet, sinon il existerait
un certain entier no .̂ 1 tel que ^ < 0 pour 1 ̂  n <; MO et

X; > 0 pour n > rio. On aurait

f(s) = e-^\a, + /^) \, avec /^) ̂ Ja^-^-^)

^ ^ — X^ > 0 pour n ,> 2, 0 '̂ < oo. Il en résulterait
^*(,î) == o(l) pour 0^00 et donc [f^l-^oo lorsque o-foo sur
toute droite T = To. La fonction f{s) ne pourrait pas être
« d'ordre OM » fini dans un demi-plan.

Il est évident que la classe TO est non vide. Une telle
assertion est triviale comme le montre l'exemple suivant :

T(^)=ie-^ a>0,

r(.)=^)=s^ <i>o,
ou <r^ ==0, ŒA = 1; l'ensemble singulier ST* de la fonction
T(s) par rapport à un demi-plan o- > o-i, avec o-i << 0, se
réduit à l'axe Œ =?= o-i et aux points d'affixes 2nm (n entier
positif, négatif ou nul). Cette fonction est bornée en module
dans ce demi-plan à l'extérieur des cercles de rayon e > 0
ayant ces points pour centres. La fonction î^(s) est, comme
on sait, de là forme ^(s) = O(|T|) pour [ïlfoo, o- > 1/2, et
de la forme 0(1) dans chaque demi-plan or > 1 + e, e > 0.
Plus précisément on sait que si l'hypothèse de Riemann sur la
répartition des zéros complexes est vraie alorsÇ (o-+ ^)= 0(T6),
ïtoo pour chaque £ > 0 et o-^>l /2; cette propriété est
connue sous le nom d'hypothèse de Lindelôf,
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DÉFINITION I. 2. — On dit qu'une fonction <p(z) holomorphe
dans un angle S de sommet z^ d'ouverture Y] > 0 et d'axe
de symétrie arg (z — z^) = 9o, où Oo est une constante réelle,
admet dans S au point ZQ une « dominante angulaire algé-
brico-logarithmique » si pour zeS avec \z—ZQ\\O elle a la
représentation :

9(^) == îo(^) + W
où :

1) <fo(z) et ^(z) sont deux fonctions holomorphes dans S;
2) ^{z) est (par prolongement analytique dans 2) dans

un voisinage circulaire c(zo, p), de centre ZQ et de rayon p > 0,
de la forme

^-^^-^^iLog^—Zo)^-1^),

où chaque fonction ^^(z) est holomorphe dans c(zo, p) avec
4'^G^o)=7é=Oî ^es constantes q^ et pr pouvant être complexes.

On précise que sous la locution « par prolongement ana-
lytique dans S...» on entend: puisque la fonction ^(z) est
d'après (1) holomorphe dans S et considérant en un point z^
intérieur à S (donc \z^ — ZQ\ > 0) l'élément taylorien dont
^(z) est la somme dans un cercle (de rayon convenable non
nul et de centre z^) si on prolonge cet élément, le long de tout
arc (rectifiable par exemple pour fixer les idées) intérieur à S
on peut toujours atteindre un point Zg intérieur à l'intersection
de S et de c(zo, p), p > 0, tel que par prolongement dans
c(zo, p) à partir du point Zg la fonction ^(z) a la représentation
indiquée ;

3) la fonction 90 (z) étant holomorphe au point ZQ par prolon-
gement analytique dans S (dans un domaine union de l'angle ï
et d'un cercle ouvert non vide de centre ZQ donc de rayon posi-
tif) ou bien ZQ est singulier pour le prolongement analytique de
<Fo(z) dans S auquel cas on suppose que fo(z) = 0(\z—ZoF"01)
lorsque \z — ZQ\\O pour z e S, avec a < min Rq^ 0 <^ r ̂  r^.

DÉFINITION I. 3. — La fonction
(z-ZoPiLog^-z,)^-1^)

est appelée un élément singulier de la fonction « dominante »
attaché au point ZQ et de type (q^ pr — 1).
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DÉFINITION I. 4. — La fonction ^(js) somme finie d'éléments
de types respectifs (çr? pr — 1)? 0 ̂  r ̂  ̂  au point ZQ,
est appelée la «dominante angulaire algébrico-logarithmique»
de 9 (z) dans S au point ZQ.

DÉFINITION I. 5. — Le nombre — a est appelé l'ordre au
point ZQ de la fonction « dominée » dans S.

On rappelle (d'après R. Jungen) [III. 1] que :
Le poids (si pr est entier ̂  1) de l'élément singulier de

type (ç,.? pr — 1) est un complexe de deux nombres réels,
défini comme suit :
-[îoPr—1] si ç ,=^=0 ,—l ,—2,—3, . . . , avec ^=Rç,.
.[^,p,—2] si ^==0 ,—1,—2,—3, . . . , pr>l.
.[—oo,0] si î ,=0,—l,—2,—3, . . . , p,=l.

On remarquera que si pr = 1 et si qr est un entier négatif
ou 0, alors ZQ est point régulier pour l'élément considéré de ̂ (z) ;
en d'autres termes, dire que ZQ est pour l'élément considéré
de type (q^ 0) et de poids [— oo, O], c'est affirmer que ZQ
est point régulier pour cet élément. Les poids des éléments
singulier de la « dominante » ^{z) du point ZQ sont ordonnés
comme suit :

•[?o Pr—1] est di1 P ŝ «lourd» que [q^ pr?—1]

si q'r > q^ ou si q'r = q'r' et pr > p'r'.
On appelle poids du point ZQ pour la «dominante» ^{z)

le poids de l'élément singulier le plus lourd de cette « domi-
nante ».

On remarquera que la « dominante » peut ne pas posséder
un élément plus lourd que tous les autres c'est-à-dire qu'il
peut exister au moins deux éléments de même poids et « plus
lourds » que les autres ; il peut arriver que les éléments de la
dominante soient tous de même poids. On convient encore
d'appeler poids du point ZQ pour la «dominante» le poids
commun de ses éléments les plus « lourds ».

On remarquera que, si au point ZQ, on considère un élément
singulier du type (Çr, pr — 1) il est superflu d'y considérer des
éléments des types (qr—n, pr—1), n entier positif.

Dans le cas d'une série de Dirichlet générale les défi-*
nitions peuvent s'énoncer en particularisant comme suit :
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On dit qu'une fonction ç($) admet en un point singulier 5o,
situé sur son axe d'holomorphie o- = <r^ (et donc o-o ===== ^)?
dans un angle ouvert S de sommet «o et d'ouverture Y)>O,
avec S c P^ (où P^g est le demi-plan d'holomorphie de <f{s))
une « dominante angulaire algébrico-Iogarithmique » si pour
se S avec \s—SQ\\O elle a la représentation:

î(^) == 9o(^) + W,

où... (tout le reste de la définition antérieure et celles qui la
suivent étant légitimes mot pour mot).

DÉFINITION I. 6. — On appelle transformée de Mellin
de la fonction <p(z) suivant le rayon arg (z—z^) == 60, la fonc-
tion analytique de la variable complexe s définie par le prolon-
gement analytique de l'intégrale convergente

A /^oo

p/^ j îC2)^—^)""1 dz, avec z—z, = pe100,

à partir dans le plan de la variable s d'un domaine non vide,
s'il existe, de convergence absolue de cette intégrale.

On note M ^ < p ; s^, Oo|^ cette transformée.
Contrairement à l'habitude (outre le fait de ne pas se limiter

à l'intégration sur le rayon arg z == 0, avec ZQ = 0) on a fait
1figurer en coefficient la fonction entière -p.— dont la présence a
x /

pour avantage que, sous des conditions convenables, la trans-
formée de Mellin d'une série de Dirichlet de type jX^ est
une série de Dirichlet de type |^j? avec ^î±=Log^.

DÉFINITION I. 7. — On considère un angle S appartenant
au demi-plan Rz == x > x^ d'axe arg {z—Zo) ==? Oo, ensemble
des points z avec \z — ZQ\ > 0, [arg (z — z^) — Ool < ^1?
Y] > 0; l'angle S ainsi défini est tel que tout z e S de module
fini est intérieur à S. On dit que le point Zo est quasi-régulier
pour la fonction f(z) holomorphe dans S s'il existe un rayon
arg (z—Zo) ==? 61 intérieur à ï! tel que la transformée de Mellin
de f{z) le long de ce rayon, M|/*; Zç, O i j ^ j , est une fonction
entière.

On constate facilement que si la série f*(s) == Sa^" ,̂
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avec Xî == Log Xn et 0 < ^nf00? admet o-{* < oo, alors la
série f(s) = Ïa^5^ admet (y{ <; 0. On sait que la relation,

rw-^^fwdx
où l'intégrale est calculée sur le demi-axe réel x > 0, est
légitime avec le choix s tel que Œ > max (0, or{*).

On peut alors énoncer en particularisant I. 7 au cas des
séries de Dirichlet :

DÉFINITION I. 8. — Si la série f*(s) = 2a^~^, avec
Xî === Log Xn et 0<; \ i foo, admet orf <oo, alors le point
s = 0 est dit « quasi-régulier » pour la fonction f(s) prolon-
gement analytique de la somme de la série Sa^"^», si la fonc-
tion f*(s) prolongement analytique de la somme de la série
de type |Xîj est une fonction entière.

Ici l'angle S est tout angle, de sommet z = 0, ensemble des
points z avec |argjs| < 6 <-n/2 et M|/; Zo? ̂ j ==^i{fï 0, 0\s}.

REMARQUE. -— Si le point s = 0 est quasi-régulier pour
une fonction f(s) il n'est pas nécessairement régulier pour
cette fonction. L'exemple suivant le prouve. On considère la
fonction :

f(s)=^e^Ln•^n.e~s\
n>8

où La^^LogLogn et où a est une constante positive. On
constate facilement que cr^ === o-̂  == 0. Le point s = 0 est sin-
gulier pour f(s). On a :

f(s)= S e-^'^.e-
n>8

•sLn

et manifestement <r{* = —oo. Le point s == 0 est donc singulier
quasi-régulier pour f(s).

On sait que J.F. Ritt a introduit pour les fonctions entières
définies par des séries de Dirichlet une notion d'ordre distincte
de la notion classique. On rappelle à ce sujet la définition
suivante :

Soit f(s) = Sa^""^», avec o"j[ == — oo ; on pose :

M(<r) == Borne \f(d + iï) |, — oo <; T <; oo,
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et on considère le nombre p défini par p=Ïim ^ (ri_co.
——-Œ

p est par définition l'ordre au sens de Ritt de la fonction f(s).
Entre autres propriétés cet auteur a établi le théorème sui-

vant :

5i f{s) = Sa -̂̂ n admet ar{ = — oo et si lim ^— > 0 alors
—Logn

une condition nécessaire et suffisante pour que f{s) soit d'ordre
(au sens de Ritt) égal à p est que:

-1=1^1 ,̂ ^
P ^nLogX» ' ?

^avec — — = —oo si p = 0 et la remarque qui en résulte
relativement à la limite).

Dans cet ordre d'idées j'ajoute les définitions suivantes:
DÉFINITION I. 9. — Une fonction f(s) étant définie et

non nulle sur la demi-droite s == cr + iTç, (T<(TO, j'appelle
ordre semi-rectiligne au sens de Ritt de cette fonction f(s)
sur cette demi-droite le nombre

p^Umî^, ^_oo,

[OM plus succinctement ordre (R) de f(s) sur s = o- + iïo).
DÉFINITION I. 10.—Si f{s) est holomorphe sur la demi-

bande % ensemble des points s avec a < (TQ, Ti <; T <; ïg,
j'appelle ordre (R) de f(s) sur % le nombre

,—LsM(<r) ,p===hm———19 o^—oo,

où M(<r) = Borne \f{s)\, pour s = (T + IT, avec T e [ri, Tg].
Dans chacune de ces définitions le symbole Lga (ou a est

positif) est par convention 0 si a ̂  1.
S. Mandelbrojt a introduit la notion d'ordre au sens de

Ritt dans une bande pour une fonction entière somme d'une
série de Dirichlet convergente dans le plan et a énoncé
d'intéressantes propriétés.

Dans une^note parue il y a déjà quelques années, j'ai intro-
duit les notions de a type de l'ordre au sens de Ritt » dans le
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plan et dans une bande horizontale du plan, et faî énoncé des
propriétés relatives à ces notions telles que : expression du type
T de Perdre p dans le plan au moyen des suites \a^\ et |X^.,
localisation des points singuliers d'une série donnée eu égard
au type d'une série associée dont la somme est une fonction
entière etc... Je ne ferai pas ici usage de ces résultats me réser-
vant d'y revenir dans un travail ultérieur en les généralisant
ainsi que ceux qui suivent au chapitre II, dans cet ordre
d'idées.



CHAPITRE II

THÉORÈME II. 1.—Dans les conditions:
1) il existe dans le plan de la variable complexe z un

angle E de sommet ZQ, d'ouverture îr\ > 0, et d'axe de symétrie
arg(z—Zo) = 60, où 60 ^ Y] son^ des constantes telles que
160 ± Y] | <; Tc/2, et il existe une constante (x > 0 telle que la fonction
<p(z) = O^-^) pour |z|foo, lorsque zeS,

2) au point Zo {a fonction (p(z) admet dans Vangle ïi une « domi-
nante angulaire algébrico-logarithmique » formée des éléments des
types (ç,, p,—l), 0<r<ro,

3) la fonction « dominée » au point Zo ^n^ S ̂ t d'ordre — a,
4) on suppose Min p^ > 0, P^ == Rp .̂, aZor^ la transformée

de Mellin, M^ç$ Zo, 6 1 1 5 ^ , cîe Za fonction ç(z) suivant le rayon
arg(z—Zo) == 6, apec |6i — 6o| < Y) admet la représentation:

M|'y; ̂ , 6J^ = i § ï^y^"^ jL^(.)-E^(.)j +M^)
r=0n=0 L V0/

OÙ

r^n ^/>-î^(»-*•^-yr)
L (^ — ^ f^ -4- f—— l^r~< i- ^Prjg
^.rW - ̂ rW ±{ 1) ^ ̂  ̂ ——Ç,)^

^5 fonctions E^(5), ^,r(^) ̂ ^ entières; la fonction Ma{s} étant
holomorphe dans le demi-plan o" > a ; Ny étant le plus grand
entier positif (pouvant se réduire à 0) inférieur à q'r—a;
les yî étant des constantes.

D'après la condition (2), on a pour zeS avec [z—z^O:

î(^) = To^) + S {z-z^LogÇz-z^r^z),
r=o

où chaque fonction ^(z) est holomorphe dans un cercle 0(^0, p)
avec p > 0 et où la fonction « dominée » ÇoO3) est holomorphe
dans ï (on a par définition a<minç^). Soit une constante S.
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On suppose 0 < S <; 1 et on fixe z^ e S avec \z^ — Zo| == S.
On pose arg(zi—Zo) = 9i et on a |9 i—ôo[<Y]. L'intégrale
calculée sur le rayon arg (z — Zo) = Oi

^^{z-z^dz^limf^-, pour 0<^0,

existe pour chaque s à distance finie dans le demi-plan <r > a.
Elle converge uniformément par rapport à s dans chaque
domaine borné du demi-plan Œ ̂  a + ^l'? YI'^-O arbitraire
fixé, et est une fonction ^{s) holomorphe dans le demi-plan
o- > a. Puisque (z — Zo)81 Log (z — Zo) ^ v == o (1) pour z e S
lorsque |z—Zo|^0, °ù s>0 et v sont des constantes, il est
évident qu'un élément de type [q^ pr—1) est de la forme
o([z—Zol""^"6) pour |z—Zo|^0 avec zeS. Il en résulte que
l'intégrale calculée sur le rayon arg (z — Zo) = Oi :

f^(z){z—z^ldz=limf^^ pour 0<40,

existe pour chaque s à distance finie dans le demi-plan
a > Max q^. Elle converge uniformément par rapport à s dans
chaque domaine borné du demi-plan o" ̂  Y)' + Max q1^ r\1 > 0
arbitraire fixé. On pose :

e(z)=9(z)^.
La fonction 0(z) est holomorphe et bornée supérieurement en
module dans le complémentaire par rapport à l'angle 2 de
l'intersection de cet angle et d'un cercle c(zo, po)? avec po >0.

Pour arg (z — Zo) == Oi avec |z — Zo| == p et posant p == e7,
ï' = Log S, 6(y) = 6(z), on a :

f^^-^ dz = e^-2^ ffQW-^ dy.

La fonction ©(y) est bornée supérieurement en module pour
y ^> S'. Il est évident que quels que soient s^ et 5g fixés (avec \s^\
et |̂ | finis, et o-g <; di) d'une part l'intégrale

f^iy^-^'dy

converge absolument quel que soit s de module fini et uni-
formément par rapport à s dans le demi-plan or ̂  (T,, d'autre
part l'intégrale (puisque S' < 0)

Cw^'^y



382 MAURICE BLAMBERT

est bornée supérieurement en module dans le demi-plan (T ̂  a,
et est une fonction de la variable s holomorphe dans ce demi-
plan.

/"*00

L'intégrale J^ <f{z){z—z^^dz est donc une fonction entière
E(s) puisque o-i et 0-2 sont arbitraires. Réunissant les résultats
ci-dessus, il en résulte que l'intégrale calculée le long du rayon
arg(^—zj=e,,

^y^^-^r^^limj;;;,..

(pour p7 et p^foo indépendamment l'un de l'autre) existe
sous les conditions précisées relatives à s. La convergence est
uniforme par rapport à s dans chaque domaine borné de la
bande Y)' 4- Max^<<r<<r^ où Y]' > 0 est arbitraire petit fixé
et o-i > 0 arbitraire grand fixé. La fonction M |<p; Zo, OJ^ est
holomorphe dans le demiplan (T > 1 + Max q'r. On sait qu'il
existe po > 0 (et donc une infinité non dénombrable de tels
nombres) tel que chaque développement taylorien

W=W(z—^)\ 0<r<r,,

converge uniformément sur le cercle fermé c(zo, po) (il suffit
de choisir le nombre positif po inférieur au minimum des
rayons de convergence des développements tayloriens ci-
dessus). On suppose avoir choisi antérieurement S-^ po. En
chaque point s du demi-plan o- > Max q^ on a:

f^iz^-z^dz^P^z-z^dzl^(^-^idz=f^,(z)(z-z,)s•'tdz

+ S 2 ̂ f^z-z^^iLogÇz-z^dz

o ' v / x u/ Jo
'•0

r==0 n=0

chaque intégrale étant calculée sur le segment d'origine ZQ
et de longueur S du rayon arg {z — Zo) = 61.

On pose p = e~~7 et on a :

J;6(z-z.)-+^-<|Log(2-z.)j^-l^==J;l..—J;l...,

avec

^ ... dz = (^(——^V^-fr) (ie. -y)?.- dy.
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Sous la condition o- > q^ — n (évidemment satisfaite par le
choix de s dans le demi-plan précisé ci-dessus), et la condition
(4) (plus précisément sous la condition p'r > 0 si 9i = 0),
quel que soit Oi réel fini, l'intégrale du second membre converge
et c'est la transformée de Laplace de la fonction (i9i—y)^"1

calculée au point n + s — q^ soit L^^(s) cette fonction de s.
Il est évident qu'elle se réduit à l'expression ^ ^ r" ^ ^
lorsque 61=0. {ri+s—q^r

On a :

f^...dz= e^^f^ ... dy, avec S' < 0.

Sous la condition (4) et quel que soit 9i réel fini, cette dernière
intégrale existe (plus précisément avec p'r > 0 si Oi == 0)
en chaque point d'affixe s et définit une fonction entière En Js)
de cette variable s. (On rappelle qu'ici on a (ôij < T;^.)

Réunissant les résultats, on a pour s avec o- > Max q'r :

C\(z){z-z^dz= S Ïfn^^^L^-E^)}
U 0 r=0n=0

+^)+E(^)
REMARQUE. — On calcule facilement la fonction Ln^(^)

en utilisant le théorème des résidus; en considérant dans le
plan de la variable complexe auxiliaire u le rectangle dont les
sommets sont les points d'affixes 0, î/i, i9i, i9i + î/iï avec
Ru == y, on constate facilement que pour î/ifoo, on déduit:

Lntr(s) == f^-^^^-y)^ dy = e^(s)
(__l)Pr-T(p,)g^(n^^)

1 {n+s—q^r

sous la condition p'r > 0 et avec le choix o- > q1^ quel que soit
n entier positif ou nul.

En outre si 61 == 0, on a e^ r{s) = 0.
L'ensemble des résultats ci-dessus s'énonce :
Dans le demi-plan or > a, la fonction M|y; ZQ, 61 [^ admet

la représentation :

M^; ^ ej^ = S Sï^0^ /^L^^-E^^j +M,(^
r=OB=o 1 W
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où Ma(s) est une fonction holomorphe dans le demi-plan or > a,
et où N,. est le plus grand entier positif (pouvant se réduire à 0)
inférieur à q'r — a.

Etude du cas où ZQ est régulier pour y(js).
On précise que sous la locution « ZQ régulier pour la fonction

ç(z)» on entend qu'il existe un cercle, de centre ZQ et de rayon
positif, c(zo, p) tel que <p(z) est holomorphe dans le domaine
S u c(zQ, p). Considérer le cas où ZQ est régulier pour y(z) revient
à se limiter au cas particulier : Ço(js) =0, FQ == 0, po == 1,
Ço entier négatif ou nul; la fonction ^{z) = 9(2) = (z—Zo^^oCs)
étant holomorphe dans le domaine S u c(zo, p). Les fonctions
E^^(s) se réduisent aux seules fonctions

^5' 1 __^(n+^-ço)
En.o(^) = e-^-^dy =1 ,

n+s—Ço
et les fonctions L^^(^) se réduisent aux fonctions

^—î6i(n+^-yo)
L^(s)=e^{s) +

n+s—qo
avec

/*ie< 1 ^-t6,(ra+î-<7o)
e^s)= e-a^s-^du=^————

Jo n+s—yo
c9 est-à-dire que :

L.o^=——— n+s-q,

D'où la représentation (puisque (fQ(z)=0 entraîne $(s) =0) :
00 v p^^^^-^s-qo) V(ç\

"^•^-ifc^^
pour la transformée de Mellin calculée le long du rayon
arg (z — Zo) = ®i de Fangle S. _

Avec le choix antérieur de S on a — S' > lim —ol] ln i ; il en
résulte que la série n

00 y e"8'
^{s){s+n-q,)

converge absolument quel que soit s, avec [s\ fini, puisque :
lim | T(s) {s + n — Ço) j existe et est finie =/= 0

lorsque lim {s + n — Ço) = 0$ n entier fixé.
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La somme de cette série est une fonction entière.
La fonction M|y; ZQ, Oi|s| est une fonction entière de la

variable s. Pour préciser l'ordre de cette fonction sur le demi-
axe o- < 0, on constate que la fonction entière :

E(s) = e^^f^e^Q^e-^^dy,

puisque S'^O, est du type exponentiel, pour o-^—oo sur
chaque droite T == TQ où TQ est une constante arbitraire fixée ;
on a E(s) == O^8^) pour (T^—oo avec ^=^Q. On considère:

00 y pOOi+8'Xn-Ço) r+îo-l ^(iQ^^r
V ^___________= V ...4-V -e-———————4- V
À r(.) {s + n-ço) ,à ' rr+?o F(.)(. + r) + ̂ à,,

II est évident que les 1er et 3e termes du second membre sont
nuls pour s = — r, r (entier positif) ̂  — Ço + 1. On a, en outre,

( ^ \
lim j r» / \ / . \ (= (—1)^(1 + ^ pour s—^—r. Il en résulte

pour s-^—r: lim M^;^, OJ^ = (— 1)̂ (̂1 + r). Il
est évident que y,. = o (e 8fr) pour r foo , puisque S > 0 est
choisi inférieur au rayon de convergence du développement-
taylorien de ̂ {z) au point ZQ. La formule des compléments pour
la fonction F(s) permet de constater tout aussi facilement que^
pour s appartenant à la droite s = a + iïo, avec TQ fi™,
<r^— oo, on a :

M|y;^e j^ =o(^r(i—Œ)).
Cette propriété est encore vraie dans toute demi-bande
TI <; T ̂  Ta? <3'<o'o5 uniformément par rapport à ^(o'oî ^i et ïg
étant des constantes arbitraires finies).

La fonction M ^ y $ ZQ, 6115^ est d'ordre (R_) égal à 0 dans chaque
demi-bande TI-^T^^Î ^^^o (T!? ^2? ^o étant des constantes
finies arbitraires).

THÉORÈME II. 2. — Z)an^ la condition (1) rfu théorème (II. 1)
et 51 fc point ZQ est régulier pour la fonction 9(2) holomorphe
dans V angle S, alors la transformée de Mellin, M|y; ZQ, Q^si,
suivant le rayon arg(z—^o) = ̂ i avec \^i—^of^^? est une
fonction entière dont V ordre (R_) est nul dans chaque demi"
bande Ti <^ T ̂  ^2? <7 < °'o*

Particularisant le théorème II. 1 aux séries de Dirichlet
générales, on peut énoncer :
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THÉORÈME II. 3. — Sous les conditions:
oo

1) La série (f{s) = ̂  b^^p, admet o-^ < oo et ^ = 0 {on
suppose (Ji, > 0) ; 1

2) Au point s == 0 la fonction 9 (s) orfw^ une « dominante
angulaire algébricologarithmique » d^an^ un angle ïi (de sommet
s = 0 et couverture |arg ^| < Y) awc Y) >• 0) formé des élé-
ments des types (q^ pr — 1), 0 < r < y-o;

3) La fonction « dominée au point s = 0 dans S est d^ordre
— a ;

4) Minp;: > 0;
alors la transformée de Mellin M ^ y ; ^=M|<p; 0, 0| s\de la
fonction (f(s) admet, dans le plan o- > a, îa représentation :

MIT; <!== S (-i)^- s rfeL^^,^-^-^^^^
r=0 nssO1-^AV"'T °——?r/ }

où fc^ fonctions En,r{s) sont entières et où My,{s) est holomorphe
dans o- > a $ N^ étant le plus grand entier inférieur à ci. — a ;
les yï ^fant <fes constantes.

Si 9*(5) = S6pe~^, avec ^=Log(Ap et 0<(JLpfoo, et si
9(5) = Sép^"'8^, on a rappelé antérieurement que la relation
classique,

VW{s)=f^{x)xs-tdx,

est légitime en tout point s (avec \s\ fini) du demi-plan o- > max
(0, o-D, et que o-r< oo entraîne o-I ̂  0; on sait aussi que
or^ < 0 entraîne o-^ = — oo, et que si s = 0 est régulier
pour <f(s\ alors y*(^) est une fonction entière si seulement
^ < oo. (On rappelle d'autres résultats connus dans les
remarques à la fin de ce chapitre.) On ne suppose pas ici
que ç(^) est une fonction de classe W. Particularisant encore
davantage le théorème II. 1 on énonce :

THÉORÈME II. 4.. — Sous la condition, la fonction ^{s)
admet <rî* < oo, et les conditions (2), (3), (4) du théorème II. 3,
alors la fonction (f*{s) est identique à la fonction Mie'.si) du
théorème II. 3.

Eu égard aux théorèmes II. 2 et II. 4. on énonce :

THÉORÈME II. 5. — 5i la fonction <f*{s) définie par prolon-
gement analytique de la somme de la série ïb^^ avec
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(TA* < oo, e5( une fonction entière^ alors il suffit qu^il existe une
demi-droite s = or 4- iïo, (T <; o-o, sur laquelle son ordre (R_)
es( positif^ pour que le point s = 0 soit singulier quasi-régulier
pour la fonction ^(s).

Si la « dominée » au point ZQ dans S est régulière en ce point
(par prolongement dans 2) on énonce :

THÉORÈME II. 6. — Dans les conditions (1, 2, 4) du théorème
(II. 1) et si la « dominée » est régulière au point ZQ alors dans la
représentation de M|ç; ZQ, ^\s\ obtenue dans ces conditions, la
fonction (S>(s)|^(s) est entière et d^ordre (R_) égal à 0 dans chaque
demi-bande T, <; T ̂  ïg? °' < °o*

On montre en effet très facilement que $(s) est de la forme
00 v^nO'Oi-S')

$(5) ==^0^8') yï^———-
n=o (^+^)

où jyiil est la suite des coefficients du développement taylorien
de la « dominée » au point ZQ, et où S' == Log S avec 5 > 0
inférieur au rayon de convergence de ce développement et
satisfaisant à la condition antérieure.

REMARQUES. — Le théorème II. 4 contient comme cas
particuliers des résultats anciens dus à G. H. Hardy et M.
Fekete, et repris par M. L. Cartwright.

I) Si la fonction «dominée» est identiquement nulle et
si la « dominante » se réduit à un seul élément de type (y, p — 1)
avec q entier négatif ou nul et p = 1, on a dans chaque demi-
plan o- > a7, quel que soit a' fixé :

y»' v p^'(n-*-s—q)

^'-^r^+.-^+^M-
où 9Î/(s) est une fonction holomorphe dans le demi-plan o- > o-'
et où N<»/ est le plus grand entier inférieur à q—(T'. La fonction
<f*(s} est entière.

II) Si la fonction « dominée » est identiquement nulle et
si la « dominante » se réduit au seul élément de type (g, p — 1)
avec p = 1, alors y* (s) est holomorphe dans le plan sauf
peut-être aux points de la forme q — n ou n est zéro ou un
entier positif. Si q est un entier positif, les seuls pôles possibles
sont les points ç, q — 1, q — 2,..., 3, 2,1. Si q n'est pas un entier
négatif ou zéro, c'est-à-dire si <p{s) admet à l'origine un point
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de branchement ou un pôle, alors Ç*(^) admet nécessairement
des pôles à distance finie. Ces résultats sont dûs à M. Fekete
et G. H. Hardy.

III) Les théorèmes II. 3 et II. 4 sont des extensions aux
séries de Dirichlet générales d'un résultat exprimé par
M. L. Cartwright au sujet de la « réduction riemanienne des
séries de Taylor aux séries de Dirichlet ordinaires ».



CHAPITRE III

On rappelle que si y(^) est la somme (ou son prolongement
analytique à partir du demi-plan de convergence) d'une série
de Dirichlet de type |(J^ alors ^*{s) représente la somme
(ou son prolongement) de la série associée de type |(^j, avec
(A.Î = Log y.n (la suite des coefficients étant la même pour
les deux séries). Dans les deux théorèmes qui suivent la pro-
priété « d'ordre OM fini dans un demi-plan » à laquelle satisfait
la fonction <f*(s) entraîne (comme on l'a vu dans le chapitre i)
V-i >!•

THÉORÈME III. 1. — 5l orl* <; oo et si (f*(s) est à la fois
holomorphe et « (Tordre OM » fini dans le demi-plan Œ > Œ*,
avec — oo <; or* <; ol* {et notant S un angle ensemble des points
s avec [arg^] ̂  Y] et 0 < Y) <; it/2^, alors il existe un poly-
nôme P{s) tel que: ç(s) — P(s) = Od^-^-6), lorsque \s\\0 avec
s e E pour chaque £ > 0, suffisamment petit. Le polynôme P[s)
est identiquement nul si cr* ̂ . 0.

On rappelle un résultat classique : On sait que pour chaque
valeur s, à l'exception de s réel négatif, on a :

LogF(5) = (5—1/2) Log s— s + (1/2) Log(2^) + e(s),
où •'̂ ^y.ptpfî^
et où on représente par Log s la branche principale du loga-
rithme complexe de s (c'est-à-dire le prolongement analytique
de la détermination qui est réelle pour s réel positif) dans le
plan ouvert par la coupure constituée par le demi-axe réel
négatif.
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On pose s = j^8. Si le point d'affixe s appartient à l'en-
semble % union des deux demi-bandes définies par (ye[c', c],
M > ^o > 0, s == a + IT, où c7 < c et To sont des constantes
finies, alors il existe un couple de constantes positives Y) et Y)'
telles que 0 < -n/2 — Y] < |ô| < n/2 + Y)' si 5 es % et on a
T Ô > O ; on pose |0| == TC/2 + v et on a : \ss^tl2\==\s\o~~ifî.e~w7:lî't'^9

en outre^ on a e(s) = 0(l/|ï|), pour j ï j foo, uniformément par
rapport à <r €:[</, c]. Ainsi à ce couple de constantes, c' < c,
arbitraires réelles fixées et à £ > 0 arbitraire fixé aussi petit
qu'on veut on peut faire correspondre un ensemble %* union
des deux demi-bandes définies par :

et tel que :
"ly» c], (T|>T*>O

\r{s)\<:e-^12^
quel que soit s e %*.

On choisit £o > 0 de sorte que (T* + ̂  ne soit pas un entier
négatif ou 0 et on considère le rectangle R de sommets
(T* + £o ± ^T, c ± iT, avec la constante c > max (0, (T^). On
remarquera que Œ* soit ou non un entier négatif ou 0, on
peut toujours choisir pour £o tout nombre positif suffisamment
petit. On pose z = \z\e^ avec |z| ̂  0 et 0 < |(o| < 're/2 — £,
où £i est une constante positive fixée arbitrairement petite.
Notant Log z la branche principale du logarithme complexe
de z, on constate (eu égard à la majoration de \r(s)\ dans %*)
que :

^Ja^^iT11^)?^) '̂̂ ^ = 0, pour ITjfoo,

l'intégrale étant calculée sur le segment joignant le point
a-* + &o + ^T au point c + iT.

Représentons par < a* > le nombre d'entiers négatifs supé-
rieurs à Œ* si Œ* < — 1, et 0 si — 1 < a* < 0 et posons

1
E(5)=pT-.- On a comme le montre un calcul facile:

1 [ S )

\ /»C+lOO à ^gn. , g , .

^-àX... •''̂ -̂ .L..;,: -+PM,
(cette relation d'inversion de la transformation de Mellin étant
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légitime sous la condition (T^* <; oo et le choix c > max (0, <T^)),

p '̂s'ù^•w-,à E-(-/)
et P(z) = 0 si (T* est non négatif.

Eu égard à la majoration utilisée pour |r(5)| et à la propriété
d'ordre fini de <f*(s) dans <r > (T*, on a :

f^^w^^-w-^-^ p"̂  m
lorsque z est intérieur à l'angle S, ensemble des points z avec
|arg z\ < Tt/2 — £,.

THÉORÈME III. 2. —5ou5 ^5 conditions:
1) La fonction f(s) est de classe W,
2) II existe un nombre réel a, satisfaisant à Œ* <; a <; o- ,̂

teî çue d!an5 fc demi-plan <j^> OL la fonction f*{s) est méromorphe
et ne possède qu^un nombre fini de pôles tous d^affixes non nulles
et non entières négatives, alors le point s == 0 est singulier pour
f(s) et en outre, en ce point, la fonction admet une « dominante
angulaire algébrico-logarithmique » dans tout angle S ensemble
des points s avec |arg s\ <^ it/2 — Y), Y] > 0 arbitraire petit.
(La constante réelle o^ ayant la signification précisée dans la
définition Sune fonction de classe W.)

Il est évident que les pôles de Ç{*(s) intérieurs au demi-plan
Œ > a sont tous situés dans la bande a < Œ ̂  a^. On peut
toujours supposer a^O et non entier négatif puisque, si ce
nombre a de l'hypothèse (2) ne satisfait pas à cette condition,
on peut toujours trouver a' > a tel que tous les pôles de <p*(^)
du demi-plan Œ > a (puisqu'il n'en existe qu'un nombre fini)
appartiennent aussi au demi-plan o- > a'.

Dans ce qui suit, pour la liaison avec l'énoncé du théorème
on choisit s? à la place de s pour représenter la variable indé-
pendante dont dépend la fonction <p*.

On sait que la relation,
A /^c-t-foo\ /^C-t-lOO^^dbi ^ww^dz

est légitime pour chaque s à distance finie dans le demi-plan
a > 0 et avec le choix de la constante

c > max (0, x^)y où RJS === x.
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Eu égard à la condition (2) il existe une constante d -=f=. 0
non entière négative telle que la fonction (p*(z) :

1) ne possède qu'un nombre fini de pôles dans la bande
c' <; x ̂  x^\ soient z?, 1 <^ p ^ N, ces pôles d'ordre
respectifs Mp;

2) est holomorphe sur l'axe RJS == c' ;
3) ne possède pas d'autres points singuliers à distance

finie dans le demi-plan x ^> c1 que les pôles z?, 1 <^ p ^ N ;
en outre il existe une constante x^ < d telle que :
4) la fonction y*(z) est « d'ordre OM » fini dans le demi-plan

x > x^.
On considère dans le plan de la variable z le rectangle ouvert

R de sommets c' ± iY7, c± iY', où Y' > 0 est choisi suffi-
samment grand de sorte que chaque Zp e R, 1 <; p <; N.

Si c' < — 1 on représente par < c' > le plus grand entier
positif inférieur à |c'| ou 0 si — 1 < d < 0. La fonction
F(z) possède lès pôles 0, — 1, — 2,... à l'ordre 1. Si c' < 0 on a :

W=(ÎJ—+W
rsO^T i

t__ \\r
où Fç(js) est holomorphe dans le demi-plan x > c' $ I\ = p^ , /

étant le résidu de F(z) au pôle — r. On note \a!n\ la suite des
coefficients du développement taylorien de <f*{z) au point — r,
avec r entier. Le résidu de la fonction ^(z)çf'k(z)s~^ QLM point
z = — r est pour s quelconque dans le demi-plan <r > 0 égal
à o; iy.

Dans un voisinage c(^p, p), de centre Zp et de rayon p > 0
suffisamment petit, la fonction <p*(z) est de la forme:

»*M=1A+^•
où 9*(z) est holomorphe dans le cercle c(^p, p) et où les Aj;
sont des constantes, avec A^P =7^= 0.

Choisissant s à distance finie avec o- > 0 et pour Log s la
branche principale, le théorème des résidus permet d'écrire
si c1 < 0 :

1 ^ r(z)^{z)e^sdz^ ^ WW^e-2^} + ̂  a^
Zm ̂ K^ p=i r==o
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où ^pir^^z)^1^ désigne le résidu de la fonction entre
crochets au pôle Zp. Dans le cercle c(z?, p), si p > 0 est suffi-
samment petit, on a :

s-^^(z)=^^p^^{z-z^
r==o

avec
§̂  y (-ly^Log^àp J^ 1) r(A+l)

où on note |y^ la suite des coefficients du développement
taylorien de F(z) au point Zp.

Par conséquent, on a :

WW{^~2} =^^SP8^1Apr.
r=l

En définitive, on a :
1 ^ N Mn r-l r-h-i (J ̂  ç\h <c'>

JL^ ..._ y ^PV A'V f——lV1^ ^Qg^ I.V^rp r2-n:ijR^ ""'"'2J ^ ^ p À ^ -^ r/A-i-i\ n-j j^o*-^.^•rci,^^^ p^i ^^i ^^o L ^-i-A; p^o

si d > 0, alors le polynôme du second membre disparaît.
On considère le point z = |z|e18, avec |e| < it, (Oy > 0), à dis-

tance finie, intérieur au plan ouvert suivant la coupure x ̂  0,
y = 0. Eu égard à l'expression rappelée pour LogF^) et à
Fordre de 9*(z) dans le demi-plan x > x^ on constate faci-
lement qu'à Y] > 0 arbitraire petit fixé on peut faire corres-
pondre un nombre positif fini Yo, et qu'il existe des constantes
positives M et Y)' telles que, pour Y' > Yo, on a :

\f^W^{z)s-^ < MITr^^M-^d^)-^-^8-9^

avec s = |.?|e19', \s\ =/= 0 et |e'[ < rc/2 — Y] (l'intégrale étant
étendue à chacun des deux segments précisés de la frontière
de R).

Soit une constante Y)" telle que 0 < rf <; Y], on peut toujours
lui faire correspondre un nombre positif Yi suffisamment grand
(mais fini) tel que : |0 — O'| > Y)" pour tout point z e %, (avec
ô — 0' > Y)" pour z e: % et y > 0, et 6 — 6' < — Y)" pour
z e % avec y < 0) où % est l'ensemble union des deux demi-
bandes :

Rz^x^[c',c], |y|>Y,.
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En outre, on a y (6 — 6') > 0 lorsque z appartient aux deux
segments joignant (avec correspondance des signes + d'une
part et des signes — d'autre part) les points c' ± iY7 aux
points cdziY', Y7 > Yi. Cette dernière remarque entraine
(avec correspondance des signes) :

r*c ± ÎY'
j c ' ± { î ' " ' = ° { 1 ) pour Y'foo.

Il en résulte :

lim^W^-dz = f^.—p100...<fR> Y / ï \ / Jc-ioo JC'-IQO

pour Y'foo, et
^ ^c+j'oo ^ /^c'-Hoo

2riJ:-.W^"-'&=2^X-.•••
N Mp r-t <c'>+ s s-^ s A; s • • • + s a;r .̂

P==l r=l h==o r=o

Comme au théorème III. 1, on constate que :

f^^W^dz == O^l-^) pour |̂ 0,

avec s e S (où 2 est l'ensemble des points s avec [argsj < ̂ —Y),
Y] arbitraire positif petit fixé). Cette intégrale est une fonction
holomorphe dans le demi-plan Œ > 0. On considère la fonction :

W-2^)^p==iavec
W = 5 ̂ {-^-^(Los^•pu rà 'À r(A+i)

pour s à distance finie dans le demi-plan <r > 0. On peut écrire :
.^-Y^l^Log^ M. ,_,
• M / À r(A+i) ^.APTP •

II est impossible que la fonction (^(s) soit identiquement nulle,
et ceci pour chaque indice p. En effet, la condition nécessaire
et suffisante pour que (pp(s) = 0 est que :

S" A^-'-'^O
r=h+i

pour chaque entier h avec 0 < h < M, — 1. L'ensemble des
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M? relations ci-dessus peut être considéré comme un système
de Mp équations linéaires (p étant fixé) à Mp inconnues, x^
satisfait par le sytème de solutions Ap, 1 ̂  r <; Mp (les AJ;
étant, eu égard à leur signification, non tous nuls). Le
déterminant de ce système, est égal à (y^^^O puisque
Y^==r(j3p)=^0. L'assertion est établie.

La fonction ^""^p^) possède au point s = 0 un élément
singulier de type (Zp, Mp — 1). Le point 5 = 0 est de poids
[Xp, Mp — 1] pour cette fonction. Si c' > 0, la « dominante »
se réduit à la fonction ^{s). Si c' < 0 le polynôme peut être
considéré comme un élément de poids [— oo, 0] de la domi-
nante.

REMARQUE 1. — Chaque pôle z? contribue à déterminer pour
la dominante des éléments des types (z?, Mp—n—1) avec
0 <; n (entier) <; Mp—1; correspondant aux N pôles Zp il
existe effectivement dans la dominante N éléments de poids
|>p, Mp — l], 1 < p < N.

REMARQUE 2. — On peut démontrer un théorème analogue
à III. 2 sans supposer les pôles d'affixes =/= 0 et non entières
négatives (avec des modifications convenables si besoin est
pour les assertions relatives aux types des éléments). Cette
condition n'a été formulée que dans le but de simplifier quelque
peu la démonstration.



CHAPITRE IV

Hfc[/*, (p\s] représentant comme on l'a rappelé au chapitre i
la fonction obtenue par application de l'opérateur Hadamard-
Mandelbrojt au couple des fonctions composantes f{s) et
9(^), c'est-à-dire le prolongement analytique de la somme
de la série Sa^fe^""^*, on note HÎ[/*, '<f\s] la fonction définie
par prolongement de la somme de la série associée, comme
ci-dessus, de type {^} et ayant la même suite de coefficients.
Les notations relatives à la fonction /e W ont été introduites
dans la définition. On précise maintenant en vue de ce qui
suit celles relatives à f(s) si '<p e W; on a : oT<oo, o-̂  = 0$ en
outre, il existe 0-2 <; 0 tel que ^(s) est « d'ordre OM » fini (égal à (JL)
dans le demi-plan cr > 0-3, et Œ^ <; o-̂  tel que y*(^) est
« d'ordre OM » fini égal à [x* dans le demi-plan o- > o- .̂ On a
<y{ = orl == 0 puisque a^ <; oo entraîne (r{ ̂  0, et que o"̂  == 0
(et l'analogue pour la fonction ç(^)).

LEMME 1. — Si les séries f(s) == Sa^~^ avec X^ ̂  0 et
<f*(s) s= Sfe^e'^^^ possèdent respectivement des abscisses de
convergence absolue a{* et o"^*, finies, et si k est entier positif
quelconque alors la série

HU^]=^bne-^

possède aussi une abscisse de convergence absolue, (T^, < oo.
Il est à remarquer qu'ici on a construit formellement la

série du lemme à partir du couple des séries définissant les
fonctions f(s) et ff(s), où k est un entier positif quelconque,
en utilisant la définition de ajç donnée au début du chapitre i,
au moyen des trois suites |X»j, |(^nj, \a^\ (sans assujettir ces
fonctions à être de classe W).
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On a:
a^= S (^n—^a,

aSi<TO
=e^ S a, S ^^n l̂?'

aÏn<TO p=fc UP+I)

On constate facilement que
(=*

^= S(-l)W»
(=0

avec
, ^0 pour 0 < p < A — l
^ j (_l)fcr(/c+l) pour p=/c.

Par conséquent, on a :

^=^A^t^
en posant

^= S (pC—^».
X&<M

La constante a^ est le n""6 coefficient d'ordre p de la
fonction /'*(«) par rapport à la suite |(A^.

La majoration suivante est évidente :
?1 ^Ce^ F0 rfï , •

r(p+i)<^J, |̂ ' ^^^
où Y] > 0 est arbitraire petit fixé, avec c > max (0, aï) (C et c
sont des constantes indépendantes de l'entier positif p),
c'est-à-dire que :

l̂ cr î̂

On a, par conséquent :

S K^- l̂ < c'7 SS l&nl^Y^^-0-^
n n p \C/

Si on choisit c > max (A*, (T-Î) la condition ci-dessus pour c
est à fortiori satisfaite et la série double converge sur le demi-
axe or > c + ̂  + k. Il en résulte Œ^ < oo.

Notons SS5.; l'ensemble composé de Pensemble 8SÎ et
du point d'affixe — /.
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THÉORÈME IV. 1. — Si les fonctions f(s) == S<v~^» et
y (s) = ïb^e"^ sont de classe W, alors la fonction H^[/*, y |̂  4- ^]?
ap^c A* (entier) > v* + (A*? ^ pour seules singularités ((possibles)),
par rapport au demi-plan or > crt + max [0, ^(o-^)] ^5 points
de Vensemble

SLU JÎ& 0<7<.(US^)U^ o </</c.
Sous la seule condition que o"i < oo et o-l < oo avec le choix
de la constante c > max (0, (r{) et de A" entier positif on sait
qu'on a, pour z tel que Rz > c + o-J :

Tj r^ 1 1 r(/c+1) r^100/., v / v <foH*^ yl^]= 9 > / ( ^(^y^—^.T-^-
-û*t^ </c—ioo 0

Du lemme antérieur on déduit (puisque ici f et y étant de
classe 1ÏÏ, on a (rS''< oo et oT< oo) que x^^O. On remar-
quera aussi qu'on sait (théorème de S. Mandelbrojt) que
a^^max (o-^, CT^ + o-^), et puisque les fonctions f et y sont
de classe 'îïï, il en résulte encore x^^O. Dans le demi-
plan RJS == a; > 0 on a :

H^yl^S^^-^
avec pour a^ l'expression obtenue ci-dessus au moyen de la
suite |o{jÇ?|- On considère la série

H;y,î|z]=Sa^^-^.
On a vu au lemme antérieur que pour tout point z à dis-

tance finie intérieur au demi-plan RJS > c 4" oT» avec
c > max ((T^, A*), la série double

s?^^-"
est absolument convergente, et uniformément convergente
dans chaque demi-plan Rz > c + o-l* + ^9 Y) > 0 arbitraire
fixé. La permutation des signes de sommation est alors légi-
time dans le demi-plan Rz > c + °T et on a? dans le demi-
plan Rz > c + aF + k :

H^, y|.] ̂ ^^^H^ y^-./c]
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OÙ

H,[^,^]=[^^•-/w(z-^-
^•9V J c—ioo °

Cette dernière intégrale a un sens lorsque z appartient au
demi-plan Rz > c + oT avec le choix c > max (0, cr^). La
permutation des signes S et f ^t légitime (et il est facile
d'ailleurs de prouver la légitimité de cette permutation) pour
le choix antérieur de c > max (/c, <r{*) et de z tel que
Rz > c + fr + o-r, et on a :

tW y|.] = r^—1^ r10^)^)^-,-^) A^,
Allll' ^j ç——^ 5

en posant

"•("-riF Ît-w^-t,-
Remarquons qu'il est impossible de définir une constante
réelle finie ^k telle que, dans le demi-plan o- > o-̂ , la
fonction (0^(5} soit la somme d'une série de Dirichlet géné-
rale convergente (dont la suite des exposants est une suite
réelle strictement croissante vers l'infini) ; en effet sur toute
droite î{s = o- (<r fixé), on a : lim (sî^s) = 1, [^oo. Cependant
il est naturel d'écrire :

Hîy, 9|z]=H,[r<o,, y^-/c],
puisque, entre autres raisons, on notera que l'assertion relative
aux singularités « possibles » de la fonction de z définie parP(/(. j- 'n ^c+i^ ^v .—- | /WyOs—^^"i^^ dans le théorème fondamental

-ûW J c—iao s

de S. Mandelbrojt, est encore légitime même si les fonctions
composantes f{s) et ff{s) n'admettent pas de représentations
dirichletiennes ; c'est-à-dire que la démonstration de cette
partie de l'assertion du théorème repose avec le choix k (entier)
> v + y. sur la propriété : les fonctions f(s) et <p($) sont d'un
« ordre OM » fini v et [x dans des demi-plans respectifs. (Cette
remarque suppose une petite modification d'ailleurs évidente
relative à la représentation de ces fonctions.) Remarquons
encore que la fonction /"^(o^) est comme f^), « d'ordre
OM » égal à v* dans <r > (T^. « L'ensemble singulier de f^Çs^^s)
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par rapport au demi-plan cr > ̂  » que l'on note SjL, satisfait,
comme on peut le constater, à la relation d'appartenance :

S;L,<=(S?uE), où E=u(-/), avec l</</c.

Il est évident que l'ensemble composé, que l'on note 8^
des ensembles S^ et S^ satisfait alors à la relation d'appar-
tenance :

s^r^s^^LJs^)), i</<^
On a, par conséquent:

(S? " S%.,.) c ̂  u (LJS )̂) o</<^

L'abscisse d'holomorphie par rapport au demi-plan o- > o-î
de la fonction r(s)^(s) est ̂ ^ < max [—1, Œ^(^)] et
donc max [0, ^^(o-î)] < max [0, <r^«)]. La conclusion du
théorème résulte alors immédiatement de la relation d'ap-
partenance ci-dessus par application du théorème de S. Man-
delbrojt, avec le choix k (entier) > v* + a*, à la fonction
HÎ[A ^\s + k].

THÉORÈME IV. 2.—Sous les conditions:
1) les fonctions f(s) et <f{s) sont de classe W;
2) le point s = 0 est quasi-régulier pour chacune des fonctions

f{s) et <p(5), alors la fonction Hî[f, f\s + k] est holomorphe dans
le demi-plan (T > max [̂ , ^ + Œ^, où k (entier) > v* + (JL*.

En effet les ensembles singuliers S^,y et S î̂ se réduisent
respectivement aux droites o- = o-̂  — / et Œ = o-* 4- o-*-
d'où la conclusion ci-dessus.

Dans un certain système de conditions [voir II. 1, 2] le
problème de la composition des singularités des séries de
Dirichlet générales (associé à l'opérateur Hadamard-Man-
delbrojt) se ramène à l'étude des singularités des fonctions
définies par des sommes (finies ou de séries) de séries du type
de Cramer, c'est-à-dire de la forme,

2 (̂5) avec W=WMe^-^^
n p

où a^eS^; la fonction f(s) étant la branche principale du
prolongement analytique de la somme d'une des séries compo-
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santés, Sa^"^», dans JCS^4; l'autre fonction composante étant
P/

la branche principale du prolongement de y(^) = S6^~^ dans
C^S?? où P<p est le demi-plan o-^ora. Si le point o^ est isolé
P?
dans S^ et pôle d'ordre M^ + 1 de /"(5) alors 9^(z) est un
polynôme d'ordre Mn; si le point a^ isolé dans S *̂ est essentiel
pour f{s) alors 9n(z) est une fonction entière du type expo-
nentiel minimum. Dans un mémoire récent [II. 3] j'ai
énoncé des propriétés relatives à la localisation de certains
types de points singuliers pour les fonctions définies par les
séries du type Cramer. Le théorème qui suit, constitue un
exemple de théorème de composition de points singuliers au
voisinage desquels les fonctions composantes ne sont pas
uniformes. A dessein dans cet exemple on se limite à la consi-
dération du point s = 0 qui est supposé « algébrico-logarith-
mique » de type (yi, pi — 1) et (çg, pg — 1) respectivement
pour les deux fonctions composantes f(s) et f(s). Sous ce
« vocable » on entend que la « dominante » de la fonction f(s)
au point s = 0 dans tout angle 2(|arg5[ <; Tc/2 — Y)),
Y] > 0 arbitraire petit, se réduit au seul élément singulier
de type (^i, pi — 1) où pi est entier ;> 1, et que la « dominée »
est régulière au point s = 0 par prolongement analytique
dans ï (et l'analogue pour <p(5)). Si, en outre, on suppose
que f e W alors l'ensemble singulier S?î de f(s} « par rapport »
au demi-plan o- > o^ se réduit à la droite cr = o^ et aux pôles
de la forme Ci — m, m entier ̂  0 tel que q[ — m > cr^. La
constante o"̂  a dans le théorème qui suit (comme dans
certains théorèmes antérieurs) la signification précisée dans
la définition de la fonction f e 'ÏÏÏ.

THÉORÈME IV. 3. —Dans les conditions:
a) les fonctions f(s) et <f{s) sont des fonctions de classe W,
b) s = 0 est algébrico-logarithmique de type (̂ i, pi — 1)

pour f{s) et de type {q^ p^ — 1) pour (f{s),
alors au point s = 0 la fonction H [̂/", y, \s], avec le choix

de V entier k > v* + (A* admet une dominante angulaire algébrico9

logarithmique. Cette dominante possède un élément de type
(?i + ?2 + A-, pi + ?2—2). {On suppose Ci ̂  0 et non entier si
a: < 0.)



402 MAURICE BLAMBEBT

On a obtenu au théorème (IV. 1) une représentation inté-
grale pour la fonction H /̂*, 9|z]. Eu égard au théorème fonda-
mental de S. Mandelbrojt on sait que, avec un choix convenable
de z (et le choix antérieur des constantes c et k) :

ds C /»* * ds/'»C -+-100 J r*\ f^w{z-s-k) -^ = f r^
J c — i<x> & J Cf*w.(e)

*/- ^ 7-\ u/u __ i ^*.. A*i + fc— y i wtr çi^-fc
S Jc/^(e) 5

(par exemple, on peut toujours choisir x' suffisamment grand
de sorte que la relation est satisfaite pour z avec Rs = x > x ' ) .
L'intégrale du second membre ayant la signification précisée
au chapitre i.

On note c^ e la frontière du cercle de centre q^ — m {m entier
^ 0) et de rayon £, Co, e la droite Rs == o-̂  + s, c^ g la frontière
du cercle de centre — / (/ entier ̂  0) et de rayon £, Wo le
plus grand entier positif (pouvant se réduire à 0) tel que
q[ — m^ > o ,̂ avec q[ == R^ ; si or^ <; 0 on note /o le plus
grand entier positif (pouvant se réduire à 0) tel que —/o > o .̂
La constante positive £ est choisie telle qu'on ait :

^m.£ nCm^ê===^ si w^w', Co.e n c^g=^ pour 0<m<mo;

si o-̂  <; 0 la constante s devra en outre être choisie telle que :

C o . £ n c ^ e = ^ pour O^/^/o et < ? m , £ n ^ . s = = ^

pour chaque couple d'entiers m, /.
Avec ce choix de e, on constate facilement que l'égalité ci-

dessus a encore lieu si on remplace l'ensemble C,-,̂  (e) (où
la constante £ n'est pas nécessairement la même que
ci-dessus) défini au chapitre i par l'ensemble

Co.e u (Ce u Q, où Cg = (Jc^g,
m

0<m<mo, et où C^=U^g, 0</</o, si o-î<0
j

et seulement par Co,g u Cs si o^ ;> 0. On a ainsi pour z appar-
tenant à un demi-plan convenable (c'est-à-dire pour fts = x > a d ,
a;' suffisamment grand fini) :

e+iw Jç ^ pf^w{z-s-k)-^== . . .+r .^+i>(^(^-.-/c)A= r...+ r
c/c-loo 0 « ^ C o ê o'Ct<.'c-ioo 0 JCo. JCtUC^
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(égalité légitime si (T* < 0; si <r* > 0 la seconde intégrale
n'est étendue qu'à l'ensemble Cg) et

r r«.<A;=f-+r.••=îf...+sf••••
JC,UG; S Je, Jc[ m=oJc^, y=0^t

Dans o- > Œ']', on a (théorème II. 1 et suivants) :

rw=wâ^+^-^+f:(s)' tvec B^0-
où /7(5) est une fonction holomorphe dans ce demi-plan. On a :

co,OQ ^ B^ _ ^ ç __Dm__.^ .
r(.) ̂ o(. + m-q^ ^oÀ (^ + m-çO-+ h[s)

où les Dît sont des constantes. Les fonctions de la variable s,i \ '
/^(s)? /*(5)» ~~k et îat t(z—s—^) avec z convenablement choisis
(Rz == .r > a?' où a/ est choisi suffisamment grand fini) sont
régulières sur la fermeture de chaque cercle c{q^ — m, e), avec
0 ̂  m <^ mo. Il en résulte que :

f r^î^=0, 0<m<mo,
J«m,t s

r /-I-§...Y^A.=VD- r 9^-.-/c)^
J^.W5)- / i t î < l + * À '"J^.^+m-ç^1-*

Les A^ et A^,n étant des constantes convenables, on a:
i v, A^ .yA^

(s+^—ç^i^ ^(,4.^_^-t-^ ^ •

On a (avec le choix de z antérieur) :
C ^^-s-k)^_ (-ly-^m .̂.,
J... (. + m -î.y^ - r(/) ^———)

et F ^z -;-^<fe=Q
J^ ^

II en résulte qu'il existe des constantes Cm,r telles que :

r/w^=2^s s S^FD^A^^.,^
«/Ci o m=ûr=iy=l 1- \})

= S S ̂ .rîî̂ -,.̂ , avec C,,p.̂ 0.
m==o r=l



404 MAURICE BLAMBEBT

Choisissons z tel que Rz = x > o^ + oT + k + £ ; on a :
/» ,7o oo /»ffî 4- 6 4-1 ae ^Qf r^—s^-'^-^f r^-r^

JCo i ° P==i Joî-he—i» o

Posons

§,=, rf(^(5)^î-^. 5=crî+£+^.
J-oo s

00

La suite || Sp|l est bornée supérieurement. La série ^ bpSpe~2^

converge absolument en chaque point du demi-plan x^>ff^.
Il s'agit de déterminer l'ensemble singulier par rapport à un
demi-plan de la fonction analytique de z définie par cette
série. On rappelle qu'on peut déterminer des constantes
Dm de sorte que :

^ulM=?'+.l.j,(.A7
où f^(s) est holomorphe dans le demi-plan <r > ̂ .

Pour z intérieur au demi-plan
x>^+^+k+e,

on a :

J,r̂ ^=J,̂ ^+gsD.J,,̂ :l̂ ,..
On a aussi :

c ^fds
Jc..(s+w—î^)'•^k

.̂f -J^+^f î^-pt Jc.,.(s+w—î.y .̂ Je.,. ^
II est bien connu que pour yfp > 0 :

f f^^ =0 pour 0<w<m,,
Jc.,.(s+w—^

puisque pour ces valeurs de l'entier m, on a o^" + m — q[ + e < 0.
Puisque les fonctions composantes f{s) et <p(») sont de classe TTC,
on a \ ;> 1 et y.i ̂  1. Il en résulte que le coefficient de f{s)
d'ordre k par rapport à {y-n}) no11 nv^ d® pl^ petit indice, ne
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peut être a^ =7^= 0 que si (JL, > 1. Par conséquent le plus petit
terme de la suite des exposants de la série Sa^ô^""'̂
figurant effectivement dans cette série (c'est-à-dire associé
à un coefficient non nul) est supérieur à 1.

Avec le choix antérieur de z, il en résulte :

f ^-l-î!ds—V==o' 0<m<m..J^.^+TO—Ç^ ^
On a pour / (entier) ̂  1 :

r -^ . ^ (° si <^î+e<o
[ Ç [Z——S——K) ^ _\ , 4 V — 1

Je,. ^ ^-^m^^9^> si <7;+e>0.

En remarquant que quelle que soit la constante finie <r^ on
peut toujours choisir £ > 0 satisfaisant aux conditions anté-
rieurement précisées et suffisamment petit de sorte que
ff[ -|- £ -=f=. 0 et réunissant les résultats obtenus ci-dessus il en
résulte que la fonction de z définie par le prolongement ana-
lytique de la somme de la série considérée (ou le prolongement
analytique de la fonction de z définie par l'intégrale,

r f^wçz-s-k)^
0'C,, S

à partir d'un point intérieur au demi-plan x > (T* 4- o"î* + ̂ + s)
admet la représentation suivante légitime dans le demi-plan
d<e convergence absolue de cette série (et dans un prolongement
convenable) :

r r ds osi < ^ î+£<o»
( ...= ( f*^^8-^ !+*

Je... Je../29 ^ fc r 2m SD,y^) si o;+£>0

où les Dj sont des constantes.
Les deux fonctions f^ et /"* sont du même « ordre OM » égal

à v* dans o" ><r*; en outre rô(<r^) == ̂  Dans le cas a* < 0 alors,
eu égard au théorème de S^Mandelbrojt, la fonction de z

ds r ^ * ds 2mC r^ ds C f^m* ds 2m , . .
Jc,/^ ̂ ''Jc^uc,^ ̂ ""r^Ti)wî

W=|/-lyc{^s^yW^
avec
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est analytique et ses seules singularités « possibles » dans le
demi-plan a;>^+^+^ sont les points de la fermeture de
l'ensemble «somme composée» des ensembles S^ et S?,-» que
l'on note S^.,^(on rappelle que S?.-» est l'ensemble «somme
composée » de S î̂ et du point d'affixe k).

On remarquera que S |̂ est identique à la droite v = v[ et
(îue %.,» contient la droite (T=^+(TÎ+^ et ne contient
aucun point s avec <r > ç, + <j[ + A-.

Il est évident que la définition de SJJ suppose une petite
modification (déjà vue au théorème IV. 1). Dans le cas
ff*i > 0, cette intégrale admet pour singularités « possibles »,
dans le même demi-plan, les points de l'ensemble S?.-» u S?^ .
Cet ensemble contient la droite v == q[ + <^ + k et ne
contient aucun point s avec a" > Ça + o'î + ^>

Si<rî+e<0, alors.Ce^^; on a, dans le cas <r î<—l:

Lf^-f •••+if ••••Jc. 0 J<. J^^t

—/, avec l</</o, est pôle simple de (0^5) et point régulier
pour (0^5) Li^; on a donc pour z convenablement choisi

0

(avec x suffisamment grand)

r /w^o
./t^, S

et

^r<.,»-^-.p ĵ̂ (_iyc;s î?..'w..,
Des représentations obtenues pour les intégrales étudiées,
on déduit immédiatement en réunissant les résultats que le
point d'affixe ç, + ç, + k est nécessairement singulier pour la
fonction ï^\f, yjz]; plus précisément il est pôle d'ordre
Pt + Pî — 1. La fonction H;[/', <o\s] ne se réduisant pas à une
fonction entière, et puisque (T^ est fini, alors le point
s=0 est singulier pour la fonction H»[/; y|s]. En outre
si <r. > 0 alors dans le demi-plan cr > ̂  + ç, + ^ les seuls
points singuliers pour la fonction H;|/, yjs] sont les pôles
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?i + ?2 + k — m à l'ordre pi + pg — 1 au plus; le pôle
îi + Ça + A* étant d'ordre pi + ?2 — !•

REMARQUE. — On peut obtenir plus rapidement au théo-
rème IV. 3 un résultat un peu moins précis. Au lieu d'établir
que H,,)/, 91 s] possède au point s == 0 une dominante
angulaire algébrico-logarithmique, on peut se limiter à établir
que s === 0 est point singulier pour cette fonction sans préciser
davantage la nature de ce point. On sait que ^^0. L'ap-
plication immédiate à la fonction H^fo^, y* \s—k] d'un
théorème établi dans un mémoire antérieur (référence II. 1)
permet de conclure que Hî[/*, 'y \s] ne se réduit pas à une
fonction entière. Il en résulte que s == 0 est singulier pour
H.[A y|4
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