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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
31, 1 (1981), Î95-223

ENSEMBLES SINGULIERS
ASSOCIÉS AUX ESPACES DE BANACH RÉTICULES

par Denis FEYEL

Soit 7 une capacité fonctionnelle sur Rx . On considère un
sous-espace vectoriel de Rx , noté ^(7), tel que 7 y vérifie
une condition analogue à celle de Daniell et quelques autres pro-
priétés naturelles. On rappelle la définition des ensembles quasi-
ouverts, et on introduit un axiome dit de Lindelôf, toujours vérifié
dans les applications, et autorisant les bornes supérieures de familles
quelconques de quasi-ouverts.

Cela permet de résoudre le problème suivant : la quasi-topologie
peut-elle être discrète, c'est-à-dire se peut-il que tout ensemble quasi-
borélien soit quasi-ouvert ? On donne (th. 3) plusieurs conditions
équivalentes : l'une d'elles signifie que L1^) est un espace de
Kôthe.

On est alors amené aux notions quasi-topologiques d'ensembles
discrets, clairsemés, et l'on démontre l'analogue du théorème de
Cantor-Bendixon.

La notion importante d'ensemble mince (c'est-à-dire ne portant
qu'une seule classe de mesures négligeant les polaires), apparaît im-
plicitement dans la thèse de R.M. Hervé, et est reprise par Dellacherie
qui démontre une forme générale du théorème de SousIin-Alexandrov-
Hausdorff : c'est bien une généralisation naturelle de la notion
d'ensemble dénombrable. Dans les hypothèses que nous avons ici,
tout ensemble quasi-topologiquement clairsemé est mince. La réci-
proque est vraie en topologie polonaise classique pour tout espace
de Baire. Or, on a affaire en théorie du potentiel à une quasi-
topologie plus fine que la quasi-topologie donnée et vérifiant de plus
une propriété généralisant la propriété de Baire. On en déduit que
tout quasi-Gç fin mince est finement clairsemé, et que les ensembles
minces sont exactement les quasi-F^y fins héréditaires.
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Des exemples très intéressants d'espaces de Banach fonctionnels
réticulés sont fournis par le modèle probabiliste : on en tire, à l'aide
d'un théorème de Mokobodzki, une caractérisation des suites presque-
sûrement stationnaires de variables aléatoires.

Pour finir, on montre que l'axiome de Lindelôf cité plus haut
s'exprime directement à l'aide des sous-espaces fermés de L^),
indépendamment de toute représentation fonctionnelle. On voit ainsi
que les théorèmes de Cantor-Bendixon et Alexandrov-Hausdorff
deviennent des théorèmes de structure pour les espaces de Banach
réticulés.

I. Hypothèses et rappels.

Si X est un ensemble, on désigne par c une fonction définie
sur Rx , à valeurs dans R , et vérifiant :

1 / 1 < S \\8n\ , \ > 0=^ c(f) < ̂  X, c(^)
» n

avec la convention usuelle 0 . °° = 0 .
On notera aussi c(E) = c(l^) pour tout ensemble E C X ,

où IE est l'indicatrice de E. Un ensemble E est dit "polaire"
si c(E) = 0, une propriété a lieu "quasi-partout" (ou en abrégé
"q.p.") si elle a lieu hors d'un ensemble polaire.

Si c(f) < oo, l'ensemble (/=^ ± oo) est polaire. Si /= ^ /„ ,
n

avec /„ > 0, la série converge q.p. dès que ^ c(f^) est fini.
n

La donnée fondamentale de tout cet article est un sous-espace
vectoriel de Rx , noté £^ (7) ayant les propriétés suivantes :

A) c(f) est fini pour tout / E ^ (7)
B) il existe / > 0, / € ^ (7) (dénombrabilité à l'infini)
C) ^(7) est stable par l'opération / ^—> (/A l)^
D) Si une suite décroissante /„ d'éléments de /?l(7) tend

vers 0, alors c(f^) tend vers 0.
E) J?^) est fermé dans Rx par rapport à l'écart c(/- g ) .
On remarque que c induit une semi-norme sur ^ l(7), que

l'on notera 7. Le séparé associé à ^(7) se note L^) et est un
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espace de Banach ordonné et réticulé. Un élément de L^) est
la classe d'un /^/^(r) modulo l'égalité q.p. En effet, la condition
E) implique que l'indicatrice de tout ensemble polaire appartient à
^(7).

Dans la condition D), on peut donc aussi bien supposer que
la suite /„ ne tend vers 0 que quasi-partout.

Soit (Si la tribu engendrée par ^(ï). Toute forme linéaire
X > 0 sur ff^Çj) est continue (propriété des espaces de Banach
réticulés). Il existe une mesure JLA > 0 unique sur la tribu ûî telle
que ^^C^JLI) et À(/) = f f d ^ pour f€ ^(7) ; cela résulte
des conditions B) et D) et du théorème de Daniel^-Carathéodory.

Toute forme linéaire continue sur ^(j) s'écrit en différence
fi — v de formes linéaires > 0. Ainsi, le dual topologique OîZ0^)
de L^) s'identifie à un espace de mesures. On notera î5î^° sa
boule unité positive: c'est un compact en topologie a(OTl00,^1).
Notons que si /€ ^ (7), / > 0 :

TCn-Sup^COI^E^}.

Quasi-topo logie

Par définition, un ensemble G est «quasi-ouvert» s'il peut s'écrire
G = = { / > 0 } où /G^1^). Toute réunion dénombrable, tout
intersection fmie de quasi-ouverts est un quasi-ouvert. Un «quasi-
fermé» est le complémentaire d'un quasi-ouvert. On définit aussi les
«quasi-F^y » , les «quasi-Gg » , les « quasi-boréliens » ...

La condition B) entraîne que tout quasi-ouvert est un quasi-F^ .
Les ensembles quasi-boréliens sont exactement les éléments de la
tribu (fi, et (fi est aussi la classe monotone engendrée par les quasi-
fermés.

Un ensemble K est dit «quasi-compact» s'il peut s'écrire
K = { / > 1} avec /£ ^ ( j ) ' Un ensemble est «relativement quasi-
compact» s'il est contenu dans un quasi-compact. Tout quasi-compact
est quasi-fermé, et tout quasi-fermé relativement quasi-compact est
quasi-compact. Un ensemble est «quasi-K^ » s'il est la réunion d'une
suite de quasi-compacts, tout quasi-F^ est aussi un quasi-K^ et (fi
est donc la classe monotone engendrée par les quasi-compacts.
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Une fonction / à valeurs dans R est dite «quasi-s.c.i.» si les
ensembles (f>t) sont quasi-ouverts pour r E R . / est «quasi-
s.c.s.» si -/ est quasi-s.c.i., elle est «quasi-continue» si elle est à
la fois quasi-s.c.i. et quasi-s.c.s.

On démontre (6) que /appartient à ^(7) si et seulement si
a) / est quasi-continue,
b) ona j/| <g où ge ^(7).
Une suite croissante f^ E ^l(7) est de Cauchy si et seulement

si son enveloppe supérieure appartient à ^(7), et c'est alors sa
limite.

Si / > 0, / est quasi-s.c.i. si et seulement si / est enveloppe
supérieure d'une suite /„ £ -^l(7).

Prolongement de Lebesgue de 7.

Si / est quasi-s.c.i. > 0, on pose :

7(/)= S u p { 7 0 ? ) | 0 < ^ < / , ^^(7)}.

Cela prolonge évidemment 7, et l'on a aussi :

7(/)= Sup{jLi(/)l^^rT
Si h € Rx , on pose aussi :

j(h) = Inf (7(/) I / quasi-s.c.i. > h} .

Cela définit le «prolongement de Lebesgue» de 7. Il se peut
que l'on ait 7 i=- c , mais les ensembles 7-polaires sont les mêmes
que les ensembles c-polaires. 7 vérifie aussi la condition :

1 / 1 < Z \\ên\. \ >0=>7(/)<1: ^T(^).n
n n

Si / est quasi-s.c.s. > 0 et majorée par un élément de K^ (7),
on a encore, grâce au lemme du minimax

7(/)=Sup{^(/)|^eoizr}
et l'application ju ^—> ^(/) est affine s.c.s. sur JÏZ^°, elle est affine
continue si /£ ̂ ^L

Si K est quasi-compact, on a notamment :

7(K) = Sup {jn(K) | ^EJH^}.
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On en déduit qu'un quasi-compact, et plus généralement qu'un
quasi-F^ est polaire dès qu'il est ^-négligeable pour toute p. Ê î)ÎZ^.

Si /„ est une suite décroissante de fonctions quasi-s.c.s. > 0,
et si /o^^Cy). o n a : 7(Inf/J==Inf7(/J.

n Ytn n

Quasi-topologie induite.

Si B est quasi-borélien, un quasi-ouvert relatif dans B sera la
trace sur B d'un quasi-ouvert de X.

Si G est quasi-ouvert, l'espace ^(G, 7) = {/e ^(7)1 f= 0
q.p. sur X\G} est un sous-espace fermé de ^ l(7). II engendre
donc sur G une quasi-topologie : on vérifie aussitôt Qu'elle coïncide
avec la quasi-topologie induite par X.

1. THEOREME D'URYSOHN. — Si f est quasi-s.c.s., et g quasi-
s.c.i., et f ^g , il existe une fonction quasi-continue u comprise
entre f et g .

Démonstration. — Supposons d'abord que f et g soient les
indicatrices de F et G : F est quasi-fermé, G est quasi-ouvert,
et l'on a F C G . Il existe par définition un couple (u, v) d'élé-
ments de ^(7) tels que G = {v > 0} et F = {u < 0}. On peut

supposer u et v > 0 : alors la fonction w = ——— convient.u + v
En posant U = [w > 1/2} et H = {w > 1/2}, on obtient aussi

un quasi-ouvert U et un quasi-fermé H vérifiant F C U C H C G .
Supposons maintenant seulement que f et g soient comprises

entre 0 et 1 , et pour tout ^ E ]0, 1[, posons F^ = { /> t} et
G^ == [g > t}. On a F^ C G^ pour s < t . A l'aide d'un numéro-
tage des rationnels de ]0, 1[, on peut choisir successivement des
ensembles U^ quasi-ouverts et Hy quasi-fermés vérifiant :

F^ C U, C H, C G, pour r < s < t
et Hy C U, pour s < t .

Les deux fonctions t ^—> H^ et t ^—> U^ sont décroissantes
sur Q H ]0, 1 [. Cela donne un sens à :

^00 = F W^ ̂  ^ ^) = f1 W^) dt
^o ^o
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indépendamment des prolongements décroissants utilisés. Comme
ce sont des intégrales de Riemann, on voit que u est quasi-s.ci. et
que h est quasi-s.c.s. On a par ailleurs h(x) = u(x), et

f(x) = F Ip ( x ) dt < h(x) = u(x) < f lç (x) dt = g ( x ) .
- 0 • »/o ^

Pour le cas général, on se ramène au cas précédent à Faide d'un
homéomorphisme de R sur [0 ,1] .

Espace de restrictions.

Si F est quasi-fermé, posons 7p(/) = 7(lp/) ; 7p est une
semi-norme sur ^(ry). Notons L^p) le séparé associé. Alors
L^p) est complet. En effet, soit /„ une suite E ^(7) telle que
27?^) < + °°. Soit 0^ une suite décroissante de fonctions quasi-
continues comprises entre 0 et 1, convergeant vers 1p . On peut sup-
poser aussi 7(^/J < 7F<X,) + 2~" car F est quasi-fermé. La série
20^ converge normalement dans ^l(7). Soit u = V Q^f^ G ^(7).

On a 7p(^-/i - / 2 - - - - ^ ) < 7 ( ^ - 0 i A -^A^-^/J donc
^ =^ /^ dans ^(7F)-

M

Ainsi, le couple (7?, ^(7?)) est l'espace des restrictions de
^(7) à F. Il engendre une quasi-topologie sur F : on vérifie alors
immédiatement qu'elle coïncide avec la quasi-topologie induite par
celle de X.

2. THEOREME DE LUSIN. - Si fJiÇ. 3îl^, et si f est ix-mesurable,
X admet une partition en un ensemble [^-négligeable et en une
suite de quasi-compacts relativement à chacun desquels f est quasi-
continue.

Démonstration. — Si (5^)^eN es^ une base de la topologie de
R , il existe pour tout n et tout e > 0, un quasi-fermé F^ et un
quasi-ouvert G^ tels que /i(G^\F^) < e/2" , et F^ C /-^SJ C G^ .
Soit G = U ( G ^ \ F ^ ) , donc j n ( G ) < e , et / est quasi-continue
relativement à X\G. En faisant tendre e vers 0 suivant une suite
décroissante, on obtient une suite croissante de quasi-fermés H^ de
réunion X modulo jn et sur chacun desquels / est relativement
quasi-continue. Or chaque H^+i\H^ admet une partition du type
envisagé.
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Axiome de capacitabilité.

Nous supposerons que 7 passe à la limite sur les suites crois-
santes d'ensembles. Comme elle passe à la limite sur les suites dé-
croissantes de quasi-compacts, il résultera du théorème de capaci-
tabilité de Choquet (2 et 3) que les quasi-boréliens seront capaci-
tables. Notamment, un quasi-borélien sera polaire dès qu'il sera
p. -négligeable pour toute ^ G OTl^°.

Axiome de Lindelôf.

L1. Pour toute famille de quasi-ouverts (G,)^ , il existe une sous-
famille dénombrable (Gy)^j telle que: pour tout i^ï on ait
G.C^G, q.p.

On pourra noter G = EssSup G, la réunion dénombrable
ayant cette propriété.

Cet axiome justifie entièrement la dénomination «quasi-topologie»
II est facile de voir qu'il est vérifié dès que L l(7) est séparable (6 ).

Il a lieu cependant dans des cas importants où L1^) n'est pas
séparable. (cf. n° VII).

Il entraîne que tout ensemble E a une quasi-adhérence E et
un quasi-intérieur E.

Il entraîne que toute mesure ^ ne chargeant pas les polaires
a un quasi-support : c'est le complémentaire du plus grand quasi-
ouvert modulo l'égalité q.p. ^-négligeable.

On remarque que les quasi-topologies induites ont aussi la pro-
priété de Lindelôf.

Points non polaires.

Si a est non polaire, e^(/) = f(a) est définie sans ambiguïté
et est finie sur J?1 (7). Réciproquement, toute majoration de la forme
|/(û)| < K . 7(/) implique que a est non polaire, car on a \p(a) = 0
pour tout polaire P. Considérons alors

/= EssSup {g G ^(7)l7(^) < 1}

/ est quasi-s.c.L, et l'on a quasi-partout f(a) = I j e j j . On en déduit
que l'ensemble des points non polaires vaut E == { /< 4- 00} : c'est
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un quasi-F^ . Sur E, la quasi-topologie induit une vraie topologie
ayant la propriété de Lmdelôf, complètement régulière dès que -^("y)
sépare les points de X.

On a ^(ï) |E C(°(E). Tout compact K de E est quasi-
compact et l'on a <°(K) =^(7^) avec normes équivalentes d'après
le théorème des isomorphismes. Mais la réciproque est éventuellement
fausse : on prend X = M , 7 = /i* , où ju est la mesure définie par
/z(/) = ^ 2-n/(^^) ; et ^(7) = ^(jii). Les points sont non po-

n
laires, donc X = E, et X == E est quasi-compact, mais non compact.

On peut ici mentionner les deux exemples triviaux, mais
«extrêmes» d'espaces S1 (7) vérifiant nos axiomes.

a) (X, (fi, fi) est un espace mesuré et la tribu (fi est complète
par rapport aux ensembles /x-négligeables. On prend 7 = ju*, et
^l(7) == ^(jn). Tous les éléments de ûi sont quasi-ouverts: la
quasi-topologie est «discrète».

b) X est un espace localement compact dénombrable à l'infini
ainsi que tous ses sous-ensembles ouverts. On prend pour 7 la norme
uniforme, et ^ l(7) == Go(X). Seul 0 est polaire, et la quasi-
topologie s'identifie à la topologie de X. En ce cas, compact équi-
vaut à quasi-compact.

Ces préliminaires étant achevés, nous pouvons enfin rentrer
dans le vif du sujet. Signalons que nous ferons souvent l'abus consis-
tant à identifier une fonction ou un ensemble avec sa classe modulo
les ensembles polaires, c'est-à-dire à omettre les expressions telles
que q.p. ou quasi-partout. Nous parlerons donc de «la» quasi-
adhérence E de E, de «son» quasi-intérieur et « du » quasi-support
d'une mesure, etc.

Dans l'énoncé qui suit, L(7) désigne l'espace vectoriel des classes
modulo 7 des fonctions quasi-continues finies quasi-partout, L(/i)
est l'espace des classes modulo /x de fonctions ^-mesurables et finies
JLI-presque partout.

IL Ensembles discrets, clairsemés.

Tous les ensembles considérés sont quasi-boréliens dans X.
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3. THEOREME. — On dira que X est discret si sont vérifiées
les conditions suivantes qui sont équivalentes :

a) Toute fonction quasi-borélienne est quasi-continue.
b) Tout ensemble quasi-borélien est quasi-ouvert.
c) Tout ensemble rare est polaire.
d) Pour toute suite décroissante £„ de quasi-boréliens relati-

vement quasi-compacts, 7(E^) tend vers 0 dès que C\E^ est polaire.
e) Les segments (O,/) de l^Cy) sont compacts en topologie

ad-1^), ^(T)).
f) // existe ^ > 0 , ^LI G Oir°(7), telle que L(7) = L(^).
g) // existe p. > 0 , ^ € OTC0'^), ^//e que pour toute suite dé-

croissante G^ de quasi-ouverts relativement quasi-compacts, 7 (G,,)
tende vers 0 dès que H G^ .̂sT [^.-négligeable.

h) JIZ^ (7) e^r compacte en topologie définie par les applica-
tions ^"—> ;i(B) avec BGâ î , B relativement quasi-compact.

ï) L1 (7) est épais dans son bidual.

Démonstration. — On va le faire suivant le schéma :

et : 0 —> i) —> e) => c)
a) —^ 0 Soit (F,, ^.) un système maximal de couples où jn, > 0,
^ ^ = 0 . ^i,e«}ïT(7), où F/ est le support de ^, et où les F,
sont quasi-disjoints deux à deux. D'après a), les F, sont à la fois
quasi-ouverts et quasi-fermés, et l'axiome de Lindelôf entraîne
que I est au plus dénomb râblé. On a alors X = U F, sinon la
famille ne serait pas maximale. Il s'ensuit que la mesure fi = 2 e,^.
(avec des coefficients convenables) appartient à OTI00 (7) et ne
néglige que les ensembles polaires. Si / est ^-mesurable, et finie
^presque partout, elle est d'après le a) quasi-continue et finie quasi-
partout. Donc ^(7) ==/?(JLO. Mais les classes module ^ sont
identiques aux classes modulo 7, donc L(7) = L(^i).
0 =^ g) On munit L(7) (resp. L(^)) de la topologie de la
convergence en capacité (resp. en mesure), définie par la distance

û?( / ,<? )=7(A.Arc tg | / -^ | ) où A Œ ^ ( 7 ) , h>0.
resp. d(f, g) = jn(/î . Arctg | / - g|).

Sur L(7), d est une distance d'espace vectoriel topologique
complet (dû au fait que h G Ë1 (7)). d est évidemment plus fine
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que d , et le théorème des isomorphismes de Banach entraîne
qu'elles sont équivalentes. Les fonctions lç de l'énoncé

rt
tendent vers 0 en mesure, donc aussi en capacité, et l'on a :
Lim Sup7(A . Arctg Iç ) = 0, donc 7(Gy,) tend vers 0

n-+<» n
(prendre h > 1 sur GQ) .
g) ==^ d) Pour tout n, il existe G^ quasi-ouvert relativement
quasi-compact G^ D Ey, et jn(G^) < ^(E^) + ^-w • ^n P611^ ^P"
poser la suite G^ décroissante, alors Ai(G^) tend vers 0, donc
aussi 7(E^) <7(G^).
d) ======» h) Soit (^,),ei une famille ultrafiltrée extraite de OTI^W •
Posons A^(B) = Lim/x,(B) (< + oo d'après l'hypothèse). On définit
ainsi une fonction simplement additive de quasi-boréliens relativement
quasi-compacts. On a ^i(B) <s 7(B), donc IJL est a-additive et
p. €= OÏc7- La topologie envisagée est séparée, d'où le résultat.
h)saassss> c) Soit R un ensemble rare : on peut le supposer quasi-
compact. Alors fi ^—> fi(R) est continue sur OTc^T) muni de la
topologie envisagée. Cette topologie est plus fine que a(W^ , L1^)) :
elle y coïncide donc. Il existe alors /G ̂ (ï) telle que ^(R) = ^(/)
pour toute fJi ̂  ̂ 7W • ^a entraîne / == I R quasi-partout. Comme
R est rare, on a / = 0 quasi-partout, et R est polaire.
c)™^ b) Si F est quasi-fermé, F\F est rare donc polaire, et F
est quasi-ouvert. Un raisonnement immédiat par récurrence transfinie
permet de passer au cas d'un quasi-borélien quelconque.
b) —^ a) C'est évident.
f)—^ i) Soit F appartenant au bidual de L^-y), et 0 < F < / ,
/EL 1 (7). F induit une forme linéaire positive sur L°°(^),
majorée par celle qu'induit /. Il s'ensuit (théorème de Lebesgue-
Nikodym) qu'il existe AEL^^ i ) telle que F(v) = v(h) pour toute
^ < ^ L t . L'hypothèse entraîne que A G L ( 7 ) , et h </ jn-presque
partout, donc quasi-partout, donc h G L1 (7). Toute v>0,
v G JTZ00 (7), est absolument continue par rapport à fi, on a donc :
F(iQ > v(h) et aussi v(f) - F(v) > v(f - h) puis F(v) == v(h)
pour toute v G Jlc00 (7).
i) ==> e) Soit ^ une famille ultrafiltrée extraite de (O,/). Pour
toute ^GOTc0^), i / > 0 , v(gf) converge vers une limite F(v)
positive et majorée par v(f). Donc F est dans le sous-espace épais
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du bidual de L^) engendré par L1^): il existe alors A G L 1 ^ )
telle que v(h) = Lim v(g,), pour toute v E ̂ (j), et 0 < h </./
e) ==^ c) Si R est rare relativement quasi-compact, on peut le
supposer fermé. Alors IR = Inf/^ où la suite /„ Gl^Cy) décroît,

/î

et admet une valeur d'adhérence faible /. Ainsi /= lp . Mais R
est rare, donc / = 0 , et R est polaire.

Remarques. — a) La propriété c) signifie que L1^) est «order
continuous» (cf. [12]). En effet, si (/;.) est une famille ^.GL^T),
ff>0, telle que Inf/,. = 0 (borne inférieure au sens de l'espace
réticulé), alors Essinf/;. qui existe d'après l'axiome de Lindelôf
est nulle sauf peut-être sur un ensemble maigre, lequel est polaire
d'après c). Ainsi 7(/;.) = \\f^ \\ tend vers 0 si l'ensemble est filtrant
décroissant.

b) La propriété f) signifie que L^) est un espace de Kôthe.
([12]).

c) Les caractérisations e) et i) se trouvent aussi dans [12].

4. DEFINITIONS. - Si E C X, on note E' et on appelle «dérivé»
de E le plus petit quasi-fermé relatif dans E contenant tout ensemble
rare sur E, ou, ce qui revient au même d'après l'axiome de capaci-
tabilité, tout quasi-fermé inclus dans E et rare sur E.

— On dit que E est discret si E' est polaire.
— On dit que E est dense en soi si Et = E.
— On dit que E est parfait s ' i l est quasi-fermé et dense en soi.
— On dit que E est clairsemé s'il ne contient aucun ensemble

dense en soi.

LEMME. — E est discret si et seulement si tout ensemble rare
sur E est polaire, ou encore si et seulement si tout sous-ensemble
de E est quasi-ouvert relatif.

— Si A est inclus dans E, on a A ' C E ' , et E\E' = E15 est
le plus grand quasi-ouvert relatif discret de E.

Démonstration. — Si R est quasi-fermé, R C A, R rare sur
A, R est a fortiori rare sur E, donc A' C E\ En particulier
( E X E R C E ' et (E\EVCE\E\ donc (E\E'/ est polaire,
E \E' est discret et quasi-ouvert dans E.
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Si A est discret et quasi-ouvert dans E, soit R un quasi-
fermé, R C A H E', R rare sur E. A est quasi-ouvert relatif,
donc R est rare sur A, et R est polaire car A est discret. Ainsi
A H E ' C E ^ , puis A C E ^ .

5. THEOREME (cf. Cantor-Bendixon). — // existe un plus gros
ensemble dense en soi et inclus dans E, noté N(E), et appelé
«noyau dense en soi» de E. N(E) est quasi-fermé relatif,
Ve1 = E\N(E) est clairsemé et c'est le plus grand quasi-ouvert
relatif clairsemé de E.

Démonstration. — Pour ^ < ^p on définit par récurrence
E(^1) = E^' et E10 = H E^ si $ est un ordinal limite. Les

(s:) T î < ç r^E1" sont quasi-fermés relatifs, donc la suite E'67 est stationnaire
(axiome de Lindelôf). Posons N(E) = Ess InfE^ . Evidemment

?<»i
N(E) est quasi-fermé relatif et dense en soi. Si A C E , on a par
récurrence A^ C E^ , donc N(A)CN(E) . Si de plus A est
dense en soi, on a A = N ( A ) C N ( E ) , donc E clairsemé équivaut
à N(E) polaire. Si A est quasi-ouvert relatif dans E, on a
A" C E^, soit A\A' C E\E\ et par récurrence AVA^ C EXE^ ,
puis A\N(A)CE\N(E), soit A^CE^. Si A est clairsemé,
N(A) est polaire, donc A = A^ C Ve1.

6. PROPOSITION. — Si E est clairsemé, E admet une partition
dénombrable en ensembles quasi-fermés discrets, et il existe une
mesure fJ. > 0, jn G 3Ït°° (7), /A concentrée sur E, et ne négligeant
que les sous-ensembles polaires de E.

Démonstration. — II suffit de la faire lorsque E est discret.
Soit (F,) une famille maximale de quasi-fermés non polaires et
disjoints inclus dans E : les F/ sont aussi quasi-ouverts sur E et
la famille est dénombrable par l'axiome de Lindelôf. Enfin E\UF,
est polaire car la famille est maximale. D n'y a plus qu'à appliquer
le théorème 3, g) pour obtenir la mesure ^.

III. Ensembles minces.

Nous abordons maintenant une nouvelle classe d'ensembles
«petits», qui a déjà été considérée par Dellacherie (cf. [4,5]) à qui
nous emprunterons la terminologie.
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7. THEOREME ET DEFINITION. - Soit A un ensemble quasi-
borélien, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) il existe une mesure fiG. ^(L^(j), concentrée sur A et
ne négligeant que les sous-ensembles polaires de A.

b) toute famille (K,) de quasi-compacts non polaires, inclus
dans A, et quasi-disjoints deux à deux est au plus dénombrable.

c) toute famille (^.) de mesures positives non nulles, ^-^OÏZ^Cy)
concentrées sur A, et deux à deux étrangères, est au plus dénom-
brable.

Un ensemble A ayant ces propriétés sera dit mince. Les en-
sembles minces forment une horde au sens de Dellacherie, c'est-à-
dire une famille héréditaire (dans (fi) et stable par les réunions dé-
nombrables. Un ensemble non mince est dit épais. On remarque qu'un
ensemble mince est toujours un quasi-F^ , et même un quasi-F^
héréditaire (i.e. ses sous-ensembles sont quasi-F^).

Démonstration. — a)==^ c) : toute mesure ^ a une den-
sité ff par rapport à p., et les ensembles {/,. > 0} sont ^-négli-
geables, sauf une infinité dénombrable d'entre eux.

c) =:=^ b) : chaque K, porte une mesure ^ > 0, et la famille
(jLi,) vérifie alors c).

b) ===» a) : soit v > 0 une mesure concentrée sur A, v £ JÏIf(7),
et soit (K,) une famille maximale de quasi-compacts non polaires
inclus dans A, quasi-disjoints et ^-négligeables : elle est au plus
dénombrable. Alors A\UK, vérifie la condition du a) avec la res-
triction de v. Soit donc maintenant une famille maximale de couples
(F,.,ï^.) où les F, sont quasi-compacts disjoints inclus dans A,
non polaires et vérifient la condition du a) avec la mesure v ^ . Cette
famille est au plus dénombrable, A\U F, est polaire, sinon il contien-
drait un quasi-compact K portant une mesure vérifiant a) d'après
le début de la démonstration, et la famille (F,,i/,) ne serait pas
maximale. Alors la mesure /x = Se,^- avec des coefficients e, > 0
convenables ne néglige que les ensembles polaires de A.

8. DEFINITIONS. - Une mesure JLI > 0, JLI £ OTl°°(7), est sin-
gulière si elle est concentrée sur un ensemble mince, elle est étalée
si elle néglige tous les ensembles minces. On obtient ainsi une dé-
composition de OÎI0*^) en somme directe ordonnée de deux bandes
étrangères.


