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LES FORMES EXTERIEURES
ET LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

par F. GALLISSOT.

INTRODUCTION

Dans le tome IV des Annales de I'Institut Fourier (1952)
J’ail montré le parti qu’on peut tirer dans I'étude de la méca-
nique des systémes rigides, de ’existence d’une forme exté-
rieure Q, de degré deux, de rang maximum sur une variété
V,..: différentiable, de dimension 2n 4 1, génératrice des
équations du mouvement. Il est alors naturel de se poser la
question : les équations de la mécanique des milieux continus
possédent-elles une forme extérieure génératrice et quel est
son support topologique.

Si I'on revient a4 la notion premiére de mouvement d’un
milieu continu Galiléen & 3 dimensions (espace numérique p*)
observons que ce mouvement n’est autre qu’une application P
de classe C" (r > 2) de I'espace numérique R* (produit de I’es-
pace numérique R? par la droite numérique t) dans 3. En rela-
tivité comme le temps est lié au milieu, le mouvement d’un
milieu continu relativiste sera une application de R* dans p*.
Plus généralement nous sommes conduits a envisager des
applications ¢ de classe C" (r-applications) d’un espace R?
dans un espace g", puis d’une variété (V,) dans une variété
(W,) et a associer a ces applications la variété des jets du pre-
mier ordre de M. Ehresmann J' (V,, W,). Nous démontrons
que sur J(V,, W), E(E, B, ..., ) « (W), a(a', o, ..., a7)  (V,),
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il existe une forme extérieure Q,,, de degré p 4+ 1 dont les

solutions du systéme extérieure associé i(_)z)Q,,*, = 0 satis-
faisant de plus & d%° A V, =0 [V, désigne la forme volume
sur la variété (V,)] sont solutions d’un systéme d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre qui généralise celui
d’Hamilton. Ce systéme est équivalent a un systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles linéaires du second ordre. Le sys-
téeme des équations d’Hamilton généralisées est déterminé dés
qu’on se donne une forme de Pfaff w sur la vanété J*(V,, W,)
et une forme volume V, sur (V).

Pour les applications a la mécanique, tout revient a cons-
truire la forme Q,,, sur J'(V,, W,). Or & une mécanique est
associé un groupe G qui opére sur (V,, W,) et par prolonge-
ment sur J'(V,, W,). Le groupe G laissant invariantes les
équations de la mécanique, la forme Q,,, doit étre invariante
par G. Cette propriété permet de préciser la forme extérieure
correspondant au cas de la mécanique Galiléenne. Il est impor-
tant de noter que les équations de la mécanique des systémes
indéformables découlent naturellement de la forme Q,,,
sans l'intervention de postulats sur les forces intérieures :
elles sont engendrées par une forme (), de degré deux sur une
variété de groupe de Lie de déplacements.

L’intérét de ce point de vue est de dégager le sens profond
des théorémes classiques de la mécanique, de suggérer des
recherches nouvelles. Le seul inconvénient est qu’il faut a peu
prés tout refaire, c’est pourquoi cet article se borne a fixer le
cadre dans lequel on peut opérer avec fruit. Des articles ulté-
rieures préciseront les points nouveaux.



CHAPITRE PREMIER

LES FORMES DIFFERENTIELLES EXTERIEURES
SUR J'(V,, W,)

§ 2. — Notions sur les Jets.

M. Ehresmann a montré (Congrés de Taormina 1951 et
Colloque de Géométrie Différentielle de Strasbourg 1953) qu’a
toute r-application d’une variété (V,) dans une variété (W,)
on peut associer I’ensemble des jets J* (V,, W,) définie de la
maniére suivante :

Soit ¢ I'application d’un voisinage de ze V(,) dans (W,), =
est la source de I'application, § = ¢(z) e (W,) en est le but.
Considérons deux cartes locales admissibles g et v de (V,)
et de (W,) telles que u et y appartenant respectivement aux
espaces numériques R? et p" on ait:

ue Rp, r = g(u),
yep', & =9(2) = Y(y)-

La composition des applications suggérée par le diagramme

V,—>W,

d 3 I

Rr— p,
conduit & envisager la restriction g de g & un voisinage U de u
tel que lapplication composée ¢ =y 2o og soit définie.
On dit que ¢ est une r-application au point z lorsque I'applica-
tion ¢ de U dans " admet dans un voisinage du point u des
dérivées partielles continues de chaque espéce jusqu’a 'ordre



294 F. GALLISSOT

r par rapport aux coordonnées canoniques dans R?. Soit
Ci(V, W,) I'ensemble des applications (¢, ) ou 9 est une
r-application au point z. Deux éléments (9;, ), (95, z) de
Ci(V,, W,) seront dits de méme r-classe:

10°si y(2) = ga(2),

20 si le couple de cartes locales (g, y) associe a 9, et ¢, deux
applications 9, et ¢, dont les dérivées partielles de méme espéce
d’ordre < r prennent la méme valeur au point u.

Ces définitions sont indépendantes du couple de cartes
locales (g, y) puisqu’il suffit de considérer un autre couple
(&, Y) recouvrant partiellement le premier.

1. Définition d'un jet. — Un jet infinitésimal d’ordre r
ou r-jet de (V,) dans (W,) est une r-classe de C3(V,, W,)
dont z est la source. j;£ désigne le r-jet déterminé par le
couple (%, ) € C;(V,, W,). L’ensemble des r-jets de (V,) dans
(W,) de source z est noté J3(V,, W,). La réunion des J;(V,, W,)
pour z décrivant V, est appelée variété des jets d’ordre r.

\LJJ(V, W) = J(V,, W),

wEVp

2. Ensemble des jets d’ordre 1:J'(V, W,). — L’ensemble
des jets d’ordre 1 J'(R?, ¢") est homéomorphe a la variété
R? X N;, X p" & np + n+ p dimensions dans laquelle un point
a pour coordonnées canoniques :

(22, 22, ..., 2%, Wiy ..., Ui, ooy Up, B, %, Lo, B7) les E° désignargz,
0
ozt
la dérivée partielle de &° par rapport a z'. Lorsqu’il s’agira
de J}(V,, W,) 'ensemble précédent constitue un systéme de
coordonnées locales de cette variété.

les coordonnées dans g", les z' les coordonnées dans R?, uj =

3. Noyau des jets d'ordre 1. — Nous appellerons noyau
de JY(R?, p") noté N, un élément de source 0 et de but 0,
c’est-a-dire ayant pour np coordonnées canoniques (0, ..., 0;
ey UY ey 0, .oy 0).

Pour donner une signification intrinséque au noyau de I’en-
semble des jets J'(V,, W,) nous ferons les remarques suivantes :

a) Les éléments de J'(R, W,) de source 0, ayant pour coor-
données (0, u, ..., u", &', ..., £") ne sont autres que les vecteurs
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tangents a (W,) dont I’ensemble est noté T(W,) T(W,) est
un espace fibré de base (W,), de fibre R"

Les éléments de J'(R?, W,) de source 0, de but &, ne sont
autres que les éléments du produit de p exemplaires de l'es-
pace tangent a (W,) au point &.

Jz=o(R?, W,) est un espace fibré ayant pour base (W,)
pour fibre R™, on note cet espace T,(W,). Il existe une pro-
jection canonique de J'(R?, W,) sur R?, ce qui suggére que
J'(R?, W,) est une variété fibrée ayant pour base R?, pour
fibre T,(W,) pour groupe structural GL(n), groupe linéaire
et homogéne de R".

Si on considére J'(V,, W,) comme il existe une projection
canonique A de J'(V,, W,) sur (V,), relativement a cette pro-
jection A, J'(V,, W,) est un espace fibré, ayant pour base (V,),
pour fibre T,(W,), pour groupe structural GL(n).

b) Les éléments de J'(V,, p) de but 0 ne sont autres que les
co-vecteurs tangents & (V,) dont I'ensemble est noté T*(V,).
(C’est un espace fibré de base (V,), de fibre R™. Les éléments
de J'(V,, ¢") de but 0, de source z, ne sont autres que les
éléments du produit de n exemplaires du dual de l’espace
tangent a (V,) au point z. Ji_,(V,, ¢") est un espace fibré,
ayant pour base (V,) pour fibre R?, on note cet espace T(V,).
Il existe une projection canonique de J'(V, p") sur p", ce
qui suggére que J'(V,, p") est une variété fibrée ayant pour
base p", pour fibre Tn(V,), pour groupe structural GL(p),
groupe linéaire et homogéne de RP’.

St on considére J'(V,, W,), comme il existe une projection
canonique B de J'(V,, W,) sur (W,), relativement a cette
projection B, J'(V,, W,) est un espace fibré ayant pour base
(W,) pour fibre T;(V,), pour groupe structural GL(p).

¢) Il existe une projection canonique C de J'(V,, W,) sur
(V, X W,). Relativement a cette projection canonique C,
J'(V,, W,) est une variété fibrée ayant pour base (V, X W,),
pour fibre le noyau de J'(V,, W,), pour groupe structural
GL(n) X GL(p). Le noyau de J'(V,, W,) est homéomorphe a
I’espace homogéne L(RP?, p") des applications linéaires et
homogénes de R? dans p".

ReMARQUE. — Ces considérations s’étendent a J"(V,, W,)

(Cf. M. Ehresmann [3]).
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4. Changement de coordonnées dans le noyau de J'(V,, W,). --
S1 on considére un changement de coordonnées locales dans
(W,) défini par les formules :

1
Ec - ‘P°(71 y c Tl‘o’ LR Yin)'
nous poserons

Yo
3

onf e

Si on considére un changement de coordonnées dans R?,
coordonnées locales de V,, défini par les formules
] i 1 2
o=,y ...,y
nous poserons
i
o T
Si on considére les changements de coordonnées inverses
des précédents nous écrirons en soulignant les dérivées
partielles
¢ J
ok T @ ot

. L . anf ,
Si on désigne par V{ =°" les nouvelles coordonnées
oy’
canoniques du noyau de J}(V,, W,) de la relation
o O _onp onp oy
oot dE° vy o
résulte
(1) uf = agalef

formule qui montre que les coordonnées canoniques de
JY(V,, W,) peuvent étre identifiées aux composantes d’un
tenseur construit sur le produit tensoriel des espaces T: et T3,
en désignant par T: I'espace tangent a (W,) au point & et
par T3 le dual de I’espace tangent & (V,) au point z.uf € T¢® T:.

6. Coordonnées hamiltoniennes dans le noyau de J'(V,, W,). —
Dans le développement que nous avons en vue, il est trés
avantageux d’introduire dans le noyau des jets d’ordre 1,
un autre systéme de coordonnées que nous appellerons coor-
données Hamiltoniennes, eu égard au rdéle qu’elles jouent
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dans écriture d’un certain systéme d’équations aux dérivées
partielles définissant une famille d’applications de (V,) dans
(W,).

Nous nous donnons sur (V,) une forme volume V,. Considérons
les tenseurs pg;, . . ;,_, covariants d’ordre p complétement
anti-symétriques, construit sur T*(W,) et T?~**(V,). Au moyen
du tenseur volume unité sur la variété (V,) de composantes
contravariantes ¢ ' on définit par contraction un tenseur
pi une fois covariant, une fois contravariant

1 .
G——i)! Pai,. ..., i,,_,s"' o= pip,

Le tenseur pi est un élément de T;® T,. Si on considére
la variété JY(W,, V,) les pi sont les coordonnées canoniques
du noyau de I'ensemble des jets de (W,) dans (V,) inverses,
des jets de (V,) dans (W,), comme le montre la régle de chan-
gements de coordonnées

pb = aiajqh.

Or JY(W,, V,) et J'(V,, W,) sont deux variétés fibrées ayant
méme base W, X V, méme fibre L(R? p") qui est 'espace
des applications linéaires et homogénes de R? dans g". Pour
cette raison on peut prendre pour coordonnées dans le noyau
de J*(V,, W,) les pi. Mais il est essentiel de remarquer que nous
n’avons présentement aucun moyen d’exprimer les coordonnées
canoniques u{ en fonction des pi, la structure impliquée par
une forme extérieure (),,, définie ultérieurement, permettra
de lier les pi aux uf.

Les pi pouvant étre utilisées comme coordonnées dans le
noyau de J'(V,, W,), il en est de méme des composantes des
tenseurs complétement antisymétriques d’ordre p défini par
le produit contracté des pi avec les composantes covariantes
du tenseur volume unité sur (V,).

1 .
(2) Psiy.....ip_, = —I; 3.',, S

C’est aux composantes du tenseur complétement antisy-
métrique p fois covariant pg; ..;,_, que nous donnons le
nom de coordonnées Hamiltoniennes du noyau de J'(V,, W,).

20
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Notation. — Quand on assigne un ordre aux coordonnées
dans (V,) qui est I'ordre naturel, pour signifier que dans
Pais, ..., 'indice ¢ est seul omis on écrit:

o2

Pst = 12,...,pP§x-

7. Coordonnées pratiques dans le noyau de J'(V, W,). —
Lorsque le systéme de coordonnées locales a été choisi dans
(W,) et (V,) et de plus lorsqu’on assigne un ordre aux coor-
données dans (V,), il est commode d’utiliser dans les calculs
comme coordonnées dans le noyau de ’ensemble des jets, les
quantités pi qui peuvent étre identifiées aux composantes
d’un tenseur mixte construit sur les espaces T et T,.

§2. — Les formes différentielles sur J'(V, W,)

1. Vecteur p, et forme O(E)Vp. — Nous désignerons par Pe
le vecteur contravariant de source 0 et de but 0 de compo-
santes 0,0, ..., 0; pg, ... p§, ... p5; 0 ... Q). L’application cano-
nique A de JY(V,, W,) dans (V,), déja envisagée § 1,3, fait
correspondre & la forme volume V, définie sur (V,) une forme
V, sur J(V,, W,). L’opérateur des transformations infini-
tésimales(") 6(_;;:) fait correspondre a la forme V, une forme de
degré p sur J(V,, W,): 6(p,)V..

Ainsi dans le cas particulier ou (V,) est une variété rieman-
nienne, dont le tenseur métrique fondamental est gy, la forme

vc’)lume. V, classique a pour expression en désignant par g le
déterminant g;

V,=Vgda' Ada* A ... A\ da?
P — .
(3) 8(p) Vo= 3 (— 1) Vedpi Nda' A da* ... NdF A ... A da?

le signe v placé au-dessus de dz' signifiant que ce signe est
omis.

RemMaRQuUE. — Dans I’expression précédente on observera
que d désigne le symbole de la différentiation absolue.

() Cf M. H. Cartan Colloque Topologie. Bruxelles 1950.
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2. Forme ¥, ,= ) d&°.0(p;)V,. — Les n formes d%° sur
F=1

W, remontent au moyen de lapplication B (§ 1,3) sur
JY(V,, W,). Elles engendrent par produit extérieur avec les
n formes 6(p;)V, et sommation par rapport a l'indice s une
forme ®,,, de degré p + 1 dont le support est J(V, W,).
Cette forme fermée peut d’aprés les considérations dévelop-
pées dans le § 1,6 étre considérée comme engendrée par un
tenseur complétement anti-symétrique pq, .. ;,_, construit sur
les espaces T; et (T7)P~".

On a alors ®,,, = G—E%—!d(pﬂ,, oip) N BTN dah N\ .. da'e,

Cette expression de ®,,, est trivialement invariante dans
un changement de coordonnées locales de J'(V,, W,) ce qui
montre que @, , est une forme intrinséque sur J'(V, W,).

ip

3. Forme génératrice (2, ,. — Nous désignerons par @ une
forme de Pfaff sur J'(V,, W,). Dans un systéme de coordon-
nées pratiques w s’écrit

w = Y Xedpi + X, dF°.
i,aq

Nous appellerons pour des raisons justifiées par le théoréme I,
forme génératrice ,,, la forme de degré p + 1 définie sur

J’(Vm Wn)
(4) Q=0 +oAV,

Donnons I’expression de Q,,, dans un systéme de coor-
données Hamiltoniennes. Lorsque tous les indices courent de
1 a p la forme volume s’écrit :

\£ =%3.~.,...,;pdw‘ A ... A da,

Ld7 A ... Ada

SN X{ dpa,.

(p—1)!
en tenant compte de la formule (2) qui définit les coordonnées

Hamiltoniennes. D’ot I'expression (, .

1 ) .
<5) an = mdpa:., vees Epmy A (—“ dgc/\da?".' - date '
+ X?dz' ... A dao).

ceny

o A Vi=X?dpi 1%8.-.,

Adxh... A\ dz,

wr gy
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Cette expression de {),,, est trivialement invariante dans
un changement de coordonnées Hamiltoniennes, en entendant
par cette expression un changement de coordonnées arbi-
traires sur (V,) et (W,) et un changement de coordonnées
Hamiltoniennes sur le noyau de J'(V,, W,).

Remarque. — Dans o 1l est inutile d’écrire la partie de cette
forme de Pfaff qui est sur (V,) puisqu’elle disparait dans la
multiplication extérieure par la forme volume.

4. Systéme des formes extérieures associé a (2, ,. — X étant
un champ de vecteurs arbitraires sur J'(V,, W,) on appelle
ainsi le systéme des équations extérieures i(X)Q,,, = 0 réduc-
: Y ’ . \ T , ® . P
tible & (np + n + p) équations, ou i(X) désigne I'antidériva-
tion de M. H. Cartan. Les coordonnées Hamiltoniennes n’étant
utiles que dans les questions théoriques, en particulier pour
montrer le caractére intrinséque de certaines formes, lorsqu’il
s’agit d’effectuer les calculs il faut utiliser les coordonnées
pratiques. Dans ce systéme de coordonnées (,,, s’écrit:

6) Qp.,=Ve(—1)""d& AdpiNda' A... N d# A ... \do

+ Vg(Xsdp? + X, dE%)da' A ... A\ da.

Le systéme des équations associées i(X)(Q,,, peut en parti-
culier se mettre sous la forme suivante :

n équations du type

A s gy Ade A dFA .. Ade?

/g d(dp)
+ Xfdz' A...ANda*=0
np équations du type

(7)

-

1 2Q P ; , vi
8) —=.El= N (—1)y""dpiANda' \...NdZ'\... \Ndz®
+ X;dz' A...ANd2*=0
P equatlons du type
9) i_bp = 2 2( 1)t dge Adpi Ada' ... \dE A
\/gb( ) a=1j=1
LB A .daP+ (— 1Yo Adat ... da’ ... A\ da.
TrtoriMe 1. — St le jacobien & np éléments w

(«or P5.20)
n’est pas nul, les solutions du systéme L(X)Q,,*, =0 satwfatsant
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de plus aux n équations d%°A'V ,= 0 sont localement les solutions
d'un systéme déquations aux dérivées partielles linéaires (H)
équivalent aux solutions d’un systéme de n équations aux déri-
vées partielles linéaires du second ordre S, ,(£°), par rapport
aux variables z'.

Cherchons les solutions du systéme extérieur i(S())QpH =0,
telles que les &% soient des fonctions des «* de classe C", r > 2.

Les np équations @1’—’%‘-: 0 donnent:

3(dps)
(10) % _ x.

Les X; sont des fonctions des coordonnées locales de

. D(... X ...)
JUV, W,). Si Dl A7)
(Ve Wa) D(... p§ ...)

o . b ’ h
les pi en fonction des — = u{ coordonnées canoniques du
P Py q
noyau de J*(V,, W,).
Localement on a donc

(11) p=i(5r = )

h, j étant des nombres arbitraires de I’ensemble (1 a p) p et
des nombres arbitraires de I’ensemble (1 & n). Les p} au moyen
des équations (10) deviennent ainsi les composantes de n champs
de vecteurs pg, o o(1 & n) sur (V,). Par rapport au repére au
point z de (V,) la différentielle de pi est en désignant par
[, les coefficients de la connexion 1nﬁmtés1male sur (V,)

# 0 les équations (10) définissent

Les n équations % 0 donnent alors en utilisant le
symbole D pour indlquer une dérivation absolue :
12) 2 + X, = 0.

Le systéme (12) lorsqu on tient compte de la solution (11)
des équations (10) donne naissance & un systéme d’équations
aux dérivées partielles linéaires du second ordre S, ,(5°).

Montrons maintenant que les p derniéres équations du sys-
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téme associé sont vérifiées comme conséquence de (11) et
(12). Quand on considére les pi comme des fonctions des z
par l'intermédiaire des fonctions £° et de leurs dérivées par-

tielles du premier ordre, une équation 2%;’)! ——}_ s’écrit :
Ve
o ok°
120,., o7t o e a£° n Dpi
ve— N = ) X \ —
\/g b(d ) Z Dpc Dpc + cél ¢= ile ‘ Do/
Dz' D2/
_ % Dpa Dp; /o&°
,,Z,bx 2 X ] 2 . Dz/ ((—v;‘ o Xf)

Le second membre est donc nul comme conséquence des

équations (10) et (12).

RemarQuEs — 1) Il est bien évident que ce n’est que locale-
ment que les solutions des équations i(X)Q,, , =0, d° A V,=0
sont représentées par les solutions du systéme S, ,(&°).

2) Cest le systéme des équations (10) qui définit le systéme
des coordonnées pratiques p: en fonction des coordonnées
sur le noyau de J}(V,, W,). On voit que ce systéme s’obtient
en égalant a la coordonnée canonique uf le coefficient X¢ de

la forme de Pfaff w.

(13) X?(p{;, ", &) = uf.

Les indices latins prennent toutes les valeurs de 1 & p, les
indices grecques toutes les valeurs de 1 a n.

3) Si la forme de Pfaff » est homologue a4 0, v = dE, la
forme Q,, , est alors fermée d(,,, = 0. On peut écrire

puisque d[e(pc,)V 1=0
0,..=d 3 4V, + £V,

Le systéme des équations (10) et (12) prend la forme:

aE“ 3E

oz bp,
(14) 2 DPG .b_E_ .
oS

Cette forme (14) est la generalisation des équations d’Hami!l-
ton qu’on obtient pour p = 1. Géométriquement si on consi-
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dére les applications de la droite numérique ¢ dans (W,), il
leur est associé la variété des jets J'(¢, W,) qui est un espace
fibré ayant pour base la droite numérique ¢ pour fibre I’espace
tangent a (W,): T(W,). Les éléments p,, ps, ..., p, sont iden-
tifiés aux composantes de la co-vitesse dans (W,). C’est pour
cette raison que nous appellerons systéme d’Hamilton géné-
ralisé le systéme des équations (14).

4) Si I'espace numérique & p dimensions RP est rapporté
4 un systéme de coordonnées cartésiennes et si la fonction E
est une forme quadratique a coefficients constants sur

JYRP, W,),

le systtme S, , (§°) est a coefficients constants. Q,,, est la
forme génératrice de ce systéme d’équations aux dérivées
partielles du second ordre a coefficients constants.

5) Les np fonctions pi sur (V,) sont également solutions
d’un systéme d’équations aux dérivées partielles qui s’obtient

P
en écrivant que les n formes Y X;dz' sont fermées.
a i=1
6) Si D(—)—('———) =0, il se ‘présente des circonstances trés
D(... p§ ...)
variées. Le systéme L'(_)Z)Q,,+i = 0 peut n’avoir pas de solu-
tions, ou bien il en admet construites au moyen des solutions
d’un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre [les systémes d’équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre sont des sous-variétés de J'(V,, W,)] ou encore il
n’admet de solutions que pour les jets relatifs aux applications
partielles d’une partie de (V,) dans (W,).

50 Pour familiariser le lecteur avec les notions précédentes
nous traitons quelques exemples qui pour simplifier sont rela-
tifs 4 la détermination d’une fonction numérique sur une variété
(V,). Aux applications de (V,) dans la droite numérique ¢
est associé la variété J(V,, p).

a) p =2, V, = R2 Les applications de R? dans p sont défi-
nies par une fonction numérique de deux variables 2!, 2?2,
coordonnées rectangulaires d’un point de R®. En utilisant des
coordonnées pratiques sur J*(R?, p) p*, p? soit la forme de
Pfaff donnée:

0 = pldpl -+ kp"dp2 + g(xl; 22, pi’ pz’ E)d&



304 F. GALLISSOT

dans laquelle & désigne une constante. La forme génératrice
Q, est:
Oy = dE Adp* Ada? 4 dE A\ da* A dp* + (ptdp!

+ kp*dp* + gdt) A\ da* A\ da?.

Le systéme associé i(X)Q3 = 0 peut en particulier se mettre
sous la forme:

20 _

0(03’) — di ANda? + pldat Ada? = 0

O _ g A dat + kprdat A da® =0

@p) £ + kp
s(gi%)—ﬁdpl/\dﬁ—l—dm‘/\dpz—l—gda:l/\da:z:O.

Le théoréme 1 nous dispense d’écrire les autres équations.
Les solutions de ce systéme extérieur telles que & soit une
fonction sur R? sont pour les deux premiéres :

LI

i = = kp®.
Le jacobien D(X,, Xs) _ 1 0'-—
D(p,, ps) [0 ki o
Si k0, p' et p* étant des fonctions de z' et 2°, p' = —,
- oz

la troisiéme équation extérieure donne alors :

=k o
op' | op’ —
bx‘+bx2+g 0

d’ou I'équation aux dérivées partielles du second ordre équi-
valente aux 3 équations précédentes :

0% 162 . O 1 L\
2’(5)( ) ( )—I—g(a:,a:, '&E’ Tbxa’ C)——O

du type elliptique si k > 0, hyperbolhique s1 & << 0.

Si k= 0, le jacobien —Dl%,‘-’——%:(), on ne peut plus dire

que p* est une fonction de 2%, 2. Une solution possible du sys-
téme (X)(Q; = 0 est constituée par dp® = 0. On peut envisa-
ger la forme Q induite par Q; sur les sous-variétés p? = const.
Elle permet de déterminer £ comme appartenant a la classe
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des applications de la droite numérique z* dans la droite numé-
rique p. Dans ce cas Qs = Q, A da?, 2® étant considéré comme
constant. £ est déterminé comme solution du systéme carac-
téristique de (.

b) Prenons encore p = 2, V, = R? et pour w la forme

w = — p*dp' + (p* + p*)dp* + gdi

dans laquelle g désigne une fonction arbitraire de ', 22, p!, p?, &.
Un calcul analogue au précédent montre que les solutions des
équations (X)Q; =0 telles que & soit une fonction sur R?
sont localement les solutions de ’équation aux dérivées par-
tielles du type parabolique:

% %

¢) Pour p quelconque, V, = RP rapporté a des coordonnées
cartésiennes proposons-nous de trouver la forme Q,,, géné-
ratrice des fonctions harmoniques sur R?. Tout revient a déter-

miner w. Observons d’une part que A% = div.grad% d’autre
part que le systéme des équations (10) et (12) s’écrit:

ok
— = Xy(p'y ..., p, &', ..., 2P
bxl ‘(p’ ’p,w’ ’x’g)
14 OPC
ﬂ—".=—X.
bel

=1

LR > i .y » . . .
Si on considére le vecteur p(p) la derniére équation signifie

que div; = — X. On a donc une solution en prenant X = 0,
X, = p', c’est-a-dire ©w = p'dp’ ou

0= —;— d( Norme ;)

Il résulte de la un moyen fort simple d’obtenir le Laplacien
d’une fonction en coordonnées curvilignes que nous désignons

par ¢', ... ¢°. Le tenseur métrique étant gy, P désignant un
> . e a1
vecteur de R?, Norme (p) = gyp'p’, considérons la forme

Q,., = dEAO(p)V,+ [d Norme (p) + X dE]AV,
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qui s’écrit au moyen des coordonnées curvilignes
Q,., = 3(— 1)"*'\/;1«12 Adpt Adg ...d¢. A dgb
+ —2‘\/8' d(gp'P’) + X dE AV gdgt A ... A\ dgv

Du systéme associé résulte :

E_ o x——1% Ve
oo B X = \Vg ,-é‘. ¢
soit
- .. O
b(V g8’ —>
AE=—X=73 % i
i=1\ g oq
Il suffit en effet d’écrire I’équation 0, =0 sous la
forme : 3 (dE)

E(— 1)~ [d(pVe) —p'dVg) Adg' A... Adg, ... Ndg®
+ XVgdgt A...\Ndg? =0
ce qui donne
P D pi\/é) P .(,\."g —_
i — XP o+ XVg=0
2 ~Dq 2P Ve

=1 =1

ou

> o(pi Vg -k g -
g‘%};ﬁu P}ip’\rg—ZP'b—qig+X\/g=0

=1

ce qui donne le résultat cherché en remarquant que

I — 1 b\,‘/é
e e
Vg oF

Si maintenant on considére une variété riemannienne (V,),

un vecteur ; tangent a (V,) est un élément de J*(V,, p) de
but 0, au moyen de la forme Q,,, et de son systéme associé
on engendre une classe de fonctions qui dans le cas ol la norme
est toujours positive sont des fonctions harmoniques sur des
ouverts de (V,).

Ainsi sur la sphére S, rapportée aux coordonnées longitude 6,
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colatitude ¢ la forme V, = R®singdd A dp, le vecteur p a
par rapport au repére naturel pour coordonneés p!, p® pour

norme N(p) R?[sin? (p')? 4 (p*)??]. La forme
Qs = R2singdt A (dp* A\ dg — dp* A db)

+ (p* dp* sin® 9 4 p® dp?) R*sin g dp A dp
donne pour équations associées :

% _ psinto Ry, qu PR, +~£—-—0

d’aprés une remarque précédente on peut remplacer cette

o nt A\ o
derniére équation par I’équation (p b(;/g)Jr gp .\/g)=0 ce
qui donne I'équation du second ordre

1 2% 02&
sin? p 002

ok
.+ ¢ otngb—?—O.

+

TutoriME 2. — St la forme de Pfaff o sur JY(RP, o") est a
coefficients constants sur le noyau, les solutions du systéme
assocté i(—X)Q,H, =0 qut sont des fonctions sur RP? définissent
une application linéaire de RP dans "

Les C¢ étant des constantes, si o = XC7?dpi, les np premiéres
équations (10) donnent

o5°

g
]

oz
d’ou £° = Cfz' 4 C°. Cette solution satisfait aux autres équa-

tions du systéme i(X)QP*, = (0. Cette solution constitue
le représentant polynomial de J*(V,, W,), si les C° sont
nuls.

Conséquence. — On peut par addition de cette solution
toujours supposer que la forme de Pfaff est a coefficients
non constants sur le noyau de J'(V,, W,).

Tutorime 3. — A toute forme de Pfaff w sur J'(V,, W,
correspond un systéme d’équations aux dérivées partielles (H)
et réciproquement.
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En effet 4 o = X?dpi+ X;dE° correspond d’aprés le théo-
réme I le systéme

(H) .
% Dps ,
( 2‘ —ﬁ;l‘-: —_— X., 5'(1 a n).

Réciproquement a tout systéme (H) donné, les seconds
membres X?, X; sont des fonctions données sur J'(V, W,)

et par conséquent correspond une forme w = X%dpi + X, d&°
sur JY(V,, W,).

TrEoREME 4. — Si la forme de Pfaff o est la somme de
deux formes de Pfaff w, et w,, les solutions f? et 7 du systéme

L(—)Z) Q,., =0 dans le sens du théoréme 1 étant supposées exister
pour w; et w,, la solution relative a » est fy + f,.

Cette proposition est évidente, elle correspond & la linéarité
du systéme d’équations aux dérivées partielles S, ,(£°). En
particulier si les X, sont des fonctions définies sur V, seule-
ment, la solution s’obtient comme somme de la solution rela-
tive a la forme w; = X¢dpi et d’une solution particuliére du
systeme (H).

6° Formes Q,,,.,. — Il peut se faire que la forme de Pfaff
o définie sur J*(V,, W,) dépende de certaines fonctions numé-
riques @', ... ®" définies sur J}(V,, W,) ou de certains opéra-
teurs portant sur ces fonctions. On envisagera alors la forme
Qpuray=dP*A...dD"AQ,,, définie sur D" x J}(V,, W,), D’
étant le produit de r droites numériques ou les fonctions @
prennent leur valeur. Les raisonnements faits dans la
démonstration du théoréme 1 subsistent en remplagant I'opé-
rateur i(X) par Popérateur i(®') A (@), ..., {(@") A i(X). Pour
déterminer I’ensemble des fonctions £° et les fonctions ¢’ on
adjoint au systéme associé les équations de définition des
fonctions ¢/. Un exemple de ce cas est constitué par le mou-
vement d’un fluide parfait, quand on tient compte de la
densité, de la pression, de I’échauffement.
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§ 3. — Propriétés du noyau de .J'(V, W,).

Dans ce paragraphe ou il est surtout question du noyau de
JH1(V,, W,), nous notons ce dernier NJ*(V,, W,). Il existe
certaines propriétés évidentes du noyau de J(V,, W,) utiles
dans les applications. Elles résultent du fait déja signalé
§ 1, 3 que J(V,, W,) peut étre considérée comme une variété
fibrée ayant pour base V, X W, et de fibres isomorphes &
Iespace L(R?, ¢") des applications linéaires et homogénes de
R? dans "

Prorosrrron 1. — Si W, = W, + Wy, NJ(V,, W,) est iso-
morphe au produit de NJ'(V,, W,) par NJ'(V,, W).
Cela résulte que la propriété est vraie pour L(RP?, o**#).

RemMARQUE. — Cette proposition est vraie pour NJ"(V,,
W, X Wg). 1l suffit de revenir & la définition des r-jets de
source z: J3(V,, W,).

Conséquence. — La forme (,,, est la somme de deux
formes Qg,, sur J'(V,, W) et Q. , sur JY(V, W)

EeW, Q2 =(1)"de°AdpiNda' N\...\NdT...dx"+0* AV,
neWs QF =(—1)""dE°AdgiAda' N...\NdZA\...daP+ P AV,
REMARQUE. — Si ®* et wf sont des formes basiques sur

JYV,, W,) et J{(V,, Wg) le systéme des équations Hamilto-
niennes généralisées se décompose en deux systémes distincts.

ProrosiTion 2. — Si V, =V, X V., NJ'(V,, W,) est iso-
morphe au produit de NJ*(V,, W,) par NJ'(V,, W,).

Méme raison que pour 1.

RemarqQue. — Cette proposition est inexacte pour
NJ(V, X Vi, W,) si r > 1. En effet s1 on envisage la source
(z, y) dans le noyau de J(V, X V,, W,) on a des éléments

2

b) . .
composés tels que ~——£— avec 1 = r,
P Ve o +J

Conséquence. — La forme Q,, .., peut s’écrire:

Qh-..k-o-i = q’nu A Vk + (—* 1)hvh A (I)k-q»l + o A Vh A Vk
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expression dans laquelle V, et V, désignent les deux formes
volumes sur les variétés respectives (V,) et (V,), » une forme
de Pfaff sur JY(V, X V,, W,), ®,_, une forme de degré h + 1
sur JY(V,, W,), ®,., une forme de degré k + 1 sur J}(V,, W,).

En effet un vecteur —;Jc dans NJ}(V, X V,, W,) est la

-> ->
somme de deux vecteurs u, dans NJ*(V,, W,), ¢, dans

NI(V,, W,).Pe=thg + 96
O(Pc) ViA V= [0(&) Vh] A Vi+ (— 1)V, A [0(}_7:) Vk]
= [0(uq) V] A Vi + (— 1)V, A [6(5;) V]

d’ou
Qv = 2 a7 A Vi] A V.

+ (VA 3 @A) V] + A VA,
(18) Qh+k+i=(I)h+i/\vk+(—1)hvh/\(pk-.-{+m/\vh/\vk'

Prorosition 3. — Sotent V,, V,, W,, trois variétés, toute
application f de (V,) dans (W,) se prolonge en une application
de J'(V,, V,) dans J'(V,, W,).

Nous avons vu que J'(V,, W,) peut étre considérée comme
un espace fibré ayant pour base (V,) pour fibre T, (W,).
Comme l'application de (V,) dans W, se prolonge aux espaces
tangents T(V,) dans T(W,) la proposition est évidente. Dans
un domaine de coordonnées au point v de (V,), I'application f
fait correspondre le point & de (W,) au moyen des formules
£ = f9(nf). Cette application se prolonge en une application
de I'espace des vecteurs tangents a (V,) noté T(V,) dans
Iespace T(W,) des vecteurs tangents a (W,) au moyen des
formules

o .
E“ = fc('f‘i, ceny 1]3’ ey nq) us = S% of.
Les formules
: ¢ ° ¢ e n ] df°
r=a =10y 0% e ) u:‘“‘S%VEG

traduisent une application de J*(V,, V,) dans J}(V,, W,) que
nous appelons prolongement de f aux variétés des jets.



FORMES EXTERIEURES ET MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUsS 311

REMARQUE. — Si on utilise les coordonnées pratiques dans
le noyau des jets, il faut considérer I’application inverse f™!
et remplacer les derniéres formules par

. by]P .
Do 4 Ttl .
pC qu‘ ¢

CoroLLAIRE. — La forme Q,, , définie sur J'(V,, W,) remonte
alors sur la variété J'(V,, W,). Explicitons les calculs de ce
transport :

o —ady pi— am
D, =X(—1)""dee Adpi Ada* A ...dT' N\ ... \ doP

devient :

D, =X(—1)i* dn* Adri Adz' A ...dE A ... \ da?
o= X{dpi+ X,dE°  devient o=Y¢dr} 4 Y. dnf
dou la forme

_ Q.. sur  JY(V, V,).
Q,.. = (—1)""dnf Adri Ada' A...dZ' A ...daP +w Ada' A ... A daP.

ArpricaTioN. — Soit J'(V, X V,, W,) la variété des jets
associée aux applications de V, X V, dans (W,), ¢ une appli-
cation de V, X V dans W,. Par I'application la forme Q,,.,
sur J'(V, X V,, W,) devient une forme sur J*(V, X V,, V, X V). 51
les applicationsde V, X V, dans V, X V se réduisent aux appli-
cationsde (V,) dans (V) la forme Q,_,., est une forme sur V, X J'
(Vi V). La formule (18) dans laquelle ®,,, est nulle donne:

Qi = Va A [(— )"y, + (— 1)'0 A V4.

Par sommation sur une chaine de (V,) cette forme devient

une forme Q, ., de degré k + 1 sur J}(V,, V).
Qk+l = (_ 1)'1"‘/(‘:(‘,_") ((I)k+l + ()] /\ Vk) /\ Vk°

Nous verrons I'application de ce résultat & la génération des
équations de la mécanique des systémes rigides a partir des
équations de la mécanique des milieux continus.



CHAPITRE 1II

LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS GALILEENS

§ 1. — La forme génératrice des milieux continus galiléens.

Nous allons montrer que 3 des postulats classiques de la
mécanique Galiléenne conduisent a l’existence d’une forme
génératrice des équations du mouvement au sens du théoréeme
fondamental du chapitre 1.

Posturat 1. — Il existe un temps universel, indépendant
des milieux considérés, défini & une constante additive prés:
t=17+1.

Conséquence. — Les mouvements d’un milieu continu &

n dimensions seront définis par des applications de ’espace
numérique R, X ¢t dans un espace numérique a n dimensions 5"

PosturaTt 2. — L’espace R" & n dimensions est proprement
Euclidien.
Conséquence. — Il existe sur R" un tenseur covariant du

second ordre fondamental g;;, permettant de définir la norme
d’un vecteur de R" au moyen d’une forme quadratique définie
positive de ses composantes contravariantes. L’espace image
de R" par une application est également proprement Euclidien.
Nous désignerons son tenseur fondamental par y,,. L.a structure
d’espace proprement Euclidien de R” et de ¢" s’étend au noyau
de I'ensemble des jets d’ordre 1 J*(R”, ¢"). Un élément de ce
noyau de l’ensemble des jets, ayant pour coordonnées pi,
étant identifié & un tenseur construit sur I’espace tangent T,
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au point z de R" et sur le dual T} de I'espace tangent au point %
de p" le tenseur métrique sur le noyau de J'(R" p") est y%g;
pour le systéme des coordonnées utilisées dans le noyau.

ReMARrRQUE. — Lorsqu’il s’agira du noyau de J*(R" X ¢, p")
on considérera sur la droite numérique ¢ un tenseur métrique
8n.1.ne1 €t on prendra pour tenseur métrique sur le noyau
des jets le tenseur ayant pour composante Y”gij, ,{ O 8nitnats

Ainsi le vecteur p"*' de composantes (0,0, ..., 0, pr*,

i +1 1 1
pi*', ... pi”’) a pour norme Y°°g, .y o, p5 " 'P; "'
PosturaT 3. — Dans les milieux 4 n dimensions, tous les
H

repéres formées par les systémes de n vecteurs orthogonaux,
animés d’un mouvement de translation uniforme sont équi-
valents.

Conséquence. — S1 par rapport 4 un premier repére, un
point M de R" source de I’application a pour coordonnées
(2, 22, ..., 2") le point w but de I'application dans p" a pour
coordonnées (£, £2, ..., E") et si par rapport & un deuxiéme repére
M et p ont respectivement pour coordonnées (y!, 2, ..., y")

et (v, 72, ..., ") les formules

§° = adnf 4 o1,

(19) t=r=+1b,
2 = ay
définissant le passage du deuxiéme repére au premier dans
lesquelles la matrice ||ag|| = ||a|| est une matrice orthogonale,

constituent une représentation d’un groupe G, appelé groupe
Galiléen, caractéristique de la mécanique Galiléenne.

D’aprés le théoréme fondamental du chapitre I, 4 I’ensemble
des applications de R" X ¢ dans p" est associée une forme géné-
ratrice de degré n + 2 sur J'(R" X ¢, p") qui dans le premier
repére a pour expression en coordonnées pratiques :

Qo =X (—1)""dE° Adpi Adat A ... AN dzt A ... da" A\ dt
+ o Adat A... A\dz" A dt.

Le postulat 3 indiquant que dans un milieu & n dimensions

il n’existe aucun repére privilégié, implique que la forme Q,,
doit étre invariante par G. Comme dans Q,,, le seul élément

21
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qui n’est pas déterminé est w. les conditions d’invariance
de Q,., par G vont nous permettre de préciser w.

Les formules (19) définissent une applicationde R* X t X p X G
dans R" X ¢t X " L’ensemble des jets J*(R" X ¢, ¢") est contenu
dans J}(R" X ¢, R* X ¢ X p"). La forme Q,,, définie sur la partie de
JYR" X t, R* X ¢") dont le but est p", remonte par ’application
R*xtx p"XGdansR* X t X g"sur JJ(R* X ¢, R" X t X " X G).
Poury e G fixéla restrictionde Q,, a J}(R* X ¢, R*X tX "X {v})
est une forme (), , . L’invariance se traduit par I'égalité

Qn+ 2,Y = Qn+2'

Le groupe G opére sur R*Xt, p", et par prolongement sur le
noyau des jets sur I’ensemble J'(R*X¢, ¢"). Les formules tra-

duisant le prolongement de G sur le noyau sont en coordonnées
canoniques

I

g Sqirof
U B]9j
Unyy = a‘p’vfm + v°
et en coordonnées pratiques :

ps = agaj)
pg-o-i —_ 22“24-1 + o,

Invariants du groupe G. — Il est important de remarquer
que le groupe Galiléen G est un sous-groupe d’un groupe G/,
en désignant par G’ le groupe linéaire correspondant a une

matrice ||aj|| quelconque. Le groupe G’ laisse invariant les
n fonctions algébriques suivantes des pi

Ji = 2Zpi (X comprend n termes)
J: = 2pipl (2 comprend n? termes)
J; = Xpiplp* (X comprend n® termes)

R I I I R NI B R B R I R R R R R A N I I BN I R S N Y

J. = XZpipipk, ..., pin(X comprend n" termes)

1
J, = Zpipipk, ..., p(2 comprend n" termes)
Nous désignerons par J' I'ensemble de ces invariants. Si
on prend le groupe Galiléen G, G laisse non seulement inva-
. . —> . . .
riant ’ensemble J’ mais les normes des vecteurs p'(pf, pi, ..., p})
et plus généralement les normes des r-vecteurs construits sur

les vecteurs p'. [Nous désignerons par J I’ensemble des inva-
riants du groupe Galiléen G.
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Détermination de la forme de Pfaff w pour que (2,,, soit invariante
par G. — Partageons la somme des termes constituant ® en
trois :

n
19 w, = Y X9,, dp;*'. Nous verrons qu’ils correspondent &
=1
la partie cinétique du mouvement d’un point de R"

n n
20 o, = ¥ Y X?dpi. Nous verrons que si les X{ sont des

C=1i=1
fonctions des pj ils correspondent & la déformation du milieu.
3° w, = — H, d¢°. Ils correspondent au travail élémentaire

d’un champ de forces H; appliquée en un point g du milieu,
et ne comprenant aucune action superficielle telle qu’on
I'entend habtiuellement. Le signe — qui précéde H, provient
du fait que (,,, n’étant définie qu'a une constante multi-
plicative prés, il faut le choisir ainsi pour retrouver les équa-
tions de la mécanique classique.

Pour effectuer le calcul de Q,,,, partageons les termes de
Q,., en deux catégories :

a) ceux de la forme

n

.= (—1)"*dE°Adpy' Ada' A ... Ada"+ w A da' A ...dx" \dt.

g=1

b) ceux de la forme:

va= 3 (=) E AT A A dB A de At
” T+ wgAda A ... Ada A de.

Etudions la maniére dont se transforme les termes 9,
ge=[(—1)"*dE° Adp**! + (— 1)"w, A dt] Ada* A ... da",
P = (— 1)"[dE° A dpi** + 0, A dt] A (da* A ... A da”).

Comme dans un changement de variables orthogonales

dat A\ ... \dz* = dy* A\ ... \ dy” occupons nous uniquement des
termes :

= 3 dE° Adpii+ o A d.

D’aprés les formules de changement de repére:
d&° = af dn® + ¢°dz,  dpit'=afdni!, o, = XZ,,dpi*".
9. = af(afdn? + ¢dv) Admg** + X7, iafdmi ™" A dr,
¢ =dn? Adnp™' + (X3, ,— ¢°)af.drp* ' Adr.
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Or dans un changement de repére X3, , = af.Y§,,; XI,,
peut donc &tre identifié aux composantes d’un vecteur contra-
variant. Il en résulte

:-o-l = un+|F

ou F désigne une fonction des invariants de ’ensemble J.
Dans le changement de repére

X1 = F(agof ., + ¢).

Pour que.g, soit invariante, F ne peut étre qu’une constante
égale & l'unité. Il en résulte ©, = ug,,.dp;*'. Comme le

->
groupe G laisse invariant la norme du vecteur p"*', w, ne
peut &tre que proportionnelle a la différentielle de cet inva-
riant qui a pour expression en coordonnées rectangulaires

n

E (p3*')’. En désignant par ¢ une constante par rapport

a G, mais qui peut trés bien étre une fonction des coordonnées
du point u et d’autres paramétres (température, pression)

w, d[Z( "))

n+1 n+1

De o, = u,Hl dpj
données canoniques

= gug,,, par suite en coor-

0 =g dlus. ) =5 (%)

résulte pj;

ot

Au point de vue mécanique il est intéressant de remarquer
que le nombre & n’est autre que la densité et que le vecteur

n+1

> P4
p"*‘(p, ) n’est autre que le vecteur quantité de mouvement
du point .

De ce qui précéde résulte le théoréme :

TatortME 1. — En mécanique galiléenne, la partie ciné-
tique w, de la forme de Pfaff  est la demi-différentielle de la
force vive 8¢*, & densité de la matiére au point ..

ReMARQUE. — Quand on utilise des coordonnées pratiques,
Pexpression générale de ¢, est en coordonnées orthogonales

o = d Ndpt™ +5cd[ 3 (o]
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si les axes ne sont pas rectangulaires a
+ 1 n+ n+
dE“ A dp" ! + ﬁd(Yopgyui,;ui Ps ’P ‘)-

Etudions maintenant la transformation de Pa:

9a=X(— 1) AN dpi Ndat A ... AdF A ... A da A dt
+ wg Adat A ... A da A dt.

La présence du facteur dt = dr dans les produits extérieurs
constituant les termes de @,, conduit & ne conserver dans I'ex-
pression de d&° que afdyvf. Si on désigne par Aj, le mineur du
déterminant de la matrice aj relatif & I'élément aj,

da' A . NdF A ... Ndar=(— 1) TAidy' A ... Ady’ A... \dy".

Si on désigne par of I'élément de la matrice inverse de
llajll, Aj = det|a]. af. Comme la matrice aj est une matrice
orthogonale det ja]= + 1, et «f = a}. Dans le changement
de repére dp = g‘,aj dri, d'ou la transformation des termes
de 9, ne comprenant pas w,:

((—1)'"'agdnf(—1)"*7) (abajdri)aj (dyr A ...dy" A ... A dy" \ dr.
Des propriétés des matrices orthogonales résultent:
g.af =0 si j ], d.agg=1 si j=].
Il en résulte

fa=X(—1Y'dnf AdnlAdy' AN...Ndy' A ... \Ndy" N\ dx
w, Ady' A\ ... Ndy" A dr.

Envisageons maintenant la partie w, de w. Dans 0w, = X{dp
les X? sont des fonctions des pi. Dans un changement de
variables w, = X{dpi = Y§dr{, I'égalité tensorielle

X{ = afalY}

montre que les X? peuvent &tre identifiées aux composantes
d’un tenseur mixte construit sur ’espace tangent & R" et & son
dual. S1 MY désigne un tenseur mixte construit sur R” et son
dual on a pour ¢ =1 X{ = M{.f ot f est une fonction des inva-
riants du groupe galiléen, pourG o =i Xi{=Mi.f+goufetg
désignent deux fonctions des invariants du groupe galiléen G.
La présence de I'invariant g dans I'expression de Xj provient
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du fait que dans w,; on peut avoir des termes de la forme
/

K i X§>< i dp‘;> dont chaque terme du produit <§ Xé): <ﬁ dpf>

=1 1=1
est un 1nvariant.
En particulier des expressions possibles des X; sont:

1° pour s £ @ X% = y%¢g,pif, pour ¢ =1 X! = pif 4 g.
20 Si on considére le produit contracté Cf= i‘,p‘}p{ et
j=1

plus généralement les produits contractés a r indices
C? = X pjphpl, ..., pf, une expression trés générale possible
des X?¢ consiste en une fonction linéaire des C2, dont les
coefficients sont des fonctions quelconques du groupe G.

Remarquons enfin que 'application du théoréme fondamen-

tal du chapitre 1 donne les équations d’Hamilton généralisées :
[} n i
X _xs, yW_X, =0
ox =1 0%

Pour ¢ < n les n® premiéres équations par la nature de leur
second membre X¢ permet d’étudier 'application de R* dans
p" et par suite la déformation du milieu. C’est pourquoi
wd = X?X?dp. correspond aux déformations.

De 1a résulte le théoréme :

TutoriME 2. — En mécanique Galiléenne la partie w, de
la forme de Pfaff, w qui correspond aux déformations du milieu
a pour coefficient X? une fonction linéaire des composantes
d’un tenseur mizte M? construit sur R" et son dual

X7 = Mif + &g

¢? désignant le symbole de Kronecker, fet g des fonctions des
invariants du groupe Galiléen.

Nous avons ainsi construit une forme Q,,, invariante par
le groupe Galiléen G, dont le support est la variété des jets
J'(R*Xt, p"). D’apres le théoréme fondamental I du chapitre 1,
le systéme associé & Q,,, conduit & des équations aux dérivées
partielles du second ordre. Ces équations présentent les carac-
téres voulus par les axiomes de la mécanique Galiléenne. Nous
proposons alors d’axiomatiser cette derniére de la maniére
suivante :
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AxioME. — Les équations de la mécanique Galiléenne des
milieux continus & n dimensions sont engendrées par le sys-
téme des équations extérieures associées a la forme extérieure
Q,., de degré n 4 2, ayant pour support la variété des jets
JY(R"X ¢, p") ,invariante par le groupe Galiléen G, systéme dont
on prend les solutions qui sont des fonctions sur R*X ¢ de classe
C(r>2).

RemarQuEes. — 1. L’axiome précédent entraine comme il

se doit les postulats classiques I, II, III.

 2) Les applications montrent qu’on retrouve ainsi les équa-
tions classiques et de plus qu’on peut en former d’autres dans
un cadre d’hypothéses trés larges concernant les déformations
du milieu. Notons que c’est le vecteur d’impulsion-énergie
qui s’introduit naturellement dans les équations aux dérivées
partielles du second ordre.

3) On observera qu’il n’y a pas lieu d’introduire les notions
d’énergie de tenseur de déformations, de tenseur de contraintes
pour parvenir a ces résultats.

4) Un moyen général d’engendrer une mécanique de milieux
continus 4 n dimensions (le temps étant une des coordonnées
locales dans le milieu) est de considérer sur une vairété V,
admettant un groupe ou un pseudo-groupe de transformations
G, une forme (),,, ayant pour support I'ensemble des jets
de V, dans V, et invariante par G.

5) Dans un systéme de coordonnées pratiques quelconques,
I’expression de la forme génératrice des mouvements des
milieux continus & n dimensions, galiléens est :

(200 Qu.=|3 (—1)"'dEAdpiAdat A dF A .oda” Nt
= +oAdtA... Ada" A di]\/g
avec
o= X?dp; + d<2—187°9g..“.,.*.p3” .pé'“)—-HadE‘,
g = det gij.

Les fonctions X? seront déterminées dans chaque cas pour les
applications que 'on désire traitées.
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§ 2. — Mécanique des fils.

On adapte la théorie précédente a la dimension du milieu
considéré. Un fil est un milieu dont deux dimensions sont
négligeables vis-a-vis de la troisieme. Les points du fil sont
donc définis au moyen d’une variable sy, longueur du fil non
soumis a une traction.

A. StatiQueE. — L’équilibre des fils est I’étude des appli-
cations de la droite numérique s,, dans I’espace numérique a
3 dimensions p® D’aprés la théorie générale nous savons que
la forme génératrice des équations de la statique des fils est
une forme de degré deux sur la variété des jets Ji(s,, 2%)

Q, = g, dt° A dps; + o A ds,.

Q, devant étre invariante par les transformations du groupe
galiléen, la partie w, de w doit &tre invariante et par suite
ne peut étre que la différentielle d’une fonction du seul inva-
riant I existant dans ce cas, invariant qui est la norme du

vecteur;) (p1, P2 Ps)- Soit f(I) cette fonction de I
— 3 (vt
"[2 pcdpc Hcdég

(H, composantes d’'un champ de forces dans p?).
Les équations caractéristiques de Q s’écrivent:

+ 2% p. =0,
Cop_ H, = 0.
0s,

Pour déterminer la fonction f(I) il est nécessaire de faire
une hypothése sur la maniére dont se comporte le fil.

a) Fil inextensible. — Désignons par s la longueur de
I’arc du profil du fil dans sa position d’équilibre sous I’action
des forces appliquées. L’hypothése de la non extensibilité
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se traduit par ds’ = ds;, d’ou 2 <b§> = 1; des 3 premiéres
=i 0
équations d’Hamilton résultent alors

(-4

le signe de w, devant étre le méme que celui de w,, f = — VL
La forme génératrice des équations de la statique des fils
est donc:

= 3 d&* Adpo—d(Vpi+ P} F i) A ds,— Hodi* A di,

.....

Tenston. — Si 3, désigne la densité linéaire du fil, on appelle
tension T en un point le produit &%V 1. En remplacant /I

T .
par = on obtient:
%o

(21) Q, = > d&® A dpc—<7°i% 2 Pcdpc + HadE°> A ds,
=1 G =1
dont les équations caractéristiques

+p,,.——0 Py, —0

ds,
d&°
conduisent a la forme classique en posant —> = u°
0
di——"Tuc) + 30H5 == O.
ds,
b) Fil extensible. — Si on admet une loi d’allongement
proportionnelle a la tension
ds =ds, (1 + kT)

des équations d’Hamilton résultent alors
Y _ e — ar ()
(8- vomr-a(3)
Comme par définition T = &\ I

¥ _ 1t sV
A \I(1+k,.,v1
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d’ou

f= /1+"°°1

La forme génératrice (, revét donc la forme initiale

= § &&° A\ dp; — df A\ dsy, — H, dE° A ds,.

Comme
1 1
df =—= 1 + kT)dl, df \ ds, =—=dl A (1 + kT)ds,.
En tenant compte de ds = (1 + kT) ds,
df/\dso=—1—=d1/\ds—-~:2pqdpg/\ds

2/1 Io=1

d’ou la nouvelle expression de (2, en fonction de la différentielle
ds de I'arc du profil de la courbe d’équilibre.

S G 1y s
Qz"—qéldg /\ch \/izpcdpc/\ds Hci_l_deE Ads
qui engendre les équations classiques.
B. Dy~namiQue. — La dynamique Galiléenne des fils est

I’étude des applications de R? = s, X ¢ (s, droite numérique ou
le paramétre fixant la longueur du fil au repos prend sa valeur,
t droite numérique temporelle) dans p®. D’aprés ’étude théo-
rique, la forme génératrice des équations du mouvement est
une forme de degré 3 sur J(s, X ¢, p%)

(22) Q,= X d&°Adp; A\ dt— 3 d&° A dpi; A ds,

:N (1) + (P2)* + (ps)* ds, A di

2\2 2\2
—|—d(p‘) + (le) ~+ (ps) ds, A dt — H, d&° A\ ds, A dt.
Exemple. Vibrations transversales des cordes tendues. —
La corde est supposée tendue suivant Oz, la tension imposée
suivant cette direction est T,. On admet qu’il n’y a pas de
déplacement longitudinal &' = z, la vibration a lieu suivant
’axe des y, il n’y a qu’une seule fonction inconnue £* engendrée
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par les équations associées a la forme:

Q, = d&* A dp: A dt—dE* \ dp: A da

——d\/( ) (P A dz A dt + pdpi A de A dt
—H,dE* A da A de.

Les équations associées donnent:
b 2 1 022
S0 —T4p-
(52) + o
0

i g
b:z:+bt P

. T, ... f o
Si on suppose 7\° trés grand devant p;, on peut écrire
T 2
pr=—5- & ce qul donne I’équation classique du second
ordre % o2

To 0252 6222 _
3 e Gy

ReMARrRQUE. — Nous avons supposé dans I’étude qui précéde
Pespace p® rapporté a des axes rectangulaires. En prenant
un systéme de coordonnées quelconques dans g’°, v désignant
le tenseur métrique sous forme contravariante, il suffit de
prendre pour expression de I'invariant I, I = y% p,p,.

Fruipe parrFarr. — Un milieu continu sera dit du type
fluide parfait si la partie w, de la forme de Pfaff w est identi-
quement nulle et si en outre il existe une fonction F du point

telle que dans w, figure la forme %— dF (¢ densité du milieu
au point ). ?

La forme génératrice des équations sera de degré 5 sur la
variété des jets J(R* X t, ¢).

Q= (—1) Z d&® A dps AV, + o d[(Pi) + (p) + (P)TAV,

1AP—BY) o\ 1o
+( B ) AV,

dans laquelle P désigne la pression, 7 la température, H, les
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composantes du champ de forces au point du milieu, § le

coefficient de dilatation & pression constante, =dz A\ dy A dz,
V,=V; A dt.
On déduit alors de Q;:

k¥ ops , 3P —f1) _
a2 7 3 o T ok° oH. =0
d’ou les équations classiques :

w"é“_ o(P — §)+8H
ot Y o

Les fonctions P, =, 3, étant des fonctions inconnues auxi-
liaires, on doit adjoindre aux équations précédentes trois autres,
en particulier 'équation caractéristique du fluide (P, ,t 8) = 0
et la condition de conservation de la masse. Cette derniére

. . . .5 . . -
condition se traduit de la maniére suivante : soit p* le vecteur

de composantes (p}, p;3 Ps .pt-—‘.‘ 3)z e(p") désignant 1’opé-
rateur des transformations infinitésimales, relativement au

champ p*
8(p")V,=0.
Ceci suggére de considérer le milieu comme ayant quatre

dimensions et les applications de R* dans p*. Comme la densité
est variable on envisagera la forme

)= 3 (—1)\dET A dpi AV,

o=1

S5 dlPY" + (B0 + (B2 + (BT AV,

- . o s
n §‘<( O;GJL)_HG)dz AVt 3 T AV,

Les équations d’Hamilton généralisées qu’on en déduit
sont :

gE_"___PGQ_c_*_K%D SH,=0 o1, 2,3)

ot o ot
°&+2< > 0.

La derniére traduit la conservation de la masse, la condi-
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. . . o O \

tion imposée p,= ¢ entraine b—Etzi’ d’ott &' =1t cste
en accord avec le postulat concernant le temps dans le cas
de la mécanique Galiléenne.

ReMArRQUE. — La théorie des mouvements permanents est
une conséquence immédiate du cas ou (), admet la transfor-
mation infinitésimale associée au champ de vecteurs (0,0 ..., 0;¢)
ce qui se traduit par:

8(£)Q; = 0.

§ 4. — Milieux isotropes a n dimensions:

équations de Navier-Stokes.

La partie w; de la forme de Pfaff w peut &tre une forme
fermée homologue a4 0. Dans ce cas il existe pour un milieu
isotrope une fonction E des invariants de I'ensemble J du
groupe G. On ne sait généralement pas déterminer la fonction
E correspondant a certaines propriétés du milieu telles que
volume invariable. C’est pourquoi on se borne a en chercher
un développement limité. D’aprés le théoréme 2 du chapitre 1
les termes intéressants sont au moins de degré deux. En se
bornant & ces termes du deuxiéme degré, il n’y en a que deux

possibles (J;)? et J; en désignant par J; l'invariant ) p! et
=1

par J, la forme quadratique des p: sur le noyau J'(R" p").

En désignant par « et § deux coefficients pouvant dépendre

de la température on a donc
1
E = + 3 [«(Bf + 83,).

Ainsi dans le cadre de cette approximation qui est la forme
que prend l'approximation linéaire classique dans cette
théorie, les milieux isotropes a n dimensions (n > 2) ne dépen-
dent en dehors de la densité ¢ que de deux coefficients phy-
siques.
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Dans un systéme de coordonnées quelconques, la forme
génératrice s’écrit :

(23) Qu={S(— 1" dEAdpi Ada A...dFA ...do>"
5[ ne P3P+ dE—XodE AV, [V

ou l'on éerit 2! =t, g = det g
La premiére série d’équations d’Hamilton généralisées
’r .
s'ecrnt :
% JE At

—_ — n+4
o ai !’ .—‘___‘V Pgn-o-l n+ip .

' dp 2 o
Explicitons les calculs. En coordonnées quelconques
% Yo G i
E =5 [2(p)]" + f;— 1 8uPs pi-

b g
Posons o = uf.
"

Pour ¢ £~ 1 uf = ﬁY“ngPp n
Pour o =1 ul “?‘ngvl’b""“sz

=1

On a d’une maniére générale en désignant par ¢¢ le symbole

de Kronecker
uf = Pyrgyp} + adtl;.

En résolvant p{= %Yasg‘f(u?—gj-’aJ,) ondétermine J, = i pi
. J=1
en faisant dans la formule précédente p =j

Spl = %Y%gv(ug —as?d,).
En posant w = vyqg’
Ttg-ui

pl= % i (uf — a7, = 2 3, % Yni

Thas

B
donc J <f3 + a 2 ﬂi) = Ymiuf.

B

Si on pose I, = Y wiuf
i,¢
I,

Y= e
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Si on prend méme systéme de coordonnées dans R* et

Wrnf=n, J, = I
P B+

J

pe=

(k)

Les équations d’Hamilton généralisées

n+l+ legé_x _0

deviennent en utilisant la dérivation absolue:

conn D@L ) 4, Duf
2) g 2y g

f B+ naDarf

En particulier en axes rectangulaires g,, =0 si o=,

gppg”= 1
, doke o _
(25) _< bt>+ pAEP—'ﬁ—mb—m;—XP—O.

Ce sont les équations de Navier-Stokes dans lesquelles A
désigne le Laplacien pour un milieu & n dimensions. En intro-
duisant les coefficients de Lamé A, p

1 1 1
(26) a—?n—_;——a—) ——[-L’
N

on les met sous la forme vectorielle classique :

pﬁ+a+m§ﬁ@wa+?=y@.

ReMARQUE. — L’expression de E en coordonnées canoniques
est:

1 1 .
E = 5 Yorduuf — g o (Yeu

ce qui donne en utilisant les coefficients de Lamé et des axes
rectangulaires

E——5 3P — 5 0+ w (Cul.
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§ 5.

Forme génératrice des équations de la mécanique
des systémes rigides.

Les mouvements des systémes rigides d’un milieu & n dimen-
sions sont des applications de R” X ¢t dans p" conservant les
longueurs et le sens des figures. On a donc localement

ds* = 3 (dEof = dst = 2 (dar'}?.

g=1
. 0%° , g s
Il en résulte en posant — = uf le systéme d’équations
bxl i
n n
X (ufp =1, Y uful = 0.
g=1 ¢=1

Pour résoudre ces équations interprétons les géométrique-

4

ment. En un point @ de coordonnées (&°) con51derons le repére

naturel (y., ) formé du point i et des n vecteurs e de coor-
données (u?), o variant de 1 a n. Ce repére est orthonormé,
le tenseur métrique correspondant est Y, =0 si o= p,
Yoo =1sip=0. Il en resulte que les symboles de Christoffel
sont nuls; les n vecteurs e ont donc des directions fixes, les
u; sont des constantes,

S — mO
ui —'min

Les n? éléments m¢ sont les éléments d’une matrice ortho-
gonale.

Pour caractériser la partie w, = X7 dp, de la forme de
Pfaff » sur le noyau J'(R" X t, ¢") correspondant & un mou-
vement du milieu continu au cours duquel les distances restent
invariables, remarquons que des équations d’Hamilton géné-

s I3 b;d’ \ ; g
ralisées résultent —bl‘ = uf = X?; d’oit wd = midp;. Ce qui
x
donne le théoréme.

TatorREME 3. — Si le mouvement d’un milieu continu est
tel que les distances mutuelles de ces points restent invariables
la partie w, de la forme de Pfaff se réduit a une forme a coeffi-
cients constants m¢ dont I’ensemble sont les éléments d’une matrice
orthogonale.
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ReMARQUE. — En vertu du théoréme 2 du chapitre 1 on peut
encore dire que w; = 0 modulo une forme de Pfaff a coefficients
constants.

Si Vp, désigne la variété de groupe des déplacements de I’es-
pace & n dimensions la famille des applications considérées est
donc constituée par des applications de R* X Vpdans p" définies
par les formules

Ec — m:_:rxi + .qc

dans’ lesquelles ||mg|| désigne une matrice orthogonale.

Dans l'application de R" X V, dans p" la forme générale
Q,.,, définie sur J}(R" X ¢, ¢") remonte sur J{(R" X ¢, R* X Vp).
Comme les applications de R" dans R" se réduisent a I'identité,
la forme Q,,, devient une forme sur R" X J'(¢, Vp). Cette
forme sommée sur un domaine de R" engendre une forme
Q, de degré deux dont le support est Ji(¢, Vp). Or en désignant
par T(Vp) I'espace tangent a Vp, J'(¢, Vp) est homéomorphe
4 t X T(Vp); on peut donc énoncer le résultat précédent ainsi :

TutorkME 4. — Pour un systéme rigide la forme généra-
trice des équations du mouvement est une forme de degré deux
dont le support est le produit de la droite numérique t par Uespace
tangent da la variété de groupe de déplacement Vp = R"X(S0,),
S0, désignant le groupe des rotations dans R

CororLLAiRE, — Dans Uespace a 3 dimensions pour un
systéme de solides, la forme génératrice des équations du
mouvement sera une forme de degré deux sur le produit de la droite
numérique t par des espaces tangents & des variétés de groupes
de déplacement.

REMARQUE. — Le cas du point matériel est un cas particulier
du précédent : Si le systéme rigide est animé d’un mouvement
de translation Vp se réduit 4 R3. Le mouvement du systéme
se réduit a celui d’un point matériel dont les équations du
mouvement sont engendrées par une forme de degré deux sur
la variété de dimension 7: ¢ X T(R3).

Conséquence. — 11 est trés important de remarquer que les
équations de la mécanique du point matériel, et les équations
de la mécanique des systémes rigides se déduisent naturellement

22
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des équations de la mécanique des milieux continus, tandis que
la déduction inverse nécessite de faire appel & un postulat

concernant des forces dites «intérieures » qui sont complétement
inconnues.

§ 6. — Role des tenseurs symétriques.

On peut étre assez surpris que pour traiter la théorie des
mouvements des milieux continus, nous n’ayons eu nullement
besoin d’introduire la notion de contraintes. Examinons les
conséquences de l'introduction d’un tenseur symétrique TY
deux fois contravariants pour rendre compte des mouvements
d’un milieu continu 4 n dimensions. Soit  un champ de vec-
teurs covariants sur R" de composantes «;. Le produit contracté

: : . > ’ .
TYa; = f* est un vecteur contravariant f. D étant un domaine
> b ! L 2
quelconque de R le flux de f a travers la frontiére de D notée

3D est: N
Joo iV,

en désignant par V, la forme volume sur R"

Pour tout champ % laissant invariant le ds’ du milieu, c’est-
a-dire vérifiant les équations de Killing, on écrit que la somme
des puissances des forces en action dans le volume fermée D

et sur sa frontiére est nulle. Si X désigne le champ de forces
existant en tout point du milieu on a donc:

[oi®Va+ [(X.DV.=0

condition qui s’écrit encore :

Jot@V.+ X .2V, =0

ce qui donne en utilisant des coordonnées cartésiennes :

f<§%+><fa,>v,,=o.
D

=1 bxl

L’intégrale précédente étant nulle en particulier pour des
champs & uniformes
n TV
5T g,

i=t oz
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Un rapprochement s’impose entre cette équation et I’équa-
tion homologue du systéme Hamiltonnien généralisé

z X, = 0.

;=i

Comme cette derniére n’a pas le méme caractére tensoriel,
utilisons le tenseur métrique deux fois contravariant y°¢* pour
mettre sous forme contravariante pi et X,.

piP = YchfT XP = -\{“PXG.

En utilisant des axes rectangulaires on obtient :

z% Xr = 0.
=, 0x
En égalant 'indice j & p on en déduit que les composantes
TY du tenseur symétrique sont solutions du systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles:

1) 3= 3%

i=1 07 i=1 0T

ou les pY figurant au second membre sont des fonctions des z*,

g
bi déduites des équations d’Hamilton généralisé

ok N

b—;i= Xe(ow .., phy o)y, pY = YPph.

Le systéme (27) étant linéaire on obtient la solution géné-
rale en ajoutant a la solution particuliére du systéme avec
second membre, la solution du systéme sans second membre

38 =0 jitan)

;=10

On résoud ce dernier systéme de la maniére suivante : don-
nons-nous n constantes arbitraires f3;, en multlphant Péqua-
tion de rang j par f3; et sommant par rapport & j, on obtient:

o 05V

2, B o 0.
En posant [|SY] X ||f| = ¢* on a I'équation 2%= 0 qui
exprime que la forme (— 1)'"*'¢'da* A ... A A5 A ... Ada" est
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fermée. Comme dans R" elle est homologue a 0, il existe
une forme de degré n— 2 telle que I'on ait:

(— 1) gtdat A ... NdFA ... \ do”
= d[(— 1) dat ... A dFA A .. A da?]
don ¢ = (— 1y,
o’

" 1
S — = (gt — B.SY),
ﬁ;(? B;SY)

La solution du systéme sans second membre s’exprime donc
au moyen de n(n — 1) fonctions arbitraires. Les contraintes
exprimées au moyen d’un tenseur symétrique du second
ordre sont donc complétement inconnues puisqu’on a aucun
moyen de déterminer les fonctions s¥. C’est pour cette raison
qu’il ne faut pas introduire le tenseur des contraintes dans
les équations de la théorie des milieux continus.

Pour parer a l'indétermination du tenseur des contraintes
on fait class1quement Phypothése de I’état neutre, ce qui
revient & convenir que 'on prend pour solution generale la
solution nulle et 'on se contente de la solution particuliére.

Détermination d'une solution particuliére du systéme (27). —
Le tenseur p} étant un. tenseur mixte quelconque, il en est
de méme du tenseur contravariant pY = yPpi. Comme par
hypothése TY est symétrique on obtient un tenseur symétriqye
en considérant le tenseur (yVp; + 1°'ph).

Pour ¢ =~ posons TV = —Y’“ —y°pl = — p¥ —p~.

Y

Pour i=j de Iéquation 2 —':I;——— ?-P—l valable en

=1 =1
axes rectangulaires (en axes quelconques il suffit d’introduire
les dérivations absolues) on déduit
oT¥ STV 8
w _‘ ' kY 2

En tenant compte des valeurs des TY pour i 54§

1 ij n—1 ji n ij
WL EI L5
_ E*ap" o, +3

2’
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Par une intégration par rapport a4 2’ on en déduit :
ji
=—2p"—|—f —ﬂ‘.dwfvl—cste.
,_1

REMARQUE. — Si on désire exprimer le tenseur des contraintes

en fonction des dérivées partielles du premier ordre de I’appli-
g

. ' 0 . .
cation de R dans p" uf =b—§:'_' des équations d’Hamilton
généralisées on déduit

uf = X (...pf... 5% ...a"...), = o(u? ..., 5% ..., 2" ...).

Ce n’est qu'aprés cette résolution que Kon peut obtenir
Pexpression des T en fonction des uf, &°, 2"

Cas parTIicULIER. — Effectuons les calculs dans le cas de
Papproximation de Navier-Stokes.
En axes rectangulaires d’apreés les formules du § 4:

pour j =1

Pt don TV =k (gl + gt

pour j =1

p! %u‘. gﬁ—:n avec I, = 2 ul,
____2 gl I, + O—KLLJJu dz'
Y= +w+na‘ ﬁf._i

T o i)
n bgu’u;_ . n b!Ei
2 =g’ Z:,Dx‘ ox’
i !1
50 [3 e ()0

en désignant par C une constante.

. ; 2 . a 1 1 j
VR [ AR S SR ) S Y
Finalement T¥ [ﬁ glu) 8B na B ( )] 8
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En introduisant les coefficients de Lamé ces formules
s’écrivent :
pour it~
L TV = + p(g"! + g'u))
pour i =

TV =2ughy + g'[(A + p) — ]l — pC = 2pg"u) + g"(AL; —p.C).

Si on introduit le vecteur déplacement % dans R* E’— z + v
pour i5=j ul=v¢l, pour j=1i uw,=¢/+4 1, les formules
précédentes donnent

T = <z>a,-’ + w)’

TV = 2u m]—l—)\z

b,—|—2p.+37\—p.C

Ce sont les formules classiques si on prend la constante
C = 2p + 37
s

Réle du tenseur des déformations. — Achevons I’étude du role
des tenseurs symétriques par celui du tenseur des déformations.
Si dans p" le tenseur métrique est yo,, do® =Yg, dEe dbP et si
dans R" le tenseur méirique est g, ds* = g;da’' da’, on appelle
tenseur de déformation le tenseur ¢; tel que do®—ds®* =¢;dz'da’,
d’ou I’expression du tenseur des déformations en fonction des
coordonnées canoniques sur J'(R" p")

ey = YopUi{Uj — &y

Au moyen des équations d’Hamilton généralisées :
O_Ec —_— g <
o X¢ (oo phy oy B ey 2R L)

on obtient I'expression du tenseur des déformations en fonc-
tion des coordonnées pratiques

€ij = Yoo X?Xf — 8-

Donc quand la forme ®, est connue on a immédiatement le
tenseur des déformations en fonction des coordonnées sur
JY(R", ¢"). Mais inversement si on connait le tenseur des
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déformations sur R" c’est-a-dire son expression en fonction
des variables 2/, il est important de remarquer que cela ne

suffit pas pour reconstituer la partie w; de la forme de Pfaff
sur I'ensemble des jets J'(R", p").
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