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LES FORMES EXTÉRIEURES
ET LA MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

par F. GALLISSOT.

INTRODUCTION

Dans le tome IV des Annales de l'Institut Fourier (1952)
j'ai montré le parti qu'on peut tirer dans l'étude de la méca-
nique des systèmes rigides, de l'existence d'une forme exté-
rieure Qg de degré deux, de rang maximum sur une variété
Vgn+i différentiable, de dimension în 4- l» génératrice des
équations du mouvement. Il est alors naturel de se poser la
question : les équations de la mécanique des milieux continus
possèdent-elles une forme extérieure génératrice et quel est
son support topologique.

Si l'on revient à la notion première de mouvement d'un
milieu continu Galiléen à 3 dimensions (espace numérique p3)
observons que ce mouvement n'est autre qu'une application y
de classe (7 (r ̂  2) de l'espace numérique R4 (produit de l'es-
pace numérique R3 par la droite numérique t) dans p3. En rela-
tivité comme le temps est lié au milieu, le mouvement d'un
milieu continu relativiste sera une application de R4 dans p4.
Plus généralement nous sommes conduits à envisager des
applications y de classe CY (r-applications) d'un espace ^
dans un espace p71, puis d'une variété (Vp) dans une variété
(Wn) et à associer à ces applications la variété des jets du pre-
mier ordre de M. Ehresmann J1 (Vp, W^). Nous démontrons
que sur J^V,, WJ, ̂ \ Ç2, .., ^) e= (WJ, x{x\ x\ .., ̂ ) e (V,),
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il existe une forme extérieure Qp^i de degré p + 1 dont les
solutions du système extérieure associé i(X)Qp^i == 0 satis-
faisant de plus à dy A Vp = 0 [Vp désigne la forme volume
sur la variété (Vp)] sont solutions d'un système d'équations
aux dérivées partielles du premier ordre qui généralise celui
d'Hamilton. Ce système est équivalent à un système d'équa-
tions aux dérivées partielles linéaires du second ordre. Le sys-
tème des équations d'Hamilton généralisées est déterminé dès
qu'on se donne une forme de Pfaff co sur la variété ^(Vp, WJ
et une forme volume Vp sur (Vp).

Pour les applications à la mécanique, tout revient à cons-
truire la forme Qp^i sur J^Vp, Wn). Or à une mécanique est
associé un groupe G qui opère sur (Vp, W^) et par prolonge-
ment sur J^Vp, W^). Le groupe G laissant invariantes les
équations de la mécanique, la forme ûp.^ doit être invariante
par G. Cette propriété permet de préciser la forme extérieure
correspondant au cas de la mécanique Galiléenne. Il est impor-
tant de noter que les équations de la mécanique des systèmes
indéformables découlent naturellement de la forme Qp^.,
sans l'intervention de postulats sur les forces intérieures :
elles sont engendrées par une forme Qg de degré deux sur une
variété de groupe de Lie de déplacements.

L'intérêt de ce point de vue est de dégager le sens profond
des théorèmes classiques de la mécanique, de suggérer des
recherches nouvelles. Le seul inconvénient est qu'il faut à peu
près tout refaire, c'est pourquoi cet article se borne à fixer le
cadre dans lequel on peut opérer avec fruit. Des articles ulté-
rieures préciseront les points nouveaux.



CHAPITRE PREMIER

LES FORMES DIFFÉRENTIELLES EXTÉRIEURES
SUR J^Vp, WJ

§ 2. — Notions sur les Jets.

M. Ehresmann a montré (Congrès de Taormina 1951 et
Colloque de Géométrie Différentielle de Strasbourg 1953) qu'à
toute r-application d'une variété (Vp) dans une variété (WJ
on peut associer l'ensemble des jets .F (Vp, W^) définie de la
manière suivante :

Soit <p l'application d'un voisinage de o;eV(p) dans (Wn), x
est la source de l'application, Ç == <f(x) e (W^) en est le but.
Considérons deux cartes locales admissibles g et y de (Vp)
et de (Wn) telles que u et y appartenant respectivement aux
espaces numériques Rp et p" on ait :

UeRP, X=g{u),

y^?\ S =y(^) ===ï(y).
La composition des applications suggérée par le diagramme

Vp-^W,
.t , tï
R^-^ Pn

conduit à envisager la restriction g de g à un voisinage U de u
tel que l'application composée y == y"1 o y o g soit définie.
On dit que y est une r-application au point x lorsque l'applica-
tion y de U dans p" admet dans un voisinage du point u des
dérivées partielles continues de chaque espèce jusqu'à l'ordre
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r par rapport aux coordonnées canoniques dans R^ Soit
Cic(Vp, WJ l'ensemble des applications (y, x) où y est une
r-application au point x. Deux éléments (y^, x), (yg, rc) de
Ci(Vp, W^) seront dits de même r-classe :

lo si yi(^) = y^),
2° si le couple de cartes locales (g, y) associe à Ci et y^ deux

applications <pi et yg dont les dérivées partielles de même espèce
d'ordre <; r prennent la même valeur au point u.

Ces définitions sont indépendantes du couple de cartes
locales (g, y) puisqu'il suffit de considérer un autre couple
(g', y7) recouvrant partiellement le premier.

1. Définition d'un jet. — Un jet infinitésimal d'ordre r
ou r-jet de (Vp) dans (W^) est une r-classe de C;(Vp, W»)
dont x est la source. /^ désigne le r-jet déterminé par le
couple (^, x) e C;(Vp, W,»). L'ensemble des r-jets de (Vp) dans
(WJ de source x est noté J;(Vp, WJ. La réunion des J^(Vp, W/»)
pour rc décrivant Vp est appelée variété des jets d'ordre r.

U^^ wft)= ^^^wra)-xe\p

2. Ensemble des jets d'ordre liJ^Vp, W^). — L'ensemble
des jets d'ordre 1 J^R^ p71) est homéomorphe à la variété
Rp X N^ X p" à np + n + P dimensions dans laquelle un point
a pour coordonnées canoniques :

(a^, ̂ , ..., x^ uî, ..., u?, ..., Up, ^, Ç2, ..., Ç") les ^ désignant
ôE^1

les coordonnées dans p", les x1 les coordonnées dans R^ u\ = —
î^x1

la dérivée partielle de ^ par rapport à x\ Lorsqu'il s'agira
de J^Vp, W,») l'ensemble précédent constitue un système de
coordonnées locales de cette variété.

3. Noyau des jets d'ordre 1. — Nous appellerons noyau
de J^R^ p") noté Np^ un élément de source 0 et de but 0,
c'est-à-dire ayant pour np coordonnées canoniques (0, ..., 0;
..., u? .., 0, .., 0).

Pour donner une signification intrinsèque au noyau de l'en-
semble des jets J^Vp, W^) nous ferons les remarques suivantes :

a) Les éléments de J^R, Wn) de source 0, ayant pour coor-
données (0, u1, ..., M", y , ..., E") ne sont autres que les vecteurs
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tangents à (Wn) dont l'ensemble est noté T(Wn) T(Wn) est
un espace fibre de base (Wn), de fibre R".

Les éléments de J^RF, Wn) de source 0, de but $, ne sont
autres que les éléments du produit de p exemplaires de l'es-
pace tangent à (Wn) au point Ç.

JJc^R^ WJ est un espace fibre ayant pour base (Wn)
pour fibre R^, on note cet espace Tp(Wn). Il existe une pro-
jection canonique de J^R^ Wn) sur R1', ce qui suggère que
J^R^ Wn) est une variété fibrée ayant pour base R^ pour
fibre Tp(Wn) pour groupe structural GL(n), groupe linéaire
et homogène de R".

Si on considère J*(Vp, Wn) comme il existe une projection
canonique A de J^Vp, Wn) sur (Vp), relativement à cette pro-
jection A, J^Vp, Wn) est un espace fibre, ayant pour base (Vp),
pour fibre Tp(Wn), pour groupe structural GL(yi).

b) Les éléments de J^Vp, p) de but 0 ne sont autres que les
co-vecteurs tangents à (Vp) dont l'ensemble est noté T*(Vp).
C'est un espace fibre de base (Vp), de fibre R^. Les éléments
de J^Vp, p") de but 0, de source rc, ne sont autres que les
éléments du produit de n exemplaires du dual de l'espace
tangent à (Vp) au point x. Jç=o(Vp, p") est un espace fibre,
ayant pour base (Vp) pour fibre R7"1, on note cet espace TÎ(Vp).
Il existe une projection canonique de J^Vp, p71) sur p", ce
qui suggère que J^Vp, p") est une variété fibrée ayant pour
base p", pour fibre T^(Vp), pour groupe structural GL(p),
groupe linéaire et homogène de W.

Si on considère J^Vp, Wn), comme il existe une projection
canonique B de J^Vp, Wn) sur (Wn), relativement à cette
projection B, J^Vp, Wn) est un espace fibre ayant pour base
(Wn) pour fibre TÎ(Vp), pour groupe structural GL(p).

c) II existe une projection canonique C de J\Vp, Wn) sur
(Vp X Wn). Relativement à cette projection canonique C,
J*(Vp, Wn) est une variété fibrée ayant pour base (Vp X Wn),
pour fibre le noyau de J^Vp, Wn), pour groupe structural
GL(n) X GL(p). Le noyau de J^Vp, Wn) est homéomorphe à
l'espace homogène L(RP, p") des applications linéaires et
homogènes de Rp dans p".

REMARQUE. — Ces considérations s'étendent à J^Vp, Wn)
(Cf. M. Ehresmann [3]).
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4. Changement de coordonnées dans le noyau de J^Vp, W^). —
Si on considère un changement de coordonnées locales dans
(WJ défini par les formules :

Ça — (D^yi1 rF T"^
^ — T \'i » • • •? •< ? • • •? - î /•

nous poserons
^ a..ôr^

Si on considère un changement de coordonnées dans R7',
coordonnées locales de Vp, défini par les formules

^-f\y\ y-,' ..y")
nous poserons

ô^ ,—— fi •——^ — (^
^ J

Si on considère les changements de coordonnées inverses
des précédents nous écrirons en soulignant les dérivées
partielles

^.^ ^=^
îÇ° - a" îte- -••

Si on désigne par V,° == -J :Or1 *Si on désigne par V,° = J: les nouvelles coordonnées

canoniques du noyau de J^Vp, W^) de la relation

^^ÔI!^ô^.ôyl!.ô^
1 ôrc1 ô^'ô^'ô.r1

résulte
(1) u? == a^

formule qui montre que les coordonnées canoniques de
^(Vp, Wn) peuvent être identifiées aux composantes d'un
tenseur construit sur le produit tensoriel des espaces Tç et T^,
en désignant par Tç l'espace tangent à (Wn) au point Ç et
par Tî le dual de l'espace tangent à (Vp) au point x. u? e Tç^TÎ.

6. Coordonnées hamiltoniennes dans le noyau de J^Vp, W^). —
Dans le développement que nous avons en vue, il est très
avantageux d'introduire dans le noyau des jets d'ordre 1,
un autre système de coordonnées que nous appellerons coor-
données Hamiltoniennes, eu égard au rôle qu'elles jouent
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dans l'écriture d'un certain système d'équations aux dérivées
partielles définissant une famille d'applications de (V.) dans
(Wn).

Nous nous donnons sur (Vp) une forme volume Vp. Considérons
les tenseurs p^....,ip_, covariants d'ordre p complètement
anti-symétriques, construit sur T*(W^) et T^^Vp). Au moyen
du tenseur volume unité sur la variété (Vp) de composantes
contravariantes o'1' • • • ' ' ? on définit par contraction un tenseur
pv une fois covariant, une fois contravariant

^-^^P^....p-^-^=py.

Le tenseur p^ est un élément de Tî 0 T^. Si on considère
la variété J^Wn, Vp) les p'y sont les coordonnées canoniques
du noyau de l'ensemble des jets de (W^) dans (Vp) inverses,
des jets de (Vp) dans (W^), comme le montre la règle de chan-
gements de coordonnées

PSr = aSaĵ .

Or J^Wp, V^) et J^V^, Wp) sont deux variétés fibrées ayant
même base W^ X Vp même fibre HR^ p") qui est l'espace
des applications linéaires et homogènes de Rp dans p71. Pour
cette raison on peut prendre pour coordonnées dans le noyau
de J^Vp, Wn) les py. Mais il est essentiel de remarquer que nous
n'avons présentement aucun moyen d'exprimer les coordonnées
canoniques u? en fonction des p^ la structure impliquée par
une forme extérieure Qp^i définie ultérieurement, permettra
de lier les p^j aux u?.

Les py pouvant être utilisées comme coordonnées dans le
noyau de J^Vp, W^), il en est de même des composantes des
tenseurs complètement antisymétriques d'ordre p défini par
le produit contracté des py avec les composantes covariantes
du tenseur volume unité sur (Vp).

(2) P<Tl,....<p-,=——^,,.,^.

C'est aux composantes du tenseur complètement antisy-
métrique p fois covariant p^.....,?_, que nous donnons le
nom de coordonnées Hamiltoniennes du noyau de J^Vp, W^).
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Notation. — Quand on assigne un ordre aux coordonnées
dans (Vp) qui est l'ordre naturel, pour signifier que dans
Poi2.....p l'indice i est seul omis on écrit:

pcr? = ^2.....pP;r.

7. Coordonnées pratiques dans le noyau de J^Vp, Wn). —
Lorsque le système de coordonnées locales a été choisi dans
(W») et (Vp) et de plus lorsqu'on assigne un ordre aux coor-
données dans (Vp), il est commode d'utiliser dans les calculs
comme coordonnées dans le noyau de l'ensemble des jets, les
quantités p^ qui peuvent être identifiées aux composantes
d'un tenseur mixte construit sur les espaces T^ et T^.

§2. _ Les formes différentielles sur J^Vp, W^)

1. Vecteur ~py et forme 0(p^)Vp. — Nous désignerons par p,
le vecteur contravariant de source 0 et de but 0 de compo-
santes 0,0, ..., 0; p^ ... py, ... pS; 0 ... ô). L'application cano-
nique A de J^Vp, W^) dans (Vp), déjà envisagée § 1,3, fait
correspondre à la forme volume Vp définie sur (Vp) une forme
Vp sur J^Vp, W^). L'opérateur des transformations infini-
tésimales^) ô(p^) fait correspondre à la forme Vp une forme de
degré p sur Ji(Vp, W,) : ûTOVp.

Ainsi dans le cas particulier où (Vp) est une variété rieman-
nienne, dont le tenseur métrique fondamental est gy, la forme
volume Vp classique a pour expression en désignant par g le
déterminant gy

Vp==\/g^r1 A (te2 A ... ^dxp

(3) e(pa)Vp== f (—l) i+Vi^A^ lA^2...A^ iA...A^P

i=i
le signe v placé au-dessus de dx1 signifiant que ce signe est
omis.

REMARQUE. — Dans l'expression précédente on observera
que d désigne le symbole de la différentiation absolue.

(l) Cf M. H. Cartan Colloque Topologie. Bruxelles 1950.
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n

2. Forme 0p,,= 2 d^.O(p,)V;. — Les n formes <^° sur
'J==l

W^ remontent au moyen de l'application B (§ 1,3) sur
^(Vp? WJ. Elles engendrent par produit extérieur avec les
n formes 6(p<j)Vp et sommation par rapport à l'indice o- une
forme <I^ de degré p + 1 dont le support est J^Vp, WJ.
Cette forme fermée peut d'après les considérations dévelop-
pées dans le § 1,6 être considérée comme engendrée par un
tenseur complètement anti-symétrique p^ . _ construit sur
les espaces T^ et (T^-1.

On a alors ̂ ^=—^^rf(p^..,^JA^A^A...^^^

Cette expression de $p^i est trivialement invariante dans
un changement de coordonnées locales de J^Vp, W^) ce qui
montre que $p^ est une forme intrinsèque sur J^Vp, W^).

3. Forme génératrice Qp^i. — Nous désignerons par co une
forme de Pfaff sur J^Vp, W^). Dans un système de coordon-
nées pratiques co s'écrit

œ=2X?^+X^.
i, <J

Nous appellerons pour des raisons justifiées par le théorème I,
forme génératrice Ùp^i la forme de degré p + 1 définie sur
^(Vp, W^)

(4) ûp,,=^,,+(oAVp.
Donnons l'expression de Qp.^ dans un système de coor-

données Hamiltoniennes. Lorsque tous les indices courent de
1 à p la forme volume s'écrit :

Vp=^,,^A...A<teS

(o A Vp=X?rfp^^ ,,^A... Arf^
1

/ p _ i) ; x?^. ... .p- A cte1*... A d^p,

en tenant compte de la formule (2) qui définit les coordonnées
Hamiltoniennes. D'où l'expression QpJi.

(5) Q^1 = 7——nTt ̂  - <?- A (— dy A Ac1- • • ̂ P-
' / < +X?^.,.A<te lP).
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Cette expression de Qp^i est trivialement invariante dans
un changement de coordonnées Hamiltoniennes, en entendant
par cette expression un changement de coordonnées arbi-
traires sur (Vp) et (W^) et un changement de coordonnées
Hamiltoniennes sur le noyau de J*(Vp, WJ.

Remarque. — Dans co il est inutile d'écrire la partie de cette
forme de Pfaff qui est sur (Vp) puisqu'elle disparaît dans la
multiplication extérieure par la forme volume.

4. Système des formes extérieures associé à Qp^,. — X étant
un champ de vecteurs arbitraires sur J^Vp, W^) on appelle
ainsi le système des équations extérieures ipC)Qp.^ = 0 réduc-
tible à (np + n + p) équations, où i(X) désigne l'antidériva-
tion de M. H. Cartan. Les coordonnées Hamiltoniennes n'étant
utiles que dans les questions théoriques, en particulier pour
montrer le caractère intrinsèque de certaines formes, lorsqu'il
s'agit d'effectuer les calculs il faut utiliser les coordonnées
pratiques. Dans ce système de coordonnées Qp^, s'écrit:

(6) Qp„==V /g(—l^ l^CTA^A^ lA...A(fâ îA...A^
+ Vg(X, dp? + X, d^) dx' A ... A dx?.

Le système des équations associées i(X)Qp^.i peut en parti-
culier se mettre sous la forme suivante :

n équations du type

(7) ±•^^=(—l) i^gA^ lA...^ iA...A^vg ^"py
+Xîdxi/\.../\dxP=0

np équations du type

W A-•^=i(—lr l^A^ lA...A^ iA...A^P
y g ^W ) i=i

+X^ l A.. .AAr p ==0
p équations du type

(9) ^J&i= 2 i(-lr^l^aA^A^...A^iAy go\ax1) <r==ii=i
...dxj^...dxp+(—lY^/\dxi...dxj.../\dxp.

T)f VO \
THÉORÈME 1. — Si le jacohien à np éléments •=^-^—^——/

- D(... p^...)
n^est p€is nul, les solutions du système i(X)Qp^ == 0 satisfaisant
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de plus aux n équations d^ "A Vp== 0 sont localement les solutions
(F un système adéquations aux dérivées partielles linéaires (H)
équivalent aux solutions Sun système de n équations aux déri'
vées partielles linéaires du second ordre Sa.n(^), par rapport
aux variables x\

Cherchons les solutions du système extérieur i(X)Qp^.i == 0,
telles que les ^ soient des fonctions des x1 de classe C^ r^ 2.

Les np équations , .f^4 == 0 donnent :
ô(^)

(10) g=X?.

Les X» sont des fonctions des coordonnées locales de
^(Vp, W,). Si D^" xq '"} ̂ = 0 les équations (10) définissent

D(... Py ...}

ôE^les py en fonction des —: == M? coordonnées canoniques du
noyau de J^Vp, W,). ôxl

Localement on a donc

(11) p^y^g,^,^

A, / étant des nombres arbitraires de l'ensemble (1 à p) p et y.
des nombres arbitraires de l'ensemble (1 à n). Les p^ au moyen
des équations (10) deviennent ainsi les composantes de n champs
de vecteurs py, <r(l à n) sur (Vp). Par rapport au repère au
point x de (Vp) la différentielle de p'y est en désignant par
r^ les coefficients de la connexion infinitésimale sur (Vp)

dp^ = ̂ Ac, + ry ̂  = ̂ )^-
Les n équations —^±1 = 0 donnent alors en utilisant le

symbole D pour indiquer une dérivation absolue :

^12) i^+X^O.
i=l u^

Le système (12) lorsqu'on tient compte de la solution (11)
des équations (10) donne naissance à un système d'équations
aux dérivées partielles linéaires du second ordre S^S^).

Montrons maintenant que les p dernières équations du sys-
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terne associé sont vérifiées comme conséquence de (il) et
(12). Quand on considère les p^ comme des fonctions des a}
par l'intermédiaire des fonctions ^<J et de leurs dérivées par-
tielles du premier ordre, une équation "p*1 • —: s'écrit :

è[dx1) \/g
ô^ ôS3

1 ôûp^^ ôa;1 ̂  , y X ^4- v v Y»DP^
y/g W ^ Dp, Dp, ' ^, ' ̂  ̂  À .è, • D^

D^ Da;-'

y ̂ Ty^+xl-y^^ x^y ^Ty^+xt-y^^
À ô^ L;21, Da;1 1 ^J À, D -̂ Vôa;1 ',i ô^ L;1, D^ + ̂ J 1, w \w ~ xi/

Le second membre est donc nul comme conséquence des
équations (10) et (12).

REMARQUES — 1) II est bien évident que ce n'est que locale-
ment que les solutions des équations iÇx)ûp^^ = 0, d^ A Vp = 0
sont représentées par les solutions du système Sg.^^).

2) C'est le système des équations (10) qui' définit le système
des coordonnées pratiques p1, en fonction des coordonnées
sur le noyau de J^Vp, W^). On voit que ce système s'obtient
en égalant à la coordonnée canonique u° le coefficient X? de
la forme de Pfaff œ.

(13) X^x\y)=u?.
Les indices latins prennent toutes les valeurs de 1 à p, les

indices grecques toutes les valeurs de 1 à n.
3) Si la forme de Pfaff co est homologue à 0, (D == rfE, la

forme Qp^ est alors fermée dûp^^ == 0. On peut écrire
puisque rf[ô(p<j)Vp] = 0

^.=d\i ^K)V,+EV,I
L<x=i J

Le système des équations (10) et (12) prend la forme :
ô^_ôE
^x1 ôpl,(14)

vM^—^-ff

Da;12j r\^i -^ff

Cette forme (14) est la généralisation des équations d'Hamil-
ton qu'on obtient pour p = 1. Géométriquement si on consi-
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dère les applications de la droite numérique t dans (W^), il
leur est associé la variété des jets J1^, WJ qui est un espace
fibre ayant pour base la droite numérique t pour fibre l'espace
tangent à (W^) : T(W^). Les éléments pi, p^ ..., p^ sont iden-
tifiés aux composantes de la co-vitesse dans (W^). C'est pour
cette raison que nous appellerons système d'HamiIton géné-
ralisé le système des équations (14).

4) Si l'espace numérique à p dimensions IV est rapporté
à un système de coordonnées cartésiennes et si la fonction E
est une forme quadratique à coefficients constants sur

JW w^
le système Sg^ (^CT) est à coefficients constants. Qp_^ est la
forme génératrice de ce système d'équations aux dérivées
partielles du second ordre à coefficients constants.

5) Les np fonctions p'y sur (Vp) sont également solutions
d'un système d'équations aux dérivées partielles qui s'obtient

p
en écrivant que les n formes ^ ^-îdx1 sont fermées.

Df X' } l==l
6) Si v"—r1—1^ == 0, il se présente des circonstances très

D(... Py ...)

variées. Le système i(X)Qp^i = 0 peut n'avoir pas de solu-
tions, ou bien il en admet construites au moyen des solutions
d'un système d'équations aux dérivées partielles du premier
ordre [les systèmes d'équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre sont des sous-variétés de J^Vp, W^)] ou encore il
n'admet de solutions que pour les jets relatifs aux applications
partielles d'une partie de (Vp) dans (W^).

5° Pour familiariser le lecteur avec les notions précédentes
nous traitons quelques exemples qui pour simplifier sont rela-
tifs à la détermination d'une fonction numérique sur une variété
(Vp). Aux applications de (Vp) dans la droite numérique p
est associé la variété J^Vp, p).

a) p = 2, Vg = R2. Les applications de R2 dans p sont défi-
nies par une fonction numérique de deux variables ;r1, a?,
coordonnées rectangulaires d'un point de R2. En utilisant des
coordonnées pratiques sur J^R2, p) p1, p2, soit la forme de
Pfaff donnée :

co = p^dp1 + kp^p2 + g(x\ ̂ , p1, p\ Ç)^
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dans laquelle /c désigne une constante. La forme génératrice
L^ est:

Û3 = à\ A rfp1 A dx2 + ̂  A (te1 A rfp2 + (p1^1

+ kpHp2 + grfS) ^do(?L^d^.
Le système associé i^ûg = 0 peut en particulier se mettre

sous la forme :

ÔQ^- = — ̂  A dx2 + p1^ A rf.r2 = 0
ô(rfp1)

ÔQ3 == ̂  A ̂  + kpW A ̂  = 0ô(dp)
ÔQ- == dp1 A ûb2 + rf^ A dp2 + g dx1 A (to2 = 0.

Le théorème 1 nous dispense d'écrire les autres équations.
Les solutions de ce système extérieur telles que ^ soit une
fonction sur R2 sont pour les deux premières :

A -.1 M ̂ ^2
àx^1^ d^^9

Le jacobien ̂ xlï x^ =i ° == /c.
D(p,, p,) 0 ^|

Si À- ^=f=- 0, p1 et p2 étant des fonctions de x1 et x~ p ' = -•-,
, 1 ôE . ., ôa;l

p2 == -.- — la troisième équation extérieure donne alors :
K QX

ô ^ . ô p 2 .
—— + —— + 8 == 0ôo;1 ' ôo;2 ' 0

d'où l'équation aux dérivées partielles du second ordre équi-
valente aux 3 équations précédentes :

^(^^(^•t^)-0
du type elliptique si k > 0, hyperbolique si k < 0.

•Q/-V V \
Si /c = 0, le jacobien -A— -i0-——2 == 0, on ne peut plus direD(p , p )

que p2 est une fonction de a^, a^. Une solution possible du sys-
tème i(X)Q3 = 0 est constituée par dp2 = 0. On peut envisa-
ger la forme us induite par Qa sur les sous-variétés p2 = const.
Elle permet de déterminer E comme appartenant à la classe
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des applications de la droite numérique ̂  dans la droite numé-
rique p. Dans ce cas ̂  === Q^ A dx2, •r2 étant considéré comme
constant, ç est déterminé comme solution du système carac-
téristique de Qg.

b) Prenons encore p = 2, Vg = R2 et pour <o la forme

(0 =—P2dp^ + (pi + p^dp2 + gdï

dans laquelle g désigne une fonction arbitraire de o^, o^, p1, p2, Ç.
Un calcul analogue au précédent montre que les solutions des
équations i(X) ^3 == 0 telles que Ç soit une fonction sur R2

sont localement les solutions de l'équation aux dérivées par-
tielles du type parabolique :

S,R)^+^.,..,5+5,-^o.
c) Pour p quelconque, Vp == Rf rapporté à des coordonnées

cartésiennes proposons-nous de trouver la forme Qn^ i géné-
ratrice des fonctions harmoniques sur R^ Tout revient à déter-
miner œ. Observons d'une part que AÇ = div.gradÇ d'autre
part que le système des équations (10) et (12) s'écrit :

^=X,(p1, ..., pP, x\ ...,^Ç)

v ôpl~ xL^i^~x9

Si on considère le vecteur p(p1) la dernière équation signifie
que div p == — X. On a donc une solution en prenant X = 0,
X; == p1, c'est-à-dire (o=p lÉ(p l ou

(o == -<.-rf(Norme p).z

II résulte de là un moyen fort simple d'obtenir le Laplacien
d'une fonction en coordonnées curvilignes que nous désignons
par ç1, ... ^p. Le tenseur métrique étant gy, p désignant un
vecteur de W, Norme Çp) = gyp1?', considérons la forme

U^, ̂  d^ A e(?)Vp + [d Norme (p) + X <) A V^
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qui s'écrit au moyen des coordonnées curvilignes

Qp,, = S(— irVg^ A rfp1 A dq' ... rfç1. A rf^

+ -j-Vg d(g^) + XrfS A V^^1 A ... A dqP9

Du système associé résulte :

^ x=^2^
soit

- 1 ̂ S)^=-x=^^=. v ^/.
i=i\/g ôç'

II suffit en effet d'écrire l'équation ^—£— == 0 sous la
forme : ô W

S(- l)1** KpVD-pyy^] A dq1 A . . . A dq1, . . . A ̂
+X\ /g^A . . .A ^==0

ce qui donne

f D ( P - V g ) _ _ y . ^ g ^ / , _ _

À DÎ" ^^ ôî- + x ^ g - o

ou

i^+^-i^+xv^o
ce qui donne le résultat cherché en remarquant que

^=-^-\ g ô^

Si maintenant on considère une variété riemannienne (Vp),
un vecteur ~p tangent à (Vp) est un élément de J^Vp, p) de
but 0, au moyen de la forme Qp^i et de son système associé
on engendre une classe de fonctions qui dans le cas où la norme
est toujours positive sont des fonctions harmoniques sur des
ouverts de (Vp).

Ainsi sur la sphère Sg rapportée aux coordonnées longitude 6,
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colatitude y la forme Vg = R^inycTO A dy, le vecteur p a
par rapport au repère naturel pour coordonnées p1, p2 pour
norme N(^) = R2 [sin^p1)2 + (p2)2]. La forme

Qa = R^iny^ A {dp1 A rfy —dp2 A dô)
+ (P1 dp1 sin2 y + p2 rfp2) R4 sin y rfy A rfy

donne pour équations associées :

I-^w '̂. ^^-o.
d'après une remarque précédente on peut remplacer cette

^pVg) ^(p'Vï)dernière équation par j équation v / + ̂ — = = 0 ce

qui donne l'équation du second ordre

1 ô2^ , ô^ . , ô^ .—— — + — + cotg y — = 0.sm2 'y ôô2 ôy2 & ' ôy

THÉORÈME 2. — 5^ la forme de Pfaff (o sur J^RP, p71) ̂  a
coefficients constants sur le noyau, les solutions du système
associé i (X)ûp^ i==0 qui sont des fonctions sur W définissent
une application linéaire de W dans p\

Les C? étant des constantes, si co = I^C? dpy^ les np premières
équations (10) donnent

^=C-
^x1

d'où ^<J == C|W + C^. Cette solution satisfait aux autres équa-
tions du système i(X)Qp^i == 0. Cette solution constitue
le représentant polynomial de J^Vp, W^), si les C^ sont
nuls.

Conséquence. — On peut par addition de cette solution
toujours supposer que la forme de Pfafî est à coefficients
non constants sur le noyau de J^Vp, W^).

THÉORÈME 3. — A toute forme de Pfaff œ sur J^Vp, W^)
correspond un système d9 équations aux dérivées partielles (H)
et réciproquement.
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En effet à (o=Xff^-^X^O correspond d'après le théo-
rème 1 le système

(H)
^=X'ôa/ Al'

,̂ up; „ ,p
2è̂ Da? = ~ ' ^ a n)-

Réciproquement à tout système (H) donné, les seconds
membres Xf, Xy sont des fonctions données sur J^Vp, WJ
et par conséquent correspond une forme w = X? dp^ + X di7

sur J^Vp, W^).

THÉORÈME 4. — 5i la forme de Pfaff œ est la somme de
deux formes de Pfaff coi et (Og, les solutions f? et f? du système
i(X)Qp^ = 0 dans le sens du théorème 1 étant supposées exister
pour coi et cog, la solution relative à CD est f^ + ̂ .

Cette proposition est évidente, elle correspond à la linéarité
du système d'équations aux dérivées partielles Sa »(^). En
particulier si les X<, sont des fonctions définies sur Vp seule-
ment, la solution s'obtient comme somme de la solution rela-
tive à la forme ^ = X?dp1^ et d'une solution particulière du
système (H).

6° Formes Qp^,,.,. — II peut se faire que la forme de Pfaff
co définie sur J^Vp, W,) dépende de certaines fonctions numé-
riques $S ... ^ définies sur Ji(Vp, W,) ou de certains opéra-
teurs portant sur ces fonctions. On envisagera alors la forme
Qp.^i =d^ A . ..^AQp^ définie sur D^ X J^Vp, W^), D^

étant le produit de r droites numériques où les fonctions ^
prennent leur valeur. Les raisonnements faits dans la
démonstration du théorème 1 subsistent en remplaçant l'opé-
rateur i(X) par l'opérateur i($1) A W, ..., i(^) A i(l).Pour
déterminer l'ensemble des fonctions ^ et les fonctions ^ on
adjoint au système associé les équations de définition des
fonctions <K Un exemple de ce cas est constitué par le mou-
vement d'un fluide parfait, quand on tient compte de la
densité, de la pression, de réchauffement.
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§ 3. — Propriétés du noyau de .^(Vp, WJ.

Dans ce paragraphe où il est surtout question du noyau de
^(Vp, Wn), nous notons ce dernier NJ^Vp, W^). Il existe
certaines propriétés évidentes du noyau de J^Vp, W^) utiles
dans les applications. Elles résultent du fait déjà signalé
§ 1, 3 que J^Vp, W^) peut être considérée comme une variété
fibrée ayant pour base Vp X Wn e^ de fibres isomorphes à
l'espace L^R^ p") des applications linéaires et homogènes de
Rp dans p".

PROPOSITION 1. — Si W^ == Wa + Wp, NJ^Vp, W^) est iso-
morphe au produit de NJ^Vp, Wa) par NJ^Vp, Wp).

Cela résulte que la propriété est vraie pour I-^R^ p0^13).

REMARQUE. — Cette proposition est vraie pour NJ^Vp,
Wa X Wp). Il suffit de revenir à la définition des r-jets de
source x : J;(Vp, W,).

Conséquence. — La forme Qp^i est la somme de deux
formes Qp,, sur J^Vp, W) et Qp,, sur J^Vp, Wp)

ÇeW, Q^==(—l)i+l^A^A(telA...A^lA...^P+(oaAVp
YjcsWp Q^=(—ly•^aA^A^lA...A^lA...^P+^AVp.

REMARQUE. — Si (o* et o)^ sont des formes basiques sur
J^Vp, W<x) et J^Vp, Wp) le système des équations Hamilto-
niennes généralisées se décompose en deux systèmes distincts.

PROPOSITION 2. — 5i Vp = V^ X Vfc, NJ^Vp, W^) ^ 150-
morp^ au produit de NJ^V,, W,) par NJ^V^, W,).

Même raison que pour 1.

REMARQUE. — Cette proposition est inexacte pour
NJ^V/i X V^, WJ si r > 1. En effet si on envisage la source
(rc, y) dans le noyau de J^V/i X V^, Wn) on a des éléments

^2 Y*

composés tels que —^-L—. avec i -t- / === r.
* sf

Conséquence. — La forme Q^^i peut s'écrire:

Û,^,, = ̂ ,, A V, + (— l^V, A <1\.., + co A V, A V,
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expression dans laquelle V,, et V,; désignent les deux formes
volumes sur les variétés respectives (V^) et (V^), (D une forme
de Pfaff sur J^V,, X V^, W»), ̂ , une forme de degré h + 1
sur J^Vh, W»), ̂ i une forme de degré k + 1 sur J^V», W»).

En effet un vecteur jS, dans NJ^VA X V», W,) est la
somme de deux vecteurs ~u, dans NJ^V,,, W,), ^ dans

NJi(V,,W,).î,=^+^
o(?) v, A v» = [e(̂ ) vj A v, + (- i)*v, A [eK) vj

= [eK) vj A v, + (- i)'-v, A [op3 vj
d'où

û^k.i = [J[ ̂  A e(% Vft] A V»

+ (-1)'1 V, A [̂  ̂ a A ôR) V,] + co A V, A V»,
(18) Q,,̂  = ̂ ,. A V.-î- (-lyV.A ̂ . + û) A V,A V».

PROPOSITION 3. — Soient Vp, Vç, W», trois variétés, toute
application f de (V,) dans (WJ se prolonge en une application
de J'(Vp, V,) dans .?(¥„, W,).

Nous avons vu que J'(Vp, WJ peut être considérée comme
un espace fibre ayant pour base (Vp) pour fibre Tp(W,).
Comme l'application de (V,) dans W, se prolonge aux espaces
tangents T(V,) dans T(W,,) la proposition est évidente. Dans
un domaine de coordonnées au point Y) de (V,), l'application f
fait correspondre le point \ de (W») au moyen des formules
y == /'I(Y^F)• Cette application se prolonge en une application
de l'espace des vecteurs tangents à (V,) noté T(V,) dans
l'espace T(W,) des vecteurs tangents à (W») au moyen des
formules

ç° = fW,..,-/)',.., ̂ ) "°=^PP.
ÔY]^

Les formules

X1 = X1 ^ = ̂ (ï)1, ..., Y)P, .., .̂ ) ^ = ̂  ̂

traduisent une application de J^Vp, V^) dans J^Vp, W,) que
nous appelons prolongement de /aux variétés des jets.
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REMARQUE. — Si on utilise les coordonnées pratiques dans
le noyau des jets, il faut considérer l'application inverse /*~1

et remplacer les dernières formules par

i ^ i
P.=^^

COROLLAIRE. — La forme Qp.^ définie sur J^Vp, W^) remonte
alors sur la variété J^Vp, W^). Explicitons les calculs de ce
transport :

d^ = a^Y]? p^ = â ;o
$p^ = S(— ly^d^ A dp^ A dx1 A ... dx1 A ... A dx^

devient :

^ = ̂ {—ly^d^ A ̂ 4 A ̂ A ...rf^'A... A ̂
(o = X? rfp^ + X, d^ devient œ = Y? d^ + Yp ̂ F

d'où la forme
Qp,, 5ur J^Vp, V,).

Qp.l=(—l)i'l^A^lpA^lA...^lA...^+<oA^lA...A^.

APPLICATION. — Soit J^Vft X V^, Wn) la variété des jets
associée aux applications de V^ x V^ dans (Wn), ç une appli-
cation de V^ X V dans W^, Par l'application la forme D/».^-.!
sur J^V^ X VA, WJ devient une forme sur J^V^ X V^, V^ X V). Si
les applications de V^ X V^ dans V\ X V se réduisent auxappli-
cationsde (V^) dans (V) la forme Q^k^ est une forme sur V/» X J1

(V^ V). La formule (18) dans laquelle <î>^ est nulle donne :

0^^ = V, A [(-1)̂  + (- l)\o A V,].
Par sommation sur une chaîne de (V^) cette forme devient

une forme Q^i de degré k + 1 sur J^V^, V).

Q^, = (- ir/c^) ( .̂i + ̂  A V,) A V,.

Nous verrons l'application de ce résultat à la génération des
équations de la mécanique des systèmes rigides à partir des
équations de la mécanique des milieux continus.



CHAPITRE II

LA MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS OALILÉENS

§ 1. — La forme génératrice des milieux continus galiléens.

Nous allons montrer que 3 des postulats classiques de la
mécanique Galiléenne conduisent à l'existence d'une forme
génératrice des équations du mouvement au sens du théorème
fondamental du chapitre i.

POSTULAT 1. — II existe un temps universel, indépendant
des milieux considérés, défini à une constante additive près :

t = T + <Q.

Conséquence. — Les mouvements d'un milieu continu à
n dimensions seront définis par des applications de l'espace
numérique R^ X ( dans un espace numérique à n dimensions p\

POSTULAT 2. — L'espace R" à n dimensions est proprement
Euclidien.

Conséquence. — II existe sur R" un tenseur covariant du
second ordre fondamental gy, permettant de définir la norme
d'un vecteur de R" au moyen d'une forme quadratique définie
positive de ses composantes contravariantes. L'espace image
de R" par une application est également proprement Euclidien.
Nous désignerons son tenseur fondamental par y^o. La structure
d'espace proprement Euclidien de R71 et de p" s'étend au noyau
de l'ensemble des jets d'ordre 1 J^R", p71). Un élément de ce
noyau de l'ensemble des jets, ayant pour coordonnées p^,
étant identifié à un tenseur construit sur l'espace tangent Ta;
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au point x de R" et sur le dual T^ de l'espace tangent au point S;
de p", le tenseur métrique sur le noyau de J^R", p") est y^gij
pour le système des coordonnées utilisées dans le noyau.

REMARQUE. — Lorsqu'il s'agira du noyau de J^R" X t, p")
on considérera sur la droite numérique ( un tenseur métrique
g n + i . n + i et on prendra pour tenseur métrique sur le noyau
des jets le tenseur ayant pour composante y^gy, y^gn+i.n-t-r

Ainsi le vecteur pn+i de composantes (0, 0, ..., 0, p?^1,
pr1, • • • PF1) a pour norme ̂ gn^^n^iP^'P^^

POSTULAT 3. — Dans les milieux à n dimensions, tous les
repères formées par les systèmes de n vecteurs orthogonaux,
animés d'un mouvement de translation uniforme sont équi-
valents.

Conséquence. — Si par rapport à un premier repère, un
point M de R", source de l'application a pour coordonnées
(o^, rc2, ..., ^n) le point (JL but de l'application dans p" a pour
coordonnées (Ç1, ^2, ..., Ç") et si par rapport à un deuxième repère
M et (x ont respectivement pour coordonnées (y1, y2, ..., y")
et (Y)1, Y)2, ..., Y]") les formules

(19)
^ = a^ + ̂ T,
t=^+t^

x1 == a}̂

définissant le passage du deuxième repère au premier dans
lesquelles la matrice ||a^[] == ||a}|| est une matrice orthogonale,
constituent une représentation d'un groupe G, appelé groupe
Galiléen, caractéristique de la mécanique Galiléenne.

D'après le théorème fondamental du chapitre I, à l'ensemble
des applications de R" X ( dans p" est associée une forme géné-
ratrice de degré n + 2 sur J^R" X (, p") qui dans le premier
repère a pour expression en coordonnées pratiques :

Q^, = S (—l)1"1^ A dp, A dx1 A ... A dx1 A ... dx" A dt •
+ (o A dx1 A ... A dx11 A dt.

Le postulat 3 indiquant que dans un milieu à n dimensions
il n'existe aucun repère privilégié, implique que la forme Q/i+2
doit être invariante par G. Comme dans Qn.^ 1e seu! élément
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qui n'est pas déterminé est (o. les conditions d'invariance
de ûn^a P81* G vont nous permettre de préciser co.

Les formules (19) définissent une application de R" X t X p X G
dans R" X t X p". L'ensemble des jets J^R" X (, p") est contenu
dans J^R" X t, R" X t X p"). La forme Q^a définie sur la partie de
J^R" X t, R" X p^ dont le but est p", remonte par l'application
R" X (X p"X G dans R" X t X p" sur J1 (R" X (, R" X t X ^ X G).
Pour y e G fixé la restriction de Q^a à J1 ( R" X t, R" X ( X ?" X {y})
est une forme û^a.-p L'invariance se traduit par l'égalité

^n-t^f == tt2n+2•

Le groupe G opère sur R" X (, p", et par prolongement sur le
noyau des jets sur l'ensemble J^R^^, p"). Les formules tra-
duisant le prolongement de G sur le noyau sont en coordonnées
canoniques

uf = o^J
u ,̂ = a^^ + ̂

et en coordonnées pratiques :
p^ = aga}^

prl=a^^l+^.
Invariants du groupe G. — II est important de remarquer

que le groupe Galiléen G est un sous-groupe d'un groupe G',
en désignant par G' le groupe linéaire correspondant à une
matrice ||a}|| quelconque. Le groupe G' laisse invariant les
n fonctions algébriques suivantes des p^

J[ == Sp| (S comprend n termes)
Jg = Sp}p{ (S comprend n2 termes)
J^ == ïipJpipÏ (S comprend n3 termes)

J'r = Sp^p^pÇ, ..., p!;(S comprend r€ termes)
J'n == ^P^P^pt? • • • ? pH^ comprend n" termes)

Nous désignerons par J' l'ensemble de ces invariants. Si
on prend le groupe Galiléen G, G laisse non seulement inva-
riant l'ensemble J' mais les normes des vecteurs p^pl, pi,..., p'n)
et plus généralement les normes des r-vecteurs construits sur
les vecteurs p*. [Nous désignerons par J l'ensemble des inva-
riants du groupe Galiléen G.
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Détermination de la forme de Pfaffœ pour que Q^a soit invariante
par G. — Partageons la somme des termes constituant co en
trois :

n

1° (Oc = S X^i dp^\ Nous verrons qu'ils correspondent à
0=1

la partie cinétique du mouvement d'un point de R".
n n

2° ojç = ^ S X? rfp^. Nous verrons que si les X? sont des
a == i i == i

fonctions des py ils correspondent à la déformation du milieu.
3° œ<j = — Hp d^. Ils correspondent au travail élémentaire

d'un champ de forces H<y appliquée en un point p. du milieu,
et ne comprenant aucune action superficielle telle qu'on
l'entend habituellement. Le signe — qui précède Ho provient
du fait que Q^, n'étant définie qu'à une constante multi-
plicative près, il faut le choisir ainsi pour retrouver les équa-
tions de la mécanique classique.

Pour effectuer le calcul de Qn^.2,g partageons les termes de
û^a en deux catégories:

o) ceux de la forme

9c= S {—i}n^dy^dprl/\dxi/\...^dxn+^^dxl^...d^/\dt.
0==1

6) ceux de la forme :

^= S (—i)i^dy/\dp?/\dxl/\...dxi/\...dxn/\dt
<T==1

+ ojd A d^ A ... A dx^ A dt.
Étudions la manière dont se transforme les termes <fç

^= [(— l^^A dp-1 + (— t)n^/\dt]^dxL/\...dxn,
^ = (— \.Y[d^ A dp^' + (Oc A dt] A (^ A ... A dx^.

Comme dans un changement de variables orthogonales
da^ A ... A cLx^ = dy1 A ... A dyn occupons nous uniquement des
termes :

^= à ^Arfpr'+^Affo.»=i
D'après les formules de changement de repère :

c^ == a^ d^ + p'dT, dprt = og dv^ ', (o. = X^,, rfpr '.
^ = oâ(a^ï]P + p'dT) A <^r1 + X^,ag^r1 A ^T,
9, = ̂ F A ̂ r1 + (X^, — ^)og.<^r1 A <i-.
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Or dans un changement de repère X^, = û^.Y^i; XS+i
peut donc être identifié aux composantes d'un vecteur contra -
variant. Il en résulte

XL, = u^F
où F désigne une fonction des invariants de l'ensemble J.
Dans le changement de repère

X;^=F(a^L,+^).
Pour que.92 soit invariante, F ne peut être qu'une constante

égale à l'unité. Il en résulte (Oc === u^^dp^1. Comme le
groupe G laisse invariant la norme du vecteur pn^i, (Oç ne
peut être que proportionnelle à la différentielle de cet inva-
riant qui a pour expression en coordonnées rectangulaires

n

S (pS^1)2- En désignant par S une constante par rapport
<j==i
à G, mais qui peut très bien être une fonction des coordonnées
du point [JL et d'autres paramètres (température, pression)

a>,=^[S(pr1)2].
De (ri,, == u^i dp^* résulte pS""1 == OM^,, par suite en coor-

données canoniques
S ,/ , ., s ,/î^v

^=-2-^.0-=y^-

Au point de vue mécanique il est intéressant de remarquer
que le nombre S n'est autre que la densité et que le vecteur
P^^pS^1) n'est autre que le vecteur quantité de mouvement
du point (A.

De ce qui précède résulte le théorème :

THÉORÈME 1. — En mécanique galiléenne, la partie ciné-
tique (Oc de la forme de Pfaff œ est la demi-différentielle de la
force vive S^2, S densité de la matière au point (A.

REMARQUE. — Quand on utilise des coordonnées pratiques,
l'expression générale de Ça est en coordonnées orthogonales

^=d^^dp^+^d^(prY]
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si les axes ne sont pas rectangulaires à

y, = ̂  A dpr' +^(YCTPgn^n^prlprl).

Étudions maintenant la transformation de 94 :
y,, == S(— I)1'1 d^ A ̂  A ûte1 A ... A dx1 A ... A dx11 A ^

+ (Od A cte1 A ... A â^ A ai.
La présence du facteur dt = dr: dans les produits extérieurs

constituant les termes de 'y^ conduit à ne conserver dans l'ex-
pression de d^ que a^dr^. Si on désigne par A}, le mineur du
déterminant de la matrice a} relatif à l'élément a},
dx' A ... A dx1 A ... A dx^^iy^Aj.dy' A ... A dy^' A ... A dy\

Si on désigne par of l'élément de la matrice inverse de
[[ a}||, A} == det|a|.a{. Comme la matrice a} est une matrice
orthogonale det' \a == + 1, et a{ == a}. Dans le changement
de repère dp\ = a^aj d^ d'où la transformation des termes
de <pd ne comprenant pas (0^ :
((— ly^aW— l)1^} {aïaïd4)aj. (dy1 A ... dy A ... A dy1^ A rfï.

Des propriétés des matrices orthogonales résultent :
a}.a} = 0 si // =^= /, a}.a} = 1 si / / = /.

Il en résulte

y<, == S(—iy'"1 dr^ A d^i A dy1 A . . . A d^ A . . . A dy" A d^
corf A rfy1 A ... A dy11 A CÎT.

Envisageons maintenant la partie (j^ de (o. Dans (0^ = X^dp^
les X? sont des fonctions des p^j. Dans un changement de
variables 00^ = Xfdp'y = Y}0^^, l'égalité tensorielle

X? = a^Y;

montre que les X? peuvent être identifiées aux composantes
d'un tenseur mixte construit sur l'espace tangent à R" et à son
dual. Si M? désigne un tenseur mixte construit sur R" et son
dual on a pour Œ=^ i X? == Mf.foù fest une fonction des inva-
riants du groupe galiléen, pour G (T==I Xi=Ms./*+g ouf et g
désignent deux fonctions des invariants du groupe galiléen G.
La présence de l'invariant g dans l'expression de X} provient
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du fait que dans c^ on peut avoir des termes de la forme
/ n \/ n \ / n \ / n \( S X; )( S dp} dont chaque terme du produit (S Xu> ( Y dp}}
\i=i /\i=i ^ / \i=i / \i=i /
est un invariant.

En particulier des expressions possibles des X, sont:
lo pour <r ̂  i X^ = ^guP1^ pour ^ = i X| = p;:/* + g.

2° Si on considère le produit contracté C?== V nW et

plus généralement les produits contractés à r indices
C? == S pJ.PJ^PJl, • • • ? Pî{ï une expression très générale possible
des X? consiste en une fonction linéaire des Cf, dont les
coefficients sont des fonctions quelconques du groupe G.

Remarquons enfin que l'application du théorème fondamen-
tal du chapitre i donne les équations d'Hamilton généralisées :

^ - YO y ôpo y n
^-xlî j^-^0-

Pour i ̂  n les n2 premières équations par la nature de leur
second membre X? permet d'étudier l'application de R" dans
p" et par suite la déformation du milieu. C'est pourquoi
œrf == X?X^rfp^ correspond aux déformations.

De là résulte le théorème :

THÉORÈME 2. — En mécanique Galiléenne la partie co^ de
la forme de Pfaff, co qui correspond aux déformations du milieu
a pour coefficient X? une fonction linéaire des composantes
d'un tenseur mixte Mf construit sur R" et son dual

X?=My+S?g

S? désignant le symbole de Kronecker, fet g des fonctions des
invariants du groupe Galiléen.

Nous avons ainsi construit une forme Q^g invariante par
le groupe Galiléen G, dont le support est la variété des jets
J^R^t, p"). D'après le théorème fondamental I du chapitre i,
le système associé à û/^g conduit à des équations aux dérivées
partielles du second ordre. Ces équations présentent les carac-
tères voulus par les axiomes de la mécanique Galiléenne. Nous
proposons alors d'axiomatiser cette dernière de la manière
suivante :
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AXIOME. — Les équations de la mécanique Galiléenne des
milieux continus à n dimensions sont engendrées par le sys-
tème des équations extérieures associées à la forme extérieure
Q^i de degré n + 2, ayant pour support la variété des jets
J^F^Xf, p") invariante parle groupe Galiléen G, système dont
on prend les solutions qui sont des fonctions sur R" X < de classe
Ç:(r>î}.

REMARQUES. — 1. L'axiome précèdent entraîne comme il
se doit les postulats classiques I, II, III.

2) Les applications montrent qu'on retrouve ainsi les équa-
tions classiques et de plus qu'on peut en former d'autres dans
un cadre d'hypothèses très larges concernant les déformations
du milieu. Notons que c'est le vecteur d'impulsion-énergie
qui s'introduit naturellement dans les équations aux dérivées
partielles du second ordre.

3) On observera qu'il n'y a pas lieu d'introduire les notions
d'énergie de tenseur de déformations, de tenseur de contraintes
pour parvenir à ces résultats.

4) Un moyen général d'engendrer une mécanique de milieux
continus à n dimensions (le temps étant une des coordonnées
locales dans le milieu) est de considérer sur une vairété Vn
admettant un groupe ou un pseudo-groupe de transformations
G, une forme Q^i ayant pour support l'ensemble des jets
de V» dans V^ et invariante par G.

5) Dans un système de coordonnées pratiques quelconques,
l'expression de la forme génératrice des mouvements des
milieux continus à n dimensions, galiléens est :

(20) un.. = \ 1 (-1)1'1 ̂  A dp1, A d^ A ... dx1 A ... dx71 A dt
1 '= ' + co A dx1 A ... A d^ A dt} y/ g

avec

(o=x?^+^rpgn.,.n.lprl•prl)-Ha^a,
g = det gij.

Les fonctions X? seront déterminées dans chaque cas pour les
applications que l'on désire traitées.
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§ 2. — Mécanique des fils.

On adapte la théorie précédente à la dimension du milieu
considéré. Un fil est un milieu dont deux dimensions sont
négligeables vis-à-vis de la troisième. Les points du fil sont
donc définis au moyen d'une variable SQ, longueur du fil non
soumis à une traction.

A. STATIQUE. — L'équilibre des fils est l'étude des appli-
cations de la droite numérique SQ, dans l'espace numérique à
3 dimensions p8. D'après la théorie générale nous savons que
la forme génératrice des équations de la statique des fils est
une forme de degré deux sur la variété des jets J^o, o3)

3

Qg== ^ rf^A^+oA^o.
<T==1

0^ devant être invariante par les transformations du groupe
galiléen, la partie (D^ de œ doit être invariante et par suite
ne peut être que la différentielle d'une fonction du seul inva-
riant 1 existant dans ce cas, invariant qui est la norme du
vecteur p (pi, pg? Ps)* Soit f(ï) cette fonction de 1

l = 2 (p.)2»
0=1

(o=-^2.p^—H^

(H<j composantes d'un champ de forces dans p8).
Les équations caractéristiques de Q s'écrivent :

^ l o ^ .
-ô^+^Ï^——0 5

^.
ô^o

H^ = 0.

Pour déterminer la fonction /*(!) il est nécessaire de faire
une hypothèse sur la manière dont se comporte le fil.
. a) Fil inextensible. — Désignons par s la longueur de

l'arc du profil du fil dans sa position d'équilibre sous l'action
des forces appliquées. L'hypothèse de la non extensibilité
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3 /ôE°\2
se traduit par ds^ == ck^, d'où Y ( — ) === 1 ; des 3 premières

<j=iW»/
équations d'Hamilton résultent alors

W=-1-\îl/ 41

le signe de Wa devant être le même que celui de (1)̂ , f ==• — \I.
La forme génératrice des équations de la statique des fils

est donc :

Û, = 1 ̂  A ̂ —rf(vp;+pj+p0 A <fc, — H, ̂  A ds,.
-S=i

TENSION. — Si §0 désigne la densité linéaire du fil, on appelle
tension T en un point le produit SoV^I- En remplaçant \/Ï

Tpar -^— on obtient :
ûo

(21) Q, = S d^ A ̂  —^ S po^ + H,^ A (fco
g=l \ 1 <T=i /

dont les équations caractéristiques

^ -L r. ^o n ^P° T-T ni~ + P<î "T = ^î -j— —— H^ == UdsQ * T cko
^o

conduisent à la forme classique en posant —'-=1^dso
dCTu^ . ^ u .-L—Z + OoHo = 0.dso

b) Fil extensible. — Si on admet une loi d'allongement
proportionnelle à la tension

ds=dsQ{i+kT)
des équations d'Hamilton résultent alors

(^(^T,=4^)'.

Comme par définition T = S^ï

^^( i+H^/ i )
^I 2v/I
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d'où

^v/i+^i.
La forme génératrice Qg revêt donc la forme initiale

Û2 = 2 ̂  A dp,—df/\ dsQ — H,d^ A A).

Comme

df=——(l+kr^)dl, df/\ds,=——dl^(i+kT)ds,.

En tenant compte de ds = (1 + AT) dso

df/\dsQ =——dî/\ds==i ^ p ^ d p ^ / \ d s
2\/ï v l< r= 1

d'où la nouvelle expression de Qg en fonction de la différentielle
ds de l'arc du profil de la courbe d'équilibre.

Q.= S ^A^—^Sp^A^—H^ ^^^A^
0=1 vl 1 + n*1-

qui engendre les équations classiques.

B. DYNAMIQUE. — La dynamique Galiléenne des fils est
l'étude des applications de R2 = SQ X t (SQ droite numérique où
le paramètre fixant la longueur du fil au repos prend sa valeur,
t droite numérique temporelle) dans p3. D'après l'étude théo-
rique, la forme génératrice des équations du mouvement est
une forme de degré 3 sur J(^o X t, p8)

(22) û,= 2^A^Ad(—i^A^A<fco

^dV(pîr + (p^Y + (p^Y ds, A dt
+ d^+ (PÏY+ (PÎY ds, A dt—î{,d^f\ds,/\dt.

Exemple. Vibrations transversales des cordes tendues. —
La corde est supposée tendue suivant Ox^ la tension imposée
suivant cette direction est To. On admet qu'il n'y a pas de
déplacement longitudinal 2;1 = x, la vibration a lieu suivant
l'axe des y, il n'y a qu'une seule fonction inconnue S;2 engendrée
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par les équations associées à la forme :
Q, ̂  dy A dp\ A dt—dyf\dp\t\dx

—dt/^y + W A dx A dt + pï dpl A dx A ̂

—H^A^A^.
Les équations associées donnent :

^^P^H (^
ôa; ô(

TSi on suppose -^ très grand devant p^, on peut écrire
T ô£2 °°p1 == — — ° . A - ç e qm donne l'équation classique du second

Sdre ^ ^
To ô2^2 ôT ̂  „
So t W W

REMARQUE. — Nous avons supposé dans Fétude qui précède
l'espace p3 rapporté à des axes rectangulaires. En prenant
un système de coordonnées quelconques dans p3, y^0 désignant
le tenseur métrique sous forme contra variante, il suffit de
prendre pour expression de l'invariant I, 1 = ̂  Popp-

FLUIDE PARFAIT. — Un milieu continu sera dit du type
fluide parfait si la partie co^ de la forme de Pfaff œ est identi-
quement nulle et si en outre il existe une fonction F du point pi

A _

telle que dans œ/i figure la forme -j- d¥ (8 densité du milieu
au point p,).

La forme génératrice des équations sera de degré 5 sur la
variété des jets J^R3 X (, p3).

Q, = (-1)5 | d^ A dp^ A ¥3 + ̂  d[{py + (ri)2 + W A V,
cr=i

/iô(P-3T) HV-AY
' [ à 0^ 7 ' A 4

dans laquelle P désigne la pression, T la température, Hij les
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composantes du champ de forces au point (A du milieu, 8 le
coefficient de dilatation à pression constante, ¥3 = dx A du'A <fe
Vt == V3 A dt.

On déduit alors de Qg :

S^ ^+^-M.,,
d'où les équations classiques :

^- ^ p -^ ) ,^ô(2 ô^ r """
Les fonctions P, T, S, étant des fonctions inconnues auxi-

liaires, on doit adjoindre aux équations précédentes trois autres
en particulier l'équation caractéristique du fluide (P, ,T S) == 0
et la condition de conservation de la masse. Cette'dernière
condition se traduit de la manière suivante : soit j? le vecteur
de composantes (p;, p^, p^, p\ = à), o(j?) désignant l'opé-
rateur des transformations infinitésimales, relativement au
champ p*

9(^)^=0.

Ceci suggère de considérer le milieu comme ayant quatre
dimensions et les applications de R* dans p*. Comme la densité
est variable on envisagera la forme

û.= ^(—W/\dp^/\\,
0=1

+ ̂  «'[(?;)• + (?;)• + (?;)• + (py] A v.+i^M-H'y^js-^•
Les équations d'Hamilton généralisées qu'on en déduit
nt:sont :

^^^-^0 ,,,3)

^àC-^0-
La dernière traduit la conservation de la masse, la condi-
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?^?4

tion imposée p\ = S entraîne — == 1, d'où S;4 == ( + este01
en accord avec le postulat concernant le temps dans le cas
de la mécanique Galiléenne.

REMARQUE. — La théorie des mouvements permanents est
une conséquence immédiate du cas où Qg admet la transfor-
mation infinitésimale associée au champ de vecteurs (0,0 ..., 0 ; ()
ce qui se traduit par :

e(()Û3 = o.

§ 4. — Milieux isotropes à n dimensions :
équations de Navier-Stokes.

La partie (o^ de la forme de Pfaff co peut être une forme
fermée homologue à 0. Dans ce cas il existe pour un milieu
isotrope une fonction E des invariants de l'ensemble J du
groupe G. On ne sait généralement pas déterminer la fonction
E correspondant à certaines propriétés du milieu telles que
volume invariable. C'est pourquoi on se borne à en chercher
un développement limité. D'après le théorème 2 du chapitre i
les termes intéressants sont au moins de degré deux. En se
bornant à ces termes du deuxième degré, il n'y en a que deux

n
possibles (Ji)2 et Jg en désignant par Ji l'invariant ^ P\ e^

1=1
par Jg la forme quadratique des p^y sur le noyau J^R", p").
En désignant par a et (S deux coefficients pouvant dépendre
de la température on a donc

E^+^aW+PW

Ainsi dans le cadre de cette approximation qui est la forme
que prend l'approximation linéaire classique dans cette
théorie, les milieux isotropes à n dimensions {n ;> 2) ne dépen-
dent en dehors de la densité S que de deux coefficients phy-
siques.
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Dans un système de coordonnées quelconques, la forme
génératrice s'écrit :

(23) Q,,, == |S(— l)1'1 d^ A dp^ A ̂  A . . . dx1 A . . . rf^1

+lsrfE(rpgn.i;n^p^lp^l)+^E-x,^CT]Av,^jv/g
où l'on écrit x^1 = t, g = det gy.

La première série d'équations d'Hamilton généralisées
s'écrit :

^-ÔE, ^-l^
ô^~ôp|/ ô^"1^ o i ^+ l . r e + lPP •

Explicitons les calculs. En coordonnées quelconques

E=-j-[x(ps)p+-|r^p^^.
0^Posons ^==u?.

Pour ^ j ^ i u? == pr^y^
Pour or = i u^ == py^j^ + a ̂  p1;.

On a d'une manière générale en désignant par S? le symbole
de Kronecker

^ = ̂ SijPi + aâ?Ji.

En résolvant pi=-rr^cgij{uQ—SjaJi) on détermine J^ = ̂  pJ
P * ^ ^ y==i

en faisant dans la formule précédente p == /

^-^-^^(^-^Ji)-

En posant ^a^Yo^

^ p^== ̂ (u?-^) == -J-^^——J-J, X ̂ $

donc Ji f? + a S ̂  = S^u?.
\ i=l /

Si on pose Ii == S ^o1^?
î ,0

J --—I—
• ~ P + a&i|
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Si on prend même système de coordonnées dans R" et
p'&i =. „, j, - ̂ j^ i,

^=}^(»?-^^)-
Les équations d^Hamilton généralisées

^+^_x^oôt j^l w p

deviennent en utilisant la dérivation absolue :

OA\ „ ^.n^D^n^), 1 gyDu[
(^) ^pg Dt • P ^^ Da^

a 1 PI, y ^Q
p P + raa Da;P p

En particulier en axes rectangulaires g,p = 0 si <r ̂  p,
feï"-i

(̂ ) ^H^-TF^-^0-
Ce sont les équations de Navier-Stokes dans lesquelles A

désigne le Laplacien pour un milieu à n dimensions. En intro-
duisant les coefficients de Lamé X, y-

1 1 Q 1m «=7 , u ' ^-7'
"+XT(I

on les met sous la forme vectorielle classique :

piAÎ+(X+ (x) graS(divî)+î=^(^)-

REMARQUE. — L^ expression de E en coordonnées canoniques
est :

E=y,̂ »?uî-pf̂ W'..?)'.

ce qui donne en utilisant les coefficients de Lamé et des axes
rectangulaires

E = --^SW-1^ + pO W.
-Û (,0 ^
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§ 5. — Forme génératrice des équations de la mécanique
des systèmes rigides.

Les mouvements des systèmes rigides d'un milieu à n dimen-
sions sont des applications de R71 X t dans p" conservant les
longueurs et le sens des figures. On a donc localement

d^ == S (^7 = d^ = 1 (dx1)2.

^0

II en résulte en posant — == u^ le système d'équationsox

S (u?)2 =1, S u?u? == 0.
<j==i <j=i

Pour résoudre ces équations interprétons les géométrique-
ment. En un point (A de coordonnées (^CT) considérons le repère
naturel (p., ej formé du point (x et des n vecteurs e^ de coor-
données (u?), a variant de 1 à n. Ce repère est orthonormé,
le tenseur métrique correspondant est y<jo ==0 si o- =9^= p,
YCTCT == 1 si p == Œ. Il en résulte que les symboles de Christoffel
sont nuls; les n vecteurs e, ont donc des directions fixes, les
Ui sont des constantes,

Les n2 éléments m? sont les éléments d'une matrice ortho-
gonale.

Pour caractériser la partie (o^ == X? dpy de la forme de
Pfaff œ sur le noyau J^R" X t, p") correspondant à un mou-
vement du milieu continu au cours duquel les distances restent
invariables, remarquons que des équations d'Hamilton gêné'

ô^0

ralisées résultent -^ = u? == X?; d'où wd = m?dp^ Ce qui
ox

donne le théorème.

THÉORÈME 3. — Si le mouvement Sun milieu continu est
tel que les distances mutuelles de ces points restent invariables
la partie (D^ de la forme de Pfaff se réduit à une forme à coeffi-
cients constants m? dont Vensemble sont les éléments d9 une matrice
orthogonale.
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REMARQUE. —En vertu du théorème 2 du chapitre i on peut
encore dire que co^ == 0 module une forme de Pfaff à coefficients
constants.

Si VD désigne la variété de groupe des déplacements de l'es-
pace à n dimensions la famille des applications considérées est
donc constituée par des applications de R" X VD dans p" définies
par les formules

^ = nqx1 + ̂

dans lesquelles ||w?|| désigne une matrice orthogonale.
Dans l'application de R" X VD dans p" la forme générale

Q^a définie sur J^R" X t, p") remonte sur J^R" X t, R" X VD).
Comme les applications de R" dans R" se réduisent à l'identité,
la forme Qn+s devient une forme sur R" X J1^, VD). Cette
forme sommée sur un domaine de R" engendre une forme
Û2 de degré deux dont le support est J1^, VD). Or en désignant
par T(VD) l'espace tangent à VD, J^, VD) est homéomorphe
à ( X T(VD); on peut donc énoncer le résultat précédent ainsi :

THÉORÈME 4. — Pour un système rigide la forme généra-
trice des équations du mouvement est une forme de degré deux
dont le support est le produit de la droite numérique t par V espace
tangent à la variété de groupe de déplacementN^)=RnX{SO^,
SO» désignant le groupe des rotations dans R".

COROLLAIRE, — Dans l^espace à 3 dimensions pour un
système de solides, la forme génératrice des équations du
mouvement sera une forme de degré deux sur le produit de la droite
numérique t par des espaces tangents à des variétés de groupes
de déplacement.

REMARQUE. — Le cas du point matériel est un cas particulier
du précédent : Si le système rigide est animé d'un mouvement
de translation VD se réduit à R3. Le mouvement du système
se réduit à celui d'un point matériel dont les équations du
mouvement sont engendrées par une forme de degré deux sur
la variété de dimension 7 : t X T(R3).

Conséquence. — II est très important de remarquer que les
équations de la mécanique du point matériel, et les équations
de la mécanique des systèmes rigides se déduisent naturellement
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des équations de la mécanique des milieux continus, tandis que
la déduction inverse nécessite de faire appel à un postulat
concernant des forces dites « intérieures » qui sont complètement
inconnues.

§ 6. — Rôle des tenseurs symétriques.

On peut être assez surpris que pour traiter la théorie des
mouvements des milieux continus, nous n'ayons eu nullement
besoin d'introduire la notion de contraintes. Examinons les
conséquences de l'introduction d'un tenseur symétrique T^
deux fois contravariants pour rendre compte des mouvements
d'un milieu continu à n dimensions. Soit î un champ de vec-
teurs covariants sur R" de composantes a,. Le produit contracté
T^'o, = f1 est un vecteur contra variant /*. D étant un domaine
quelconque de R", le flux de f à travers la frontière de D notée
ôD est:

J;..(?)v.
en désignant par Vn la forme volume sur R\

Pour tout champ î laissant invariant le ds2 du milieu, c'est-
à-dire vérifiant les équations de Killing, on écrit que la somme
des puissances des forces en action dans le volume fermée D
et sur sa frontière est nulle. Si X désigne le champ de forces
existant en tout point du milieu on a donc :

J^(?)Vn+^.î)V,,=0

condition qui s'écrit encore :

.f»<œv.+j;(x.î)v.-o
ce qui donne en utilisant des coordonnées cartésiennes :

J'(i^+x^v.=o.
jD\ i==i oa; /

L'intégrale précédente étant nulle en particulier pour des
champs 1. uniformes

n Î\TV
S-J+X^O.^ >yii=l °^
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Un rapprochement s'impose entre cette équation et l'équa-
tion homologue du système Hamiltonnien généralisé

v^ x -o
AÔ^""^-""-

Comme cette dernière n'a pas le même caractère tensoriel,
utilisons le tenseur métrique deux fois contravariant y^0 pour
mettre sous forme contravariante p'y et Xçy.

p1? = Y^ XP == y^X^.

En utilisant des axes rectangulaires on obtient :

â,^-—0-
En égalant l'indice / à p on en déduit que les composantes

T17 du tenseur symétrique sont solutions du système d'équa-
tions aux dérivées partielles :

(27) v^-v^( ' ÀÔ^ à^
où les p^ figurant au second membre sont des fonctions des xh.
ô^ , . , .- . déduites des équations d'Hamilton généralisé

|^=X?(..,^..,p;o,...), ^=W.

Le système (27) étant linéaire on obtient la solution géné-
rale en ajoutant à la solution particulière du système avec
second membre, la solution du système sans second membre

i^=0 /(làn).
^iOX

On résôud ce dernier système de la manière suivante : don-
nons-nous n constantes arbitraires (îp en multipliant l'équa-
tion de rang / par (^ et sommant par rapport à /, on obtient :

^^=0-y=i ox

En posant \\^\\ X ||(î,||==91 on a l'équation ^ -^= 0 qui
i=i ̂

exprime que la forme (— l^y^ A ... A dx1' /\... A dx" est
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fermée. Comme dans R" elle est homologue à 0, il existe
une forme de degré n — 2 telle que l'on ait :
(—l) i+y(fa; lA...A<^^A...A<to»

==4(—l)i+Aj/•^...A dx1 /\...dî> A...A<to»]

^(-ir^
S"=^(91-^).

La solution du système sans second membre s'exprime donc
au moyen de n(n—1) fonctions arbitraires. Les contraintes
exprimées au moyen d'un tenseur symétrique du second
ordre sont donc complètement inconnues puisqu'on a aucun
moyen de déterminer les fonctions 5y. C'est pour cette raison
qu'il ne faut pas introduire le tenseur des contraintes dans
les équations de la théorie des milieux continus.

Pour parer à l'indétermination du tenseur des contraintes
on fait classiquement l'hypothèse de l'état neutre, ce qui
revient à convenir que l'on prend pour solution générale la
solution nulle et l'on se contente de la solution particulière.

Détermination d'une solution particulière du système (27). —
Le tenseur p^ étant un tenseur mixte quelconque, il en est
de même du tenseur contravariant p11 = Y^p1?. Comme par
hypothèse T17 est symétrique on obtient un tenseur symétrique
en considérant le tenseur {^pïj 4~ T^pi)*

Pour i ̂ =. j posons T'1 =^ — 7^ — ̂ pi = — p^ — pii.
n ôT^ n ÔD17

Pour i = j de l'équation ^ —^ == — ^ -^-j valable en
1=1 ̂  1=1 ̂

axes rectangulaires (en axes quelconques il suffit d'introduire
les dérivations absolues) on déduit

^^_n_i^_ _ ̂
ô^~~ ;èi^1 ^ito1'

En tenant compte des valeurs des T17 pour i ~=^ j

^=+y^4.y^_y<
W l ;̂  W • .̂ i ïx1 ^ ̂

-_^4-V^Pi i-_2&^'4-VÔ-^.
~ ^'iL^xi~ ô^^.à&a/
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Par une intégration par rapport à ^ on en déduit :

T^ = — 2p" + f i ô£^ + este.
J i = = i oa;

REMARQUE. — Si on désire exprimer le tenseur des contraintes
en fonction des dérivées partielles du premier ordre de l'appli-

ôE0
cation de R" dans p" u? = . des équations d'Hamilton
généralisées on déduit x

u!=X?(...pi...^...xh.^ p^y^u?..,^..,^...).

Ce n'est qu'après cette résolution que l»'on peut obtenir
l'expression des T17 en fonction des u?, ^<ï, rc\

CAS PARTICULIER. — Effectuons les calculs dans le cas de
l'approximation de Navier-Stokes.

En axes rectangulaires d'après les formules du § 4 :

pour / -=f=^ i

pV = 1 g"u^ d'où T1^ == —1 W + ̂

pour / == i

r^j^n^11' >vec Il=.2•'!>
^^^^jfT^

^f^'-^1^^ ̂ ^^^^^
i^=^i^

;ĵ ^.^-^^:^5+c)^(,,+c)

en désignant par C une constante.

Finalement T^ = - [j- ̂  + -j- ̂  I. + ̂ - (I, + C)] ̂
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En introduisant les coefficients de Lamé ces formules
s'écrivent :
pour i =/= /

T^==+^^+^})
pour i == /

T^=2^^+^(X+^)-riIi-^C=2pLg^+g^

Si on introduit le vecteur déplacement î dans R" | === î + ^
pour i =^j u{ = p{, pour / = i uj = ̂  + 1, les formules
précédentes donnent

T^p/^+^Y•V^ô^/T'=2^+\|ë+^+3x-^•
Ce sont les formules classiques si on prend la constante

^ _ 2(x + 3X
V-

Rôle du tenseur des déformations. — Achevons l'étude du rôle
des tenseurs symétriques par celui du tenseur des déformations.
Si dans p" le tenseur métrique est y^, d^=^d^d^ et si
dans R" le tenseur métrique est gy, d^= g^dx^dxi, on appelle
tenseur de déformation le tenseur^ tel que d<j2—d^=e^dxid^,
d'où l'expression du tenseur des déformations en fonction des
coordonnées canoniques sur J^R", p")

^ = Yop^ — gij.
Au moyen des équations d'Hamiïton généralisées:

^=X?(...^ ..,^, ...,^, ...)

on obtient l'expression du tenseur des déformations en fonc-
tion des coordonnées pratiques

^ = Top X?X; — g^.
Donc quand la forme (o^ est connue on a immédiatement le

tenseur des déformations en fonction des coordonnées sur
J^R", P71). Mais inversement si on connaît le tenseur des



FORMES EXTERIEURES ET MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS 335

déformations sur R" c'est-à-dire son expression en fonction
des variables x\ il est important de remarquer que cela ne
suffît pas pour reconstituer la partie (o^ de la forme de Pfaff
sur l'ensemble des jets J^R^ p").
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