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SUR LA STRUCTURE
DE LA SUITE DES DIVISEURS D'UN ENTIER

par P. ERDÔS et G. TENENBAUMQ

1. Introduction.

Le point de départ de ce travail est une conjecture d'Erdôs
datant de plus de quarante ans :

Cl : Presque tout entier n possède au inoins deux diviseurs
d , d ' teisque d<d1 <2rf .

En 1948, Erdôs a montré que la suite des entiers satisfaisant à cette
condition possède effectivement une densité asymptotique mais sa
méthode ne permet pas d'établir que cette densité a pour valeur 1
[2]. Une justification heuristique de Cl peut être formulée ainsi:
comme le nombre des valeurs distinctes des quantités l o g d ' / d ,
d et d9 parcourant les diviseurs de n, est égal à

c^d{d\n,df\n: ( d , d r ) = l } = n (21/4-1)
P^n

et peut donc, grâce à un argument classique, être évalué par
(log n)10^3+0(1) pour presque tout n, on peut s'attendre à ce
qu^un intervalle 1 inclus dans [— log n , log n] et de longueur X
contienne usuellement \(log ^)log3~"l+o(l) points log dfd9 dis-
tincts ; la conjecture Cl exprime que dans le cas 1 = [—log 2, log 2]
le nombre de ces points est au moins égal à 2.

Cet argument a conduit Erdôs à formuler la conjecture plus
forte suivante, qu'il a annoncé pouvoir établir en 1964 [3] :

(<1) Laboratoire Associé au C.N.R.S. n° 226.
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C2 : Pour tout réel positif e et presque tout entier n, on a :

1 + (logw)1-1^3-6 <min ^- : d \ n , d f \ n , d < d f (
< 1 + (logn)1-10^6.

Malheureusement, alors que l'inégalité de gauche a été récemment
prouvée, sous une forme légèrement plus précise, par Erdôs et Hall
[6], celle de droite doit pour le moment rester conjecturale.

Fondée sur le même argument heuristique, une autre conjec-
ture est énoncée par Hall et Tenenbaum dans [9] :

C3 : Pour tout réel a de [0,1] et presque tout entier n,
on a :

d1 }
U ( ^ , a ) : = c a r d d\n, d'\n : (d, d ' ) = 1, log— <(log^

d )
= (log ^)iog 3-i+a+o(i)

Dans leur article les auteurs prouvent que l'inégalité
U^.a^dog^3-1^0^

a effectivement lieu pour presque tout n, mais ils n'obtiennent
pas la borne inférieure souhaitée.

Désignons par r(n) le nombre des diviseurs d'un entier n ;
dans le but de prouver Cl , Erdôs a introduit la fonction arithmé-
tique n —>T+(n) égale au nombre des entiers k pour lesquels
l'intervalle ^^^^t contient au moins un diviseur de n. On
a toujours T^(n) < r(n) et il suffirait, pour prouver Cl , d'établir,
pour presque tout n, l'inégalité stricte.

Cela a conduit Erdôs (voir par exemple [4]) à émettre la conjec-
ture suivante :

C4 : Quitte à négliger une suite d'entiers de densité nulle, le
rapport r^(n)lr(n) tend vers 0 lorsque n tend vers
l'infini.

L'un des objets de cet article est de réfuter C4, prouvant

même que toute suite QL telle que lim ——— = 0 est de densiténe a r(n)nulle
Plus précisément, nous obtenons le résultat quantitatif suivant :
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THEOREME 1. -Pour tout réel positif e il existe une constante
positive c(e) telle que, pour tout réel a, 0 < a < 1 , la densité
supérieure de la suite des entiers n satisfaisant à T^(n) <:aT(n)
ne dépasse pas c (e) a1 ~ € .

Remarque. — Ce résultat laisse augurer que la fonction arithmé-
tique r^/r possède une fonction de répartition continue et crois-
sante sur [0,1].

Le reste de cette introduction est consacré plus spécifiquement
aux propriétés de l'ensemble ordonné des diviseurs d'un entier ; nous
notons 1 = d^ < d^ < ... < d^ = n la suite croissante des divi-
seurs d'un entier générique n.

Les conjectures Cl et C2 peuvent être traduites par des éva-

luations de la quantité min \-i^- : 1 < i < r — 1 . Dans [10],
(. di

Tenenbaum a établi que la fonction

^(n) := (log n)-1 max log -f-4-1- : 1 < i < r - 1
( di )

possède une fonction de répartition continue sur [0,1] et «voisine»
de l'identité. A une légère modification près, la démonstration du
lemme 7 de [10] implique le résultat suivant :

Soit n un entier dont la décomposition en produit de fac-
k vleurs premiers est n = II p.', avec p^ < p^ < ... < p^ ; alors

T-I rf^i k ^--i p,
maY —-—— == TT»Î»Y n / TT n •

• • » * < • 14.1 " / — * f»on a max —— = max p.l n p 1
/=i d{ / = i 7 f = i '* j I - S . * = 1

Erdôs et Hall se sont intéressés à la fonction

f(n) := card {/ ( l < i < r - 1) : (d,,d^) = 1},

fournissant en particulier une minoration non triviale de son ordre
maximal [5]. Cependant, aucun résultat satisfaisant n'a pu être
obtenu pour l'ordre moyen de f(n).

Parallèlement à l'étude de f(n), on peut considérer la fonc-
tion

g(n) := card {i(l < i < r - 1) : dj^}.
Nous montrons le résultat suivant :
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THEOREME 2. - Pour tout réel a de [0,1], désignons par
A(a) la densité supérieure de la suite des entiers n satisfaisant à
g(n)<ar(n). Alors on a lim A(a) = 0.

a-»>0

Ce résultat avait été conjecturé par Montgomery lors du Sympo-
sium de Théorie Analytique des Nombres de Durham (1979). Son
argument heuristique était le suivant : soit n un entier et p son
plus petit facteur premier; quitte à négliger une suite de n de
densité nulle on peut supposer log p < (log n)0^ ; de plus, la moitié
au moins des diviseurs de n divisent n / p , et, si dj — mais
^i^i+i on a ^/+i < P d { , or la mesure de U ] logrf,, logp d,[

^i\(nfp)
ne dépasse pas r(n) logp, elle est donc usuellement < (log n)1062^0^
et l'on peut s'attendre à ce que la proportion des log ûf^ contenus
dans cette réunion tende vers 0 comme (log Tî)10»2-1-1^1) ; le ré-
sultat espéré nécessite seulement qu'elle soit majorée par une cons-
tante < - .

Ainsi une même idée sous-tend les théorèmes 1 et 2 : les divi-
seurs d'un entier usuel ne sont pas trop souvent trop proches. Le
théorème 2 appelle encore quelques remarques :

(i) Si le rapport de deux diviseurs consécutifs d'un entier n
est entier, il est égal au plus petit facteur premier de n.

En effet, si p est ce facteur premier, avec pv\\n, et si ûf, |ûf,+i
ou bien p^rf/ et l'on a ûf/+i = p d f , ou bien pv\d^ et l'on a
^+1 = = ? ^ / » °ù q est un facteur premier de n supérieur à p , or
ce second cas est absurde : il implique que le diviseur q - J d e n
appartient à l'intervalle ] û f , , ûf/+i [. p

(ii) Le théorème 2 est le meilleur possible, en ce sens que pour
tout a > 0 on a A(a) > 0. En effet, notons 2 = p^ < p^ < ...
la suite croissante des nombres premiers et désignons, pour chaque
indice k, par r = r(k) le plus grand entier satisfaisant à p^ < lp^.
Alors r(k) —^ oo et pour k assez grand on a (r + 2) î"^ < a.
Considérons la suite OL des entiers sans facteur carré qui sont mul-
tiples de p^ ... p^y ; QL est de densité positive ; de plus, si n G QL
et si df est un diviseur de n divisible par p^ mais non par p^y
avec 0 < ; < s < r alors d^ < pk^ d^ < 2d/ donc d^d^ ;

Pk-^f
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on en déduit, pour n dans QL
çt,1 ( / /-i \ r \

g(n)<^ card ^\n:(d,n^ p^)= 1 et ^P^\d\

<(r+ 2)2-r-l T(^)<ar(yz).

(iii) Notre démonstration du théorème 2 pourrait donner
une majoration explicite de A(a) en fonction de a. Cette majo-
ration est certainement très éloignée de l'ordre de grandeur véri-
table de A(a), aussi nous n'avons pas cherché à la calculer.

(iv) II est probable que la fonction arithmétique g / r possède
une fonction de répartition continue et croissante sur [0,1] mais
nous ne pouvons pas le prouver.

Un autre aspect de la structure d'ordre des diviseurs d'un
entier est considéré dans le résultat suivant :

THEOREME 3. — Pour tout entier n et tout réel Ç > 1, posons

A ( Ç , n) = IT —1- où l'apostrophe signifie que le produit est étendu
' d.aux valeurs de i G { 1 , 2 , . . . , r - 1} pour lesquelles on a -i±L < n^.

di
Si $ = ^(n) est une fonction croissante tendant vers l'infini avec
n de façon que ^(n)/logn tende vers 0 en décroissant, on a, pour
presque tout n. log^a>'o = Çiog2-i+o(i)

\ogn

Comme nous le verrons dans la démonstration, ce résultat si-

gnifie que les rapports —tl intervenant dans le produit A(Ç , n)
di

sont essentiellement ceux pour lesquels d, et d^ ont les mêmes
facteurs premiers supérieurs à n^.

2. Notations.

Les lettres a , b , d , i , j , k , m , n , v , r , s , t désignent des
entiers non négatifs, alors que les lettres p et q sont utilisées exclu-
sivement pour des nombres premiers.

a \b signifie a divise b\ a\bvt' signifie que chaque facteur
premier de a divise b ; pv\\a signifie que l'exposant de p dans
la décomposition de a est exactement v .
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Les lettres c , c^, c^ désignent des constantes absolues posi-
tives. Dans l'utilisation des symboles « de Vinogradov, toute dé-
pendance éventuelle en fonction des paramètres a , 6 , . . . sera in-
diquée sous la forme «„ Q .

Nous notons r(n) le nombre des diviseurs d'un entier, n et
Sî(n) (resp. <^(n)) le nombre de ses facteurs premiers, comptés avec
(resp. sans) leur ordre de multiplicité.

Le plus grand (resp. le plus petit) facteur premier d'un entier
n>\ est noté f(n) (resp. P~(n)). Par convention P^l) = 1,
P~(l) = + °°. Pour chaque valeur du paramètre réel a> 2, on
note w 1—> \ (n ,a) la fonction caractéristique de l'ensemble des
entiers n > 1 satisfaisant à f~~(n) > a et l'on pose :

r(n, a) := ̂  \(d, a),
d\n

iî(^ 0) := S V

pv\\n,p<a

a;(/î, a) := ^ 1.
pl/(|n,p<CT

Pour tout réel 6 > 1, nous définissons une fonction arithmétique
r'1'^, 6) par la formule

T^,^) := card{<:eN: 'Sd\n : ek < d < ̂ +1};

dans le cas 0 = 2 , nous notons simplement r^(n, 2) = r^^O.
0

Le symbole ^ indique une sommation restreinte aux couples
d . d ' \ d9

d'entiers (d, d ' ) satisfaisant à d ^ d ' et - < - < 0 .v a
Enfin, par convention, une somme (resp. un produit) portant

sur l'ensemble vide est nulle (resp. égal ai) .

3. Résultats préliminaires.

Nous ferons grand usage du résultat suivant, dû à Halberstam
et Richert [7] et généralisant un résultat de Hall.

LEMME 1. — Soit h un fonction multiplicative réelle satisfai-
sant, pour tout p, à 0 < h(p1) < X^ X^ (/ = 0,1, 2, . ..) où
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\ > 0 er 0 < \2 < 2 ; 0^2 û po^r ;c > 2

^ A^X^—"- H ^ h ( p f ) p - f .
n<x log^ P<^

Au cours de la démonstration des théorèmes 1 et 2, nous uti-
liserons la généralisation suivante du lemme 1 :

LEMME 2. - Soient u et v deux fonctions arithmétiques mul-
tiplicatives réelles satisfaisant, pour tout p, à

0<u(p^)v(pf)<\\f 0,; =0,1 ,2 , . . . )
où X , > 0 0 = 0 , 1 , 2 , . . . ) et 0 < \ < 2 .

Si l'on pose, pour tout p ,
00

^ u(p'^) v(p') (1 + / logp) p-i
w(p') = ^°———„—————————————— (i=ï,2,...),

^ u(p')v(pl)p-i
1=0

alors on a uniformément en k > 1 et x > 2
^ «(À:») v(w)

y»^y __ __ jy 00« n w(p1) n M(P') .— n ^ ^(pQi;(pQp-/. (i)
P'II^ p'Ilfc lOg .y P<^ • n
p<jc p>;c / -w

Remarque. - Sous certaines hypothèses supplémentaires (par
exemple ^ ( ^ ) > 0 pour tout n) on peut supprimer le facteur
( 1 + / logp) dans la définition de w ( p ' ) , ce qui rend le résultat
optimal - cf. par exemple [ 1 ] Théorème T. Dans le cas général, cepen-
dant, ce facteur supplémentaire est indispensable, comme le montre

[ x rl'exemple suivant : k est un nombre premier de l'intervalle — » x ,
u(l) = u(k2) == 1 , u(n) = 0 pour n ̂  1 ou k2 , v(n) = 1 pour
tout n ; l'inégalité (1) s'écrit alors : 1 « ' 4' log k -x— .

k log x
Démonstration du lemme 2. - Le cas des facteurs premiers

> x de k est trivial ; nous supposons donc P^Çk) < x .
On a :

^ u(kn) v(n) logx
n<x == ^ u ( k d ) v ( d ) ^ u(m)v(m) j log ^ + log d

d\k°° m<x/U ' a

(w,fc)=l
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Dans un premier temps, le lemme 1 appliqué à

u(n)v(n) si (n, k) = 1
n \—> h(n) =

0 sinon
permet d'écrire

S ^(w)i;(w)logx/û?«^ n Y u ( p ï ) v ( p i ) D - i -
m<x/d d P<x ,— f ' \i. î f »

(m,Â:)=l pJfk f~'v

ensuite on a la majoration triviale

Z ^(w)i;(w)logrf< ^ logrf Y ^(^)^(m)
^<^ d ^ rn
<w'^=l (m^)=i

<^logû^^. Z^^)^^)^-7
P<^ 7=0

on obtient donc p

^ ^(^)i;(w)
W^ Y

^ ^ y. U(Â:rf)l>(d)<< iogT^- —^— <1 +10^) ,£ 1 "(^) v(pi) p-< ;
P^k /=0

le résultat s'en déduit en remarquant que, pour tout d ,
1 + l o g û f < n (1 + / logp) .

pHci

LEMME 3 .-Pour tout couple (ff, a) des réels satisfaisant à
1 <lî<2 et a>2, notons 6(j3, a) la densité supérieure de la
suite des entiers n satisfaisant à T(n,a)<r(n) (log a)-^2

On a 6(<3, a) «^ (log a)^-1^10^ .

Démonstration. - On a, pour tout n, r(n, a) > î-^^^n)
1 v ''

d'où Ô(P, a) < lirn^p ^ card {^ < x : Î2(w, a) > j3 loglog a} .
D'après le lemme 1, on a pour 1 < y < 2

il ^^^«xOogay-1 ;
n<x '

cela implique

ô(^3, a) < lim^p — ^ j/»(^)-^iogioga<^ (log a)^--1-^10^^
^00 x n<^ ^

d'où l'on tire le résultat annoncé en choissant y = j3.
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LEMME 4. — // existe une fonction d'une variable e l—^ ^(e)
telle que, pour tous réels e, Ç , a , 0 satisfaisant à 0 < e < — ,
S>Ço(e ) , a>0>2, il existe une suite d'entiers QL possédant
les propriétés suivantes :

(i) Pour tout n de QL, f~(n) > Q .
(ii) La densité inférieure de QL est au moins égale à

O-dog^9/10)62) n (i-1)p<e \ p i
Q

(m) Pour tout n de QL, ^ \(d, a) \*(d) > — T(n, a)
d\n lu

où \* est la fonction caractéristique de l'ensemble des entiers d
satisfaisant à

| î2(ûf, u) - -, log(log u/log a)\ (2)
sup ————,—„——.——-,———— : exp {log ç . log a } < u < n < elog (log u/log a) r ' }

Démonstration. — Supposons a et 6 donnés comme indiqué
et définissons, pour tout y de ]0,2[ et tout u > a une fonction
arithmétique par

f(V , u ,n) = x(" , 8) r(n, a)-1 ^ y^^ x(d , a) ;
d\n

c'est une fonction multiplicative ; on a pour v > 1

/ 0 si p < 0
\ 1 si Q < p < a

f(yîu-pv)=}(^^tyl si a<p<u
;=0

\ 1 si u < p .

En particulier, on a pour tout v > 1

0 <f(y, u, p") < (mïx [ l , y})" ;

on peut donc appliquer le lemme 1 ; on obtient pour x infini

^/(..«.^«^nfi-i)^)"-"1, <3)
n<x ' P<9 v p / ^loga/

la constante impliquée étant localement uniforme en y .
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En remarquant que l'on a pour tout n

X(n,0)T(n,a)-1 ̂  \x(d,a):d\n, Sî(d, u) > ̂  log logu

' 2 log a

^•"•"O'̂ '. ^<y<^.
et

X(n,e)T(n,o)-1 ̂  X ( d , a ) : d \ n , Sî(d, u) < y- log logu-
2 log a^•""•o'̂ . s i °<^< ' .^log o

on obtient, grâce à (3), en choisissant successivement

Y - y,= l + 1,96e et ^ = ^ = 1-1,96e, pour e < 1

? ^SJX^o):^,!^,.)-1^n<x T(n,a) log a

> 0,98 e log log M
log a

«x n (i-l^yf10^^^-1-^^
p<o V p/.^ Viogo''p<e \ p / ̂  viogo

i-\ /i0^
p ) Moga/

«x n (i-1)^)-1\ /lOg ^\-0.901 g2

•g a/

logi^

(4)p<e \ p / Moga/

n(rf, M) — — log
_______2___log aA(rf,^)= log u

log a
log

Posons :

et
^ = exp {ek log a. log ^} (k = 0,1, 2 , . . .);

d'après (4), on a :

V x(n9 e) V r ^
^ ^To)' 2:{x(rf,a):d|^^up|A(rf,^)|>0,98e}

^^p". (^p) î (^logf)-0'90162

<ÏÏ^^.( l-^)( log^(9/ lo)e2î

<cx n

pour f > ^ ( e ) .
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Comme pour u G [u^, u^^ ] on a :
1 \ / . , . . 1 \ . , - .

(l ~ i , i,)^ ' "t) - 7-——,-) < A(d, ù)•< loglog I; ' v loglog J i 1

<(A(d, Ut.,) + ——!——\ (l + ——l-——\
\ fc+l/ loglog^/ V loglog Ç/

1 \ /- . 1

pour tout d et tout $ > ̂  , on voit finalement que, pour

S > ̂ o(e) : = max Ui(<0, $2 , exp exp 1/0,01 e},

^ X(«,0): n<x, S x(d,o)X*(<0< ^- r(n,o)
din 'O

<x n (i-^dogo^9/1^2,
p<0 v p '

ce qui achève la démonstration du lemme 4.

Remarques. - (i) L'énoncé du lemme 4 reste évidemment va-
lable si l'on y remplace Sî(d, u) par o?(d, M) et, quitte à restreindre

9
e, la constante ^ par toute autre constante numérique < 1.

(ii) II est bien connu que, pour presque tout diviseur d d'un
entier usuel n, et u assez grand, on a Î2(d, u) ^ — Sî(n, u) ;
cela découle, par exemple, facilement de l'inégalité suivante, valable
pour tout n, et établie par Hall dans [8],

S lo;(d)~ L ^(n)\2 < \ r(n) [\^(n) - Î2(n)|2 + œ(n)}.
d\n 2 4

Notre lemme 4 exprime la même idée, de façon quantitative, et, en
se restreignant aux diviseurs d tels que P~(rf) > a des entiers ^
tels que P~(n)> Q .

(iii) Si l'on désire obtenir un résultat valable pour presque tout
n et une estimation plus précise de la différence entre î2(d, ù) et
son ordre normal lorsque u —> o° avec n, on peut appliquer, à
quelques légères modifications près, la méthode employée au lemme 4
pour prouver le résultat suivant :

Soit e un réel positif et ^ = fi(n) —> oo, alors on a pour
presque tout entier n

( \Sî(d,u)- -^ loglog u\ \
c a r d { d : û f | ^ , sup — — — — — — — — — > 1 + e ^ =o(r(w)).

)t<u<n (loglog U . logloglog U)112
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4. Preuve des théorèmes 1 et 2.

PROPOSITION 1. - Soit (e , ç, a, 0) ^ système de nombres
réels satisfaisant aux conditions du lemme 4 et QL une suite d'en-
tiers possédant les propriétés (i), (ii) et (iii) du lemme 4.

Alors on a, pour tout n de QL,

4 r(n, a) 1 6

ïr^^T^J-,^^- ^

Démonstration. - Pour tout n de QL, désignons par
k^ < ... < ky la suite des entiers k pour lesquels on a

vW := ^ {x(d,a)x*(d):d\n,ek<d<eîc+i}> 1.

Alors r ^ r ' ^ C n , 0) et
r r

X(ûf, a) xW > Z W (^,) - 1) > S î/(^)2 - ̂ (", o).S
d.cf'ln /=! 1=1

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc

S X(ûf, or) x^ûf) 2 = t W 2 < r ̂  y(k,)2

d\n i=l i= i
v

^T^n^O) S X(ûf,o)x*(ûf)+r(w,o)
d,d'|w

La conclusion souhaitée découle de cette inégalité puisque, grâce
4

au lemme 4, on peut minorer le membre de gauche par — r(n, cr)2 .

PROPOSITION 2. - 5'ojY (e, f , a, 0) un système de nombres
réels satisfaisant aux conditions du lemme 4, et supposons donné un
réel y de ]0 ,1 [. Si l'on pose pour tout n

f( \ X C ^ » 0 ) ^ ,. . ^..f(n) :== ——— ^ x(^, o) X*(û?), et
r(n) d.d'\n

f,(y , n) :== —— t x(rf, o) S y^'^ X( t , a),
T^^ c/d^lw . n

0^<rf<^+I 'cfûf' ,, ^ i ^ ^
( ^ = 0 , 1 , 2 , . . . )

ator5' o^ a
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/<"><(2'^^^8'îr<T""" 2 ^•"•"/̂ .»).
"4gf («

Démonstration. — On a :

^'^ ^ S S X(^a)x*Wv y j^r10^ î" j"^og^ (^>1.0fc<d<^+l ^'dd7

il suffit donc de montrer que

)̂ < hk io^J^\-(^^y ̂ (^) (7)
v log a 1

pour tout m > 1 et tout ^ > [̂  > 1 l^g-a .
Llog0j 2 log0

D'une part, si ^ > -og^ . log ç et x*(w) = 1 on a -log o

^,0^<(l4-e)log(41^g0)
^2 -' v log a '

donc
ySî(m.e^ ^-(y+^)»og^ ^/logg\-(^-4-e)iogy

^Vlog0/
et (7) est bien vérifiée.

1 log o los o
D'autre part si ~ -—. < k < -—-_ . log $ , on a :

2 log0 log0

Sî(m , 0^) < S2(m , exp {log ^ . log a}) < ( ï . + e) loglog ç

d'où l'on déduit encore que l'inégalité (7) est satisfaite.

PROPOSITION 3. — Avec les hypothèses et notations de la pro-
position 2, on a uniformément pour x > 02<^~ l et k > 1

S f^Y , n) «e ^(log a)-y k^-^2

n<x
k(y-W + (^jce1-2^-1^2 4- (log o)y12

(log2x01-2fc)l/2

Démonstration. -Posons : Sjç(x, y ) = ^ fjç(y,^)- Après
interversion de sommations on peut écrire
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S^0c,30= f E x(^,o)^<^) S T(mrAf)-1.
d , d ' t<x/dd' m<xltdd' (Q\

^<d<^+l w

Nous dirons qu'une fonction multiplicative w est «de type r~1»
s'il existe un réel 6 > 0 tel que w^p") = ——— 4- 0(p~6) pour tout
v > 1.

Le lemme 2 permet de majorer la somme intérieure de (8) : on a
wAtdd1) / x ^1-^.^-«--o06^)-7

«u^(rAQ S O0^) 2 C11)
_ m<x/tdd'

où w^ est de type r~1 .
En reportant dans (8), on déduit

S^(x . y) « S X(ûf, o) ̂ "^^) S (log mf2

d,d' m<x/dd'
o^<^i ^ v^.^xCf.oïw^^').

f<x/mdd'

Le lemme 2 permet à nouveau d'estimer la somme intérieure, on a :
y-i _i

zw^dd'XIogo)--''72^ 2 (logz) 2

I si z>0*
y

^ y!ï(t^) ̂ ^ a)w^tdd1) «^ zw^d^XIogar^Oogz)^"1

t<z si a < z < 0 f c

w^(dd9) si z < a
où u^ est de type r~1 .

Il existe donc une fonction 1^3 de type r~1 telle que

S^x, y) «, (log ayyl1 i x(rf. a)y^(s^ w^dd') {A^(x)
d,d1

^^«^i + B^(JC) + C^(x)} (9)

où l'on a posé

(*) Ici et dans les calculs qui vont suivre, (log l)"1 est systématiquement
interprété comme valant 1 dans une sommation.
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x v -i izl / xel~2k\-l.
A^) = ftTk ^ Oûg^) 2 k 2 m~1 (log ———) 2

9 m<^l-3fc v W /

JC _̂1

« —— À: 2
0^ K

^W = ̂  S (logm)"^-1 (log ̂ 1-^^-1
17 x61-3k<m<x61-2k v ^ /

<S ^(log^1-^)2^
et
C^)==^ (loga)^2(log2Je01-2fc)~2'.

Enfin, d'après le lemme 2,

^ X(rf,o)^<^)w3(^)

Qk<ddd<6^ «, ^ 1: w,(d-) (loga)-^ ̂ -1

^-^d^^î

(où W4 est de type r"1)
y-3

«Q 6^ (loga)-^2 k 2 .

En reportant dans (9) et en tenant compte des évaluations de
A^(x), B,,(x), C^(x), on obtient le résultat annoncé.

PROPOSITION 4. - Soit f la fonction arithmétique définie à la

1 - Y + ^ log y
proposition 2. On a pour 0 < y < 1 et 0 < e < — —————~———

log y

S /(^«.^(logêf^^^^dogar^+oCx). (10)
W<JC ' '

Démonstration. — On a, d'après (6),

S /(")«,„ (^r^- ^ .̂e).̂
vloga/ iâf-T(-ëf),

S fk(y,n);
n<x

utilisant la majoration de la proposition 3, il vient
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2: /(«)«,„ (logî)-^10^ (loga)-^^10-
M<JC /

x S ^-^(y^^+oOc) ,
ïg-^^O

la quantité o(x) provenant de la sommation des termes en
(log IxO1'^ ), traitée par intégration par parties.

l - y + y log^
Pour e < — ———-————— ^ gç^ç ç^ ^ ç^ convergente,

log y & »
d'où (10).

Démonstration du théorème 1. — Choisissons a = 9 = 2, ^
1 -^ + -. logy

dans ]0,1[ et e dans < 0 , — —————~——— » ; d'après la propo-
log^

sition 1, on a . < — (1 + f(n)) sauf pour une suite de valeursr (n) 4
de n de densité supérieure < (log Ç)-^9/1^2. Comme (10) implique
l'existence d'une constante c^Cy, e) telle que

H A^Xc.^^îdogO'^^^^^+oW;
n<;c

on en déduit que la densité de la suite des entiers n pour lesquels
T(n) 1

—,:— ^ ~ ne dépasse pas

C^y , 6) a(log ç)~(^€)^y + (log ç)-(9/10)e2

Si y > — ? on peut prendre e == -. ; en choisissant alors,
pour y suffisamment voisin de 1, la valeur optimale de Ç, soit

( - log a
ç = expexp ————— , on obtient, comme majoration,

( 0,036 — 0,7 log y
une puissance arbitrairement proche de l'unité de a.

Démonstration du théorème 2. — Choisissons Ç = exp {(log a)ï},
y = — » et c = — • D'après la proposition 4, on a

S fW«^ (loga)0^2-1;^^). (11)
n<x

Maintenant, rappelons que
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fW^^^ 1 X(d,a)x*(rf)
fW d , d ' \ n

et que, d'après le lemme 3, pour 1 < j3 < 2,

r(n, a) .
————- ^(logor)-^2

T(n)

sauf pour une suite d'entiers n de densité supérieure majorée par
une puissance négative de log a . Comme 0,3 . log 2 — 1 < — log 2,
on déduit de (11) l'existence de deux réels positifs ô^ ô^ , et de
deux fonctions \(9) , ̂ (9), tels que l'on ait

e
X(n,0) S X^^X^ûO^X^Klogar^T^.a)

d,d'\n

sauf pour une suite d'entiers n de densité supérieure majorée
par X^doga)"02.

En utilisant maintenant le lemme 4 et une nouvelle fois le lemme
3, on obtient ainsi l'existence d'une fonction 6 —> 0^(0) et de
deux constantes positives 63 et 64 telles qu'à tout couple de réels
(a, 6) satisfaisant à a > 0^(0) on puisse associer une suite Si (6 , a),
de densité inférieure au moins égale à (1 - (log a)"03) II ( l ~ —)

p<9 V P/p<6 V p>
et telle que tout entier n de (H(0,a) vérifie

f~(n)>6 (12)

Z X(ûf,or)x*(û0 >— T(n,a) (13)
d\n 10
6
Z X(û?, a) X*(d) < (log a)"64 r(^ , a) (14)

^d'In

T(^,0) > ̂ 0- (15)
loger

De plus, si ne(fi(9,a), la conjugaison des inégalités (13)
et (14) implique

X(d,a): d\n, Wn,d1 ̂ d , d- <df <Qd< ,1^
Q (lo)Z

^^(loga)-^,^^,

quitte à modifier ao(0).
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Notons 1 = d^ < d^ < ... < d^ = n la suite croissante des
diviseurs de n. Les inégalités (15) et (16) impliquent

card i (2 < i < r - 1) : 9d^ < d, < ^±1 > ^- .̂  . (17)y ) 5 log a
Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théorème
2 en prouvant que, pour tout réel positif 17, il existe un réel posi-
tif ? tel que la suite des entiers n satisfaisant à

g(n) := card{< (1 < i < r - 1) : d^\d^} > ?r(/î), (18)

soit de densité inférieure au moins égale à 1 — T? .
Soit, donc, 17 > 0, et, k un entier tel que

i^'n(i-l)^i-î,
,"=1 Pf r=l v P T ' 2

où 2 = p^ < p^ < ... désigne la suite croissante des nombres pre-
i, _ «. D

miers. Choisissons un réel a > max Oo(py) et tel que (log a) 3 < •^ •
2 fcOn pose ? == ——— et Q = U {w.w : m €(%(;?,, a)} .

5 loger /=i / /

Si w = p.w appartient à 6, chaque diviseur d, de m vé-

rifiant p,rf,_i ^rf,^-'11 est tel que le diviseur de n qui suit

immédiatement d^ soit p , d ^ , d'après (17) il y a au moins
2ÇT(m)>Çr(n) tels diviseurs d, ; donc n satisfait (18). Enfin,
la densité inférieure de (° est au moins égale à

t -Ln^i-^d^ioga^^^DSi-,,
,"=1 P, '•=1 v P r 1 V 2/

ce qui achève la démonstration.

5. Preuve du théorème 3.

Décomposons chaque entier n sous la forme n = mt avec

m = H ^ .
p^llw
p<n^

Les hypothèses de croissance faites sur ç permettent de montrer
facilement que l'on a pour presque tout n
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loe H
l o g w = ( l +o(l)) Jl— (19)

et
Î2(0=( l + o ( l ) l o g f . (20)

Les preuves de (19) et (20) sont classiques et, partant, laissées au
lecteur.

Désignons par
1 = m^ < m^ < ... < m, = m (resp. 1 = ^ < ̂  < • . . < ^ = 0

la suite croissante des diviseurs de m (resp. t) et notons pour chaque

/, 1 < / <k, h, := IF —^ , le produit des rapports ûfLtl-
(^+1.0=^ ûf, di

de diviseurs consécutifs de n, étendu aux valeurs de i pour lesquelles

—1 < n^ et (d^, t) = ^ . Si l'on note encore
^

^=

/, si Vrf|w (d<t^^> (K^n-1^)

max {d|Aî : ^ M"1^ < d < ^} sinon
on a

, , ^» tjiti^ ti w-ï ^ w« ^ „ ,/fc
A. < — -J—î -̂ —3. ... —/—i- = -^ m < ̂ l/ç w

7 r/ ^/^i ^,^2 ^^s-i ^
d'où

k \ k loe M
h(f:,n) = .n A, < (n^m^ = exp (2 + o(l)) ——°- ,

d'après (19). Comme (20) implique k < ^log ̂ ^^ , on obtient,

pour presque tout n. l o g A a > y 2 ) < ̂  2- ̂ ^ .
logw

Pour établir la minoration, fixons un e dans 0, — et
H9 ) ^ L

considérons T(n) := card û f | r , d ' | r : 1 < ,- <w^ l + € | ; un ar-
gument identique à celui qui a été utilisé dans [9] pour majorer
T(n, a) permet d'établir que pour presque tout n on a :

T(n) < r(r) r^0 < Ç10^6-^1) ;

cela implique l'existence d'au moins r diviseurs ?i < t^ < ... < t y ,

de r tels que ̂ - > „<^ l+e+o< l> (l </ < r - 1) et r > çiog2-e+o(i)
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Maintenant, pour chaque / (1 < / < r), 7y est un certain diviseur
ûf, de n ; comme on a rf^ = w^rf, < n1^ d^ pour un indice

1 d- • 'i"1 ^
i^ > 1, on voit que le facteur m^ = i+/l = n -̂ -̂ -l est comptédf ^o d^
, , . . . . , < - m3 m3di di+i2dans A ( Ç , t) ; il en va de même pour —- = ——— = ——— et

m^ m^df d,+^
ainsi de suite ; finalement cela montre que l'on peut écrire

^^...jî^T^i
^1 ^-i y=/ ûf»/

où chaque —LL est < ^l/ç et où chaque dy appartient à l'inter-
^ ^ ^

valle [r,, ^w] ; on en déduit

h(i,n)>mr>eKp (1 +o(l)) logz2 . çi"g2-^(D ;

comme on peut choisir e arbitrairement petit, cela achève la dé-
monstration.
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