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NOTE A PROPOS D'UNE CONJECTURE
DE H. J. GODWIN

SUR LES UNITÉS DES CORPS CUBIQUES

par Marie-Nicole GRAS

Nous démontrons, dans le cas particulier où le corps est cyclique, une
conjecture sur les unités des corps cubiques totalement réels que H. J. Godwin
a énoncée dans [2]. La démonstration repose sur les résultats de H. Brunotte
et F. Halter-Koch ([!]) sur ce problème.

1. Énoncé de la conjecture et résultats connus.

Soit K/Q un corps cubique totalement réel. Soit a e K* et soient a' et
a" les conjugués de a; on pose

^(a) = ^[(a-a')2 + (a'-a")2 + (a"-a)2].

Soit E le groupe des unités de norme 1 de K.

Dans [2], H. J. Godwin a énoncé la conjecture suivante :

Conjecturer. — Soit £1 eE, e^ 7^ 1, telle que ^(e^) soit minimum, soit
82 e E\{£Ï, n e Z} telle que ^(e^) soit minimum; alors si ^(£1) > 9, e^
et £3 forment un système d'unités fondamentales de K.

Lorsque K/Q est cyclique de groupe de Galois G engendré par CT, la
conjecture s'énonce :

Conjecture 2. — Soit £ € E , £ 7^ 1, telle que ^(e) soit minimum ; alors
si ^(e) > 9,e est un générateur du Z [G]-module E(i.e. £ et £° forment
une Z-base de E).
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Dans [2], H. J. Godwin a partiellement démontré sa conjecture, et dans
[l], H. Brunotte et F. Halter-Koch ont obtenu des résultats plus précis. Ils ont
en particulier montré, dans le cas cyclique, le résultat suivant :

THÉORÈME 1. — Soit K/Q un corps cyclique de conducteur m. Soit
e e E , e 7e 1, telle que ^(e) soit minimum; soit r l'indice (E : (e,^» ;
alors :

a) si m > 9, on a r = 1 ou 3 ;

b) on a r = 3 si et seulement s^il existe r\ e E telle que £ = ri1"0 (auquel
cas on peut choisir r\ telle que e^(r|)<3e9?(£));

c) si m = 7, il existe une unité £ telle que

<^(£) == ^(£-1) = ^(£2) = W-") = 7 ;

d) si m = 9, î7 ^xis^ M^ Mm'̂  £ telle que

<^(£) = ^(£-1) = <^(£2) = 9.

2. Démonstration de la conjecture de H. J. Godwin
dans le cas des corps cubiques cycliques.

Nous démontrons le résultat suivant :

THÉORÈME 2. — Soit K/Q un corps cubique cyclique de conducteur m,
m 7^ 7 , 9 ; soit £ e E , £ -^ 1, telle que ^(s) soit minimum ; alors £ est un
générateur de E.

Démonstration :

LEMME. — Soit T| 7^ 1 im^ Mm't̂  rfe norme 1 î^/fc ^M^

|TrK/Q(Tl)|^|TrK/Q(Tl-1)!;

â/ors si m 7^ 7, on û

^(ît1-) > ^(TI) et ^(n0-1) > ^(TI).

Z^ lemme entraîne le théorème : si £ n'est pas un générateur de E,
d'après le théorème 1, a) et b\ c'est qu'il existe T| eE , T| ^ 1, telle que
g ^ ^ i - o ^ puisque y(s) est minimum, on a <^(T|) ^ e^^), soit
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y(r\) ^ ^(ri1"0), et d'après le lemme, on a donc nécessairement
[TrK/Q(r|)| > |TrK/g(r|-1)! ; en remplaçant T| par T| ~1 qui vérifie les hypo-
thèses du lemme, on obtient ^((ri"1)0-^^^"1), soit ^(e) > ^(r|~1),
et ^(e) n'est pas minimum; il en résulte que e est un générateur de E.

Démonstration du lemme. — On pose Irr(r|,Q) = X3 — tX2 4- sX — 1 ;
on a alors ^(r|) = t2 - 3s = m y, y e N * (voir [5], p. 15). Soit A le
discriminant de X3 - tX2 4- sX — 1 ; on a

A = s2t2 - 4t3 - 4s3 -h 18 st - 27 ;

on sait que A = (m|3)2, P e Z, P ^ 0.

Soit v|/ = ri1-0 ou ri0-1, de telle sorte que ^(v|/) ^ ^(vl/"1); soit
Irr(v|/,Q) = X3 - TX2 -h SX - 1 ; alors ^(v|Q = T2 - 3S = mV et
^(v|/-1) = S2 - 3T = wP, F, FeN*.

Des égalités T 4- S = st - 3 et T - S = ± wp, on déduit que :

2mY = s2t2 - 2t3 - 2s3 -h 3st - mpsr,
ImF = s2!2 - 2t3 - 2s3 -h 3st + mftst,

en choisissant le signe de P de telle sorte que PSÎ ^ 0.

On a alors, en posant

h = sh2 - 2t3 - 2s3 -h 3st - 2t2 -h 6s :
2w(r - y) = h - m^st

et
2m(r-y) = h -h mpsî.

Mais on a h > 0 ; en effet

h = i [s2 (t2 - 3s) +12 (s2 - 3t) + (t2 - 3s)(s2 - 3t - 6)]

et puisque K/Q est cyclique t2 - 3s ^ 7 et s2 - 3r ^ 7.
On a donc, d'une part, P > y, et, d'autre part, on a F > y si et

seulement si / = h2 — s2!2 A > 0, c'est-à-dire

/ = t6 4- s6 - s3t3 - s2^ 4- 2t5 + 5s3t2 - 3st4 - 3s4t 4- t4

-h 9s2t2 - 9st3 - 6s4 -h 9s2t - 6st2 4- 9s2 > 0.

Pour démontrer le lemme, on étudie le signe de / lorsque \t\ < |s|.
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Lorsque st ^ 0, on fait le changement de variable s = t + x (x est
entier) ; on obtient :

f= (X+l) t 5 + (llx2-^)!4 + (^-Sx2-^^)!3

+ (15x4-7x3-27x2+12x+9)^2 4- (éx^x4-^^3-^2^!^
+ (x6-6x^^9x2).

Si x = 0, alors 5 = t et on a / = (r+l)^^)2, d'où le signe de /.

Si x ^ 1, alors r ^ 0 et 5 > 0 ; on vérifie que les coefficients des t1

sont tous positifs.

Si x ^ - 1, alors t ^ 0 et s < 0 :
(i) si x = — 1, alors

/= 6r4 - 4r3 - 8r2 -h 6t -h 4 = l^-hl^Sr3^2-^^);

on en déduit que /(O) > 0, /(-l) = 0 et que f(t) > 0 si t ^ - 2.
(ii) si x ^ — 2, on vérifie que les coefficients des (—t) 1 sont tous positifs.

Lorsque st < 0, on fait le changement de variable 5= -t-^-y (y est
entier) ; on obtient :

/== 2r6 - (7^+3)r5 + (17^+24^+13)r4 - (21y3+33^2-^3^-15)^3

-h (^-hH^3 -21y2 -24y-{-9)t2 -(6y5 +3^-24^3 -9^2 + lSy)t
+ (^6-6^4+9^2).

Si y = 0, alors s = - r, on a / = r^4^3^ 13^+15^+9) ; alors
/(l) > 0 et f(t) > 0 si r ^ 2 ou r ^ - 1.

Si y ^ 1, alors r < 0 et 5 > 0 :
(i) si ^ = 1, alors /= 2r6 - 10r5 + 54r4 - 42r3 - 10r2 + 6r-h4; on

a / > 0 si r ^ -1.
(ii) Si y ^ 2, on vérifie que les coefficients des ( -1)1 sont tous positifs.

Si y ^ - 1, alors t > 0 et 5 < 0 ; on vérifie que les coefficients des t1

sont tous positifs.

Nous avons donc montré que, si |r| ^ |.s|, et si t et s sont entiers, on a :

/ < 0 si et seulement si t = s, t ^ - 2 ;

/= 0 si et seulement si (r ,5)€{(-l , -1), (0,0), (3,3), (-1, -2)}.
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On vérifie que ces ensembles de valeurs de s et t , A n'est pas un carré,
(si s=t, alors A=(r+l)(t-3)3) sauf pour t = — 1, s = - 2 qui donne
le corps cyclique de conducteur m = 7. Le lemme est donc démontré.

3. Remarques et exemples.

Remarque 1. - Le lemme peut être faux si ITr^/Q^)! > |TrK/Q(r|~1)! :

Exemple 1. - Soit K = Q(£o), où

Irr(£o,Q) = X3 - toX - (îo+3)X - 1,

î o ^ Z , I Q ^ - 1, K est une extension cubique cyclique de Q, et ce
procédé permet d'en obtenir une infinité, ([4]) ; on a alors

^(£o) = î2 + 3îo + 9 = myo.

Considérons l'unité TI = SQ 2 ; alors

t = r2 + 4îo + 9 = myo -h to, s = t2 + 2to + 6 = myo - îo - 3,
T = 2myo +3 , S = (myo)2 - 6myo + 3 ;

d'où

t2 - 3s = ^0(^+5^+7) et T2 - 3S = myo(ro+3to+39);

si to ^ 16. o11 a donc ^Ol1-0) ^ ^(r|).
Exemple 2. - Soit K = Q(n), où Irr(îi,Q) = X3 - tX2 + sX - 1,

avec t = - 3 748 429 729 et s = - 3 446 597 729 ; alors (cf [3]), K est
une extension cyclique de Q, de conducteur m = 1 351 et T| est un
générateur de E. On a

A = (9 562 790 085 698 752m)2,
T = - 7245764257,
S = 12 919 329 398 533 249 695,

t2 - 3s = 10 400 240 890 888 828m,
T2 - 3S = 10 172 547 351 901 564m,

alors que 52 - 3t = 8 792 772 699 328 828m.

Remarque 2. — Dans [5], H. Hasse a démontré le résultat suivant : soit
K/Q un corps cubique cyclique de conducteur m ; soit E le groupe des
unités de norme 1 de K. Un générateur 8 de E est une unité e, s 7^ 1,
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telle que Tr^Q(£2) soit minimum. Or si Irr (e,Q) = X3 — tX2 -h sX — 1,

et si t2 — 3s = my, on a Tr^/ç^2) = —————• Pour déterminer un

générateur de E, l'algorithme de H. Hasse ([5]) est le suivant :

1^ étape : trouver une unité Eç

(Irr(£o,Q) = X3 - t^X2 + SoX - 1, t2 - 35o = myo)

telle que JQ (puis \IQ\) soit minimum.

2e étape : chercher s'il existe une unité e telle que y > Yo et
t2 -h 2my < r2 4- 2wyo.

Le théorème 2 montre que l'algorithme de H. Hasse se réduit à la seule
première étape.
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