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LA DUALITE DANS LES ESPACES (%) ET (&%)

par Jean DIEUDONNE et Laurent SCHWARTZ (Nancy).

1. Introduction('). — Etant donné un espace vectoriel topolo-
gique E on sait qu’on est amené a définir sur son dual E’ (espace des
formes linéaires continues dans E) plusieurs topologies distinctes
(en général), correspondant a la convergence uniforme des formes
linéaires sur E dans des familles de parties de E plus ou moins
vastes ; les deux plus importantes sont la topologie faible (topologic
de la convergence simple) et la topologie forte (lopologie dec la
convergence uniforme dans tout ensemble borné de E). Les pro-
priétés de la topologie faible ont un caractere élémentaire et quasi
algébrique [5]: mais en dehors du cas ou E est un espace normé
(cf. [2] et [5]) I’étude des relations entre la topologie forte et la
topologie faible sur E’ est encore trés peu développée. Nous nous
proposons, dans ce travail, de faire cette étude pour les espaces (F)
et une catégorie d'espaces plus généraux, que nous appelons
espaces (£F), et qui peuvent étre considérés comme « limites induc-
tives » de suites d’espaces (F), en un certain sens ; ces espaces jouent
un grand role dans la théorie des distributions, développée récemment
par 'un de nous [13], ou la théorie de la dualité est un outil essentiel.
Il est remarquable qu'un grand nombre de propriétés classiques de
la théorie des espaces normés s’étendent aux espaces (F) et aux
espaces (£F) bien que (notamment pour ces derniers) la méthode qui
sert 4 démontrer ces propriétés pour les espaces normés se révele
inapplicable telle quelle (en particulier en raison du fait que le théo-
réme de Baire ne s’applique plus dans ces espaces).

(!) Les numéros entre crochets renvoient 4 la hibliographie placée a la fin dc cet article.



62 JEAN DIEUDONNE ET LAURENT SCHWARTZ

Préliminaires. — Nous suivons la terminologie et les notations
generales des Eléments de N. Bourbaki ([3] et [4]). Pour la définition
et les propriétés élémentaires des espaces localement convexes,
nous renvoyons a [5](*). Ajoutons seulement quelques compléments
relatifs & la notion d’ensemble borné, qui joue un role trés impor-
tant dans tout ce qui suit. Rappelons que, dans un espace vectoriel
topologique E, un ensemble A est dit borné si pour tout voisinage U
de O, il existe un nombre % >> o tel que A <AU. Tout homothétique
d’un ensemble borné est borné; si B, et B, sont bornés, il en est de
méme de B uB,etde B, +B,; I adherence d’un ensemble borné est
bornée : I'enveloppe convexe fermee d’un ensemble borné A (plus
petit ensemble convexe fermé contenant A) est bornée. L'image d'un
ensemble borné par une application linéaire continue est bornée. Tout
ensemble précompact est borné. Enfin, si (x,) est une suite de Cauchy
dans E, I'ensemble des z, est borné; en effet, pour tout voisinage
convexe symétrique V de O, il existe un entier m'tel que z, —z,e V
pour tout n >>m ; comme 'ensemble des x, d'indice p <_m est fini,
donc borné, il existe 2 > o tel que cet ensemble soit contenu dans 2V,
donc I'ensemble des x, est contenu dans (). + 1)V.

Nous nous bornerons dans ce qui suit & considérer des espaces
localement convexes sur le corps G des nombres complexes, la
théorie se déroulant de fagon tout a fait analogue pour les espaces
localement convexes sur le corps R des nombres réels. Si E et F sont
deux espaces localement convexes séparés, nous désignerons par
4(E, F) I'espace des applications linéaires continues de E dans F;
c’est un espace vectoriel (sur C). Soit © un ensemble de parties
de E; pour que la topologie de la convergence uniforme dans les
ensembles de & soit compatible avec la structure d’espace vectoriel
de 4(E, F) (c’est-a-dire pour que u—+v et hu soient continues), on
constate aisément qu’il faut et qu’il suffit que pour tout Ae & et
tout ue 4(E, F), u(A) soit borné dans F. Cette condition est toujours
remplie si les ensembles de la famille @ sont bornés dans E; nous
supposerons loujours désormais qu’il en est ainsi. On peut loujours
supposer en outre que toute partie d'un ensemble de & appartient
a &, que toule réunion finie d’ensembles de & appartient a3 &, et enfin
que tout homothétique d'un ensemble de & appartient 8 ©; dans
ces condilions, un systéme fondamental de voisinages de O dans

(%) Signalons que nous entendons par espace localement convexe un espace vectoriel
topologique, séparé ou non, tel qu’il existe un systéme fondamental de voisinages de O
formé d’ensembles convexes.
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4E, F) pour la topologie considérée s’obtient en considérant, pour
chaque A € & et chaque semi-norme ¢ définissant la topologie de F,
I'ensemble des u e 4(E, F) tels que q(u(w)> < 1 pour tout z € A. Cette
topologie est localement convexe et définie par les semi-normes
suepAq(u(.r)) ; elle est séparée si tout point de Eappartient i un ensemble

de © au moins ; nous supposerons aussi cette condition réalisée.
Parmi toutes les topologies de cette nature sur L(E, F), la moins fine
est celle de la convergence simple, correspondant au cas ou & est
I'ensemble des parties finies de E.

Le dual d'un espace localement convexe séparé E est l'espace
E'—=4(E,C) des formes linéaires continues sur E; c’est un sous-
espace vectoriel du dual algébrique E* de E (espace de toutes les formes
linéaires sur E). Pour tout ensemble AcE, on appelle ensemble
polaire de A dans E' I'ensemble A°® des «' e E tels que [(x, «/)|<C1
pour tout ¢ € A ; lorsque A parcourt un ensemble & de parties bor-
nées de E (ayant les propriétés indiquées ci-dessus), les ensembles A°
forment un systéme fondamental de voisinages de O pour la topologie
(sur E’) de la convergence uniforme dans les ensembles de ©. En
particulier, les ensembles polaires M° des parties finies de E forment
un systtme fondamental de voisinages de O pour la topologie
(sur E’) de la convergence simple dans E, qu’on appelle topologie
JSaible sur E', et qu’on note 5(E’, E). On notera que pour toute partie
A de E, A°® est un ensemble convexe, cerclé et fermé pour o(E’, E);

en outre, si (A,) est une famille de parties de E, et si FAa désigne le

plus petit ensemble convexe et cerclé contenant tous les A,, on a

L]
(I:A¢> :m(Ai) Lorsque V est un sous-espace vectoriel de E,

V® n’est autre que le sous-espace de E’ orthogonal a V, c’est-a-dire
I'espace des formes linéaires continues qui s’annulent dans V. On
notera que si G est un ensemble convexe cerclé dans E, le plus petit
ensemble convexe cerclé contenant V et C est leur somme C—+V,
donc (C+ V) =C°n V°. Enfin, s1 U est un voisinage de O dans E,
il résulte du th. de Tychonoff que U° est compact pour o(E’, E).
Sion munit E’ de la topologie faible s(E’, E), toute forme linéaire
continue sur E’s’écrit d’une seule maniére 2’ — (x, ') pourunz e E,
et réciproquement; autrement dit, E est le dual de E’ (bien entendu,
cela n’est plus nécessairement vrai lorsqu’on prend sur E’ une

topologie plus fine que o(E/, E)) On peut donc définir sur E la
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topologie faible a(E, E’) et les ensembles polaires d’ensembles de E’.
La topologie donnée © sur E est plus fine que s(E, E’), mais tout
ensemble convewe fermé pour © est faiblement fermé, et tout ensemble
Jaiblement borné dans E est borné pour © ([[2], p- 524, th. 7). En
outre :

Prorosition 1. — Pour toute partie non vide A de E, Uensemble
bipolaire A*™ —(A°)" est identique au plus petit ensemble B convexe
cerclé et fermé pour o(E, E), qui contient A.

En effet, on a évidemment Bc A®; d’autre part, si x &¢B, il
existe, d’aprés le th. de Hahn-Banach, une forme linéaire réelle ¢
sur E, continue pour ¢(E, E") et telle que g(z,) > 1, et g(z) <1
pour tout z e B. Comme B est cerclé, on a aussi g(e"eac)< 1 pour
tout z « B et tout nombre réel §; mais g est la partie réelle d’'une
forme linéaire continue ' € E’ définie par (z, «') = g(x) — ig(ix),
donc g(e®z) est la partie réelle de (e'z, z') — ez, «); on a par
suite |(z, #’)| < 1 pour tout e B, ce qui montre que z’ e A°, mais
|<z,, #')|> 1, donc z, & A”, d'ou B==A".

Cororrare. — Soit (A,) une famille d’ensembles convexes, cerclés

et fermés pour o(E, E). L’ensemble polaire <mAa> est Uadhérence
(pour o(E, E)) de lﬁA(;l

En effet, on a <];A‘;)0:mA‘;° :mAa en vertu de I'hypo-

these, et le corollaire résulte de ce que FA" est convexe et cerclé,
q «

00 o
donc <FA‘;> est son adhérence.

Les rgsultats précédents peuvent étre présentés de fagon plus symé-
trique, en considérant deux espaces vectoriels (non topologiques)
E, E’ tels que chacun d’eux puisse étre identifié & un sous-espace
vectorlel du dual (algébrique) de I'autre (conditions (Dy) et (Dy)

[5]) ; on définitalors sur E et E' les topologies o(E, E') et o(E/, E);
pour ces topologies, chacun des espaces E, E’ est dual de I'autre, et
la prop. 1 et son corollaire sont encore valables. En outre, le th.
suivant de Mackey ([12], p- 523, th. 4 et [1 I], p- 198, th. VII—[;)
caractérise toutes les topologies © sur E pour lesquelles E’ est le dual
de E: une telle topologie est la topologie de la convergence uniforme
dans les ensembles d'une famille & de parties compactes (pour (¥, E))
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convexes et cerclées de F/, et dont la réunion est E'. Parmi ces topo-
logies, il en est une plus fine que toutes les autres, correspondant
au cas ou & est I'ensemble de foutes les parties faiblement compactes,
convexes et cerclées de E’; nous la désignerons par <(E, E'):
lorsqu’on considére E comme sous-espace de E'* (autrement dit,
comme constitué par des formes linéaires sur E’), on peut encore
dire que =(E, E') est la topologie de la convergence uniforme dans les
parties convexes et faiblement compactes de E'. Les topologies ©
considérées peuvent encore étre définies comme étant plus fines que

o(E, E') et moins fines que =(E, E') [1].

3. Espaces (F) et espaces (£F). — Un espace (F) peut étre défini
comme un espace localement convexe, métrisable et complet (). La
topologie d’un espace localement convexe métrisable peut éire définie
par une suite (p,) de semi-normes, suite qu'on peut toujours sup-
poser croissante. Si E est un espace (F), V un sous-espace vectoriel
fermé de E, V et E/V sont des espaces (¥). Tout produit d'une
famille dénombrable d’espaces (F) est un espace (F). Le complété d’un
espace localement convexe et métrisable est un espace (F).

Citons quelques exemples importants d’espaces () non normables :

1° L’espace 9, des fonctions indéfiniment dérivables dans un
intervalle compact K de la droite numérique R, la topologie étant
définie par les semi-normes p,(z) = sup |z¥(¢)|.

<k<n

teK

2° L'espace des fonctions entiéres, la topologie élant celle de la
convergence compacte ; cette topologie peut en effet étre définie par
les semi-normes p,(z) = sup |x(2)|.

|z|<n

3° On montre facilemenlt que I'exemple précédent est un cas par-
ticulier d'une classe d’espaces (¥) étudiée récemment par M. Kothe
sous le nom de « gestufte Raiime » ([8], [10]). Considérons une
suite double (b,,,) de nombres positifs telle que : @) pour chaque m,
la suite (b,,) soit croissante et tende vers -+ oo ; b) pour chaque m,
on ait lim.supb,,, ,/by——+oc0. On définit alors l'espace E

n > o

(®) Nous nous écartons un peu ici de la terminologie de Banach [3] et de I’école polo-
naise, qui appellent plus généralement « espace (F) » un espace vectoriel topologique
métrisable et complet, mais non nécessairement localement convexe ; ils appellent « espace (By) »
ce que nous appelons « espaces (F) ». Les « espaces (F) » au sens de Banach, qui ne
sont pas localement convexes, présentent d’ailleurs des caractéres pathologiques qui les
rendent & peu pres inutilisables en Analyse fonctionnelle.
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comme l'espace des suites u=—(u,) de nombres complexes telles

que Eb,,m!u,,| <+ oo pour tout m, et on le munit de la topologie
n=1 o

définie par les semi-normes p,,,(u):me,,]u,,]; il est facile de voir

n=A
que c'est un espace (F) non normable. L’exemple précédent cor-
respond au cas ou b,,—m". On obtiendrait d’autres espaces (%)
en remplacant dans la définition" précédente la condition

Eb,n"|u,,| <+ par Ebm,,|u,,[” < ~+ o, et en prenant pour semi-
n=1 el n=1 i/p
normes q,,,(u)::(Z ,,,,,|u,,|"> (p nombre > 1).

n=1
4° Soit G un espace localement compact dénombrable a Uinfini,
’ N . r . ’ g hd ’ r k]
c’est-a-dire réunion d’une iInfinité dénombrable d’ensembles
compacts G,, qu'on peut supposer former une suite croissante telle

que G, soit contenu dans I'intérieur de G, ,, ; toute partie compacte
de G est alors contenue dans un G,. Soit E I'espace des fonctions
complexes continues dans G; muni de la topologie de la conver-
gence uniforme dans les parties compactes de G, c’est un espace
(%), dont la topologie peut éire définie par les semi-normes
Pa() = sup (|-

teG,
A partir des espaces (J), nous allons maintenant définir les

espaces ({F) qui s’en déduisent par un processus qu'on peut
considérer comme une « limite inductive ». Soit E un espace
vectoriel et (E,),, une suite infinie sirictement croissante de sous-
espaces vecloriels de E, telle que E soit réunion des E,. Supposons
chacun des I, muni d’une topologie G,, pour laquelle E, est un
espace (F); enfin nous supposerons ces topologies compatibles au
sens suivant : la topologie induite sur E, par T, | est identique ¢ ©,.
Il en résulte que E, est un sous-espace fermé de E,,,, puisqu’il est
complet pour T, par hypothése.

Considérons alors toutes les topologies © d’espace localement
convexe sur E, qui induisent sur chacun des E, une topologie moins
fine que G, ; nous allons voir que parmi ces topologies, il en existe
une ©,, plus fine que toutes les autres. En effet, une topologie G doit
étre telle que, pour tout voisinage convexe cerclé V de O (pour ©),
VnE, soit un voisinage de O pour la topologie ©,. Soit I 1'en-
semble de fous les ensembles convexes cerclés V dans E, qui ont
cetle propriété; il est clair que le sous-espace vectoriel de E engendré
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par un tel ensemble V contient tous les sous-espaces E,, et par suite
est identique & E. Il en résulte que W est un systéme fondamental
de voisinages de O pour une topologie G, d'espace localement
convexe sur E, qui est évidemment la plus fine de toutes les topo-
logies ©. Un espace localement convexe E défini de la sorte sera
appelé un espace (£7), et nous dirons que (E,) est une suite de défi-
nition de cet espace.

Ezemples. — 1° Soit G un espace localement compact dénombrable
a linfini, réunion d’ensembles compacts G,, qu'on peut supposer
former une suite croissante, telle que G, soit contenu dans l'intérieur
de G, ,. Soit E l'espace des fonctions complexes continues dans G
et & support compact (c’est-a-dire telles qu’il existe un ensemble
compact — dépendant de la fonction considérée — en dehors duquel
la fonction est nulle); et soit E, le sous-espace de E formé des
fonctions nulles dans le complémentaire de G,. Si on prend pour G,
la topologie de la convergence uniforme dans G,, on voit sans
peine que les sous-espaces E, sont des espaces de Banach dont les
topologies sont compatibles ; ils définissent donc sur E une
topologie d’espace (£F).

2° Soit D 'espace des fonctions indéfiniment dérivables dans R et
a support compact ; soit D, le sous-espace de 9D formé des fonctions
nulles pour |z|>> n. 81 on prend pour T, la topologie définie sur @,

par les semi-normes p,(u)= sup |u®’(¢)|, on vérifie aisément que
o<k<m
teR

¥, est un espace (F) non normable, et que les topologies T, sont
compatibles.

3° Soit (F,) une suite quelconque d’espaces (F), et soit F I'espace
produit (sans topologie) des espaces vectoriels F,. Soit E le sous-
espace de I somme directe des F,, c'est-a-dire formé des points (x,),
ou x,— O sauf pour un nombre fini d’indices; E est réunion des
sous-espaces E,, ou E, est formé des points (x,,) tels que x,—0O
pour m > n. Si on prend pour G, la topologie produit des topologies
des F, pour 1 <k <n, E, est un espace (F), et on constate aus-
sit6t que les topologies ©, sont compatibles. Quand nous parlerons
de l'espace somme directe d'une suite (F,) d’espaces (F) il sera
toujours sous-entendu qu’il s’agit de I'espace ({F) ainsi défini.

Soit E un espace (£F) défini par une suite (E,) de sous-espaces
munis de topologies ©, d’espaces (F) compatibles. Soit (F,) une
deuxiéme suile strictement croissante de sous-espaces vectoriels
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de E, ayani pour réunion E, et muni chacun d'une topologie ©,,
pour laquelle F, est un espace (F), ces topologies étant supposées
compatibles. Nous dirons que la suite (F,) est équivalente a la suite
(E,) s1, pour tout entier n, il existe d'une part un entier p tel que
F,cE, et que T; soit la topologie induite sur F, par T,, et d’autre
part un indice ¢ tel que E,cF, et que ©, soit la topologle induite
sur E, par G,. Dans ces conditions, nous allons voir que la topologie
©,, définie sur E par la suite (F,) est identique a G, ; en effet, pour
tout voisinage V de O dans la topologie G, VnF,—(Vn E)nF,
est un voisinage de O pour la topologie T,; donc V est par défi-
nition un voisinage de O pour la topologie T,, ce qui prouve que
G,, est moins fine que T, ; on montre de méme que T, est moins
fine que G, et par suite les deux topologies sont bien identiques. En
particulier, si (n,) est une suite strictement croissante d’entiers, la
suite (E,,) extraite de la suite (E,) est équivalente a (E,).

Prorosition 2. — Soit E un espace (4F), (E,) une suite de défini-
tion de E2; U'espace E est séparé, et la topologie induite sur E, par G
est identique a G,.

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme. — Soient F un espace localement convexe séparé, G un
sous-espace vectoriel fermé de F, V un ensemble ouvert convexe dans G,
x un point de ¥ n’appartenant pas a V. Il existe un ensemble ouvert
convexe U dans I, telque UnG=V et que x ¢ U.

On peut supposer pour simplifier que I'origine O appartient a V.
Le complémentaire de V dans G est fermé dans G, donc dans F; il
existe donc un voisinage ouvert convexe W de O dans F, tel que
Wi GcV; montrons que si W est assez petit, I’enveloppe convexe U
de V et de W répond a la question. En effet, U est I'ensemble des
points Ay + (1 —2)z, ouer zeWeto<{)<{1;s12¢@, le seul
point du segment joignant y & z qui soit dans G est le point y; au
contraire, si ze G, on a ze Gn WcV, donc tous les points de ce
segment sont dans V, ce qui prouve bien que UnG=V. Pour
tout y e V, soit S, I'enveloppe convexe de y et de W. L’ensemble S,
est réunion du point y et de tous les homothétiques de W par rapport
a y, avec un rapport d’homothétie p. tel que o < . < 1; le complé-
mentaire de y dans S, est donc ouvert dans F. Or, U est réunion
des S, lorsque y parcourt V ; tout point de U n’appartenant pas a V
est donc intérieur a U. D’autre part, si yeV, il existe A > 1 tel que
u=>yeV, par suite y appartient & S, et est distinct de u, ce qui
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montre encore quey est intérieur a U, et par suite que U est ouvert
dans F. Enfin, s1i 2 G n’ap’partient pas a V, on a 2« U; d’autre
part, si z &G, il existe W assez petit pour que z ¢« W + G, puisque
I’espace quotient F/G est séparé ; a fortiori, on a z & U, ce qui achéve
la démonstration du lemme.

On notera que si V est cerclé dans G, on peut supposer U cerclé
dans F; il suffit en effet de remplacer I'ensemble U construit
ci-dessus par l'intersection de tous les ensembles €®U.

Cela étant, pour démontrer la prop. 2, il suffit de prouver que
pour tout voisinage ouvert convexe et cerclé V, de O dans E,, il
existe un voisinage ouvert convexe et cerclé V de O dans E tel
que VnE,—=V,. D’aprés le lemme, on peut définir par récurrence
sur p un voisinage ouvert convexe cerclé V, , de O dans E,, de
sorteque V,,,, ,nE, ,==V, ,pour tout p>>o0; la réunion V des

n+p

V.., (pour p > o) répond a la question.

CoroLrare. — Les sous-espaces E, sont fermés dans E.
En effet, comme ils sont complets pour la topologie induite sur
eux par la topologie de E, ils sontfermés dans E.

4. Ensembles bornés dans les espaces (F) et les espaces (£F).
Montrons en premier lieu qu’'un espace (F) satisfait a la premiére
condition de dénombrabilité de Mackey ([1 l], p- 182), autrement dit :

Prorosition 3. — Soient E un espace (F), (A,) une suite d’ensembles
bornés dans E. Il existe une suite (},) de nombres > o telle que la
réuntion des ensembles ),A, soit bornée.

La proposition est un cas particulier d’'un théoréeme de Mackey
([1 1], p. 187, th. V-1 1); la démonstration en est immédialte : si (p,)
est une suite croissante de semi-normes définissant la topologie
de E, et si a,,—sup p,(x), il suffit de prendre ),—1/2,, pour

z €A,
répondre a la question.

Par contre, la seconde condition de dénombrabilité de Mackey
([1 1], p. 182) n’est vérifiée par un espace (F) que si cet espace est

normable (donc un espace de Banach). En effet, elle signifie qu'il
existe une suite (B,) d’ensembles bornés dans I'espace E considéré,
telle que tout ensemble borné dans E soit contenu dans un B,; or,

cette condition entraine en particulier que E est réunion de B,, donc,
en vertu du th. de Baire, un des ensembles B, au moins contient






