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UNE CLASSE DE SYMBOLES NEW-LOOK

par André HIRSCHOWITZ

Introduction,

L’objet de ce travail est assez banal. Il s’agit de définir des
classes de symboles, de distributions intégrales de Fourier et d’opé-
rateurs pseudo-différentiels, appelées a4 contenir les paramétrix
d’opérateurs dont le symbole principal s’annule 4 ’ordre au moins
trois sur un cone C~ (et vérifiant une condition portant sur le sym-

bole sous-principal).

La méthode pour définir les symboles a pour point de départ
la remarque suivante : si ﬁ: désigne la demi-droite achevée ]0, + oo]
un symbole de degré m sur U, x R} est de la forme r™ g(x, r)
ol g est une fonction C= sur U_x RY. On peut faire une remarque
analogue de facon intrinséque en associant a toute variété conique
V le complété analogue V.

Dans les cas qui nous occupent, on considére un complété V
de V, plus compliqué, qui n’est plus une variété a bord mais une
variété a coins et grosso modo on prend comme symboles de degrés
0 les fonctions sur V qui se prolongent de fagon C” a V. Dans
I’exemple traité ci-dessous, les symboles obtenus sont de type (p, §)
avec p+8=1 p> 1/2 au sens de Hormander. Le calcul sym-
bolique obtenu dans ce cas est aussi «bon» que dans le cas classique
lorsqu’on I’exprime sur V-V (pour les symboles) ou A—A (pour
les distributions de Fourier portées par A,K désignant le complété
adéquat de A).
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A titre d’illustration, on redémontre au § 5 I’hypoellipticité
de certains opd dont le symbole principal s’annule a l’ordre au
moins trois sur un cone CT. Cette hypoellipticité a déja été dé-
montrée par Helffer [6] en utilisant le critére d’hypoellipticité de
Hormander [7]. Ici hypoellipticité de l'opérateur résulte du fait
que son symbole principal ne s’annule pas. Naturellement la para-
métrix, dont Helffer démontre que c’est un opd de type (p,§)
avec p+8=1, p>1/2, appartient & lune des classes trés
restreintes d’opd introduites ci-dessous.

Les symboles présentés ici sont initialement destinés a la des-
cription des singularités (en tant qu’OIF) du noyau du probléme
mixte hyperbolique extérieur et ont été inspirés par la lecture
de larticle [1] de Boutet de Monvel et d’une réflexion [5] de
Guillemin sur cet article.

1. Complé€té d’une variété conique et symboles
associés (construction locale).

Introduction 1.0. — On peut vérifier que les symboles classiques
d’ordre O sur une variété conique A sont les fonctions qui se pro-
longent différentiablement au complété obtenu en ajoutant a3 A
de la fagon naturelle un point a linfini sur chaque demi-droite ra-
diale. Ici on part de cette idée pour construire des symboles plus
compliqués ; I'objet de ce paragraphe est la construction locale du
complété voulu et des symboles correspondants.

Notations 1.1. — On pose X =R5, A=X xR, ce sont des
variétés; A=A xR}, T =2 xR}, ce sont des variétés a bord.
On identifie A au bord de A et £ a une sous-variété de A. On
se donne encore un entier «=3. On pose I' = (K,fl,a). On
définit la sous-variété a bord S, de R} xR, par I’équation
r' + X x? =1. On pose Ap=ZxS,xR; et on définit
m:Ap — A par w(o,x',r",p)=(0,px", p%r""). On pose
A=A—-A e T=n'A. Comme 7 induit un isomorphisme
entre Ap —T' et K, on identifie ces variétés. Remarquons que
A est une variété a coins et que son bord T est réunion de deux
variétés a bord, T, =Z x3S,xR; et T, =X xS, x {0}. Enfin
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on munit A de la structure de variété conique pour laquelle r = —
y

est homogéne de degré 1, de sorte que les symboles classiques d’ordre
0 sont les fonctions se prolongeant différentiablementa A.

DEFINITION 1.2. — Pour p et q dans R, on note S§? les
pace des fonctions f C~ sur R telles que r'"? pif se prolonge
en une fonction C” sur A.. On note de la méme facon les faisceaux
correspondant sur A, et A et leurs restrictions respectives @ T
eta A.

PROPOSITION 1.3. — Si d est un champ homogéne de degré
0 sur K, alors

1) d se prolonge a A enun champ tangent a A.

2) dS&? est contenu dans SP:7* .

Démonstration. — Si d est homogéne de degré 0 vis-a-vis de
r, il Pest aussi vis-a-vis de r’'. Il suffit donc de démontrer les deux
résultats pour 3 5

et d=r" —

0
d='_5 d=—'
00, ax,. or

0
Dans ces cas 1) devient évident et pour —. 2) est aussi évident.

1
Pour le reste on va calculer les changements de coordonnées, ce qui
permettra de conclure.

LEMME 1.4. — 1) Dans le systéeme de coordonnés o, x’ , P, Ona

x'2a-1
LIPS IR I il SN
0x; 7 op p 0x/ P i
a ruz a "2
- et D E
or n dp : ax
2) Dans le systéme de coordonnées o, (X});4;, r',p, ona:
0 1 a x12a 1 , a
(i#) — == 77— zxk—— + xpeml —
ox; P ox; P kaj 0x ! af o
_nr'x; a

P ar" '
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nRa—1 "ny.n2a—1
2 Ty D e &m0
dx; e i op ) or"
d r'” d r'? 9 3 d
P —=—-— x;c—+p —+r = - =
or' N ks 0x;, n  dp or or

Démonstration. — 11 suffit de vérifier les formules sur les fonc-
tions coordonnées, calcul que nous ne détaillons pas. Cqfd.

PROPOSITION 1.5. — Si d est un champ homogéne de degré
0 sur R tangenta T, alors

1) d se prolonge en un champ tangent aux strates de A .

2) d envoie S dans S7:7.

Démonstration. — 2) est une conséquence immédiate de 1).

Pour démontrer 1), on remarque que d est combinaison linéaire

0 0
a coefficients homogénes de degré O des champs Py X F
o X,
’

0
r a—, Pour chacun de ces champs, on vérifie 1) en utilisant les
r

formules du lemme 1.4. Cqfd.

PROPOSITION 1.6. — S%:? est un sous-espace complet de I'espace
de symboles SZ"s(K) avec §=1—-p=1Ja et m=sup(p, q/a).

Démonstration. — Soit f dans SP?. Pour r'<1, f vérifie
au dessus de tout compact de A une majoration de la forme
[fI<Cr'—P p=@ et comme r' et p sont majorés,

£ < C (¢ p*)~ser(pa/e) = C'psur(p.a/a)

Les inégalités analogues pour les dérivées de f résultent de la
proposition 1.3 et de sup(p,(q + 1)/o) <sup (p, q/o) + 1/a.
Voyons maintenant que S7'? est complet pour la filtration par les
(S‘I’;"ﬂSZ‘&)mez. On peut évidemment supposer pour simplifier

que p =q = 0. Dans ce cas :

0,0 -m__ q—-m,—«
LEMME 1.7. — Sp° N S 5= § ™77

Démonstration. — D’aprés ce qui précéde il suffit de montrer

que s‘l’;°n o5 est contenu dans S;™ %" . Soit donc f dans
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S‘I’;O N s;j};. Au voisinage d’un point b, de I',, f se met sous
la forme r'Pg, ou lentier p est déterminé si on impose que la
restriction de g a Fl ait un germe non nul en b,. Pour avoir
|r'"Pg] < Cp*™r'"™ dans un voisinage de b, il faut p=>m.
Pour la méme raison, au voisinage d’un point b, de fz , [ se met
sous la forme p*™h. Si maintenant b est un point de T'; NT,,
au voisinage de b, f sécrit r'™g et p*"h. En écrivant le dé-
veloppement de Taylor de f en b, on voit que f s’écrit p*™r'"™mk.

Cqfd.

Fin de la démonstration de la proposition 1.6. — On va donc
montrer que S(I’:o est complet pour la filtration par les S;™ ™.
Comme S%° est un faisceau mou, la question est locale sur T.
Exprimons-la comme suit : étant donnée une suite de fonctions
hp(p,r", o), trouver une fonction f(p,r", o) telle que pour
tout p, f— 2, (p*r") h; soit divisible par (p*r'")P*1.

i<p

D’aprés le théoréme de Borel, il existe une fonction f(z, p,r", o)

C™ des quatre variables telle que pour tout p,

f(zapar”, 0)— 2 zihi(p5r”’o)

isp
soit divisible par zP*!. On peut donc prendre :
flp,r", 0) =f(p*r", p,r", o). Cafd.
Constructions 1.8. — On note D, le faisceau S;:O/Sl‘l"l

et D, le faisceau Sg’l/SEI’O. On pose D§’=S“I’:°/S§_1"1 et
D] = S(I’,’q/Sgl’q_l. Ce sont tous des faisceaux sur I' et la multi-
plication des fonctions induit un isomorphisme entre Df ®Df.’”
et D?*?"". On vérifie sans difficultés que la multiplication des fonc-
tions induit un isomorphisme entre D{ ® DI et S%7/SP7h4T1

2. Modifications.

Introduction 2.0. — Le morphisme 7 du § 1 est une modi-
fication de A. On va ici définir cette modification de fagon inva-
riante de sorte que la définition s’étende aux couples (A,Z) quel-
conques. On donne ensuite le comportement de cette modification
par changement de base convenable.
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DEFINITION 2.1. — Dans une variété a coins X on dira qu'un
faisceau d’idéaux est positivement inversible s’il admet en tout point
un générateur positif non (identiquement) nul.

PROPOSITION 2.2. — Dans la situation décrite en 1.1, si on note
Jy et i les idéaux de X et A respectivement alors : il existe
un faisceau d’idéaux positivement inversibles J sur Ap contenant
n*Jy et tel que J* = w*(J% + J%); en outre m est universel pour
cette propriété (dans la catégorie des variétés a coins).

Démonstration. — La solution J est le faisceau engendré par
p: il est clair que J* = 7*(J§ + J;) et que J contient 7*J; .

Soit maintenant X une variété a coins, J' un faisceau d’idéaux
positivement inversible sur X, 7' : X — A un morphisme vérifiant
Voa'*Jy et J* =x""J% +Jz). Montrons que 7' se factorise
de maniére unique a travers w : localement dans X, soit f un géné-
rateur positif de J'. Alors 7' s’écrit localement x; = fg; et r' =f°
(les coordonnées o ne jouent aucun role). Comme le germe de f
est non nul (J' inversible), Phypothése J'® = n'*(J§ + Jx) assure
que g2+ X g?“ ne s’annule pas. On a donc nécessairement

x; = gi(g2 + 3 g?a)—lna r' = g(g2 + > g?a)—l/2 .

On vérifia que ces formules définissent bien une factorisation & tra-
vers m. Cqfd.

Notations 2.3.—Soit T = (K,)o: ,a) ol A est une variété
conique, X une sous-variété conique et a un entier. On note A
la variété (a2 bord X) obtenue en ajoutant a R dela fagon natu-
relle un point a linfini sur chaque demi-droite ; on note % I’adhé-
rence de b dans A.

DEFINITION 2.4. — Appelons T'-modification de A tout mor-
phisme w: Ap —> A tel qu’il existe un idéal positivement inver-
sible J sur A contenant w*1y , vérifiant J* = 1r*(J°é +13),
et universel pour cette propriété.

PROPOSITION 2.5. — Il existe une T'-modification de A, unique
a isomorphisme unique prés ; on la notera Ay .
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Démonstration. — L’unicité résulte de l'universalité. L’existence
locale (dans A) résulte de 2.2. La possibilité de recoller les solutions
locales résulte de I'universalité. Cqfd.

PROPOSITION 2.6. — Soit "'=(A,Z,a) et ¢: AN — A une
submersion homogéne. On pose T' = ¢ Y(Z) et T'=(",Z, a).
Alors Ay, est le produit fibré de Ay et de A' au dessus de A.

Démonstration. — L’assertion est locale ; on peut donc supposer
que ¢ est la premi€re projection d’un produit et utiliser les formules
données en 1.1. La vérification est alors immédiate. Cqfd.

PROPOSITION 2.7. — Soit T' comme précédemment. Soit A' une
sous-variété conique de A avec A'NA =A". Onpose ' =A'NZ.
Si Uintersection A' NZ est quasi-transverse (en anglais : clean) alors
Z' est une sous-variété conique de A' etsionpose T' = (A", 2", a),
alors A}, est I'adhérence dans A de A' —A’.

Démonstration. — Rappelons que 'intersection est quasi-transverse
si ' est une variété (ici a bord) et TEZ' = TA'NTZ . Cela signifie
que localement dans A, on peut choisir un systéme de coordonnées

(0,,...,0,X,,...,X,,,r") de fagcon que A' ait pour équation
Oppy=...=0,=X ,,,=...=X,=0. Dans ce systtme de
coordonnées, la vérification se fait sans difficulté sur les formules
donnéesen (1.1). Cqfd.

Remarque 2.8. — Si on éclate l'idéal J§ + J; de A, on obtient
une variété a coins avec singularités. C’est pour éviter ces singularités
qu’on a introduit la I'-modification. La construction choisie est donc
plus simple mais moins naturelle.

3. Symboles globaux.

Introduction 3.0. — On définit I'espace S'? et on rassemble
les propriétés qui se déduisent de ce qui précéde.

Nota{ions 3.1. —Soit T = (K, > , @) comme précédemment.
Le bord I' de A est réunion de deux variétés a bord : I'; qui
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sidentifie 4 I'adhérence de A —Z, et T, qui est un fibré en

demi-sphéres sur £. On note I, et I, les idéaux de I', et _1'—‘2.
Soit i [Iinjection de A dans A . Pour p dans R on définit
I;.’ = {f€ixC{ | vg générateur local positif de I,g ?f€ C:r}'

DEFINITION 3.2. — Onpose S3¢ =171 7.

PROPOSITION 3.3. — Si d est un champ homogéne de degré
0 sur A alors d envoie S9! dans S"'q“. Si d est en outre
tangent a E, il envoie en fait S""’ dans luz—meme

PROPOSITION 3.4. — S0 est un sous-espace complet de S ;
avec §=1—p=1/aet m=sup(p,ql/a).

PROPOSITION 3.5. — Avec les notations 1.8, les faisceaux D,
et D, sont localement libres de rang 1 et S""’/S" La-1 o5t na-
turellement isomorphe @ D2 ® DY .

PROPOSITION 3.6. — Si ¢ : A' — A est une submersion homo-
géne, onpose T' = (A', ¢7(2), ), alors *S%? C S0,

PROPOSITION 3.7. — Si A' est une sous-variété conique de A
coupant quasi-transversalement X suivant IT' alors la restriction
a A' envoie S%:% dans S7.7 .

Toutes ces propositions résultent immédiatement des énoncés
analogues des § 1 et 2.

4. Les Distributions de I‘I’:q .

Introduction 4.0. — On définit les distributions de 129 aux-
quelles est consacré ce travail. On montre comment les obtenir avec
phase et amplitude. On étudie aussi I’action des opérateurs pseudo-
différentiels et la trace dans le cas transverse.

Notations 4.1. — X est une variété de dlmensmn n, T X son
fibré cotangent privé de sa sectlon nulle, A une sous-vanéte lagran-
gienne conique de TOX, ¥ une sous-variété conique de A . Soient



UNE CLASSE DE SYMBOLES NEW-LOOK 207

u C” a support compact sur X et W¥(x,A) une fonction homo-
géne de degré 1 sur X x A telles que

(4.1.1) au-dessus du support de u, le graphe de d, ¥ coupe A
en un seul point, a savoir A, et ce transversalement, et

4.1.2) ¥(m(AN),AN) =0 ou w désigne la projection de T*X sur X.

Alors pour A dans IM(K) (A, ue ™M) est un symbole
de S"' "% noté Z, v A (cf. Duistermaat [2] p. 46).

DEFINITION 4.2. — I"' est le sous-espace de la réunion des es-
paces I"'l5 (K) constztue par les distributions A telles que pour

tout couple (u,¥) vérifiant (4.1.1) et (4.1.2), Z, 4, A soit dans
Sp n/4,q— an/4

Notations 4.3. — Soit ¢ une phase pour A dans Xx RY ;
on identifie, a ’aide de ¢, A 4 une sous-variété conique de X x RN .
Soit M une sous-variété comque de X xRN coupant quasi-
transversalement A  suivant E on pose 'y = (X x RN, M, q).

THEOREME 4.4. — Pour tout symbole a dans S%?, la distri-

r
M
bution fe“"ad@ est dans 1P*N/2—n/4.qraN/2—an/4
P )

Démonstration. — On utilise essentiellement I’énoncé suivant
(cf. Duistermaat [2] th. 2.3.1) :

Si on choisit une norme sur RN etonpose 7= ||IAll, 0 = m

alors (A, ue""¥®N) admet pour développement asymptotique

PR (e R0E (det Q)2 6 " T L (R(@)*g),oom "

k>0 k'
ol

Q(0) = diy gy (¢ — ¥) (x(0), 6(0), 0),
(x(0), 0(0)) étant la décomposition de o suivant X x RN ;
g(x,0,0,7) =a(x, ) u(x) I (x,0,0)| avec u(x)=u(x)|dx|,

J désignant le déterminant jacobien du changement de variables
dépendant du paramétre o: (x, ) — y(x, 0, o) qui vérifie

y(x(0),0(0),0) =0, d 4 y(x(0),0(0),0) =1
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1
et (cp—‘I')(x,G,O)=§<Q(0)y,y>
ou enfin R(o) = é (Q(o)! %, %).

Observons que y, et donc J, est homogéne de degré O puisque
la variable d’homogénéité est 7 et que R(0) est homogéne de
degré O pour la méme raison. Soit V la variété conique des variables
(x,0,0,7) et W sa sous-variété définie par (x, ) €EM, et po-
sons I'''=(V,W, a). Alors a(x, 70) est dans §2:9 daprés (3.6),
donc aussi g. Daprés (3.3), R(0)‘g est dans $7:7"%*; donc
R¥(0) g77% est dans Sfi,_k'“(z_“)k. Soit A la sous-variété de V
définie par o = (x,0), c’est-a-dire par y = 0. On peut choisir
un systéme de coordonnées dans lequel A et M sont des espaces
velctoriels. Ils se coupent donc quasi-transversalement. D’aprés (3.7),
FN=m —k e .

T R*(o) g7 Iy:0 considéré comme fonction de (o, 7) est

dans S‘[""k+N/2”"/2’q_(°"2)k+“N/2‘“"’2 et (3.4) permet de conclure.

Cqfd.

THEOREME 4.5. — Inversement

1) tout élément A de If:" se met, modulo C=, sous la forme

ip p+nf4a—N/2,q+an/4—aN/2
f e'¥ adf avec a dans Sp .

2) plus précisément, si vy est une projection sur X, homo-
géne de degré 1, d’un voisinage conique de AR dans X xRN et si
M désigne 7‘1(§), alors on peut en outre choisir a se factorisant
a travers 7.

Démonstration. — D’aprés (2.7), Ap est une sous-variété a
coins fermée de la TI'y-modification de X x RN. Par suite, la res-
triction de Sfiq a Sf,’q est surjective. Plus précisément, dans le
cas 2), d’aprés (2.6), v se prolonge en un morphisme 7y entre les
deux modifications, c’est-a-dire que la composition avec <y est une
section de la restriction de S?}Z dans S%7.

Choisissons alors u et ¥ comme dans (4.1). D’aprés (4.4)
et sa démonstration, et d’aprés ce qui précéde, on peut choisir q,
dans le:+n/4—N/2,q+an/4-aN/2 (se factorisant a travers 7y dans le

cas 2) telque T, A—Z, 4 fei¢a0d0 soit dans S5~ amemAt,

Par récurrence, on peut de méme choisir a,, dans
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Sp+ n/4—-N/2-m,q+an/4—-aN/[2—-m
I'm
(se factorisant a travers vy dans le cas 2)) de fagon que
TawA -2, [T a)do
i<sm

soit dans Sf,’"/4_'"_1“’““"’4"”_1. D’aprés (3.4) il existe donc

a telque T, ;L A=23, , fe“’ad@ , ce qui signifie que A = fe’*’ad()

modulo C%. Dans le cas 2), il faut d’abord utiliser (3.4) pour choisir
la restriction a' de a & A puis observer que a'o vy ala propriété
souhaitée. Cafd.

Notations 4.6. — On note w le volume canonique sur TgX ;
w est donc une demi-densité. On note toujours w la projection
de T: X sur X. Si u est une demi-densité unité sur X (localement),
on peut, via m, diviser w2 par u: on obtient une demi-densité
relative notée w?/u. On note My (A) lespace tangent en A au
graphe de d,W¥(x,\) et, comme d’habitude, M'(A\) et M"(A) les
espaces tangents respectifs en A a la fibre de T: X eta A. Onnote
py la projection de M"(N) sur M'(N\) parallelement 3 My (A) ;
c’est un isomorphisme de fibrés sur A puisque Mgy (\) est trans-
verse 4 M'(A\)) et M"(\)- On note s Iindice de Hormander (cf.
[8]). Enfin on note QY% et L, le fibré des demi-densités sur A
homogeénes de degré O et le fibré de Maslov remontés sur r.

1/2

Pour les distributions demi-densités, on construit le symbole
principal comme dans le cas classique :

THEOREME 4.7. — 1) L'application qui @ A dans 12% associe
la partie principale (de bidegré (p + n/4, q + an/4)) de

M’ (1), M""(A),M, M, (A
A M (A, ue” Y &N) pr (' /u) § S MTC) MMy )

]

est indépendante du choix de u et ¥ vérifiant (4.1.1), (4.1.2) avec
u(m(\)) # 0 et établit un isomorphisme entre 1291071971 ot
Uespace des sections sur T' du faisceau (de rang 1) :

L. ® Q2 ® D7™"/* @ DI*nl

Sp+n/4—N/2, q+anf/d—aN/2
r

2) Si a est dans , alors l'image par cet
n+2N

isomorphisme de la classe de (2m) * f e add est a' ® \/dp ® Ky
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ou a' désigne la classe de la restriction de a a K, d o et K 0
désignent les densité et section du fibré de Maslov associées a ¢

(cf. [8]).

Démonstration. — Le fait que la formule définit une section
du faisceau annoncé résulte, grice a (4.5), de la démonstration de
(4.4), et du fait qu'une demi-densité homogéne de degré n/2 définit
une section de SZ}\MF ® DY? ® D{™* . Le fait que cette section est
indépendante du choix de u et ¥ résulte des mémes arguments
que dans le cas classique (cf. [2] p. 127-133). Le fait que le morphisme
ainsi défini est surjectif résulte encore, aprés partition de I'unité (per-
mettant d’utiliser des phases) de la démonstration de (4.4). Enfin
ce morphisme est injectif par définition ce qui démontre 1).

2) se démontre comme dans le cas classique (cf. Duistermaat
[3D. Cqfd.

Remarque 4.8. — Pour les distributions (0-courants) de I%7,

le symbole principal est donc une section de
Q' ® Ly ® Q)3 ® DF""* @ DI*

ou Q;f# désigne le fibré des densités d’ordre —1/2 sur X,
remonté sur I".

THEOREME 4.9. — Soit P un opérateur pseudo-différentiel clas-
sique de symbole principal p homogéne de degré n. Alors P définit
un endomorphisme de 17" de bidegré (u,au) dont laction sur
les symboles principaux est la multiplication par p, considéré comme

section de Dy ® D3* .

Démonstration. — D’aprés (4.5), et du fait que I’action des opé-
rateurs pseudo-différentiels est microlocale, on peut supposer que

A est de la forme A(x) = fe"("'t‘ﬂ“)) a() dt.

On a donc P(x,D)A = f S EHE) P(x  £) a(F) dE et le

symbole P(x,§) a(t) est dans le méme espace S7°” que a(§) ce
qui, grace a (4.5), prouve que P(x,D)A est dans I7™; cela per-
met aussi de voir que I’action sur les symboles principaux est la mul-
tiplication par P(x, &) c’est-a-dire par son symbole principal. Caqfd.
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Not_ations 4.10. — On note TI' le faisceau des champs tan-
gentsa I' (il n’est pas localement libre).

THEOREME 4.11. — Dans la situation de (4.9), on suppose que
14 s‘annule sur R et que le champ hamiltonien H, est tangent a
S, Alors il existe une section H de D' ® D“(“ 1)¢X>TF telle
que la partie principale de lactzon de P sur I en bidegré
(u—1, a(u—1)) soit un opérateur différentiel d’ordre 1 et de
partie principale I:Ip .

Démonstration. — L’énoncé est microlocal. Ecrivons

H,(x,§) = f(§) d(x, §)
ou f est homogéne de degré u— 1 et d est un champ homogéne
de degré 0. Alors, d’aprés (1.5), d se prolonge en un champ tangent
aux strates de A, dont on note d la restriction 3 T'. On pose
H, =f(§)®d: cest une section de D®* D@ DI*V®TL qui
ne dépend évidemment pas du choix de f.

Choisissons maintenant une phase de la forme x.§ — H(§) pour
R et un symbole de la forme a(f) pour A dans I7?. Le calcul
classique (cf. [4] p. 191) montre que P(x, D) A s’écrit

fei(xE—H(E)) (t(x, §) + r(x,¥) a(¥) d

ou t(x,§) est un symbole-champ de vecteurs classique d’ordre
u— 1, de partie principale Hp(x,g) et r(x,§) est un symbole
classique d’ordre w— 1. Choisissons un générateur ay(¢). Alors
a()) =g(£) an(y), la restriction g de g a I est bien définie, et
I’application qui associe £ au symbole principal de A constitue
une trivialisation du faisceau des symboles principaux. Désignons
par r, ,(x,§) la partie principale de r(x,£). En ne retenant que
la partie principale de PA, on voit que si le symbole principal de
A est g dans la trivialisation précédente, celui de PA est

Iyaa%@+gﬂu@]A
£(®) ao(®) 1%

L’action de P sur g est donc bien celle d’un opérateur différentiel
d’ordre 1 et de partie principale f(§).d.

ﬂ9@+ﬂ9[

Cqfd.
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Notations 4.12. — Soit Y une sous-variété de codimension
k de X dont A ne rencontre pas le fibré conormal. On Suppose
que H T Xly est transverse a K On pose K” —KﬂH et on
note j lm]ectlon de A NH dans A ainsi que celle de A" = ANH
dans A. On note 7 la projection de KOH sur son image A
dans T0 Y ainsi que celle induite de A" sur A'. Ce sont des re-
vétements finis. La trace des distributions intégrales de Fourier
induit un isomorphisme tr de fibrés sur A" (ou sur A') entre
PO OL) et QP ®QY®L,). Soit main-
tenant E une sous—vanete conique de ﬁ; on suppose que H
est quasi-transverse a 3 de sorte que =3NH est une va-
riété dont on note E I’image par . On pose I' = (K , ) , ),
"=(K",§",a). On note encore j [linjection de Ap. dans
Ap et de T"” dans T (cf. prop. 2.7) et on note encore 7 les pro-
jections de AJ. sur Al et de T” sur T'. Le morphisme tr
induit un nouvel isomorphisme encore noté tr entre les fibrés sur
T": * Q@ Q?®L,) et 7*(Q;* @ QPO L,.).

THEOREME 4.13. — Dans la situation ci-dessus, la restriction
envoie 129 dans 107K/%9*°KI% ot sq partie principale est le pro-
duit tensoriel de llsomorphisme tr par Uidentification naturelle
entre ]-*(D€+n/4 ® Dg+an/4) et W*(Drlp+n/4 ® Dlzq+an/4) .

Démonstration. — L’énoncé est microlocal : soit donc (x,, &)
dans ANH. Soit x, une fonction sur X telle que le graphe de
dx, coupe R transversalement en (x9,%,). On peut choisir un
systéme de coordonnées

Xy T V15X T Voo Xy i T Vi kor Xpn_ga1s-+ 05 Xy

tel que x, ., =...=x, =0 soit un systéme d’équations de Y.
Soit p(x,§) la phase de la forme x.§ — H(§) pour A corres-
pondant a ce systéme de coordonnées (cf. [8]). Comme A ne ren-
contre pas le fibré conormal 4 Y, ¢(y,§) =y.& — H(E) est aussi
une phase, dont la variété lagrangienne associée est A’ ; et I’hypo-
thése de transversalité assure que cette phase est non dégénérée. On
pose I'| = (X xR", Zol ,a) (ou b est considérée comme une sous-
variété de lensemble critique C,) et ', = (Y xR", 2", @). Soit

A dans I279. On sait que A sécrit (2m)~3"/4 fe‘\""")a(x,s) dt
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avec a dans Sf,l_"/“’q_a"M. Alors la trace de A, tr A, s’écrit

(2m)~3n/4 fe"“’(y") a(y,§) dg¢ avec a(y,§) dans Sfi;"/“‘q_cml4

d’aprés (3.7). On en déduit (cf. 4.4) que tr A est dans [&7F/%a+ek/4
Si on écrit le symbole principal de A sous la forme

Vd,

a(x: E) |£I"/2 ® [lslnh

® ldx|71? ® Kv,]

et celui de tr A sous la forme

\/ a‘pl
|E|n/2

ou \/3: et \/E sont les demi-densités et K, et K, les facteurs
de Maslov naturellement associés aux phases ¢ et ¢’ (cf. [8]), on
décompose la partie principale de la trace en u ® v. Dans cette dé-
composition u est lidentification annoncée entre classes de sym-
boles et v est un isomorphisme qui ne dépend pas de la classe par-
ticuliére de symboles choisie. C’est donc le méme morphisme que
dans le cas classique, a savoir tr. Cqfd.

a(y, ) 1EI"* ® [(270"‘/4 ® |dy|"'?® Kv,]

5. Les O.P.D. de L‘I’,'q }

Introduction 5.0. — On va compléter le calcul symbolique dans
le cas des opd de fagon a obtenir ’énoncé d’hypoellipticité naturel.

Constructions 5.1. — Onpose I' = (T:X, b , o),
2 ={(0,— 0)ETIXxTIX |0€2} et ' = (N*A, ', a)

ot N*A désigne le fibré conormal i la diagonale de X x X. L’es-
pace L%7? est définie comme espace des opd dont le noyau est
dans If:7 . D’aprés (4.8) le symbole principal d’un élément de L9
(opérant sur les fonctions) est une section de

Q% ®L,® Q2 @Dy DI ® Qy 1,

(ou1 par exemple QX’F, désigne le fibré des densités sur X remonté
sur F') puisque le noyau d’un tel opd est une section distribution
du fibré . Or, comme dans le cas classique, L., admet une tri-
vialisation naturelle parce que N*A est un fibré conormal ; et la



214 A. HIRSCHOWITZ

demi-densité canonique sur T: X (identifié a N*A) trivialise
Q2 L ®D!?®D}"? tandis que le fibré QY2 ® Qy est na-
turellement trivial sur la diagonale. Il s’ensuit que le symbole prin-
cipal est en fait une section de D} ® DI et par conséquent qu’il
se représente par un symbole sur T;‘ X . D’autre part, il résulte de
(4.4) et (4.5) que l'opd de symbole complet a(x,§) est dans
L%? si et seulement si a(x,§) est dans $29. Comme dans le
cas classique et pour les mémes raisons, le symbole principal de

I'opd de symbole complet a(x, &) est la partie principale de a(x, §).

PROPOSITION 5.2. — Le composé d’éléments de Lfi""' et Lfi”’q !
est dans Lfi'“’ a9 ot le symbole principal du composé est le
produit (au sens du morphisme naturel de D? ® DI ® D?" ® DI"
dans D2""P" ® D‘z'”’q“) des symboles principaux.

Démonstration. — 11 suffit d’écrire la formule donnant le sym-

bole complet de deux opd de type (p, 6) (avec p > % s pt+ 8= 1)

et d’appliquer (3.3) et (3.4). Cqfd.

COROLLAIRE 5.3. — Si P est un opérateur différentiel dont le
symbole principal dans Lf,’q est inversible, alors P admet une para-
metrix bilatere.

Démonstration. — Standard.

Construction 5.4. — On va maintenant exprimer de fagon ex-
plicite la condition pour que le symbole principal soit inversible.
Soit P un opérateur (pseudo)-différentiel classique d’ordre m dont
le symbole principal s’annule & 'ordre o sur une sous-variété co-
nique (lisse) X de T(’f X. On peut alors associer & P son hessien
transverse d’ordre o, soit Qp: c’est une fonction homogéne de
degré o sur le fibré normal & £ dont on note C, I'image (de la
fibre en 0); cette image est un cone de C. Le résultat suivant
est connu de Helffer ([6] th. 4.1) et résulte vraisemblablement du
critétre de Hormander ([7]) ; il est tout a fait analogue a un résultat
de Boutet de Monvel concernant le cas o = 2 ([1] th. 7.3).

THEOREME 5.5. — Si Qp n'a pas de zéro non trivial et si en
tout point o de X le symbole sous-principal de P prend sa valeur
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hors de — C,, alors P admet une paramétrix bilatére dans
L™ gyec T =(TgX,Z,a) et si Pf est dans Hi,., f

stm—1
est dans Hj """ .

Démonstration. — On va donc calculer le symbole principal
de P dans L%~V choisissons au voisinage d’un rayon {t0,},,
de ¥ un systéeme de coordonnées (o, x,r = rl) comme dans
(1.1). Alors un symbole complet p de P s’écrit :
p(o,x,r')=r""(Qpx) + (o, x)) + r'"""(g(o, x)

+ r'h(o,x,r")
ou €(og, x) sannule a ’'ordre « + 1 pour x =0,
h(o,x,r') est C~
g(o,0)r'~™*!1 est le symbole sous-principal puisque le symbole
principal s’annule a I’ordre au moins 3 sur 2 .

Alors avec les notations de (1.1) :

pem(a,x',r", p)=p =" r"""(p* Qp(x") + €(0, px"))
+ pmen=Dprmmit (g(a, px) + p%r"h(o, px', p*r")].

Donc peom(a,x',r", p)=p=om=Dpr=m ([Qy(x") + r''g(o, px")]
+ p%e(o, px') + p*r"? h(a, px', p*r")).

I1 nous suffit de voir que le coefficient de p~*(m—1) p1"-m pe
s’annule pas au voisinage de _1:2 : ailleurs on sait que le symbole
principal de P est non nul puisque P y est elliptique. Or, par I’hy-
pothése, Qp(x') + r"’g(0, 0) ne s’annule pas sur Fz et le reste,
p~%e(a, px")+ p*r'" h(o, px', p*r") <Sannule pour p =0,
C’est-a-dire sur T, .

D’aprés (5.3), P admet donc une paramétrix bilatére dans

L;m’_“(m_l), donc dans L;"'" avec p =1 —i- d’aprés (3.4),

d’ou la derniére assertion du théoréme. Cqfd.

Exemples 5.6. — Si P est un opérateur différentiel d’ordre
2 alors X est nécessairement une réunion de fibres de T;‘ X;
comme le symbole sous-principal a des zéros sur toute fibre, on ne



216 A. HIRSCHOWITZ

peut espérer trouver d’exemple différentiel d’ordre deux. Soit donc
o'> 1, les opérateurs suivants vérifient les hypothéses de (5.5):

n 1 a ' 0 ~
P, = Z_.l gC_}_)zot + (axn )204 1

n—1 i) o' n—1 , 0 a' 0 a'—
- S g ) ()
1

ox,

n—

P, (%)2&'——1 + 2 (aixj)za'—z‘

-~
[

6. Remarques finales.

Les OPD étudiés au paragraphe 5 permettent de définir des
wave-fronts plus fins que le wave-front usuel. IIs permettent aussi
de faire des partitions de I'unité en deux termes dont I’'un est & wave-
front dans une sous-variété de S*X sans diminuer sensiblement la
qualité du calcul symbolique utilisable : cela permet par exemple
de montrer que si K désigne le noyau du probléme mixte extérieur
(pour un d’Alembertien), il existe un OIF K' tel que le wave-front
de K -—K' soit contenu dans une sous-variété. Enfin en compli-
quant la modification choisie au paragraphe 1, on peut construire
d’autres classes analogues qui contiendront évidemment les para-
métrix de nombreux opérateurs hypoelliptiques. On va revenir sur
tout ¢a dés que possible.
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