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CARACTERISATION
DES FONCTIONS MULTIPLICATIVES p.p. B”
A SPECTRE NON VIDE

par Hédi DABOUSSI

A la mémoire de P. TURAN
1. Introduction.

1.1. Une fonction f: N*— C est dite multiplicative si f(1) =1
et f(m.n) = f(m) f(n) toutes les foisque (m,n) =1.

1.2. Soit A= 1. Une fonction arithmétique f est dite presque
périodique B (p.p. BM) si, pour tout € > 0, il existe un poly-

ndme trigonométrique P, (n) =X a; &> " avec o € R tel que:
— 1
im — Y |f(n)—P (m)* <e.
x>t X n<x

Si, de plus, les polynébmes P, peuvent étre pris périodiques,
alors f est dite limite périodique B (l.p. B).

1.3. Soit f une fonction arithmétique. On définit o(f) = spectre
de Fourier Bohr de f ainsi :

o(f) = {a€ER/Z telque lim —)1; | Y, f(n) e"2mine| > 0},

n<x

1.4. L’objet de cet article est d’établir le résultat suivant :

THEOREME PRINCIPAL. — Pour qu’une fonction multiplicative
f soit p.p. BN (A=1) avec un spectre de Fourier-Bohr non vide,
il faut et il suffit qu’il existe un caractére de Dirichlet X tel que la

x(p) f(p) -1
T

série converge et
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A 12
D If([:’)l <tew, ¥ Ix(p) f(p) — 1 < oo,
p r>2 P I p
If(p)I<2
A
2 1 f(p)I <+ oo
>

En fait, si ces conditions sont vérifiées f est 1.p.B.

1.5. Des conditions suffisantes pour qu’une fonction multiplicative
soit p.p. B ont été obtenues par de nombreux auteurs : Erdos,
Hartman, Kac, Novosselov, Schwarz, Spilker, Van Kampen et Wintner
[8,9,10,12,13, 14, 15].

Delange et I'auteur [2] ont montré que, si f est multiplicative,
et |f(n)l <1 pourtout n, alors f est p.p. B avec un spectre non

-1
vide si, et seulement si, la séric 2 x(_p)ip)_ converge pour
14
un caractére de Dirichlet x; f est p.p. B avec un spectre vide si,
1—
et seulement si, X __lf_(pll =4 oo
14

Delange a prouvé, indépendamment de l’auteur, que les condi-
tions du théoréme étaient suffisantes. Il a, de plus, étudié les séries
de Fourier Bohr de telles fonctions [3].

Le théoréme principal a été énoncé dans [3, remarque finale]
et au meeting d’Oberwolfach de novembre 75.

1.6. Le plan de cet article est le suivant :

Dans le paragraphe 3, on énonce quelques propriétés des fonc-
tions p.p. B*.

Dans les paragraphes 4, 5 on caractérise les fonctions multi-
plicatives =0 p.p. B?> avec o(f) # @ .

Dans le paragraphe 6 on caractérise les fonctions multiplica-
tives =0 p.p.B* A\=>1) avec o(f) # .

Enfin dans le paragraphe 7 on établit le théoréme principal.

2.1. NOTATIONS. -

Lalettre p désigne un nombre premier.
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d|n signifie «d divise n».
dtn signifie «d ne divise pas n».
Pour j =1, p/ln signifie «p/|n et p/*ny.
f « g est la fonction arithmétique définie par
(f+8) (m) = X f(d)g(n/d).
dln
M(f) est la limite, si elle existe, de % Z f(n) quand x —> + oo,

n<x

M(f) est la limite supérieure de % |2 f(n)] quand x —> + oo,

n<x

2.2. DEFINITION, — Soit &6(t — a) la mesure de Dirac au point a.

Etant donné une fonction arithmétique f, on pose, pour chaque
1
NEN*, uy(f, =1 X 8(t—f(n).
N n<n

On dit que f a une distribution limite si uy(f, t) converge
étroitement vers une mesure u(f, t). Cette distribution limite est
concentrée a l'origine si u(f, t) = 8(t).

3. Quelques propriétés des fonctions p.p.B* (A = 1).

Soit f p.p.B* (resp. l.p. BY).
1. M(f, o) existe pourtout t €ER.

. 1
2. Pour tous les entiers £ et k, < 2 f(n) tend vers une limite.

n<x
n=2(k)

3. |f] est p.p.B* (resp. L.p. B}).

4. SiA=2, MUfP) = X IM(f,®).
a€oa(f)

5. SiA=2, o(f) =@ <= M(f?) = 0.

6. Si M(IfH) =0, alors o(f) =9¢.

7. |f] aune distribution limite.

8. Si g est p.p.B (resp. l.p. B) et bornée, alors fz est p.p.B*

(resp. 1.p. BM).
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1 1
9. Si g est p.p.B* (resp. Lp.B%*) et si X + — <1 alors fg

est p.p.B (resp. L.p. B). a
Nous utiliserons également I’équivalence suivante :

10. Supposons f= 0 alors
fp.p.B* (resp. Lp.BY) <= fM2 pp B? (resp.l.p.B?).

Certaines de ces propriétés sont bien connues (voir Bésicovitch
[1]) ; nous les établirons en appendice 3.7 et 3.10.

4. Théoréme 1.

Une fonction multiplicative positive est p.p.B? avec un spectre
de Fourier Bohr non vide si, et seulement si, les séries suivantes
convergent :

= f(p")? (f(p) — 1)? f(p)—1
» — et _
; (Ez p ) ; p © Z 14

Dans ce cas f est 1.p.B? .

Remarque. — P.D.T.A. Elliott [5] a récemment caractérisé les
fonctions multiplicatives bornées en moyenne quadratique qui pos-
sédent une valeur moyenne non nulle. La condition nécessaire de
notre théoréme peut se déduire de sa caractérisation. Notre démons-
tration étant plus simple nous avons préféré en donner tous les
détails.

LEMME 1. — Soit f une fonction multiplicative et supposons qu’il

existe ¢, tel que Y |f(mP <c,x. Alors ¥ i |f(l’ I

n<x p r=2

Preuve. — L’hypothése entraine que, pourtout s > 1,

2 2
¥ [ f(n)] s [ f(n)] <

e <c, — etdonc Y, -
Soit h(n) la fonction multiplicative définie par A(p) =0

et h(p)=1,Vp et Vr> 2. On voit que, pour tout o > 1/2,
« (h 2 h(n))?

2 ( (p ) (h(n)) <4

14

2 < + o etdonc S‘ —_—
r=1 -p* n
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L’inégalité de Cauchy entraine que

(Z If(n)h(n)|> <<2 lf(iﬂl’)(u Ih(zn)sl )

n<x

» [f(n) h(n)| <

Prenant s€]1,3/2[ on en déduit que et

en particulier n
oo h oo r
5§ lf(p) @l <o, Cestidie T3 lf(pr)l <
p r=1 p r=2 p

LEMME 2. — Soit f une fonction multiplicative =0 p.p.B?;
alors il existe une constante c, telle que, pour chaque p,

IM,(/) = M(H)I > ¢ M(f) ob My(f) = lim — ¥ f(n)
Xt n<x
pln

M, (f) existe d’aprés 3. 2).

Preuve. — On a

Ly fm=3 2% sm= 3 f(p)(” Y fm)

n<x pi<x n<x pi<x X n<x/p/
pln j<1 plln j=1 ptn

puisque f est multiplicative, et par suite
j j i
Ly im=3 2 5 g == ¥ ).

n<x pl<x 14 X n<x/p/ n<x/pJ
pln jiz1 pln

Ou encore, puisque,si p/ >x. . f(n) =0,

damnd

n<x/pi
) (v’ p’
fimy =% —— (= — = (
% Lo (5 X =3 ,,<§,,,, f(m).
ptn pln

Ceci peut s’écrire

s f(o) (p s f(p) (P’
4.1. Y —2 (= f(n))= — (— ).
j:O pl x n<2x‘/pl' " ) ]gl pl (x n<2x/pf f(n)

pln

f étant p.p.B?, ilexiste c; telle que



146 H. DABOUSSI

4.2. Y. [f(m))* < cy;x pourtout x =1, etdonc

n<x

—Zf(n) \/'c_aet—Zf(n) N

n<x n<x
pln
oo j
1l résulte de 4.2 et du lemme 1 que 3, f(—i.’) <

j=0

Nous pouvons alors appliquer le théoréme de convergence do-

minée 4 4.1. et obtenir M (f) Z f;pl) M) i f(p’) » OU encore
43. o) — Mo (3 L ;’f BB - mry.
j=0

Il suffit alors de remarquer que, d’aprés 4.2, [f(n)]* < c3n
et donc

1+Z f(p’ i
j=1 j=1

i/2
C3

\/2—1’

pour déduire de 4.3 le lemme avec ¢, =

ﬁ]

LEMME 3. — Il existe une constante c, telle que quelle que
soit la fonction arithmétique g, on ait pour tout x =2 et tout
ys<x:

1 |p/ 1 1
44. L 12 Z em— - Z e+ ¥ sm|”

pi<y D7 | ¥ n<x n<x n<x
j=1 pln pln 1
S 2 lg(m2

n<x

P.D.T.A. Elliott a montré [4] que [Iinégalité classique de Turan
Kubilius [11] est équivalente a I’inégalité suivante :

Il existe une constante cg telle que pour toute fonction
arithmétique g ona:

/ 1
45. L L2 Y gm—= L em|' <= T lemp.

pi<x p X n<x n<x n<x
pllin

=
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Or

YT emf<i(2 8007) 2 OICERY)

pl<x p n<x X “n<x j=1 X n<x

j=1 pln pln
(,Zx 'g(n)l2) ;(:21 ,+1) — (Ex Ig(n)lz)

Utilisant linégalité |a+ b|> <2|al* + 2|b|>, on voit que 4.5

dwed 2

1
entraine 4.4 avec ¢, =2 (c. + Y )
v =2(e p* -~ p)

LEMME 4. — Pour qu’une fonction multiplicative soit p.p.B?
) o (@) — 1)
avec o(f) # @, il faut que Y, Y — <

p j=1

Preuve. — On a,

j j
Py immi=1en 2 3 15l

m<x x n<x/pl
p’llm pin )
i
= 1)) (” =2 % 1),
n<X/p/ X n<x/pi
et donc . pin
. D )
lim ™ 2 L) = 1f(p)] MU — M, (fD).
e m<x
plim

Ainsi, en prenant g = |f| dans le lemme 3, et la limite quand
x —> + oo avec y fixé dans 4.4, on aboutit a :

1 ;
46. X = [(1fPHI— 1) MUfD - M, (NP

pi<y

i>1 <c, lim 1 X f(m1? <c4cy
x>te X n<x
d’aprés 4.2. Dulemme 2 on déduit alors
(fpH -1y
GMIf? L ———— <c,c;.
pj<y r
j=1
Il en résulte, prenant la limite quand y — + oo, que
< lf(P’)l - 1)2

M(IF1)? 2 2
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Ainsi, puisque par hypothése o(f) # @, ce qui implique d’aprés
3.6 que M(!f]) > 0, on obtient le lemme.

LEMME 5. — Soit f une fonction arithmétique >0 p.p.B2
et ayant un spectre o(f) non vide. Alors f a une distribution
limite non concentrée a l’origine.

Preuve. — On sait que f a une distribution limite d’aprés
3.7. 11 reste a établir que si cette distribution était concentrée a
Porigine, on aurait M(f) = 0 ce qui, d’aprés 3.6, entrainerait que
o(f)=9. :

Soit Fy(u) = N card {n < N tel que f(n)<u}. Si la dis-
tribution était concentrée a I’origine, alors, en tout point u >0,
Fy(u) tendrait vers 1 quand N tend vers linfini. Il en résulterait

. a .
que, pour tout a > 0, 131_1.1 ‘/0' t dFy(t) = 0, puisque
a a
[ tdFy(1) = aFy(a) - [“Fy(n)dt.
0 0

Ceci est équivalenta lim 1 Z f(n) =0. Or
N—+eo N

n<N
f(n)<a
Ly 5 —lzf(n)+12f(n)
N n<N N n<N N n<N ’
f(n)<a f(n)>a
1
On aurait ainsi M(f) = lLim — Y, f(n).
N-te N N
f(n)>a
Remarquant alors que,
1 1
= fy <+ L 2 f(n)2<—— Y f(n)?,
N <~ a N ,N n<N
f(n)>a f(n)>a
et que fim —;—I Y f(n)?* =c<+ oo, on obtiendrait M(f)<§—

n<N
pour tout @ > 0, etdonc M(f) =0.

Erdos [6] a établi le résultat suivant :

LEMME 6. — Une fonction f multiplicative = 0 a une distri-
bution limite non concentrée a l'origine si, et seulement si, les séries
suivantes convergent
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Z Uf(p) ;N Uf(p)2 ,
p e
fp)y—1 si [f(p)—11<1

ou v (p) =
4 1 si If(p)—11>1.

Preuve du théoréme 1 (condition nécessaire). — Soit f= 0
multiplicative, p.p.B? avec un spectre non vide.

. oo ] . 1 2
Il découle du lemme 4 que la série > ( 2 (_f(p_)’___l) <
p j=1 p
On voit que cela implique la convergence des deux séries

(f(p) - 1)? f( ’)2
IR LLA tzz =B

) 4
Les lemmes 5 et 6 entrainent la convergence de la série

. 2
D ﬁp_)_l_, puisque Y 1 < va ;p) <

7 p P p
IF(p)—1l<1 R —11>1
(f(p) — 1)?
2
[f(p)— 1]
—_—<
2 p

La convergence de entraine alors que

14
If(p)—11>1
f(p)—1 _

I1 en résulte la convergence de la série 2
p

5. Preuve du théoréme 1. (Condition suffisante).

LeMME 7 (Wintner [15]). — Soit £ wune fonction multiplicative

L 1
telle que . Y 2 (m—)——l—) < oo, Alors { est limite périodique

p r=1
B et M(!Z)=p( — ;)(EO 2%’_))

Considérons une fonction f vérifiant les conditions du théoréme.
Pour y = 2, soit fy la fonction multiplicative définie ainsi :
(£ si p<y

fy(P)z( 1 sip>y.
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Montrons que f, est Lp. B?. Ona:
= 1) - 1] If2 () — 11 2 1A - 11
D RAUELIEY cy (g ey

r‘:l p <y p p<y r=2
If2(p) — 1] 3 (p ) & 1
<y W1 + Nt oo
p<y p p<y (rg > p;y (rgz p )

Ainsi f2 vérifie les hypothéses du lemme 7 et donc f2 est 1.p. B
F(p’ )
2y —
M(fy)2— RS (1 )(S‘ ) Il résulte de 3.10 que f, est
l.p. B*.

Nous allons montrer, par la suite, que M[(f— fy)2] tend vers
zéro, quand y —> + oo. Ceci entrainera que f est l.p. B2.

LeMME 8. [Erdds Renyi [7]]. — Soit S une fonction multipli-
cative positive telle que les séries

S(p) — 1 s? = S(p"
5 S a0y (p)+2 (1:):\
P p r=2 p
. S(p)1
convergent et que _lim > _Eﬂo_g;_) > 0 pourtout € > 0.

N=+= N<p<N(1+e) p

Alors M(S) existe et M(S) = TI (
p

S(p’)) .

LEMME 9. — Soit f vérifiant les conditions du théoréme 1.
Alors M((f — fy)2) existe et tend vers zéro quand y tend vers
Uinfini, ce qui entraine que f est 1.p. B?.

Soient, pour y=2,G,G,,H et K, les fonctions multi-
plicatives définies ainsi :

3/4  si f(p)<3/4,
G(p) =( f(p) si f(p)E€[3/4, 5/4],
5/4 si f(p)>5/4,
G(p") = G(p)" pourtout r=2,
G(p") si p<yy,
G, ()= pourtout r =1,
1 si p>y,
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H(p") = f2(p") — f*(p""*) G*(p) pourtout r=>1,
K, (") = f(0") £, (p") — f(p"™") £,(p"™") G(p) G, (p)

pour tout r=1.
On voit facilement que

2 _ 2 =
ff=H=*G I, =K, *GG, .
Nous allons montrer que :

() G* et GGy vérifient les hypothéses du lemme 8, et donc
1 & Gi(p)
2 : 2y — —_ :
M(G*) existe, M(G*) = {,I (l p) ( 2 ) » M(GG,) existe

r=0 r
oy =1 (1= 2)(§ W)
H K
()Zl(n)l ’Zlyn(n)|<+

Il en résultera Pexistence de M(f?) et M(ff ), et donc de
M((f-f,)?) (puisque, f, étant Lp.B, M(f7) ex1ste), et la valeur
de M((f L.

9 9
Preuve de (i) : On voit que 1_6— < G¥(p), et — < G(p) Gy(p).

L 16
Ainsi :
9

imy  C@GMler 9
; N-ew N<p<N(1+e) p 16
e G*(p)lo 9

lim Z M log(l +e)>0.

N=e N<p<N(1+e) p 16

5\2r
De méme, puisque G*(p") < ( et G(p") Gy(p") < <4)2 )
G?

on voit que
G'p) |, ( G'(p")
D ( = + ) )< ,

o
r=2

et 2 0o r r
Z( (p)G (p) + 3 G(p ) G, (p ))<

r
r=2 14

Remarquant maintenant que

() - (f(p) -1 f(p)
D D e
2
on obtient la convergence de la série 3’ f_(p_)_ - Mais

P
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G(p) -1 ry-1 1 1
p -ty Lol Ty

p<x p pPEX p 16 p<x p
1f(p)—11<1/4 f(p)<3/4
;2 v 1
16, P
f(p)>s/4
_y -1 o -1
P:x p p:x p
If(p)—11>1/4

7 1 9 j
= L oo+ o
16 p<x D 16 p<x D

f(p)<3/4 r(p)>s/4

On voit immédiatement que

1 ~ 1)
¥ _<162(f(p) )=<+°<>
Ifp)-11>1/4 P p
et que ) )
- +

N I f*(p) 11< y ff(p)+1

IF(p)—11>1/2 p 1F(p)—11>1/4 14
2 -1 +2+1
< Y (fp)—1*+2 <
If(p)—11>1/4 p
G*(p)-1
Ainsi la série ) ——@—— converge.
P
G(p) -1

Il en est de méme de la série 2, () » et donc de la série
y GG, ()~ 1 p

Preuve de (ii) : Montrons que Z (“2 IHG” )I) < oo, ce qui

. . - I H(n)|
entrainera, puisque H est multiplicative, que 2 <

n

Remarquons d’abord que :

%(i IH(rp')I) < 2(2 f(pr) ) = 2(2 fp~ 1)2)

r=2 p D r=2 p p
& FOP\ 25 ) | 25 o e fO)
<§‘(§z p )tlﬁg‘ p? +16§‘2(§2 p’“)
4o SR L 25 0 U@ -1 Gy
<T§'(,=2 7) 16 T2 P +22p2)<
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En outre,
H 2(p) —
z [H(p)| - | f“(p)
p P e -1>a p
< f“(p) +
If(p)-11>1/4 = P
+ 2

F(p)-11>1/4 P

153
G3(p)|
Gz(l?))< ) N (f(p)—1)?
p \F(p)—11>1/4 p
1 25 1
— = L

16 If(p)—11>1/4 P

Ces derniéres sommes étant finies comme on I’a vu plus haut,

on en déduit que Y (i -
P r=1 p

De maniére analogue, en remarquant que f(p") <

[<yteD]

on montre que 2 (S‘
— n
r=

)<°° etdonc Y

LI

1+ f(p")?

| y(")l

Preuve du lemme 9. — Puisque f> = H+ G? ona

Xf’()

n<x
G2

telle que, pour tout entier

> G%n)i\ < C. De plus

X n<x/d

H()
d).

4 Y Gin).

X n<x/d

ayant une valeur moyenne finie, il existe une constante C
d =1

et tout nombre réel x,

> Gz(n):l = M(G?).

x n<x/d

lim | —

X —> o0

Le théoréme de convergence dominée, compte tenu de (ii), montre

1

que — Z f*(n) tend vers une
x n<x

c’est-a-dire que

wr =(n (-9 &
-1 (1- i)((;,

limite égale a M(G?) Y,

) 1 (_ ).
G’(g)’)) (i

pl

H(n)
n bl

G2(p’ )

Remplacant G et H par leurs valeurson a :

MU =11 (1 -

1
p) 2

00

j=0

De maniére analogue on obtient I’existence de M( ffy) et la relation
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» (p>y l)g f(pli'j)»’

0

M) = (0 (1 - i-) s L

j=0
Finalement on voit que

M((f - £,)%) = M(f%) + M(f2) — 2M(Y,)
oo 2
=1 (1- ﬁ)(ZO Loy m (- )(Z e

f( f /
— 2(p<y 0 p )>(p>y(l (p )

ou

1\ & fAof
y [pgy (1 — _),«_0 __;?_) +1-2 R (1 ) 2 f(;’):\
o0 2( i
Y p<y ((l )4—4 ——pl_l) .

j=0

>
I

B

I

Il est alors immédiat que A, tend vers zéro quand y —> + o
et que B, tend vers M), et donc que ylim M((f - fy)z) =0,

ce qui entraine que f est Lp.B?. Il nous reste & montrer, pour
prouver le théoréme 1, que o(f)# @, c'est immédiat puisque

I\ & f(p/)
M(f) =11 (1 — ;) > f(Tpl)_ »  produit convergent de termes
j=0

strictement positifs, est non nul.

6. Théoréme 2.

Pour qu’une fonction multiplicative positive soit p.p.B*
(A = 1) avec un spectre de Fourier Bohr non vide, il faut et il suffit

que la série 2 &;—_—l converge et
A 12 A
2(2 f(p)>< U -1 5 SO
r>2 P f(p)<2 p fe)y>2 P

Dans ce cas f est lp.B*.

LEMME 10. — Soit f= 0 alors
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fpp.B* avec o(f) # P <= fM? pp.B2 avec o(fN)# .

Remarquons d’abord que, d’aprés 3.10, fp.p.B" = M2 p.p.B?.

Supposons que o(fM*) # ¢ . Alors d’aprés 3.5 M[(f¥?)?] =0
cest-a-dire M(f*) = 0; or M(f) < [M(fM)]', et donc M(f)= 0
ce qui implique que o(f) =@ .

Supposons que o(f) =@ . Alors M(f) = 0. Montrons que
M(fM?) = 0, ce qui entraine que o(fN?) = @ .

Si A<2 ona M(f"*) < [M(HM? =0, et donc M(fM?) =

Supposons donc A >2 et soit n=>1 tel que 2" <A < 2”+l

Observons d’abord que pour tout j€{0,1,...,n—1}, le
est p.p.B?. En effet, si j<n—1, 2" <2" <\ et donc I'hy-
pothése fp.p.B* entraine que f est p.p.BZi+1 ; 3.10 montre
alors, que £ est p.p.B?.

Supposons que, pour un j€{0,1, - 13, M(fzj) =0.
On aura alors o(f¥) = @ et grice 4 3.5 M(f”“) =0.

Ainsi, en partant de M(f) = 0, on aboutit a M(fzn) =0.
or M(M?) < M(F"HN?™ ! et done M(fM?) = 0.

Preuve du théoréme 2. — D’aprés le lemme 10 et le théoréme 1,
pour que f soit p.p.B* avec o(f)# @ il faut et il suffit que les

A A2 1)2 A2
séries 2(;}:2 f(p) ) % (ﬁl_))T_l). et ;J_c(ﬁ)_p___l soient

convergentes.

Il nous suffit donc de démontrer que la convergence des séries

N2 13)2 N2
Z(f(p)p 1) ot Zf(p) 1

est équivalente a I’ensemble

fp) -1
»_

des conditions suivantes: la série

—1)? A
U -1 oy fO

f(p)<2 p fpy>2 P

est convergente,

Nous utiliserons les inégalités suivantes : si A = 1
6.1. ci(x—12<xM 12 <cy(x—1)? si x€[0,2].

6.2.  cpx* < (M 1) <c,x* si x>2.

6.3. |(x’*/2—1)—% (x-DI<cy(x-1? si x€[0,2].
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6.4. (M D <cpx* siox

6.5. (x—-1)< c7'x" si x

2.
2.

V v

Les inégalités 6.2, 6.4 et 6.5 sont immédiates.
xN? 1 . M1 (x=1)

e
x -1 (x —1)?
A AN —2)
en x =1 par —, et

2 8
[0,2], ce qui donne 6.1 et 6.3. On déduit de 6.1 et 6.2 que la conver-
A2 1 2
gence de la série 2 ﬂp)T—)- est équivalente a

Les fonctions prolongées

respectivement, sont continues sur

—1)? A
6.6, » (f(r» -1 <ot Y f(p) < oo
f(p)<2 p f> P
R . . {128
Grace aux inégalités 6.4 et 6.5, la condition Z < oo
A2 fey>2 P
N -1 -1
entraine Z f_@_—-< o et 2 M— < o0
f(p)>2 p f(p)>2 p
. . f(p)—1
Alors 6.3 montre que, si I’on a 6.6, les séries 2 — et
foM? — 1 . P
————— sont de méme nature.

7. Démonstration du théoréme principal.

LEMME 11 (Daboussi-Delange) [2]. — Soit g wune fonction mul-
tiplicative tel que |g(n)| < 1 pour tout n,

1) Si pour tout caractére de Dirichlet x et tout u réel on a
5 1 — Re(g(p) x(p) p™)

p
métique S p.p.B, ona M(g.S)=0.

= + oo alors, pour toute fonction arith-

2) S'il existe un caractére de Dirichlet x et un nombre a réel

1 - Re ia
tels que 2 @) x(7)P) < + oo, alors, pour toute fonc-

p
tion arithmétique S p.p.B, ona

L3 &(mS(n) = Cx expiA(x) + (1),

n<x
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I ia
ot C est un nombre complexe, A(x)= m(x(p)pg(p)p ),
et lim { Sup [A(y)—A(x)|}=0. psx

Xt x<y<x2

Etant donné une fonction multiplicative f, soit

p(n) = |f(n)|
f(n)y
+
e(n) = Lifom) S TM#O

0 si f(n) =0.
p et g sont multiplicatives et |g(n)| est égaled 0 ou 1 pourtout n.

Montrons que les 2 propositions (A) et (B) suivantes sont équi-
valentes :

1-—- 1-—
(A) 7.1. lesséries ) __-)&;))-g—(i) et Y 1= e convergent.
14
—1)2
ba,y @-D
p(p)<2 p
A
73, Y POY
p(p)>2 p
1—
(B) 7.4. La série 2 __X_(:_)_f(ﬁz_ converge.
112
75, ¥ Ix(p) f(p) — 1 < o
I7(p)I<2 p
A
7.6. 2 1 f(p)] < oo
If(p)1>2 p

Supposons la proposition (A).
Puisque |1 — x(p) g(p)I* < 2(1 — Re[x(p)g(p)]), on voit que
7.1 implique
5 11— x(p)g(p)?
p
Les inégalités 7.2, 7.3, 7.7, entrainent que

7.7. < oo

7.8.

5 11— x(p)g(z;)l 11— p(p)l <o
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En effet,
» 1 —x(p) &(p)| 11 — p(p)| < 3 I1—x(p)g(p)l 11 — p(p)l
p p(p) <2 p A
+2 Z p(p)
p(p)>2 p
(1 - p(p))? 11 — x(p) g(p)I? ]1/2
<[( 2 ¥
p(0)<2 p )(—' p )
2 ¥ PR
p(P)>2

Il résulte de 7.1, 7.8 et de I’identité suivante :

1 —x(p) f(p) =1—-x(p)&(P) p(p) = (1 — p(p)) (x(P)g(p) — 1)
+ (1 —x(p) g(p)) + (1 — p(p))
1 - x(p) f(p)

que la série Z T~~~ converge.
p

Puisque x(p) f(p) —1=(p(p)—1) x(p) g(p) + (x(p)glp) —1),
on a: |X(P)f(P)—1P<2|1—p(P)?+ 211 —-x(p)gp)* et

1— 2
donc, grace a 7.2 et 7.7, on voit que 2 M < oo,

p
Ce qui achéve de prouver (B). p(p)<2

Supposons la proposition (B).
Remarquons que si, p(p) < 2, ona |1 — p(p)l < |1 — f(p) x(p)!.
En effet si
Ix(P)I =1, 11— p(P)l =11 = 1f(p) x(Dl < |1 - f(p) x(P)|;

si X(p)=0 et p(p) <2, |1 -p(P)I<1=11-f(p)x(p)l. Ainsi
ona7.2.

Lidentité¢ x(p) g(p) —1 = (1 — p(p)) x(p) &g(p) — (1 — x(P) p(p) g(@))
» 11 -x(» el _

p(p)<2
p(p)

et les inégalités 7.5 et 7.2 entrainent

1
Par ailleurs, puisque Z - < Z
p@>2 P p)>2

» Il—x(p)g(p)lz<oo

> ona

p(p)>2 p
et donc : )
79, 5 IT— x(p) g(p)I oo

p
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Ceci entraine que

» a - Re();(p) g(p))) <

7.10.

puisque, si
Ix(P)eg(p)l =1, ona 2(1 — Re(x(p) g(p))) = I1 — x(p) g(p)|?,
et, si

x(p) g(p) =0, ona (1 - Re(x(p)g(p))=1=I1- x(p) gp)?.
On déduit de 7.6 et 7.10 que
¥ p(p) [1 — Re(x(p) g(p))] <

7.11. > ,
puisque Zp(p)(l Re (x(p) g(p))) <2 ¥ 1 — Re(x(p) g(p))
p p(p)<2 o( )>\
+2 ) b
p(p)>2 p
L’identité

1 — p(p) =— p(p) [1 — Re(x(p)g(p)] + 1 — Re(x(p) f(p))

et I’inégalité 7.11 montrent que

1—
7.12. > ——:—(-Q converge
1 - R
puisque Y o );(p) 1) converge d’aprés 7.4.

Finalement, en remarquant que, grice 4 7.2,7.9, 7.6 on a
11— p(p)! Ix(p) &(p) — 1|

7.13. Z 7 <o,
1 — p(p)l Ix(p) g(p) — 1]
puisque z
2 P 2 A
a- p(p)) 11— x(p)&(p)l o o(p)
((p(p)<2 ) (Z p ) ) p(p>>2 p
On voit que la série Z 1—_-—)(-%)& converge en considé-

rant 'identité

1 —x(p)g(p) = (1 — p(p)) (1 - x(p)g(p)) — (1 — p(p))
+ (1 — x(p) f(p)

et 7.13, 7.4, 7.12. Ceci achéve de prouver (A).
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Si f est p.p.B* on sait d’aprés 3.3 et 3.6 que p est p.p.B*
et que le spectre de p est non vide, si le spectre de f est non vide.

-1
Il résulte du théoréme 2, que la série Z p(%_ converge et que

p(p )A (p(p) — 1)? p(p)*
2 ———— <, X
% rzs«:z p(p)<2 p p)>2 P

y 1 — x(p) &(p)

p
certain caractére X, ce qui entrainera d’aprés un théoréme de

Delange et 'auteur [2], que g est l.p.B.

< oo

Montrons que la série converge pour un

Il en résultera que f est l.p. B*; nous montrerons que o(f) # @.
Si pour tout caractére x et pour tout u réel,
5 1 — Re(x(p) g(p) p™)
p

alors en appliquant le lemme 11 avec S(n) = p(n)e
lim - > f(n)e~2ne

n<x

I’hypothése o(f) non vide.

=+OO

b

—2mY on aurait

=0 pour tout a€R, ce qui contredit

Il existe donc un caractére x et un nombre réel a tel que
1 — Re(x(p) g(p) p**)

< oo, Montrons que a =0 et que

p
Im(x(p) g(p))
2 AL i

est une série convergente.

p
Soit a€a(f) et S(n) = p(n) e ™", D’aprés le lemme 11,
on a: % Y f(n) e ™= C,x" exp(iA(x)) + 0(1). f étant
n<x
p.p.B, Texpression — Y f(n) €~ 2™"* tend vers une limite quand

n<x
x —> + oo, Cette limite est non nulle puisque ¢ € o(f).

Il en résulte que C, # 0 et que la quantité x® expiA(x)
tend vers une limite, quand x —> + oo,

On voit que pour tout v > 0, Pexpression
7' exp i(A(vx) — A(X))

tend vers 1 quand x—— + oo, puisque
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(vx)™@ exp i(A(vx)) .

v exp i(A(rx) — A(x)) = X7 oxp IAGR)

Comme, par ailleurs, A(yx) — A(x) tend vers zéro quand x —> + oo,
d’aprés le lemme 11, on obtient que ¥ =1 pour tout v >0,
ce qui nécessite que a = 0. Reste a montrer que A(x) tend vers
une limite quand x —> oo,

Nous savons que expi(A(x)) tend vers une limite quand
x —> + oo, et, d’aprés le lemme 11, que A(x + 1) — A(x) tend
vers zéro. ‘

Soit 6 € ]—x, m] tel que expi[A(x) — 0] tend vers 1 ; soit
0,€1—m, m telque exp if, = exp i(A(n) — 0)).

Il est clair que 0, tend vers zéro quand n —> oo, et que
A(n+1)— A(n)=0,,, —0, modulo 27. Il en résulte, puisque
A(n+ 1) — A(n) tend vers zéro, qu’il existe n, tel que n = n,
entraine A(n+1)— A(n) =0,,, — 6, . Soit alors €, = A(n) —6,.
On a €,=¢€,,, si n=>n, et donc, puisque 6, tend vers zéro,

A(n) tend vers une limite.

Si les sommes ou séries du théoréme principal sont finies ou
convergentes, alors, p = |f| est Lp.B* et a(p) # @ . De plus,
g est Lp.B, g bornée. Il résulte de 3.8 que f = pg est lp. B*. 1l
reste 3 montrer que o(f) # @ .

Supposons donc o(f) = @ .

Soit € >0 et Q' un polyndéme trigonométrique périodique
tel que M(|f—Q)<e. Comme g est 1.p.B et |g(n)| <1 pour
tout n, on voit qu’il existe une fonction périodique K telle que
(max |Q(n)) M|g—K|<e et |[K(n)|<1. En effet il existe un
polyndéme trigonométrique périodique P tel que

(max |Q(n)|) M|g —P| < €;
on définit K(»n) ainsi
P(n) si |P(n)| <1
K(n) =< P(n)
|P(n)|

On aalors |g(n) — K(n)| < |g(n) — P(n)|.

si |P(n)| >1.

Ceci dit,on a
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M(If]) = M(f2) = M(fK) + M(fZ — fK)
< MUK + M |(f-Q) @ -K)| + MIQ(Z - K)|
< IM(FK)| + 2M [f - QI + (max |Q(m)| M |g — K|
< 3e + IM(fK)|.

— N —
Or % Y fmKmn) =2 K(sz)-:; Y. f(n), en notant N Ia
=1

n<x n<x
n=2(N) 1
période de K. Comme o(f)=®, on a lim - > f(m|=o0.
nE2t0

Ainsi M(fﬁ) =0 et donc M|f|<3e € étant arbitraire, ceci est
en contradiction avec le fait que o(p) # @ .

Appendice.

A.l. Preuve de 3.7. 11 suffit de prouver que «si f pp.B, f=0
alors f aune distribution limite» .

D’aprés un résultat bien connu, f a une distribution limite

. . . 1 ;
si, et seulement si pour tout ¢ réel N Y. e*mitf)  tend, quand
n<N
N — + oo, vers une fonction o(#) continue a I’origine.
Remarquons qu’un polyndme trigonométrique réel P a une
distribution limite. En effet, pour tout j entier

fﬂ'd,uN(P,t)=l 2 P(ny

N n<N
tend vers une limite quand N — + oo, Ceci entraine, que pour
toute fonction A4 continue a support compact f h(t)dun (P, t)
a une limite quand N —> oo, et donc uy(P, ¢) converge vers une
mesure u. Il suffit alors de remarquer que pour tout N = 1

1 si t=supP(n)
“N(Py t) = "
si ¢t < min P(n)

pour obtenir que u(R) =1 et donc que la convergence est étroite.
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D’aprés le résultat rappelé ci-dessus cela en particulier entraine

. . . , 1 :
que pour tout polyndme trigonométrique réel P, — D e2miP(m
. n<N
tend vers une fonction M(e*"¥**) continue a Iorigine.

Ceci dit, soit fp.p.B, f=0, et P, des polynomes trigono-

fos . 1
meétriques réels tels que M(|f —P,|) < PR
Puisque,si k > r,
mitP mitP 4m|t|

M(le*™ ™k — e” ) < 2 [ t|) M(IP, — P,|) < .
la suite M(ez"itp") est, pour tout ¢, une suite de Cauchy. Elle
converge donc vers une fonction o(#). Il suffit alors de remarquer
que, si |t] <1, la suite M(e™*) est une suite uniforme de
Cauchy, pour déduire que o est une limite uniforme pour |¢| <1
de fonctions continues a l’origine, et donc que o est continue a

Porigine. Des inégalités :

ll Y ermitAm) _ a(t)l < 1 Y (it _ gamithi(n))
N <N N ,<n
+ ll Z e21rith(n) _ M(e21rith) + (M(ezwtpk) — (D,
N n<N
et

l 2 (e2mitfn) _ eZWith(n))
N n<N

1
<2 ltlx = X |f(n) — P(n)l

N n<N

on déduit, en prenant la limite quand N —> + oo puis quand

1 > i _ o(t)l = 0. Ceci prouve

k — + o0, que lim
Nn<N

N—+o00

le résultat indiqué.

A.2. Preuve de 3.10. — Nous établirons le résultat plus général sui-
vant :

Soit g20, «
équivalentes :

(i) g* p.p.B? (resp. Lp. Bf).
(i) g p.p.B*¥ (resp. l.p.B*).

V

1 et =2 1. Les conditions suivantes sont

Il est clair qu’on obtient 3.10 en prenant :
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et =2 etsi

a
>
Vv
Y
0
1l
>
Q
I
N | >

1<A<2, g=/?, a= % et B=A\.
Etablissons d’abord :
(a) la condition (i) entraine (ii).

Soit € >0 et P un polynéme trigonométrique réel tel que
M(|g* — P|PF) < ¢/2°F .

Il existe A telque |P(n)| < A pour tout entier n.

Soit Q un polyndme ordinaire, (de sorte que Qo P est un

1

et

polyndme trigonométrique) tel que |Q(u) — (sup(0, u))*| < (—2—)0‘5

pour tout u€[—-A,A]. Montrons que: M(]g —QoP|*¥)<e,
ce qui établira (ii).

On utilisera les inégalités suivantes :
1. Jx—py*<|x*—y»% pourtout x =0 et y=0.

(11 suffit de considérer, si x > y, la fonction t — (y + ¢)* — ¢,
qui est une fonction croissante sur [0,x — y]).

2. (x+p)P<<2% (x* + %) si x=0 et y=0 (cela se
déduit de la convexité de la fonction ¢ — *f),

3. |sup(0,y) —sup(0,x)| < |y — x| pour x et y réels (se vérifie
facilement).

Ona:
lg(n) — QP(n))|*f < {|g(n) — (sup(0,P(n)))"/*|
+ |(sup(0, P(m)N'* — Q(P(n))[}3** .
Appliquant successivement les inégalités 2, 1 et 3, on obtient
lg(n) — QP(m))1*F < 2P~ {|g%(n) — P(n)|®
+ [(sup(0, P(m)N'* — Q(P(n))|**},
et donc M(|g(n) — Q(P(n))|**) < € par choixde P et Q.
Montrons maintenant :

() Si =0, hpp.B* (resp. L.p.B"), ol n est un entier >0,
alors A" est p.p.B resp. (1.p. B).
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La propriété est triviale si n =1. Supposons-la vraie pour
n==%k.

Soit 4 p.p.B¥*!. Alors & est p.p.B¥, et donc h* est p.p.B.

Soit e>0 et R et S deux polynémes trigonométriques tels que
(M(hk+l))k/k+1 (M(lh _ R|k+l)1/k+1 < 6/2 et

(sup [R(m)) M(1#* — S|) < ¢/2.
Puisque
M(|#**Y — R.S]) < M(#* |h — R]) + M(IR]| | K* —S))
< [M(AHFEL M | B — RIFFTYEHD 4 sup |R(n)| M(IA* - S)),

ona M |K*! — R.S| < €, cequiprouve le résultat.

Si & était 1.p.B**! | on pourrait choisir R et S périodiques,
et donc A**! serait 1.p.B.

Montrons finalement :
(c) La condition (ii) entraine (i).

Soit v = (E(axB) + 1)/af ou E(af) = partie entiére de «f.
Ainsi v 21 et afy est un entier.

Soit & =g . Ainsi A est p.p.B** (resp. l.p. B*¥). De la
proposition (a) résulte que # est p.p.B*®7 (resp. L.p.B*¥7) ; puisque
afy est entier, il résulte de (b) que h*#7 est p.p.B (resp. L.p.B),
Cest-a-dire que g% est p.p.B (resp. l.p.B?).

I1 suffit d’appliquer de nouveau (a) pour obtenir que g% est
p.p. Bf (resp. Lp.B*).
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