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CARACTÉRISATION
DES FONCTIONS MULTIPLICATIVES p.p. B^

A SPECTRE NON VIDE

par Hédi DABOUSSI

A la mémoire de P. TURAN

1. Introduction.

1.1. Une fonction /: M*—>C est dite multiplicative si /(!)=!
et f(m . n) == /(m) f(n) toutes les fois que (m , ri) == 1 .

1.2. Soit X > 1 . Une fonction arithmétique / est dite presque
périodique B^ (p.p. B^) si, pour tout e > 0, il existe un poly-
nôme trigonométrique îç(n) = 2 a.^271107" avec a. G R tel que :

lim 1 S |/(^)-P,(^<e.
^+00 x n<x

Si, de plus, les polynômes Pc peuvent être pris périodiques,
alors / est dite limite périodique B^ (I.p. B^).

1.3. Soit / une fonction arithmétique. On définit a(f) = spectre
de Fourier Bohr de / ainsi :

a(/) = {aC R/Z tel que iiin l- \ ̂  fW e-2rtina\ > 0} .
x^+oo x n<x

1.4. L'objet de cet article est d'établir le résultat suivant :

THEOREME PRINCIPAL. — Pour qu'une fonction multiplicative
f soit p.p. B^ (X > 1) avec un spectre de Fourier-Bohr non vide,
il faut et il suffit qu'il existe un caractère de Dirichlet \ tel que la
, . y X(P)/(P)-1série ^. —————— converge et

P P
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v v I / W I ^ , ^ lx(p)/(p)-ll2
Z 1 - n — — — ' ^ 4 ' 0 0 - S ——————„—————— <°°-
P r>2 P P P

1/(P)1<2

s i^^-.
P ^

1/(P)1>2

En fait, si ces conditions sont vérifiées f est Lp. B^ .

1.5. Des conditions suffisantes pour qu'une fonction multiplicative
soit p.p. B^ ont été obtenues par de nombreux auteurs : Erdôs,
Hartman, Kac, Novosselov, Schwarz, Spilker, Van Kampen et Wintner
[8,9, 10, 12, 13, 14, 15].

Delange et Fauteur [2] ont montré que, si / est multiplicative,
et \f(n)\ <1 pour tout n, alors / est p.p. B avec un spectre non

vide si, et seulement si, la série 2 ———————— converge pour
P

un caractère de Dirichlet \ ; / est p.p. B avec un spectre vide si,

et seulement si, 2 —————— = + oo .
P

Delange a prouvé, indépendamment de Fauteur, que les condi-
tions du théorème étaient suffisantes. Il a, de plus, étudié les séries
de Fourier Bohr de telles fonctions [3].

Le théorème principal a été énoncé dans [3, remarque finale]
et au meeting d'Oberwolfach de novembre 75.

1.6. Le plan de cet article est le suivant :
Dans le paragraphe 3, on énonce quelques propriétés des fonc-

tions p.p. B^ .
Dans les paragraphes 4, 5 on caractérise les fonctions multi-

plicatives > 0 p.p. B2 avec o(f) ̂  0 .
Dans le paragraphe 6 on caractérise les fonctions multiplica-

tives > 0 p.p. B^ (X > 1) avec a(f) ̂  0 .
Enfin dans le paragraphe 7 on établit le théorème principal.

2.
2.1. NOTATIONS. -
La lettre p désigne un nombre premier.
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d\n signifie «d divise n».
d^n signifie «d ne divise pas n» .
Pour j> 1, p^n signifie «p^n et p7'*'1^».
f ̂  g est la fonction arithmétique définie par

( /*âOW= S f(d)g(n/d).
d\n

M(/) est la limite, si elle existe, d e — S f(n) quand x —> + oo.
x n<;c

M(/) est la limite supérieure de — | ̂  f(n)\ quand x —> -h °°.
x n<x

2.2. DEFINITION. - Soit S(t - a) la mesure de Dirac au point a.
Etant donné une fonction arithmétique /, on pose, pour chaque

N O N * , ^(/,0= - S 8(t-f(n)).
JN M<N

On dit que / a une distribution limite si ^(f, t) converge
étroitement vers une mesure ^(/, t). Cette distribution limite est
concentrée à l'origine si fJi(f, t) = 6(t).

3. Quelques propriétés des fonctions p.p.B^ (X > 1) .

Soit / p.p. B^ (resp. l.p. B^).

1. M(/, a) existe pour tout a Œ R .

2. Pour tous les entiers î et k , — ^ f(n) tend vers une limite.
x n<x

n=&(k)
3. 1/1 est p.p.B^ (resp. l .p.B^).

4. Si X > 2 , Md/1^ S IM(/,a) |2 .
ae<7(/)

5. Si X > 2 , a(/) == 0 ^=^ M(|/!2) = 0.
6. Si M(|/|) = 0, alors a(f) = 0 .
7. |/| a une distribution limite.
8. Si g est p.p.B (resp. l.p. B) et bornée, alors fg est p.p.B^

(resp. l.p. B^).
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9. Si g est p.p.B^ (resp. l.p. B^) et si - + }- < 1 alors fg
est p.p. B (resp. l.p. B). À a

Nous utiliserons également l'équivalence suivante :
10. Supposons f> 0 alors

/p.p.B^ (resp. l.p. B^)^/^/2 p.p. B2 (resp. l.p. B2).

Certaines de ces propriétés sont bien connues (voir Bésicovitch
[1]) ; nous les établirons en appendice 3.7 et 3.10.

4. Théorème 1.

Une fonction multiplicative positive est p.p. B2 avec un spectre
de Fourier Bohr non vide si, et seulement si, les séries suivantes
convergent :

y / y /W\ ^ (/(p)-D2 , ^ f(p)- i^l^•l~p— " s — -
Dans ce cas f est l.p.B2 .

Remarque. - P.D.T.A. Elliott [5] a récemment caractérisé les
fonctions multiplicatives bornées en moyenne quadratique qui pos-
sèdent une valeur moyenne non nulle. La condition nécessaire de
notre théorème peut se déduire de sa caractérisation. Notre démons-
tration étant plus simple nous avons préféré en donner tous les
détails.

LEMME 1. — Soit f une fonction multiplicative et supposons qu'il

existe c^ tel que ^ \f(n)\2<c^x. Alors ^ ^ l/(pr)l <oo .
n<x p y=2 P

Preuve. — L'hypothèse entraîne que, pour tout s > 1 ,

^ \f(n)\2 s \f(n)\2 ,
s^^ ̂ T-f etdonc S—^-<°°.

Soit h(n) la fonction multiplicative définie par h(p) = 0
et h(p1') = 1, Vp et Vr> 2. On voit que, pour tout a > 1/2,
_ _ (MP^ ^ 1 . _ ( A ( « ) ) 2 ,
s s ~P^~ = ? P^~? < + 0 0 etdonc S ——î- <+00•



FONCTIONS MULTIPLICATIVES p.p.B^ A SPECTRE NON VIDE 145

L'inégalité de Cauchy entraîne que

/^ \f(n)h(n)\M / \f(n)\\ ̂  \h(n)[2^

^x —n—/ ^ ̂  "~^ ̂ i ^ /-
^ \f(n)h(n)\

Prenant ^ e ] l , 3 / 2 [ on en déduit que ^ — — — — — — < o°, et
en particulier

^ ^ IA^)W)1 . , , . , . y y \f(Pr)\ .Y V ——————— < oo, c est-a-dire ^, > , ——-,— < o°.
ésuà Luà Y^ MM ^" j^'

p r=l P p r=2 P

LEMME 2. — 5'o^ / une fonction multiplicative >0 p.p.B2 ;
alors il existe une constante c^ telle que, pour chaque p ,

| M , ( / ) - M ( / ) | > ^ M ( / ) où M , ( / ) = lim 1 ̂  f(n)P P x-.^ x ^
p\n

(M (/) existe d'après 3.2).

Preuve. — On a
1 V ^ ^ V l V ff ^ V ^PJ) ( p î V f( \\- Z fW= S ^ 1: A^)= 2: —r(^ S /(^
x M<JC p/<x •/l /î<^ P^<JC P x n<x/pï

p\n /<1 pî\\n î>\ p^n

puisque / est multiplicative, et par suite

^ 2 fw-ï ^(f' S A»)-^' S./(")).
A /2<x p7<^ ^ ' x n<x/pJ A M<^/p7 '

p\n />! P\n

Ou encore, puisque, si p1> x , ^ /(^) = 0 ,
n<x/pï

\ ZA»)=sW S.A,)-^' 2 . A»)).
A yi<^ / = 1 ^ ;c »<JC/p/ ;c n<x/pf

p\n p\n

Ceci peut s'écrire

4.1. s^W i A.))= à ̂ (^ s A")).
^0 P' ' x n^/pl ' /•=! P ' x n<x/p) '

pin

/ étant p.p. B2 , il existe €3 telle que
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4.2. ^ [f(n)}1 < C3X pour tout ^ > 1 , et donc
n^x

1 S /(^)<^ et 1 S /^)<^/C3-.
A rt<jc ^ M<JC

pl"

II résulte de 4.2 et du lemme 1 que ^ —.— < °°.
,=o Pï

Nous pouvons alors appliquer le théorème de convergence do-
00 f(p1) °° fW)minée à 4.1. et obtenir Mp(f) ̂  —y— = M(/) ,̂ —r— » ou encore

7=0 P î=\ P
/ °° ff^)\

4.3. (M(/) - M^CO) ( S —7-) = M(/).
7=0 l

II suffit alors de remarquer que, d'après 4.2, [f(n)]2 < c^n
et donc

oo f /n7^ oo T j J / 2
l -H : ^<1^3 l :———— 1+——1:=<1+———1=

/Ti P7 /Ti P'

pour déduire de 4.3 le lemme avec c, =

/p-T
^2"!

C3 + V 2 - 1

LEMME 3. — II existe une constante c^ telle que, quelle que
soit la fonction arithmétique g , on ait pour tout x > 2 et tout

4A Z ^ ^ 1: ^)-1!: ^")+1 S g(n)2
pî<y P x n<x A n<x A M < X
7>1 p1\\n P\n

1 ^-»

p/<y P \x n<x
i> ï 1 Dl\\n

< C 4 - S 1^(^)12.
x n<x

P.D.T.A. Elliott a montré [4] que l'inégalité classique de Turan
Kubilius [ 11] est équivalente à l'inégalité suivante :

II existe une constante €5 telle que pour toute fonction
arithmétique g on a :

4.5. 1: 1 | pl S g(n) - ï- 2: gW 2 < £? S \SW\1 .
Xpi<x P' n<x

pî\\n
n<x n<x
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^^^'^(S^S^^Si))
pÏ<x f •" n<x A n<x p /=l P x n<x
/>! P\n p\n

<;(.sj^)s(s^)4(l'^)s^-
Utilisant l'inégalité \a + &|2 < 2 |a|2 + 2 |6 |2 , on voit que 4.5

entraîne 4.4 avec ^4 = 2 (05 4- ^ ———).

LEMME 4. - Pour qu'une fonction multiplicative soit p.p.B2

avec a ( / ) ^ = 0 , z7/^^^ ^ ^ (lAPOj-l) 2 ^^
P /=! ^

Preuve. — On a,

-^ S 1/(^)| = \f(pi)\ p / ^ |/(^)|
x m<x x n<x/pf

pf II rn p^n

= i/(^)i (^ S 1/^)1 - ̂  S i/(^)i),
•x: n<x/pf x n<x/pî

et donc pi"
p1

H m - S IA^)1 = W)l (M(|/|)-M^(|/|)).
A w<x

P/llw

Ainsi, en prenant g = |/| dans le lemme 3, et la limite quand
x —> + oo avec y fixé dans 4.4, on aboutit à :

4.6. S ^ [(|/(pQ| - 1) (M([/|) - M.,(|/|))]2

pf<y P ' ^_
/>1 <c^Um^^ S |/(^)|2 < c 4 C 3

d'après 4.2. Du lemme 2 on déduit alors

^(M|/|). S "^'2_212^
P/<^ P

Î > 1

II en résulte, prenant la limite quand y —> + oo, que

M(|/|). s i <J )̂L.'22 < + „.
» /.i P



148 H. DABOUSSI

Ainsi, puisque par hypothèse a(/) ^ 0 , ce qui implique d'après
3.6 que M(i/|) > 0 , on obtient le lemme.

LEMME 5. — Soit f une fonction arithmétique >0 p.p.B2

et ayant un spectre a(f) non vide. Alors f a une distribution
limite non concentrée à l'origine.

Preuve. — On sait que / a une distribution limite d'après
3.7. Il reste à établir que si cette distribution était concentrée à
l'origine, on aurait M(/) = 0 ce qui, d'après 3.6, entraînerait que
o(f) = 0 .

Soit FN(^) = — card {n < N tel que f(n) < u} . Si la dis-
N

tribution était concentrée à l'origine, alors, en tout point u > 0,
F^(u) tendrait vers 1 quand N tend vers l'infini. Il en résulterait

r*a
que, pour tout a > 0 , lim / t dF^(t) = 0, puisqueN-*.oo »/o

f'tdF^^aF^a)- F^Wdt.
^o ^0

Ceci est équivalent à lim — Y f(n) = 0 . Or
^^ N ^N

fW<a

^ 1: fW-^ S /(n)-4 S /(").
1>1 M<N rN M < N i>l rî<N

fW^a f(n)>a

On aurait ainsi M(/) = lim — Y f(n).
N-+00 N ^N

f(n)>a

Remarquant alors que,

- S A ^ X 1 - - Z A^1- 1: fW\
N ^N U N ^N û N ^N

fW>a fW>a
______ 1 ç

et que lim — V f(n)2 = c < + oo, on obtiendrait M(/) < —
N^00 N ^N û

pour tout û > 0 , et donc M(/) = 0 .
Erdôs [6] a établi le résultat suivant :

LEMME 6. — Une fonction f multiplicative > 0 a une distri-
bution limite non concentrée à l'origine si, et seulement si, les séries
suivantes convergent
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v Vf(p) yi iy(p)2

^-p-' l^-'
/(p)- 1 si I/O?)- 1|< 1

1 si |/(p) - 11 > 1.
OM iy(p) =

Preuve du théorème 1 (condition nécessaire). — Soit f~^ 0
multiplicative, p.p. B2 avec un spectre non vide.

- , , . , , . . , . . v / y ( f ( p ' ) - iy\ ^II découle du lemme 4 que la séné > i ^_, ———:—— 1 < oo.
7 '/•=! P' /

On voit que cela implique la convergence des deux séries
(f(p) - 1)2 , - „ f(p')2

, v-i v» j \lJ ,
et S S -2-z

P P P ,=2 P

Les lemmes 5 et 6 entraînent la convergence de la série
V AP)- I . ^ 1 . ̂ ^/(P)2 .^ —————, puisque ^ — < > ——— < o°.
^ P P P ~ P

l/(p)-ll<l |/(p)-l|>l

, y (/(P)-l)2 , . ,La convergence de 7. —————— entraîne alors que
P P
v I A p ) - l l ^
^, ———————————— <00.

P ^
1/(P)-11>1

T1 ' U 1 A 1 —— V ^(p) ~ 1II en resuite la convergence de la séné \ ————— -
- P

5. Preuve du théorème 1. (Condition suffisante).

LEMME 7 (Wintner [15]). — Soit 9. une fonction multiplicative

telle que : ^ ̂  (———y——) < °°. Alors C est limite périodique

B^MW^nQ- lVâ £0?).
P ~ P ' \-~o P' '

Considérons une fonction / vérifiant les conditions du théorème.
Pour y > 2, soit fy la fonction multiplicative définie ainsi :

f(p1') si p < y
fy^P")- , • „ •1 si p >y
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Montrons que / est l.p. B2 . On a :

£(Ê.'\fy(Pr)-\\^s \f\p)- 1^.£(â^^)
P p<y \=2 P /P r=l P p<y

< Z ^_LL., y (É-^)-. y f y ±)<+
^ ^ p^ ^ ^ / À ̂  P^

Ainsi /^ vérifie les hypothèses du lemme 7 et donc /2 est l.p. B

^ = p& (1 - 1) (S ̂ ^ II résulte de 3•10 ̂  ^ est
l.p.B2 . /=0 '

Nous allons montrer, par la suite, que M[(/-/^)2] tend vers
zéro, quand y —> 4- oo. Ceci entraînera que / est l.p. B2 .

LEMME 8. [Erdôs Renyi [7]]. - Soit S une fonction multipli-
cative positive telle que les séries

~S2^) ^ - S(^)'v s(p)-1 . v
^ ———n—— et S n2 2d^ P" r=2 P' J

S(p)logpconvergent et que _ lim Y > 0 pour tout e > 0 .
N^+oo N<p<îî'(l+e) P

^to^ M(S) existe et M(S) = n (\ - ï-} f V s(^) .
P v P/ Y^o ^ /

^=0 ^

LEMME 9. — Soit f vérifiant les conditions du théorème 1.
Alors M((f-fy)2) existe et tend vers zéro quand y tend vers
l'infini, ce qui entraîne que f est l.p. B2 .

Soient, pour y > 2 , G, G y , H et Ky les fonctions multi-
plicatives définies ainsi :

3/4 si /(p)<3/4,
G(p)= f(p) si /(p)e[3/4, 5/4],

5/4 si / (^)>5/4,

G(^) = G(pY pour tout r > 2 ,

GO/") si p < y ,
G^(^) = < pour tout r > 1 ,

si p > y ,
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H^^/W-A^-^G2^) pour tout r > l ,

K^) = /(^) /^r) - W1) //^-1) G(p) G/p)
pour tout r > 1 .

On voit facilement que
/^H^G2 / ^=K,*GG, .

Nous allons montrer que :

(i) G2 et GGy vérifient les hypothèses du lemme 8, et donc

M(G2) existe, M(G2) = II (l - -1-) (^ G2(^) , M(GG^) existe

^(G^nO-^J^;

|H(/2)| \Ky(n)\(n) ^ —— < oo, y —^— < + oo.
~ n ^ n

II en résultera l'existence de M(/2) et M(ffy), et donc de
M((/-/p2) (puisque, fy étant l.p.B, M(/2) existe), et la valeur
de M((/-/?2).

9 9Preuve de (i) : On voit que — <G2(p), et — < G(p) Gy(p).
Ainsi: 16 16

. y G(p)G^(p)logp 9 , , , , . .lim ^ ————^————— > — log(l 4- e) > 0
N-+oo N<p<N( l+e ) P lô

et ^ ^ G!WÎÎ£>^K,,(I^,>O.
N-^00 N<p<N(l+c) P 16

De même, puisque G2(p/') < (-)2r et G(^) Gy(^) < (-)2^
on voit que ^,^')<«,
et ^ /G^G2/?) ^ ^ G( /y )G^)x^

- v P2 r^-t P1' î

Remarquant maintenant que

y f\P) - 1 _ y. (/(P)-l)2 , . ̂  /(P) - 1

^"^"^""T————^S———^--

on obtient la convergence de la série Y ————— • Mais
^ P
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y G2^) - 1 _ y /2^) - 1 7 J_
p<x P p<x P 16 p^ p

1/(P)-11<1/4 /(P)<3/4

+2- S •'•16 p<^ P
/(P)>5/4

^ y ^(P)- 1 y A?)- 1

PÏ. ^ p^ P
l/(p)-l |>l/4

-:L s - l-+^- s 1.16 p<x P 16 ^^ p
/(P)<3/4 /(P)>5/4

On voit immédiatement que
y 1 ^ i . y (/(P)-l)2 . .
^ —— < 16 ^ —————————————— = < + 00

l /(p)-ll>l/4 P P

et quey iAp)-n ^ y f\p) + 1
l/(p)-l|>l/4 P |/(p)-l|>l/4 P

. y ^Ap)- 1)2 + 2 + 1
< ^ ———————————————————————————— < 00 .

l/(p)-l|>l/4 P

.. ., / . y G\p)-lAinsi la série ^ —————- converge.
"' P

G(p) - i
II en est de même de la série ^ ———— ? et donc de la série

V ^P^yW- 1 p
^ — — — — ^ .

Preuve de (ii) : Montrons que V [ V ——^— ) < °o, ce qui
p ^r=l P /

entraînera, puisque H est multiplicative, que Y ———— < oo.
n

Remarquons d'abord que :

s(î^)<s(s^)^s(î")
p r=2 P p -r=2 P ' 10 p -r=2 P '

<^ /^ /(^ 25 /2^) 25 ._ f^)2.

^^^-^^Ï-^^^Ï^^
^^ ^ AglV^5. (/(P)-!)2^^!^

16 f^À P'' / , 1 6 V ^ p -p2;^
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En outre,
^ \H(p)\ ^ lA^-G2^)!

P P |/(p)-l|>l/4 P

< ^ (^L)^^ S (/(p)-02

1/(P)-1|>1/4 ^ P |/(p)^1>l/4 ^

+ 2 1: i+^l ^ i.
1/(P)-1|>1/4 ^ 16 |/(p)_i|>i/4 P

Ces dernières sommes étant finies comme on l'a vu plus haut,
A - A •/ V /V \W^\\ ^on en déduit que ^ ( ̂  ——-y— ) < °°.

p ^=1 P
1 + /(»/)2

De manière analogue, en remarquant que /(p^) < ————— ,
, 00 ^l/^k iV^I

on montre que Y ( Y ————) < oo et donc V —-— •
P \^i n 1 ^ n

Preuve du lemme 9. — Puisque f1 == H * G2 on a

^A»)^^ S G'W.
" «<^ u A n<x/d

G2 ayant une valeur moyenne finie, il existe une constante C
telle que, pour tout entier d > 1 et tout nombre réel x ,

\d- Z G\n) < C . Déplus limp V G\n)\ = M(G2).
L^ M<^ J ^-°° L^ ^<?/d J
Le théorème de convergence dominée, compte tenu de (ii), montre

que — ^ f^Çn) tend vers une limite égale à M(G2) ^ — ' ,
x n<x ^

c'est-à-dire que
M^^n^i-^É^nd"^),

\p \\ P / ^o P' " P \̂ o P' '

^(i-i)^!02^)^11^)).
p v P / /̂-o P7 / v/-) /?/ //

Remplaçant G et H par leurs valeurs on a :

^"(•-^l^-
De manière analogue on obtient l'existence de M(ffy) et la relation
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M(//,)=(n (i-l)î: ̂ Vn (i-l)s /(^)).
^ ^p^ V p i ^ p' I I \p>y \ P'/~o P "

Finalement on voit que
M((/- fy)2) = M(/2) + M(/2) - m(ffy)

^(i-l^â^pUn (i-l)(â^))p v P'^Q P' ' p^v v P^/to ^ /

-2(n (i-^â^^n^-l)^^)
\p<y \ P / ^o P' ^p>y^ p/^o pî 1

= A , B ,
où — — -.
A^rn (1-1)^^)1.1-2^(1-1)2^1y \j»y V p//.^ p7 J \_p>y\ pi ̂  p' J'

B - n ((i-l)^^)).)' p^ ̂  pl^ pi ï
II est alors immédiat que A. tend vers zéro quand .y —*• + oo

et que B,, tend vers M(/2), et donc que lim M((/—/.,)2) = 0,y y->oo y
ce qui entraîne que / est l.p. B2 . Il nous reste à montrer, pour
prouver le théorème 1, que a(f) ̂  0, c'est immédiat puisque

/ 1 \ ~ f(.P1)2
M(/2) = II ( 1 — —) Y ——-— > produit convergent de termes

v P ' /=o P '
strictement positifs, est non nul.

6. Théorème 2.

Pour qu'une fonction multiplicative positive soit p.p.B^
(À > 1 ) avec un spectre de Fourier Bohr non vide, il faut et il suffit

, , . y /(P) - 1que la série ^ ———— converge et
P

yw\. v. (/(p)-i)2 . ^ wsa—)<^ z -p-—<~, y —<-.1
p \>2 P /(P)<2 P /(P)>2 P

Dans ce cas f est l.p. B^ .

LEMME 10. — Soit f> 0 alors
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/p.p.B^ avec a(f) ̂  0 ̂  f^l2 p.p.B2 û^c a(/^2) ̂  0 .

Remarquons d'abord que, d'après 3.10, /p.p.B^ ^> f^12 p.p.B2 .
Supposons que a(/^2) =5^ 0 . Alors d'après 3.5 MK/^2)2]^
c'est-à-dire M(^) = 0 ; or M(/) < [M^)]1^, et donc M(/) = 0 ;
ce qui implique que or(/) = 0 .

Supposons que o(/) = 0 . Alors M( / )^=0 . Montrons que
M(/^2) == 0 , ce qui entraîne que a(/^2) = 0 .

Si X < 2 on a M(/^2) < [MCO]^2 = 0, et donc M(/^2) = 0.
Supposons donc X > 2 et soit n > 1 tel que 2" < X < 2"+l .
Observons d'abord que pour tout /G { 0 , 1 , . . . , n-l}, f11

est p.p.B2 . En effet, si / < n - 1 , 274'1 <2" < X et donc l'hy-
pothèse /p.p.B^ entraîne que / est p.p.B27''1 ; 3.10 montre
alors, que f21 est p.p.B2.

Supposons que, pour un 7 G { 0 , 1 , . . . , n - 1} , M(/27) = 0 .
On aura alors a(/27) = 0 et grâce à 3.5 MÇf2^1) = 0 .

Ainsi, en partant de M( / )=0 , on aboutit à MC/2")^.
Or MC^2) < MC^V/2^ et donc M^/2) = 0.

Preuve du théorème 2. - D'après le lemme 10 et le théorème 1,
pour que / soit p.p.B^ avec a(f) ̂  0 il faut et il suffit que les
_ , , , , v / y f(P')\ ^ (/(P)^2-!)2 . ^fW-l .sénés ^ ( ^ ——— » , \ ——————— et V —————— soient

P ^ r ^ P ^ p P ^ P
convergentes.

Il nous suffit donc de démontrer que la convergence des séries
y (/(P)^2 - l)2 . y f(p^2 - 1 . . ,^ ———————— et ^ —————— est équivalente a 1 ensemble

des conditions suivantes : la série ^ ————— est convergente,

y (f(p)-ï)2 . , y /(^ p
^ —————— < oo et ^ ——— < + oo.

/(P)<2 P f(p)>2 P

Nous utiliserons les inégalités suivantes : si X > 1

6.1. c[(x- l)2 «x^-l)2^^^- l)2 si j c G [ 0 , 2 ] .

6.2. c^ < (^/2 - l)2 < c'^ si x > 2 .

6.3. |(^/2 - 1)- -^ (x- DK^Oc- l)2 si x E [ 0 , 2 ] .
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6.4. (x^12 - 1) < c^x^ si x > 2.

6.5. ( x - Ï X c ^ x ^ si x > 2 .

Les inégalités 6.2, 6.4 et 6.5 sont immédiates.
x^2 - 1 x^2 - l-(X/2)(;c- 1)

Les fonctions ————— et —————————-———— prolongées
x — 1 (x — 1 Y

\ \(\ - 2)
en x = 1 par — ? et ———— respectivement, sont continues sur

2 8
[0,2], ce qui donne 6.1 et 6.3. On déduit de 6.1 et 6.2 que la conver-

A i - V (/(^/2 - l)2 ,. . i . -gence de la séné ^ ———————— est équivalente a

, , y (/(P)-l)2 . , y /(P)^ .6.6. ^ ————— < oo et ^ ——— <oo.
/(P)<2 ^ /(P)>2 ^

Grâce aux inégalités 6.4 et 6.5, la condition S ——— < °°
/(P)>2 P

. . y /(^2 - ! ̂  . V f(^ - 1 ^entraîne ,̂ ———————< oo et ^ ————— < oo.
/(P)>2 ^ /(P)>2 ^

Alors 6.3 montre que, si l'on a 6.6, les séries ^ ————— et
f(p)^2 - 1 ^

V ——————— sont de même nature.
P

7. Démonstration du théorème principal.

LEMME 11 (Daboussi-Delange) [2]. — Soit g une fonction mul-
tiplicative tel que \g(n)\ < 1 pour tout n,

1) Si pour tout caractère de Dirichlet \ et tout u réel on a
1 - ReQKp) X(P)P^) , . . ' . . . ,\ ——————————^——— = + 00, alors, pour toute fonction anth-

~ P
métique S p.p.B, on a M(g . S) = 0 .

2) 57/ existe un caractère de Dirichlet \ et un nombre a réel
v 1- ^(g^xWp10) ^ , , . . .tels que ^ ————————————— < + oo, û/cw, po^/* ^o^^ fonc-

tion arithmétique S p.p.B, o^a

1 ^ g(n)S(n)=Cxia€xpiA(x)+o(l),jç ^
n<x
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où C est un nombre complexe, AQc) = ^ Im(x(p)g(p) p i a ) ,
et Um { Sup |AOO-AOc)|} = 0 . p<x p

^->+°° x<y<x2

Etant donné une fonction multiplicative /, soit

?(")= \f(n)\

, , ,-$4, si f(n)^0
g(n) = { 1/0)1

0 si / ( ^ )=0 .

P ei g sont multiplicatives et \g(n)\ est égale à 0 ou 1 pour tout n.

Montrons que les 2 propositions (A) et (B) suivantes sont équi-
valentes :
fA) 7 1 Ip^prip. V ^X^jKp) ^ 1 - p(p)(A^ / . i . les séries ^ ———————— et ^ ————— convergent.

P P
^ y (P(P)-1)2 .7.2. ^ ——————— <oo.

P(P)<2 ^

-- y p{p)x ^7.3. ^ ——— <oo.
P(P)>2 ^

(B) 7.4. La série ^ ^XCp)/^) ^^^

.. y IX(P)/(P)- 112 .7.5. ^ —————————— <oo.
1/(P)1<2 79

7 ^ V '/(P)IÀ ^7.6. ^ ———— < oo.
1/(P)1>2 P

Supposons la proposition (A).

Puisque |1 - \(p)g(p)\2 < 2(1 - Re[x(p)g(p)]), on voit que
7.1 implique
77 y H-X(^(P)12 ,7.7. ^————^———— <oo.

Les inégalités 7.2, 7.3, 7.7, entraînent que

7 0 y \ l - x ( p ) g ( p ) \ \ l - p ( p ) \ .
/.O. ^ -——————————————————————— <oo.

^
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En effet,
y \l-x(p)g(p)\ ll-p(p)l . y \l-x(p)g(p)\\ï- p(p)\
Là ——————;;—————— ;sss L —————-——————

p P(P)<2 P

+ 2 2 : ^
P(P)>2 P

< 7 y ( l - p C p ) ) 2 ^ / |l-x(^)^)12 \ 1/2
^ _\(^2 ^ A" P ^

. . y p(p)^ ^+ 2 ^ ——— < oo.
P(P)>2 p

II résulte de 7.1, 7.8 et de l'identité suivante :

1 - X(P) f(p) = 1 - X(p)g(p) P(P) = (1 - P(p)) (X(p)g(p) - 1)
+(1-X(P)^))+ (1-P(^))

, . . ^ 1 - X(P) /(P)que la série Y ——————— converge.
" P

Puisque x(p) /(^) - 1 = (?(?) - 1) x(p) g(p) + (x(p)^(p) - 1),
on a : |X(P)/(P)-112 <2 | l -p (p ) | 2 +2 |1 -X(P)^ (P)1 2 et

donc, grâce à 7.2 et 7.7, on voit que S 11 ~ X(^)/(p)l ^ ̂
Ce qui achève de prouver (B). P P ^

Supposons la proposition (B).
Remarquons que si, p{p) < 2, on a |1 - p(p)\ < |1 - f(p) x(p)l.

En effet si
lx(p)l = l , l l - p ( p ) l = l l - l / ( p ) x ( p ) l l < l l - / ( p ) x ( p ) l ;

si X(P) = 0 et p(p) < 2, |1 - p(p)| < 1 = |1 - f(p) x(p)|. Ainsi
on a 7.2.
L'identité x(p) g(p) - 1 = (1 - p(p)) x(p) g(p) - (1 - x(p) p(p)g(p))

et les inégalités 7.5 et 7.2 entraînent ^ 11 -X(p)g(p)\ ^ ^
P(P)<2 P

Par ailleurs, puisque ^ — < ^ ——— , on a
p(p)>2 P P(P)>2 ^

^ II-X(P)^)!2 .
^ ——————————————————— < 00

P(P)>2 ^

et donc
7.9. ^ l l -x(p)g(p)1 2 ^

'" P
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Ceci entraîne que

7 1 0 y(l-Re(x(p)^)))^
P

puisque, si
\X(P)8(P)Î = 1 , ona 2(1 - Re(x(p)^(p))) = 1 1 - x(p)^(p)12 ,

et, si
X(p)g(p) = 0, ona (1 - Re(x(p)g(p))) = 1 = 11 - x(p) g(p)\2 .

On déduit de 7.6 et 7.10 que

.,. y P(P)[1- Re(x(p)^(P))] „7.11. ^————————————————<°o,

^ p(p)(l - Re(x(p)^P))) ^ . y 1 - Re(x(p)^(p))puisque ^ —————————————— < 2 ^ ———————————

'<- , ̂  ̂ .
P(P)>2 ^

L'identité
1 - P(P) == - P(P) [1 - Re(x(^(F))] + 1 - Re(x(^)/W)

et l'inégalité 7.11 montrent que

' 7 1 0 V ! ~~ ^^7.12. ^ ————— converge

1 - Re(x(^)/(^)) ., . - ,puisque ^ ———————————- converge d après 7.4.

Finalement, en remarquant que, grâce à 7.2, 7.9, 7.6 on a

7 1 3 ^ll-P(P)llx(p)g(p)-l|^
~ P

- 1 1 - P ( P ) 1 \X(P)g(p)-l\puisque Y ———————————————
P

/ / „ (1 - p(p))2 \ / |1 - X(P)^(P)12 \M/2 , , ̂  p(p?
< ̂  ~~f ^——P—— » +2^ ~T •

^ .. 1 —— V 1 ~ ̂ ) g^ ' A -On voit que la séné ^ ———————— converge en considé-
rant l'identité p

1 - X(p)g(p) = (1 - P(P)) (1 - X(p)g(p)) - (1 - P(P))
+(1-X(^)/(P))

et 7.13, 7.4, 7.12. Ceci achève de prouver (A).
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Si / est p.p.B^ on sait d'après 3.3 et 3.6 que p est p.p.B^
et que le spectre de p est non vide, si le spectre de / est non vide.

Il résulte du théorème 2, que la série V ————— converge et que

S2^<-, S c'^_"l</ s ^<~.
P f>2 P P(P)<2 P P(p)>2 ^

Montrons que la série ^ ———————— converge pour un

certain caractère \, ce qui entraînera d'après un théorème de
Delange et l'auteur [2], que g est l.p. B .

Il en résultera que / est l.p. B^ ; nous montrerons que a(f) ̂  0 .

Si pour tout caractère \ et pour tout u réel,

y 1 - Re(x(p)^(p)^) .^ —————————————— ==4-00^ p
alors en appliquant le lemme 11 avec S(n) = p(n) ^-27wîûi^ on aurait

lim — ^ /(^-27r^ = 0 pour tout a E R , ce qui contreditx n<x
l'hypothèse a(f) non vide.

Il existe donc un caractère \ et un nombre réel a tel que
1 - Re(x(p^(p)p-)

—————— < °° . Montrons que a = 0 et que2:
1:

p
Im(x(p) g(p)) est une séné convergente.

P
Soit aCa(f) et S(n) = p(n) e-2^. D'après le lemme 11,

on a : -1- ^ /(^ér^^C^expOAOc))-^ 0(1). / étant
x n<x 1p.p.B, l'expression — ^ /(^)^ 2mrîa tend vers une limite quand

x n<x
x —> + oo. Cette limite est non nulle puisque a G a(f).

Il en résulte que C^ =7= 0 et que la quantité x^ exp iA(x)
tend vers une limite, quand x —> + oo.

On voit que pour tout 7 > 0, l'expression
7^ exp î(A(7;c) - A(x))

tend vers 1 quand x —^ + °°, puisque
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(^x)^ exp ?(A(7^))
7- exp ;(A(7X) - A(x)) = ———,———-———— .

x^ exp ;A(x)

Comme, par ailleurs, A(yx) — A(x) tend vers zéro quand x —^ + oo ^
d'après le lemme 11, on obtient que 7^ = 1 pour tout 7 > 0 ,
ce qui nécessite que a = 0. Reste à montrer que A(x) tend vers
une limite quand x —> o°.

Nous savons que exp i(A(x)) tend vers une limite quand
x —> +00 , et, d'après le lemme 11, que A(x + 1) — A(x) tend
vers zéro.

Soit 6 E ] — T T , 7r] tel que exp i[A(x) — ô] tend vers 1 ; soit
9^ G ]—7r , 7r] tel que exp i6^ = exp i(A(n) — 0)).

Il est clair que 0^ tend vers zéro quand n —> °°, et que
A(n 4- 1) — A(n) = 0^^ — 0^ modulo 27T. Il en résulte, puisque
A(n + 1) — A(n) tend vers zéro, qu'il existe n^ tel que n > n^
entraîne A(n + 1) - A(n) = Q^^ - 6^ . Soit alors e^ = A(?î) - Qn .
On a e^ = e^^ si n ̂  HQ et donc, puisque 0y, tend vers zéro,
A(n) tend vers une limite.

Si les sommes ou séries du théorème principal sont finies ou
convergentes, alors, p = |/| est l.p.B^ et o-(p) ^ 0 . De plus,
g est l.p.B, g bornée. Il résulte de 3.8 que /= pg est l.p.B^. Il
reste à montrer que a(f) 1= 0 .

Supposons donc o(f) = 0 .
Soit e > 0 et Q un polynôme trigonométrique périodique

tel que M( | / -Q|)<e. Comme g est l.p.B et \g(n)\ < 1 pour
tout n, on voit qu'il existe une fonction périodique K telle que
(max |Q(^)|) M | ^ - K | <e et |K(^ ) |<1 . En effet il existe un
polynôme trigonométrique périodique P tel que

( m a x | Q ( / 2 ) | ) M | ^ - P | < e ;
on définit K(n) ainsi

/ P(n) si |P(^) |<1
K(n)=\ P(n)

si |P(^) |>1.
\\f<in)\

Onaalors \g(n)-K(n)\ < \g(n) - P(n)\.

Ceci dit, on a
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M(|/|) = M(fg) = M(/K) + M(fg-fK)
<iM(/K)| +M\(f-Q)(g-K)\ +M|Q(^- -K) |

< |M(/K)| + 2M|/ -Q| + (max|Q(^)) |M|^-K|

<3e + |M(/K)|.
1 _ N ___ i

Or - S f(n)K(n)== ^ K(C) - ^ /(^), en notant N la
n<x f i= l ^ n<x

/i=C(N)

période de K . Comme o(f) == 0 , on a lim — ^ /(^z) = 0.
x n<x

__ M=fi(N)

Ainsi M(/K) = 0 et donc M |/| < 3e e étant arbitraire, ceci est
en contradiction avec le fait que cr(p) 1= 0 .

Appendice.

A.l. Preuve de 3.7. Il suffit de prouver que «si / P.P.B, /> 0
alors / a une distribution limite».

D'après un résultat bien connu, / a une distribution limite

si, et seulement si pour tout t réel — ^ ^înr/w ^ç^ quand
N n<N

N —> + oo, vers une fonction a(t) continue à l'origine.
Remarquons qu'un polynôme trigonométrique réel P a une

distribution limite. En effet, pour tout / entier

ftfd^(P,t)=^ S PW
]_

N n^

tend vers une limite quand N —> 4- oo. Ceci entraîne, que pour
toute fonction h continue à support compact h(t)diJi^(P, t)
a une limite quand N —> oo, et donc jn^ (P, t) converge vers une
mesure jn. Il suffit alors de remarquer que pour tout N > 1

1 si t>s\JipP(n)
^œ.o=

0 si r<minP(n )
n

pour obtenir que JLI(R) = 1 et donc que la convergence est étroite.
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D'après le résultat rappelé ci-dessus cela en particulier entraîne

que pour tout polynôme trigonométrique réel P, — Y ^itPW
N

tend vers une fonction MÇe2"1^) continue à l'origine.
M<N

Ceci dit, soit /p.p.B, / > 0 , et P^ des polynômes trigono-

métriques réels tels que M( \f — PJ) < — •
K

Puisque, si k > r ,

M(| e2^ - ̂ '̂ 1) < (27T 11\) M(\P, - PJ) < ^-^,
K

la suite MÇe2"^ k) est, pour tout t , une suite de Cauchy. Elle
converge donc vers une fonction a ( t ) . Il suffit alors de remarquer
que, si | ^ | < 1 , la suite M^27"^) est une suite uniforme de
Cauchy, pour déduire que a est une limite uniforme pour 1 1 \ < 1
de fonctions continues à l'origine, et donc que a est continue à
l'origine. Des inégalités :

- Z e
N M<N

,2-nitf(n) 0(t) N
V Çg27ritf(n) _ g27ritPjç(n)\

«<N

+
N

^ e^W _ ̂ itpk) + We2^) - aO) |,
rt<N

et
1 ^ (,2.w.) „ ^W) < 27r | ,| x - S \f(n) - P,(n)\

NN «<N »<N

on déduit, en prenant la limite quand N

k —> + oo, que lim ^ e^fW ^ a(f) = 0 . Ceci prouve
N «<NN-^+o

+ oo puis quand

le résultat indiqué.

A.2. Preuve de 3.10. — Nous établirons le résultat plus général sui-
vant :

Soit g> 0, a > l et j 3 > l . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) ^ p.p.B^ (resp. Lp.B^) .

(ii) ^ p.p.B^ (resp. l.p.B^).

Il est clair qu'on obtient 3.10 en prenant :



164 H. DABOUSSI

si X > 2, g = /, a = - et j3 = 2 et si

1 < X < 2 , g = /^/2 , a = ^ et j3 = X .A.
Etablissons d'abord :

(a) la condition (i) entraîne (ii).

Soit e > 0 et P un polynôme trigonométrique réel tel que
M(|^ - P|^) < e/2^.

Il existe A tel que |P(^)| < A pour tout entier n.
Soit Q un polynôme ordinaire, (de sorte que Q o P est unj_

polynôme trigonométrique) tel que |Q(tO — (sup(0, K))1/0'! < ( — 1

pour tout u E [- A , A]. Montrons que : M([ g - Q o P |°^) < e ,
ce qui établira (ii).

On utilisera les inégalités suivantes :

1. { x - y ^ < { x " - ya\ pour tout x > 0 et y > 0 .

(Il suffit de considérer, si x > y , la fonction t —> (y + ̂  — t^,
qui est une fonction croissante sur [0, x — y ] ) .

2. (x + y)^ < 2°^-1 (x^ + y^) si x > 0 et y > 0 (cela se
déduit de la convexité de la fonction t —^ ta0) .

3. |sup(0,>') — sup(0,x)| < \y — x\ pour x et y réels (se vérifie
facilement).

On a :
\g(n) - Q(P(7î))|^ < [\g(n) - (sup^R^)))^!

+ [(sup^.P^^-Qœ^))!}^.

Appliquant successivement les inégalités 2, 1 et 3, on obtient

\gW - Q(P(^)|^ < 2^-1 {{g^n) - P(n){^
+ |(sup(0,P(^))l/a-Q(P(^^))|^},

et donc m\g(n) - Q(P(^))1^) < e par choix de P et Q.

Montrons maintenant :

(b) Si h>0, h p.p.B" (resp. l.P.B"), où n est un entier >0 ,
alors h" est p.p.B resp. (l.p.B).
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La propriété est triviale si n = 1 . Supposons-la vraie pour
n = k .

Soit /î p.p.B^ . Alors A est p.p.B^, et donc /^ est p.p.B.
Soit e > 0 et R et S deux polynômes trigonométriques tels que
(M^W^Md/î - RI^I)!/^! < e/2 et

(sup|R(^)|)M(|/^ - S | )<e /2 .
Puisque
Md/^1 - R.S | )<M(^ | / z -R | ) + M(|R| |^ - S|)

< [M^1)]^1. [M 1/z - R|^i]i/^i + sup |R(^)| M(|^ - SI ) ,

on a M | hk+l — R. S | < e , ce qui prouve le résultat.

Si h était l-p-B^ , on pourrait choisir R et S périodiques,
et donc h^1 serait l.p.B.

Montrons finalement :
(c) La condition (ii) entraîne (i).

Soit 7 = (E(aj3) + l)/aj3 où EÇafS) = partie entière de afS.
Ainsi 7 > 1 et aj37 est un entier.

Soit h=g^. Ainsi W est p.p.B^ (resp. l.p. B^). Delà
proposition (a) résulte que h est p.p.B^7 (resp. l.p.B°^7) ; puisque
apj est entier, il résulte de (b) que h^ est p.p.B (resp. l.p.B),
c'est-à-dire que g^ est p.p.B (resp. l.p.B^).

Il suffit d'appliquer de nouveau (a) pour obtenir que g^ est
p.p.B^ (resp. l.p.B^).
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