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THEORIE DES DISTRIBUTIONS
A VALEURS VECTORIELLES (*)

par Laurent SCHWARTZ

RESUME DU CHAPITRE 11

§ 1. Introduction.

L’introduction pose le probléme qui sera I'objet essentiel du chapitre.
Si 76, K, € sont 3 espaces de distributions, et si U est une application bili-
néaire: (S, T)>SuT, séparément continue de # X X dans ¢ (produit
scalaire, multiplication, convolution); si E, F, G, sont des espaces vectoriels
topologiques, 6 une application bilinéaire séparément continue de E X F
dans G, peut-on définir de fagcon naturelle une application bilinéaire :

(8, T) ~Sus T, de #(E) x 5(F) dans £(G), telle que
SeusTf = (SuT)(e, ), pour Se, Tek, c¢c<E, feF?

11 s’agit 1a d’un probléme délicat, auquel on ne peut donner de réponse affir-
mative que moyennant des conditions assez restrictives, mais inévitables.
On définit a la page 9 les applications bilinéaires S-G-hypocontinues, et
les produits tensoriels topologiques qui leur sont associés. En particulier,
on introduira constamment, sur les produits tensoriels, 5 topologies remar-
quables, notées t, v, B, @, ¢ (p. 12). Il y a lieu de leur associer la notion de
A-parties d’un espace vectoriel, et de parties g-t-décomposables d’un produit
tensoriel quasi-complété (p. 15); la proposition 1 (p. 16) donne les exemples
fondamentaux de parties s-t-décomposables, tandis que la proposition 1 bis

~
t

(p. 17) montre que 9, , = 9. &.9,.

§ 2. Les théorémes de croisement.

La proposition 2 (p. 18) donne le théoréme fondamental de croisement, et
Papplication T, ; de (L & U) X (MeV) dans (L®.M) ¢ (U & V). Ce théoréme
est la clef de tous les produits de distributions & valeurs vectorielles. Cepen-
dant son énoncé est « abstrait », et ne contient pas d’espaces de distributions;

(*) La premiére partie de ce mémoire a paru dans le tome VII des Annales de
I’ Institut Fourier, pp. 1-141.
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d’autre part, il ne donnera que les produits « élémentaires », correspondant
aux hypothéses les plus fortes, mais qui seront, en fait, les plus utiles. La
démonstration de la proposition 2 est longue; elle va jusqu’a la page 32.
Ensuite on étudie (p. 34) un croisement plus général (application T ,.4 .et
A: 44, 4); en fait, on le déduit du précédent, et cette étude, d’ailleurs incom-
pléte, est d’un intérét limité, au moins dans I’état actuel des choses.

La proposition 3 (p. 37) donne I'application générale aux distributions,
annoncée dans I'introduction: en prenant successivement pour U le produit
scalaire, la multiplication, la convolution, on aura tous les produits désirés
pour les distributions & valeurs vectorielles.

§ 3. Produit « scalaire » de deux distributions
a valeurs vectorielles. Etude élémentaire.

Le produit « scalaire » de; e PE) et de Te D'(F) est celui qui, pour ; = q;-)e,
T= S_f>, estégala(d- S): ®?; nous le considérerons comme élémentde E ®-F. La

proposition 4 (p. 41) donne des conditions générales d’existence d’un produit
scalaire de #(E) x #'(F) dans E ®: F; c’est une conséquence immédiate

de la proposition 3. Le produit ;-,, TeE®.F est indépendant de # dans les
conditions fixées par la proposition 5 (p. 43) il est nul si les supports de ;

etde T ont une intersection vide, proposition 6 (p. 45); on peut le calculer
par une intégrale usuelle {; n(;(.r) ®- T(z))dx dans les conditions fixées

par la proposition 7 (p. 49), si ; et T sont des fonctions. Enfin la proposition
8 (p. 59) relie le produit scalaire aux résultats du chapitre 1, dans lequel,
comme nous l'avons vu, n’intervenaient jamais que des produits d’une dis-
tribution scalaire et d’une distribution vectorielle.

§ 4. Produit «scalaire». Etude générale.

Les résultats du paragraphe 3 sont suffisants dans des cas trés généraux;
néanmoins il faut parfois aller plus loin, et étudier un produit scalaire & valeur
dans E®.F ou E @g, g F. Il faut alors des hypothéses bien plus restrictives

sur; ou T‘, et des démonstrations plus délicates. Le §4 est indépendant
du § 3 (et méme du § 2), dont il est une généralisation; nous avons cependant
écrit le § 3 & cause de son caractére plus élémentaire, et le lecteur aura tout
avantage 4 se borner au § 3, s’il n’a pas un besoin indispensable du § 4.

Le produit «scalaire » général ;-., i de ;e R(E)et de Te #6;(F), relativement
4 une application A de & dans 76, est défini & la proposition 10 (p. 57).
La démonstration est compliquée, et va jusqu’a la page 67.

La proposition 11 (p. 67) est une variante particuliére de la proposition 10,
ainsi que la proposition 17 (p. 77).

Le produit scalaire est continu en T pour q-; fixée, dans les conditions
indiquées a la proposition 12 (p. 70), d’ol 'on déduit la caractérisation de
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ce produit donnée & la proposition 13 (p. 72); fil est continu en —c)p pour T
fixée, dans les conditions indiquées a la proposition 14 (p. 74), d’otila carac-
térisation donnée a la proposition 15 (p. 75). Il est continu par rapport a

Pensemble des variables ;, T, dans les conditions énoncées a la proposition 18
(p- 80). La proposition 20 (p. 83) indique_dans quelles conditions le produit

scalaire de; et de T ne dépend que de; et T et non des espaces Ji et #6 utilisés,
et traite des problémes de supports. La proposition 20 bis (p. 86) étudie le cas
particulier;e@(E), 'Fe.’:)’(F), A = identité. Enfin, le produit scalaire se
calcule par une intégrale usuelle dans les conditions indiquées par les propo-
sitions 21 (p. 87), 21 bus (p. 93), 21 ter (p. 94), et leurs corollaires. La fin du para-
graphe traite de diverses questions particuliéres, et donne des exemples.
L’exemple 1 (p. 99) est celui ou E = ¢ (F; G); il a été utilisé par Brunat dans
{1]. L’exemple 2 (p. 101) donne le dual de #(E) et le produit scalaire entre
#(E) et son dual (proposition 22, p. 103, et ses corollaires). L’exemple 3
(p- 105) est celui du produit scalaire de 9™ +"+*(E) X 9*(F) dans E &.F,
proposition 24 (p. 119); il est précédé de lemmes, qui peuvent étre utiles en
eux-mémes, sur la décomposition de 3 en sommes de dérivées de fonctions
(lemme, p. 105), ou sur les opérateurs de convolution nucléaires (proposition

23, p. 107).

§ 5. Produit multiplicatif.

Si :EE(E), Te @'(F), on peut| définir leur produit multiplicatif
(:T)- eV (E ®-F). La proposition 25 (p. 120) fixe des conditions générales
d’existence d’un produit multiplicatif de #(E) X 3(F) dans (E & F); c’est
une conséquence immédiate de la proposition 3. Ce produit est associatif
(proposition 25 bis, p. 122) (1), le support de (: _l)),. est contenu dans l'inter-
section des supports de zet T (proposition 27, p. 124), on a la formule de
dérivation du produit (proposition 28, p. 125). Si 2 et T sont des fonctions,

>

. . A B A s
le produit est la fonction «(Z) &-1(Z) (proposition 29, p. 125); moyennant
des conditions convenables, le produit scalaire de la proposition 4 s’exprime

comme intégrale d’un produit multiplicatif: ¢..T = » (; T),,, formule

(II, 5; 7), proposition 31 (p. 126). On en déduit la légitimité des notations
>

fonctionnelles, :("i:) ®-T(Z) pour le produit multiplicatif (p. 125), et

j;n(;(z) ®,T(x))dz pour le produit scalaire (p. 127).

11 existe, a c6té du produit multiplicatif élémentaire précédent, un produit
multiplicatif général (ZT‘)‘ e (E®.F); il est au produit élémentaire ce
qu’est le produit scalaire général du § 4 au produit scalaire élémentaire du § 3,
et & son sujet on peut faire les mémes remarques. Il est étudié & partir de la
page 127. On le définit & la proposition 32 (p. 127). qui s’appuie sur la propo-

() Les questions de commutativité ne seront étudiées que pour la convolution

(p. 152).
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sition 10. Les cas les plus importants sont énumérés au corollaire 1 (p. 133).
On en donne ensuite des exemples intéressants: produit multiplicatif, sur
X™ x Y", d’une distribution semi-réguliére en z et d’une distribution inté-
gralement semi-réguliére en y (exemple 1, p. 138); sections-distributions des
espaces fibrés a fibre vectorielle topologique (exemple 2, p. 140).

§ 6. Produit tensoriel.

Si S, e 94(E), T, e 9(F) leur produit tensoriel S, @®. T, 9 ,(E &. F) est
défini & la proposition 33 (p. 145). Sa valeur sur g9, , se calcule par
la régle de Fubini, formule (11, 6; 2). Si Set T sont des fonctions, le produit

tensoriel est la fonction §(§) ® 'I?(g'}), dans les conditions énoncées a la propo-
sition 33 bis (p. 149). Le produit tensoriel sera utilisé dans la convolution
(proposition 39).

§ 7. Convolution.

Pour Se 8'(E), Te@’(F), on peut définir un produit de convolution
g*,,%e@'(E ®= F). La proposition 34 (p. 1561) fixe des conditions générales
d’existence d’une convolution de #(E) X K(F) dans 4(E &- F); c’est une
conséquence immédiate de la proposition 3. Cette convolution est asso-

ciative (p. 152), commutative (p. 152); S+. T ne dépend pas de ¥ et K
dans les conditions fixées a la proposition 35 (p. 155). Si les supports de 3

et T sont A et B, celui de S+, T est contenu dans A + B (proposition 36,
p. 155). La proposition 37 (p. 156) donne la relation entre produit scalaire et
produit de convolution, et son corollaire 1 (p. 158) traite de la régularisation.

A cbté du produit de convolution élémentaire que nous venons de voir,
il y a un produit de convolution général :*lTei’D’(E ®.F), qui est au
produit élémentaire ce qu’est le produit scalaire général du § 4 au produit
scalaire élémentaire du § 3, et sur lequel on peut faire les mémes remarques.
Il est donné & la proposition 38 (p. 159), conséquence de la proposition 10,
et a la proposition 39 (p. 167), a partir du produit tensoriel. De nombreux
exemples sont donnés. La proposition 39 fait tout de méme du produit de
convolution général un produit différent des autres, il y a intérét a la connaitre
méme pour des non-spécialistes, a co6té des produits élémentaires.

Si Set T sont des fonctions, 4 quelle condition leur produit de convolution
peut-il se calculer par I'intégrale usuelle jl; n (g(fi——t) ® :l>‘(t)> dt? C’est 1a un
probléme difficile a traiter dans sa généralité. On en donne une solution
valable & la proposition 40 (p. 179). Plus généralement, si S et T sont des dis-

tributions, la distribution §(§c —1) e®. 'f('l) existe toujours; quand le produit
de convolution en est-il I'intégrale partielle en ¢, au sens du § 5 du chapitre 1
(p. 130)? C’est ce qu’indique la proposition 41 (p. 184).



THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 5

Les propositons 42 (p. 185) et 42 bis (p. 186) relient la multiplication et la
convolution par la transformation de Fourier, la proposition 43 (p. 186) les
relie par la transformation de Laplace. Ces propositions sont essentielles
pour les applications.

§ 8. Etude de trois contre-exemples.

Souvent dans cet ouvrage, les théorémes n’ont été énoncés que moyennant,
des conditions trés restrictives. Le présent paragraphe montre, par des
contre-exemples, que de telles restrictions sont nécessaires (voir § 1, Intro-
duction). Ce paragraphe n’est donc pas indispensable & la compréhension du
reste ni & son utilisation pratique. Néanmoins les restrictions indiquées dans
les énoncés étaient toujours considérables, le caractére nucléaire des espaces
ou des applications était essentiel, et il n’est pas mauvais de constater que les
3 contre-exemples de ce paragraphe n’ont rien de tératologique et que des
opérations qu’on croirait, naivement, possibles sur des distributions vectorielles,
ne le sont en aucune maniére.

L’exemple 1 (p. 188) donne une fonction indéfiniment dérivable :e’_ﬁ(E)

. . . = . . > > ~
et une distribution T € 9'(F), dont le produit de convolution «* T e ?'(E &. F)
est une distribution d’ordre infini, et non une fonction indéfiniment dérivable,
comme on pourrait s’y attendre.

. . > -
L’exemple 2 (p. 190) donne une fonction continue « € ?°(E) et une mesure

;e@i“(F) (E, F, espaces de Banacu), dont le produit de convolution :*r:
n’est pas une fonction, mais seulement une mesure.

Le troisiéme exemple (p. 194) donne deux mesures & supports compacts
4 valeurs dans des espaces de BanacH, dont le produit de convolution est
une distribution d’ordre > 1.



CHAPITRE 1II

Rappelons que, sauf mention expresse du contraire, tous
les espaces vectoriels localement convexes considérés sont
séparés quasi-complets.

§ 1. Introduction.

Position du probléme.

Dans le chapitre 1, nous avons étudié le produit T. ¢, le pro-
duit multiplicatif «T, le produit de convolution S«T, lorsque
I'un des deux facteurs du produit est a valeurs vectorielles,
Pautre & valeurs scalaires. Le but de ce chapitre est d’étudier

le cas ou les 2 facteurs sont a valeurs vectorielles. Soient par

= . . . Y
exemple §, T, 2 distributions sur R*, a4 valeurs dans E et F
respectivement. Peut-on définir un produit de convolution

.
S+«T? On devra naturellement supposer d’abord que les sup-
> . . . _ . . .
ports de S et T vérifient certaines conditions restrictives,
= = . . . .
ou que le comportement de S et T a 'infini sur R" satisfait
a certaines conditions. On devra d’autre part se donner une
application bilinéaire 6 de E X F dans un troisiéme espace
vectoriel G, et définir le produit S« T relativement a 0, qui
sera une distribution sur R" & valeurs dans G; si par exemple S
— . . > >
et T sont des produits tensoriels S®e, T®f, S et T dans
, > > > = n , . > > ,
Y, ecE, feF, SuyT devra étre égal a (S+T)(e, f) < 9'(G).
Dans les applications pratiques, 6 sera donnée une fois pour
toutes (par exemple E, F, G, seront confondus, et I’espace
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vectoriel considéré sera une algébre); on pourra alors ne pas

Pécrire, et noter simplement S«T au lieu de S« T.

On pourra aussi supposer qu’aucune application § n’est
donnée, mais que le produit est a valeurs dans un produit
tensoriel topologique quasi-complété de E et F.

. = . ~ ~
Par exemple, si S+ est a valeurs dans E 8. F (resp. E®.F),
et si ensuite O est une application bilinéaire continue (resp.
e-continue (')) de E X F dans G, donc définit une application

continuc § de E®,.F (resp. E®&,F) dans G, et par suite une
application 1®0 de 9'(E®_F) (resp. 9'(E & F)) dans 9'(G),
alors S« T ne sera autre que (I ®(_))<§ * '—I'>) On voit qu’il peut
y avoir intérét a traiter la question sous cet angle, et & chercher
dans quel produit tensoriel topologique quasi-complété S.T
prend ses valeurs, de fagon a savoir quelles applications
bilinéaires § pourront étre utilisées.

Sclon que ST prend ses valeurs dans E&®.F, E® IS
on le notera _é*,:—T), —§*€ —'f, etc.; naturellement, si SuT est

by

susceptible d’étre a valeurs dans E®.F, 1l sera a fortiori
susceptlble d’étre a valeurs dans E®. F, et S. T sera I'ilmage
de S« T par Papplication I®§ de 9'(E &, F) dans 9'(E &, F),
ot 0 est application canonique de E &, F dans E &, F associée
a lapplication bilinéaire continue § de E X F dans E&. F;
rappelons que cette application 0 n’est pas nécessairement
1n]ect1ve (du moins la question n’est-elle pas résolue), aussi

S T et S, T devront-ils étre distingués avec soin.
Naturellement ce cas général que nous venons de traiter,

et qui a comme corollaire le cas d’une application 0 donnée

de E X F dans G, est aussi un cas particulier de ce corollaire :

S.. T (resp. S, T)) n’est autre que §*9 '—l‘>, lorsque 0 est 'appli-
cation canonique de E X F dans G=E&;F (resp. E&. F).

(!} Une application bhilinéaire de E X F dans G est dite e-continue si l'applica-
tion qu’elle définit de E @ F dans G est continue quand on munit E @ F de la
topologie ¢. Si G est le corps des scalaires, cela revient a dire que cette forme bili-
néaire est intégrale (Grothendieck [4], page 124). Pour des formes multilinéaires
sur un produit d’espaces, il n’y a pas d’inconvénient 4 employer le mot « intégrale »,
parce que toute forme linéaire continue sur un seul espace E est e-continue et est
bien intégrale; mais pour des applications multilinéaires dans G, il y aurait confu-
sion car toute application linéaire continue d’un seul espace E dans G est e-continue
et n’est pas une application linéaire intégrale au sens de Grothendieck.
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. > = > > = .
Si S=Sge, T=T® f, alors SxT prendra méme ses
valeurs dans E ® F non quasi-complété, car on aura

S+T.g=(S+T.9)e®f<E®F,;

mais c’est 14 une circonstance trés particuliére.

Nous venons de traiter ’exemple du produit de convo-
lution. La convolution * est une application bilinéaire hypo-
continue de 9’ X & dans 9'; on peut s’attendre a ce que,

pour Se ' (E), Te &' (F), S+, T ait un sens. Nous verrons qu’il
en est bien ainsi (Proposition 34) : on peut définir une convolu-
tion x, application bilinéaire, hypocontinue par rapport aux
parties bornées, de 9'(E) X &'(F) dans 9'(E&;F). Dans
les applications pratiques, on considérera un produit déterminé,
la convolution * par exemple. Mais il peut y avoir intérét a
introduire 3 espaces de distributions #6, K, ¢, non nécessai-
rement sur le méme espace euclidien, et & considérer une appli-
cation bilinéaire v : (S, T) - SuT de # X & dans , hypo-
continue par rapport aux parties compactes par exemple.
On pourra alors essayer de définir une application bilinéaire

(S, T)>Su:T de #(E) X %(F) dans 4(E &, F), et chercher
si cette application est hypocontinue par rapport aux parties
compactes. Le cas de la convolution examiné ci-dessus corres-
pond & u==x3=9, A=§, {=9', espaces de distri-
butions sur le méme espace euclidien R

Mais alors on pourra considérer a la fois toutes les applica-
tions bilinéaires telles que u en introduisant un produit
tensoriel topologique quasi-complété de # et K. Appelons
v (') la topologie localement convexe la plus fine sur U® V,
pour laquelle Papplication canonique (U, V) —U®,V soit
hypocontinue par rapport aux parties compactes. Alors on
cherchera & montrer l'existence d’une application bilinéaire
canonique de #6(E) X X(F) dans (%6 &,%)(E &;F), que nous
noterons I', .. Alors si u est une application bilinéaire de
# X K dans & hypocontinue par rapport aux parties
compactes, elle définit une application linéaire continue U

() Ne pas confondre la topologie y sur un produit tensoriel U ® V avec la topo-
logie y sur un espace localement convexe quelconque L, définie page 17 au chapitre 1,
identique a (L):.
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de #6 ® X dans 4, donc une application linéaire continue
Ul de (6&,K)(E®.F) dans 4E &:F), et 'on aura

Su,.T=(seonl, & T).

Si ensuite on se donne une application bilinéaire continue 6
de E X F dans G, on aura
> >

(11, 15 1) ST = ((10)-(v D) (,-G, T)) < 40),
qu’on pourra aussi écrire

(IL 1;2)  SuT=(5 ®8)(r, .5, T)).
Inversement d’ailleurs le cas général sera un cas particulier:
[y« (S, T) n’est autre que SuyT lorsque u est 'application
bilinéaire hypocontinue canonique de % X XK dans f = 76 &, X,
et 6 lapplication bilinéaire continue canonique de E X F
dans G = E&_F. _

L’intervention des distributions et des espaces nucléaires
est ici inévitable. Si u e D°(E) est une mesure a valeurs dans

un espace de Banach E, ¢ € 9°(F) une fonction continue a sup-
port compact & valeurs dans un espace de Banach F, on peut

> >

définir g9 = ‘/;,,;d; a valeurs dans E ®,F mats non dans
E®,F; si donc O est une application bilinéaire continue, mais
e-discontinue, de E X F dans un espace de Banach G (par
exemple si O est une forme bilinéaire continue mais non intégrale

sur E X F), ;0; n’aura en général pas de sens.

Il semble difficile de donner les théorémes les plus géné-
raux relatifs & cette théorie, il semble méme difficile de faire
rentrer les cas les plus importants de la pratique (produit
scalaire, produit multiplicatif, produit tensoriel, produit de
convolution) dans un seul grand théoréme d’aspect agréable.
C’est pourquoi, sans chercher la plus grande généralité,
nous donnerons les théorémes qui nous paraissent les plus utiles.
La proposition 3 donne un cas général trés important.

Applications bilinéaires ©-G-hypocontinues.

Soient &, 6, deux familles saturées de parties de L, M respec-
tivement (L, M, espaces vectoriels topologiques localement
convexes séparés, non nécessairement quasi-complets). Nous
dirons qu’une application bilinéaire de L. X M dans un espace
localement convexe séparé N (non nécessairement quasi-com-
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plet) est &-G-hypocontinue, si ses restrictions a A X M et a
L X B sont continues, pour toute A € & et toute B € G. Si les
parties Ae @ et Be© sont bornées, c’est bien équivalent a
la définition usuelle (').

Si @ est formée de toutes les parties de L, & = B (L),
et © quelconque, ou si & est quelconque et © = PM),
©-6-hypocontinue veut dire continue. Si G est formée de
toutes les parties bornées de dimension finie de M, on dira
seulement &-hypocontinue; si & (resp ©) est la famille de
toutes les parties bornées de dimension finie de L (resp M),
@-%-hypocontinue veut dire séparément continue. Rappelons
que «hypocontinue », sans spécification de © et G, veut dire
hypocontinue par rapport aux parties bornées.

On a des définitions analogues pour les ensembles
&-6-équihypocontinus d’applications bilinéaires.

Produits tensoriels topologiques quasi-complétés.

On montre, par des méthodes analogues a celles qui sont
utilisées pour la topologie © (*), qu’il existe sur L ® M une
topologie localement convexe et une seule, notée L ® ¢ g M,
telle que les applications linéaires continues, pour cette topo-
logie, de L ® M dans tout espace localement convexe N (non
nécessairement quasi-complet), soient exactement celles qui
sont définies par les applications bilinéaires ©-G-hypocon-
tinues de L X M dans N. Dans ces conditions L®gM veut
dire L ® ¢ M, lorsque © est I’ensemble des parties bornées de
dimension finie de M. On a de plus les propriétés suivantes:

10 Les ensembles équicontinus d’application linéaires de
L ®g g M dans N sont exactement ceux qui sont définis par
les ensembles &-T-équihypocontinus d’applications bilinéaires
de L X M dans N.

20 Un systéme fondamental de voisinage de 0 de L®g ¢ M
s’obtient en prenant, dans la dualité entre L ® M et I'espace

() Boursaki [2], chapitre 11, § 4, n° 2, proposition &, page 39. La &-BG-hypo-
continuité, lorsque les parties de & et © ne sont pas nécessairement bornées, parait
avoir été employée pour la premiére fois par F. Brunar dans [1].

Rappelons qu'une application ne peut étre appelée hypocontinue par rapport
a une famille de parties de I'un des deux espaces L, M, que si elle est séparément
continue sur L X M.

(3) En ce qui concerne la méthode utilisée pour la-topologie =, voir CROTHEN-
pIEck [4], § 1, et ScawarTz [2], exposé 1.
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des formes bilinéaires sur L X M, les polaires des ensembles
©-6-équihypocontinus de formes bilinéaires.

3% L®ggM est la topologie localement convexe la plus
fine sur L® M, qui rende l'application bilinéaire canonique
de L XM dans L ®M @&-C-hypocontinue.

40 Soient L,, M,, L,, M,, quatre espaces localement convexes
séparés (non nécessairement quasi-complets), w (resp. ¢) une
application linéaire continue de L, (resp M;) dans L, (resp. M,).
Soient d’autre part &,, 6,, &,, ©,, des familles saturées de
parties de L;, M;, L,, M,, respectivement. :
- Supposons que pour tout A, e &,, u(A,) soit dans &,, et que,
pour toute B, € G,, ¢(B,) soit dans ©,. Alors u® ¢ est contlnue
de L; ®¢, ¢ M; dans L, ®¢ ¢ M,.

Supposons maintenant que u parcoure un ensemble équi-

continu U de (L,; L,), tel que, pour toute A, e &, U u(A,)
/ u€qj
soit dans &, ; et supposons de méme que ¢ parcoure un ensemble

equlcontlnu Vde 4 (M,;; M,), tel que, pour toute B, € ,, U
soit dans ©,.

Alors Pensemble des u®y¢, ueU, ve¥U, est une partie
équicontinue de (L, ®¢, ¢ M;; L, ®e.. M,).

Considérons le cas particulier suivant. Si, sur Despace
localement convexe L (resp. M), I’ensemble de parties &,
(resp. ©,) est contenu dans ’ensemble de parties &, (resp. ©,),
alors la topologie L ®g ¢ M est plus fine que la topologle
L®g, 5 M: 1l suffit en effet d’appliquer ce qui précéde a
Papplication identique u(resp. ¢) de L;= L(resp. M; =M)
dans L, =1L (resp. M, = M) et aux ensembles de parties
&y, 6,, &,, G,, considérés.

50 Le quasi-complété (resp. complété) de L®ggM sera
noté L ®¢ ¢ M (resp. L ®¢ g M). Si nous nous trouvons dans les
conditions de 4°, u ® ¢ se prolonge en une application linéaire
continue, encore notée u®¢ si aucune confusion n’est a
craindre (), de L, 8¢, ¢, M; (resp. L, 8¢, 5, My) dans L, 8¢, 5, M,
(resp. L, 8¢, 5, M,).

(*) Il faudrait en effet théoriquement une notation ou figurent non seulement u
et ¢ mais Cl, 61 Ss ‘Cz Par exemple, plus bas, I'application canonique de L & g;, Gt M
dans L ®62 @2 M n’est que bien peu définie par le symbole I @ I, surtout si I'on
se rappelle que cette application canonique n'est pas nécessairement injective
(voir page 12)!
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En particulier, si dans L(resp. M), ’ensemble de parties
& (resp. ;) est contenu dans I’ensemble de parties &, (resp. G,),
alors I'application identique de L ®M se prolonge en une
appllcatlon linéaire continue de L ®¢, ¢ M (resp. L 8¢, g, M)
dans L &g, g M (resp. L ®@ M) Il ne faudrzut pas
croire que cette application soit nécessairement injective  (*).

Si maintenant on a 3 couples d’espaces L;, M;, L,, M,,
L, M,, des applications linéaires continues avec des diagrammes
de commutativité

L M
~ o~
po

et des familles de parties &,, ©,, &,, G,, ©,, G,, satisfaisant aux
conditions voulues (indiquées page 7, 4° dans le cas de deux
couples), alors le diagramme de commutativité

L, oM,
\L®M
b

donne le diagramme de commutativité

11‘ ®Gn 64M1
(11, 1; 3) L, 8¢, oM,
L3 ®@s: $3M3 /

et un autre analogue, o & est remplacé partout par ®.

Les topologies A sur un produit tensoriel.

Les cas les plus importants dans la pratique sont les suivants :

1° @ ou % est formé de toutes les parties. On note L®; M
la topologie correspondante sur L ® M.

20 © et © sont constituées par toute les parties bornées.
On notera L ® M la topologie correspondante.

30 @ et © sont constituées par toutes les parties contenues
dans des parties convexes équilibrées compactes. On notera
L ® M la topologie correspondante.

40 © et © sont constituées par toutes les parties bornées

(*) On doit du moins considérer comme peu probable qu’elle soit injective, mais
il n’y a pas de contre-exemple connu.
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de dimension finie. On notera L ® M(') la topologie corres-
pondante.

La topologie ¢ sur L ® M ne rentre pas dans les catégories
précédentes. Désormais A, w, etc... seront des lettres choisies
parmi les 5 lettres ¢, =, §, v, t. On a, par ordre de finesse crois-
sante pour les topologies sur L ® M: ¢, =, 3, v, t. Aussi établi-
rons-nous sur ’ensemble de ces b lettres la relation d’ordre
e<T<B<y<u

S1 L et M sont tous deux métrisables, I'un d’eux étant
complet, ou tous deux des duals d’espaces de Fréchet distingués,
les topologies «, B, v, t, sont identiques sur L ® M; s’ils sont
tous deux des espaces DF, les topologies =, (3, sont identiques;
s’ils sont tous deux tonneles les topologies B, v, t, sont iden-
tiques (*). St L ou M est nuclealre, les topologles e et © sont
identiques, et nous noterons L & M (resp. L. ® M), sans autre
indication, le produit tensoriel quasi-complété (resp. complété)
pour cette topologie ¢ ou w. Nous dirons d’une application
bilinéaire de L. X M dans N qu’elle est A-continue, si I'applica-
tion qu’elle définit de L®M dans N est continue lorsque
L®M est mun de la topologie A.

Si A=¢, et si L et M sont des duals, L=U,, M=V,
il ne faut pas confondre « e-continue » (c’est-a-dire telle que
Papplication correspondante de L ®. M dans N soit continue) avec
« e-hypocontinue » (¢’est-a-dire hypocontinue, sur U; X V, par
rapport aux parties équicontinues de U’ et V'; chapitre1, page 18).

D’autre part, nous définirons plus loin (page 15) les A-parties.
Il ne faut pas confondre «A-continue» avec « &-G-hypocontinue »
pour &= = ensemble des A-parties, c’est-a-dire «hypocontinue
par rapport aux A-parties »; pour A = T, «w-continue» veut dire
continue, alors que «hypocontinue par rapport aux =-parties »
veut dire « hypocontinue par rapport aux parties bornées ».

En conclusion, les expressions « A-continue », « A-hypoconti-
nue» (pour A=¢ L=U, M=V), « @-‘(5 -hypocontinue »
ou « hypocontinue par rapport aux parties appartenant a
& ou © » (lorsque © et © sont 'ensemble des A-parties) doivent
étre soigneusement distinguées.

() L® M est ce que GroruENDIECK appelle le produit tensoriel inductif
(GroraENDIECK [4], § 3, page 73).

(%) Boursaxi [2], chapitre 111, § 4, n® 2, proposition 2 page 38, proposition 6
page 40; Groruenpieck [2], théoréme 2 page 64, et théoréme 7 page 73.
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Examinons de plus prés la relation d’ordre dans I’ensemble
des 5 lettres ¢, «, B, v, t.

A, > A, exprime simplement que la topologie L ®, M est
plus fine que la topologie L ®, M; il existe alors une apph-
cation continue canonique (non nécessairement injective) de
L &, M (resp. L &, M) dans L &, M (resp. L ®,, M), prolon-
geant l'application identique de L. ® M. Si enfin L,, M,, L,,
M,, sont quatre espaces, si u (resp. ¢) est une application
linéaire continue de L, (resp. M,) dans L, (resp. M,), et si
A, > 1A, les propriétés 4° page 11 montrent que u ® ¢ est
continue de L, ®, M, dans L,®; M,, et se prolonge en une
application linéaire continue, encore notée u ® ¢ si aucune
confusion n’est & craindre, de L, &, M, (resp. L, ®,, M,) dans
L, &M, (resp. L, ®, M,) (pour pouvoir appliquer le résultat 4°
page 11, il faut que A, > = et il faut alors vérifier que I'image
par u (resp. ¢) d’une A,-partie de L, (resp. M,) est une
A,-partie de L, (resp. M,). Mais c’est automatiquement vrai en
vertu de la continuité de u et ¢ et de 'inégalité A, > A,. Pour
A, = ¢, la propriété énoncée ne résulte pas de 4° page 11
puisque la topologie ® n’est pas une topologie du type ®¢ g,
mais résulte de la proposition 1 du chapitre 1).

Supposons maintenant que u (resp. ¢) parcoure un ensemble
équicontinu U (resp. V) d’opérateurs de L, dans L, (resp.
de M, dans M,), et qu’en outre la réunion des 1mages par u el
(resp. ¢ € V) de toute A,-partie de L, {resp. M,) soit une A,-partie
de L, (resp. M,) (La 2¢ condition résulte automatiquement
de la 1r¢ pour A, = B, T ou ¢ (*)).

Alors les u® ¢, pour ueU et ¢ e, forment un ensemble
équicontinu d’opérateurs de L, & M, (resp. L, &, M,) dans
L, &, M, (resp. L, ®),, M,) (cela résulte de 4° page 11 si A, > ;
de la proposition 1 du chapitre 1 pour A, = ¢).

Si on a 3 couples d’espaces, L,, M,, L,, M,, L;, M, 3 lettres
A >A, >N, et des applications continues avec des dia-
grammes commutatifs

L M
'\L \M
P

s 3

(1) Boursaki [2], chapitre in, § 3, n® 6, proposition 7, page 26.
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alors d’aprés (II, 1; 3) on a le diagramme commutatif

LI ®1,M|
(1L 1; 4) | S &M,
L, & M ~

et un autre ou ® est remplacé par ®

Les A-parties et les parties s-z-décomposables des produits
tensoriels quasi-complétés.

Nous appellerons A-partie d’un espace vectoriel localement
convexe (non nécessairement quasi-complet) une partie bornée
contenue dans un sous-espace vectoriel de dimension finie,
pour A= t; une partie ayant une enveloppe compacte pour

=+; une partie bornée pour A =0, =«, ou «.

Soit ensuite L& M (ou L®, M) un produit tensoriel
topologique quasi-complété (ou complété), L et M non
nécessairement quasi-complets. Nous appellerons partie -t-dé-
composable de cet espace, une partie bornée (') Z ayant
la propriété suivante:

a) Sieg=1,y,ouf,etsit=t v, ou 3 (¢ et © non néces-
sairement identiques), Z est contenu dans l’enveloppe du
produit tensoriel d’une s-partie de L et d’une <-partie de M.

b) Sic=mwoue, T =1,¥, ouf, alors, quel que soit le voisi-
nage disqué L de O dans L, il existe une z-partie M de M
telle que I'image canonique Z° de Z dans L, ® M soit contenue
dans 'enveloppe de £" ® M, &' étant la boule unité de Ly ou
encore I'image de X dans Ly. En d’autres termes, quel que
soit ¥, 'image Z° de = dans Lg ®, M est $-t-décomposable.
Ou encore : quelle que soit 'application continue L — L, de L
dans un espace de Banach L,, 'image de Z dans L, ®, M est
f-t-décomposable.

¢) Sic =1, ¥y, 0uf,et T == ouce, quel que soit le voisinage
disqué M de O dans M, I'image de = dans L&, My, est
s-3-décomposable.

d) S1 6 == oue === ou ¢ = est bornée quelconque.

La proposition suivante résume les principaux critéres

(1) II semble désirable qu’une partie ¢-t-décomposable soit toujours bornée, or
une condition telle que ) ou ¢) ne semble pas a elle seule I'impliquer.
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connus, permettant d’affirmer que certaines parties de L ®, M
sont ¢-7-décomposables (L et M quasi-complets) :

Prorosition 1. — 12 Si 6 = ou ¢, et = = = ou ¢, toute
partie bornée de L ®,M est c-t-décomposable.

20 Si L et M sont des espaces de Fréchet, toute partie relative-
ment compacte de L &, M est y-y-décomposable, pour A =, v,
ou T.

3° St L et M sont des espaces (DF), toute partie bornée de
L ®, M est (3-B-décomposable, pour A\ =Boun(ethA =1, v, B, ©
st L et M sont en outre tonnelés).

40 Si L. est nucléaire, toute partie compacte (et toute partie
bornée st L, = L;) de LeM = L 8. M est y-n-décomposable.

St L et M sont des espaces de Fréchet, et st L est nucléaire,
toute partie bornée de L ® M est y-B-décomposable.

Les affirmations 1°, 20, 39, résultent de la définition ou de
critéres connus ('); démontrons donc 4°.

Pour la premiére affirmation, on peut supposer que M est
un Banach.

Par ailleurs, pour la deuxiéme, si L est un Fréchet nucléaire,
L. = L; est nucléaire (*).

Tout revient donc & montrer que si L et M sont des espaces
de Fréchet, L nucléaire, ou si L est quelconque mais L; nucléaire
et M un espace de Banach, toute partie = compacte (ou seule-
ment bornée si L, = L;) de LeM est vy-fB-décomposable.

Dans chacun de ces cas, son image = dans $(L.; M) est une
partie équicontinue de £(L;; M) (chapitre I, proposition 4,
donc équibornée (°).

(1) GrorHENDIECK [4], corollaire 1 du théoréme 1, page 52, pour 'affirmation 2°)
(compte tenu de ce que nous avons dit page 13 sur I'identité des topologies t, 1,8, =
dans ce cas) GROTHENDIECK [4], proposition 5, 2°), page 43, pour Paffirmation 3°)
(compte tenu de ce qui est dit ici page 13 pour I'identité des topologies B et =).

(2) Le dual d’un Fréchet nucléaire est nucléaire : GRoTHENDIECK [5], théoréme 7,
page 40, ou ScawaRrTz [2], exposé 18, théoréme page 3. Si un espace quasi-complet
quelconque L est nucléaire, toute partie bornée est relativement compacte, donc
L, =L} : GrorHENDIECK [5], corollaire 1 du théoréme 6, page 38, ou Scawarrz [2],
exposé 17, proposition 3, page 5.

(3) Tout ensemble équicontinu H de £ (L{; M) est évidemment équiborné si M
est un Banach; il en est de méme si L et M sont des espaces de Fréchet, L nucléaire,
car alors L, = L} (note (%), et alors H définit un ensemble équihypo-continu de
formes bilinéaires sur Lj X M{, donc équicontinu (GrRoTHENDIECK [2], théoréme
2 page 64), ce qui revient a4 dire que H est une partie équibornée de
L(Ly; M).



THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 17

Alors (') il existe une partie £ de (L;); =L, équicontinue
sur L. donc relativement compacte dans L, et une partie
bornée M de M, telles que tout § € Z puisse s’écrire :

E=2)\v(lv®mv)’ lveﬁ” m, € N, Zl)\vl<1

Alors = est dans ’enveloppe de £ ® M, donc y-B-décomposable.
Voici enfin une propriété dont nous aurons souvent besoin :

Prorosition 1 bis. — Sotent X!, Y™, des espaces euclidiens.
D, , est identique & 9,8,9, =9,8,9,, et toute partie bornée
de 9,, est y-y-décomposable.

En effet, toute application linéaire continue de 9, , dans
un espace localement convexe séparé (non nécessairement
quasi-complet) E induit une application bilinéaire séparément
continue de 9, X 9, dans E. Réciproquement, une telle
application bilinéaire est hypocontinue par rapport aux parties
bornées puisque 9 est tonnelé (2), donc se prolonge en une
application linéaire continue de 9, , dans E (voir chapitre 1,
page 125 en bas; cela résulte du théoréme des noyaux qui
dit que 9, , = D.eD,). Cela signifie que la topologie induite
par 9., sur 9, ® D, est précisément la topologie ¢ (identique
d’ailleurs a4 ¥ ou §); comme 9, , est complet et que 9,0 D,
est strictement dense dans 9,, cela montre bien qu’on
peut identifier 9, ,, 4 9,8, D, ou 9,8, D,, pour A =1, ¥, ou .

Quant au fait que toute partie bornée de 9,, est dans
Penveloppe d’un produit tensoriel de parties bornées de 9,
et de 9, nous nous en sommes servis pour démontrer le
théoréme des noyaux, c’est équivalent a I'identité des topo-
logies de 9, , et D, ¢ .

CororLAIRE. — Toute partie H de 9,, (E), bornée sur
tout élément de D, ® D,, est bornée dans D, ,(E). Tout filtre de
D, , (E), ayant une base de filtre bornée ou dénombrable,
convergeant vers 0 en tout point de D, ® D,, converge vers 0 dans

Dy (E).

(1) Scawartz [2], exposé 19, théoréme 1 ter, page 2.

(2) Voir note (?), page 13. 9D est tonnelé, comme limite inductive d’espaces (de
Fréchet) tonnelés (Bourbaki [2], chapitre 111, § 1, n° 1, corollaire de la proposition 1,
et n® 2, corollaire 2 de la proposition 2).
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En effet, si H est simplement bornée sur 9, X 9,, elle
est séparément équicontinue puisque D est tonnelé ('), donc
équicontinue sur 9,,=9,8 9D, et par suite bornée dans
D,y (E). St un filtre F sur H converge vers 0 simplement
sur 9, ®9D,, il converge vers 0 uniformément sur toute partie
compacte de 9, ,, donc dans 9; ,(E), d’aprés Ascoli (*). Soit
maintenant F un filtre 4 base dénombrable, convergeant
simplement vers 0 sur 9,® 9,; s’il ne convergeait pas vers 0
dans 9,,, on pourrait trouver une suite plus fine que ¥ qui
n’y convergerait pas vers 0; comme une suite convergeant
vers 0 simplement sur 9, ® 9, est bornée simplement sur
P, ®D,, ce serait contradictoire.

On en déduira que toute fonction sur un espace euclidien 7"
& valeurs dans 9, ,(E), m fois continuement différentiable quand
on munit 9, (E) de la topologie 4,(D,® 9,; E), est ausst m
fois continuement différentiable pour la topologie 9, ,(E).

§ 2. Les théorémes de croisement.

Prorosition 2. — Sotent L, M, U, V, des espaces localement
convexes séparés (non nécessairement quast-complets). Il existe
une application bilinéaire canonique [, 5: (%5, n)—Tui(E, 7)
de (L&, U) X (MeV) dans (L&, M)e (U &, V), pour A et v <.
Elle coincide sur (L ® U) X (M ® V) avec Uapplication bili-
néaire canonique de cet espace dans (L ® M) ® (U® V); elle
applique (L 8, U) X (M ® V), ((M ® V), = adhérence stricte de
M®YV dans McV) dans (L&, M)&.(U®, V), et c’est la seule appli-
cation du premuer espace dans le second qui, sur (L® U)X (M® V),
soit Uapplication bilinéaire canonique dans (L ® M) ® (U ® V),
et soit en outre continue en £ sur L&®, U pour ne (M ® V), fixé, et
continue en 1 sur (M® V), pour £e L® U fizé. Les applwatwns
[, » sont compatibles avec les applwatwns linéaires continues
de L, M, U, V, et avec le rafﬁnement des topologies A et u..

10 SL L, M, U, V, sont quast-complets, si & converge vers 0 dans
L &, U, et que v parcoure une v-partie de McV(v = sup (&, u)),
['.a(E m) converge vers 0.

(') Voir note (2), page 17, et BourBak1 [2], chapitre 111, § 3, n° 6, théoréme 2.
(?) Bourmaki, chapitre 11, § 3, n® 5, proposition 5.
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20 Si m converge vers 0 dans MeV, et que & parcoure une
partie p-A-décomposable de L&, U, ', 1(%, ) converge vers 0.

30 St X et uw, 'y est continue.

40 ['. . est e-continue, c’est la restriction de Uapplication
bilinéaire canonique de (isﬁ) X (MeV) e (ieﬁ) X (MeV) dans
(LeM) e (TeV).

50 St L, M, U, V, sont quasi-complets, I, . est p.-continue,
['c s est A-continue.

On a des résultats analogues aux précédents, en remplacant
partout ~ par ~, & par ®, adhérence stricte par adhérence.

D’une facon générale, si u est une forme bilinéaire séparé-
ment continue sur un produit H X K d’espaces vectoriels
topologiques, nous appellerons & (resp. ‘c) 'application linéaire
qu’elle définit de H dans K’ (resp. de K dans H'). De méme si
1 € MeV, nous appellerons (') # (resp. 4) 'application linéaire
qu’elle définit de M’ dans V (resp. de V' dans M).

1° L'application trilinéaire [, de L X U X (MeV) dans
(L&, M)e(U&,\V).

Soient lel,, ueU, neMeV. A ces éléments nous allons
faire correspondre un element Cux(lu,m)de (L&, M)e(U &, V),
C’est-a-dire une forme bilinéaire e-hypocontinue sur

(L&, M), X (U &, V).

Le dual de L&, M (resp. U®&, V) est I'espace des formes
bilinéaires u.-continues (resp. A-continues) sur L X M(resp.
U X V).

Soit a(resp. 8) un élément de ce dual. Pour définir 'y 5 (1, u, n),
nous devons définir sa valeur ([, (I, u,7)) (@, §) sur 'élément

(@, B) de (L®,M) X (U&, V). Nous poserons
(I 250)  Tun w0 (e B)=n(a(@), ),

expression qui a bien un sens puisque &(l) e M, B(u) e V', et
que v est une forme bilinéaire sur M’ X V’; on peut ici prendre
w=1t7, B, T, ou g, et)\—n,y,p,n, ou «.

Pour que [,y (I, u, n) appartienne a (L ., M)e (U, YV),
ilfaut quela forme bilinéaire qu’il définit sur (L &, M), x (U &, V).
soit e-hypocontinue:

(') Au § 1 du chapitre 1, nous avons appelé uy I'élément de ¥¢(L.; M) associé
a XeLeM.
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a) Supposons que o parcoure une partie équicontinue de
(L 8, M)'; cela veut dire qu’il parcourt un ensemble y-équi-
continu de formes bilinéaires sur L X M; alors, pour ! fixé,
&(l) parcourt une partie équicontinue de M’. Supposons d’autre
part que {5 converge vers 0 dans (U &; V);; comme le produit
tensoriel d’une partie réduite a un point de U par un compact

de V est compact dans U &, V, (u) converge vers 0 dans V..

Comme alors v est e-hypocontinue sur M; X Vi, *q(&(l), E(u))
convergera vers 0.
b) On démontre exactement de la méme maniére que, si a

converge vers 0 dans (L ®, M), et que § parcoure une partie
équicontinue de (U &, VY, n(a(l), ﬁ(u)) converge vers 0.
Donc I, (I, u, n) est bien un élément de (L &, M)¢(U &, V).
Naturellement [',; définit une application bilinéaire, que
nous noterons encore [', 3 de (L® U) X (MeV) dans

(L 8, M)e(U &, V).

Soient leL, uelU, meM, veV; posons = m®y.

Alors Yl(&(l), 6(“)) =<m’ &<l)><“" B:(u)>= a(l, m) B(u, ¢), ce
qui prouve que 'y (I®u, m®¢)=(I1®m)® (u®¢): sur
(LeU) x (M@ V), [, se réduit & 'application bilinéaire
canonique de cet espace dans (L® M) ® (U® V).

2° L'application bilinéaire ['y, de (L &, U) X (McV) dans
(L®,M)¢e(U®&, V). Désormais A et 1 sont <v.

Nous allons montrer que Dapplication trilinéaire [, )
définit, pour v fixé dans MeV, une application bilinéaire
(, wy—"1ux(l, u, ) de LX U dans (L& M)e(U®&, V),
A-continue.

Cela revient a dire que, s1 @’ (resp. $') est une partie équi-
continue de (L &, M)’ (resp. U &), V), c’est-a-dire un ensemble
u-équicontinu (resp. A-équicontinu) de formes bilinéaires sur
L X M (resp.. U X V), I'ensemble des formes bilinéaires
(I, w) = (I'y2(l, u, m)) (e, B), pour v fixé, aca’, B(') e, est
A-équicontinu.

() La méme lettre ( désigne une forme bilinéaire sur U X V et I'une des 5 topolo-
gies A considérées sur un produit tensoriel; aucune confusion ne risque d’étre faite
ici. Ainsi § est employé dans les deux sens, en haut avec A > dans le deuxi¢éme

sens, en bas dans $(u) dans le premier sens.



THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 21

a) Supposons, pour A > @, que ! converge vers 0 dans L,
et que u parcoure une A-partie U de U. Alors, @' étant w-équi-
continue donc y-équicontinue puisque w <y, &(I) converge
vers 0 dans M, uniformément pour a € @'. Ensuite, &' étant
A-équicontinue, 3(u) parcourt une partie équicontinue de V’
lorsque § parcourt #' et que u parcourt U. Comme enfin

est e-hypocontinue, n(&(l), B(u)) converge bien vers 0, uni-
formément pour aed’, fe® wuel, quand ! converge
vers 0. '

a') Supposons, toujours pour A >3, que ! parcoure une
A-partie £ de L, et que u converge vers 0 dans U.

S1 A =+, il n’y a aucune difficulté. Car alors &(I) parcourt
une partie équicontinue de M’ pourle ¥, a e @' puisque @’ est
u-équicontinue donc y-équicontinue; 3(u) converge vers 0
dans V;, uniformément pour § € &'; donc v, (a(1), B(u)) converge
encore uniformément vers 0.

Pour A =[5, la chose est un peu plus délicate a voir.
L’ensemble @’ est alors borné sur tout produit d’une partie
bornée de L par une partie convexe équilibrée compacte de M,
puisque @' est y-équicontinue; donc ’ensemble des &(I) est
borné dans M. pour a e @’, l € 4. Ensuite §(u) converge vers 0
uniformément sur toute partie bornée de V, autrement dit
dans V;, et non seulement dans V;, uniformément pour f§ e &'.

Nous pouvons enfin écrire

(1L,252) (Tunll, u, ), B)=mn(a(), Bw) = (a(&Q), Bw),

produit scalaire pour la dualité entre V et V'; #(&(l)) est borné

dans V pour a e @', l e 4, et fB(u) converge vers 0 dans V, uni-
formément pour € B'; donc ce produit scalaire converge bien
vers 0 uniformément pour aed’ e, led, quand u
converge vers 0.

a et a' montrent bien que, pour v fixe, (I, u)— [y, 1(l, u, n)
est A-continue sur L X U, pour A > f5.

b) Soit A = =, et supposons que ! et u convergent vers 0
dans L et U respectivement.

Comme @' est y-équicontinue, &(I) converge vers 0 dans M,
uniformément pour aea’'; donc #(&(l)) converge vers 0
dans V, uniformément pour azea’.
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Comme alors ®' est équicontinu sur U X V, et que

(IL, 2;3)  (Tun(l w, 0))(a B) =n(a(), B(w)
—(?1 ), Bw)="B(u, #(z®)),

cette expression converge bien vers 0, uniformément pour
aed, fedP.

Ce01 montre que (I, u) — 'y x (I, u,n) est continue sur L X U.

c) A =c¢. Nous allons directement montrer que 'application
bilinéaire ', . de (L ® U) X (McV) dans (L&,M)e(U®.V)
se prolonge en une application, bilinéaire, que nous appellerons
%, de (LeU) x (MeV) dans (L &, M)e(UeV), séparément
continue, ce qui entrainera la conclusion cherchée. Soient
en effet £ e LeU, neMeV. £ et v définissent des applications
linéaires continues % et ‘# respectivement de U, dans L et de
V. dans M. Alors ils déﬁnissent une application bilinéaire
(W, ¢)—=%u)®%(»') de U.x V., dans L ® M; notons
% ® 4% cette apphcatlon. Si u' converge vers 0 dans U, et
que ¢ parcoure une partie équicontinue convexe équilibrée
faiblement fermée de V', %(u’) converge vers 0 dans L et
‘4(¢') parcourt une partie convexe équilibrée compacte de M.
Comme p < v, 'application bilinéaire canonique de L X M
dans L ®, M est hypocontinue par rapport aux parties convexes
équilibrées compactes, donc %(u') ® ‘#(s’ converge vers 0
dans L®, M donc a fortiori dans L®uM On voit donc, en
ralsonnant de méme dans le cas o les roles de u et ¢ sont
échangés, que £ ® 4 est une application bilinéaire e-hypo-
continue de U; X V; dans L &, M; c’est donc un élément de
e(U, V; L &, M), et comme cet espace est un sous-espace de
(0, V; L&, M) et que ce dernier peut é&tre identifié a
s(ﬁ, V,L 8, M) (corollaire 1 de la proposition 4 du chapitre 1)
donc a (L &, M) a(ﬁsV) (proposition 7 du chapitre 1), on peut
identifier £ ® 4 & un élément [% (%, v) de (L&, M)e(TV).

Montrons maintenant que cette application générale est
séparément continue.

Soit 7 fixé. Si & converge vers 0 dans LeU, %(u') converge
vers 0 uniformément lorsque ' parcourt une partie équiconti-

nue U’ de U’ ou (ﬁ)’ D’autre part, si U’ est un partie équiconti-
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AN

nue convexe équilibrée faiblement fermée de V', 4(V') est
une partie convexe équilibrée compacte de M. Comme alors
I'application canonique de L. X M dans L&, M est toujours
v-continue, pour u <7y, &(u') ® 4(¢v) converge vers 0 dans
(L®, M), uniformément pour u' €U, ¢' €eT'. Donc I, (%, n)
converge vers 0 dans (L &, M (UEV) quand £ converge
vers 0 pour v fixé; comme lci ¢ et v jouent le méme rdle,
I, est bien séparément continue [Remarquons que [V, .
peut se définir méme pour u. =1, si U; et V, sont tonnelés.
Car £ ® ‘9 est de toute fagon séparément continue de U, X V,
dans L & M; - comme U, et V, sont tonnelés, elle est hypo-
continue par rapport aux parties bornées (voir note 2, page 13)
elle est alors e-hypocontinue d’ou le résultat. Mais [ . ainsi
définie n’est pas séparément continue de (LeU) X (MeV) dans
(L& M)e(0eV)].

Montrons maintenant que cette nouvelle application [ .,
restreinte & (L®U) X (MeV), coincide avec I'application
[y, définie antérieurement, pour A =¢. Soient leL, ueU,
neMeV, E=1®ueL®U. Avec la nouvelle définition,
T3 (, ) est élément de (L®, M)e(Ue V) e(U, V; L&, M)

définissant 'application bilinéaire e-hypocontinue

— &(u') ® #(v') =<u’, u> 1® 4(¢')
de (ﬁ),': X (V)é dans L®, M. Donc I'j, (%, n) définit la forme
trilinéaire s-hypocontinue sur (L &, M) X (O x (V).
(ay u'y ¢ —><u u>cx(l “H(o'

=W u><°‘ ()=, wpCualh)), s

il définit donc l'application hnealre continue de (L &, M),
dans U®,VcUeV: a—u®#&(l). Cela prouve d’abord
que I . applique (L®U) X (MaV) dans (L ®uM) (U V).
Si alors Be (U8, VY, (I8 (), B) = B(u, #(&(1)), ce qui
est 1dent1que a lan(:lenne deﬁmtlon [ d apres (II 2; 3).

Nous venons donc de montrer que, dans tousles cas, pour y
fixé, lapplication (I, u)—[,x(l, u, ) de LX U dans

(L&, M)e (U8, V),

espace quasi-complet, est A-continue (pour p et A<y). Elle
se prolonge donc, de maniére unique, en une apphcatlon
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linéaire continue, que nous noterons £—1I[', (%, 7), de L&, U
dans (L&, M)e(U®,V), avec ', (l®u, n)="1u1(, u, 7).
Ainsi Iy : (§, 1) = [y, 2 (§, n) est bien une application bilinéaire
de (L®,U) X (MeV) dans (L&, M)c(U&, V); elle est tou-
jours séparément continue en § pour yn fixé.

RemarQue. — Si L, U, ne sont pas quasi-complets, il importe
de ne pas confondre ', ., application de (L & U) X (MeV) dans
(L&, M)e (U V), avec 17, ., application de (LeU) X (MeV)
dans (L &, M)¢(UeV); car L®, U et L ¢ U n’ont pas de rela-
tion d’inclusion. Mais si L et U sont quasi-complets, IV, .
est un prolongement de I, ., et on pourra, par abus de langage,
le noter encore I', .. D’autre part, si L ou U & la propriété
d’approximation stricte, L & UsLeU (proposition 11 du
chapitre 1), alors c’est ', . qui prolonge % .. Pour v =1,
['. a été défini, mais non I’ ..

3° Compatibilité de FR,X avec les applications linéaires continues
et le changement des topologies A et p.

Soient 2 systémes de 4 espaces, et des applications linéaires
continues L, - L, M,— M, U, —-U, V,—V,; et soient
4 lettres, A, > A,y 1, > 11, (avec A, < ¥, % << ¥)- Nous devons
démontrer la commutativité du diagramme:

(L, 8,U,) X (MeV)) — (L, &, U,) X (MgeV,)
(11, 2; 4) [Fes, JFees
(L, 8, M,)¢ (U, &, V,) — (L, 8, M,)¢ (U, &, V)

Il suffit naturellement de montrer la méme formule, dans
laquelle L, ®,, U, et L, &, U, sont remplacés par L, X U,
et L, X U,; car alors 77| et |__ seront, pour v, e M;eV, fixé,
deux applications linéaires continues (voir 2°) de L, &) U,
dans (L, &, M,) ¢ (U, ®,, V,), qui coincideront sur le sous-espace
dense L, ® U,. donc sur L, &,, U,.

Soient alors /, € L, u, e U, n, e M;eV,, et soientl, e L,, u, e U,
7. € MV, leurs images. Soient d’autre part «,e (L, &, M,),
B.e(U,8,,V,); comme A, > A, et p, > u,, leurs images réci-
proques sont des éléments «,e (L, ®, M,), B,e(U, &, V,).
Il faut alors montrer la formule :

(IL, 2; 5)  wy(&y(Ly), 32(%)):711(&1(11), Bi(ux))’
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ce qui résulte de la définition de l,, u,, 7, a, B,, & partir
de l, u,, m,, a, 62'

Dans le cas spécial A = ¢, nous laissons au lecteur le soin de
montrer que [ ., application de (Le¢U) X (MeV) dans
(L&, M)¢ (Ue V), est compatible avec les applications linéaires
continues et le changement de .

4° Continuité partielle de [', x par rapport a £; L, M, U, V,
quasi-complets.

a) Soit w =1y. Une partie relativement compacte Y de
MeV est aussi e-équihypocontinue sur M, X V, (proposition 2
du chapitre 1); si v parcourt une telle partie, #§ parcourt
une partie équicontinue de £(M.; V), donc aussi bornée dans
4(M; V) ('); toutes les convergences démontrées dans le 29)
sont donc uniforme pour v € 9, de sorte que les applications
(, u)—"Iyx(, u, n) forment un ensemble A-équicontinu
sur L X U pour v € 76, et que par conséquent les applications
£ — Iy, n) forment un ensemble équicontinu sur L &, U
pour v, e To; donc I'yx(%, n) converge vers 0 si & converge
vers 0, uniformément lorsque v parcourt une y-partie de Me V.

[On voit méme qu’on peut seulement supposer que # par-
court une partie équicontinue de £(M;; V), donc, si M, est
tonnelé, que # parcourt une partie bornée de £, (M;; V), ou y
une partie bornée de MeV].

En réalité, il faut une mention spéciale pour le cas A = e.
Montrons dans ce cas que, si £ converge vers 0 dans LeU,
et que v parcourt une partie relativement compacte T de MeV,
[ (5, n) converge vers 0 dans (L & M)e(UeV). Or, si W
et V' sont des parties équicontinues de U’ et V', & (u’) converge
vers 0, uniformément pour u' e U’, 4 (V') parcourt une partie
relativement compacte de M (corollaire 1 de la proposition 4
du chapitre 1), donc ‘E(u’) ® (') converge bien vers 0 dans
L & M, uniformément pourn € %, u' U, ¢’ € V' ; alors ['} . (%, 1)
converge vers 0 dans (L &,M)e(UcV) quand % tend vers 0,
uniformément pour v e To.

La symétrie entre les roles de £ et vy montre alors que ['f ,
donc a fortiori [y ., est y-continue.

() Boursaxk1 [2], chapitre 11, § 3, n® 6, proposition 7 page 26.
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b) Soit . = f. La compatibilité de [', ; avec le raffinement
de p (3°) montre que I'g ) est composé de ['y, et de applica-
tion canonique (L& M)e(U&,V)— (L& M)e(U&;, V). On
est donc au moins str que 1'g; (5, n) converge vers 0 si §
converge vers 0 et que v parcoure une partie relativement
compacte de MeV. Pour A =y, il ne semble pas qu’on puisse
obtenir mieux.

Mais supposons A <. Nous allons montrer que dans ce
cas, si £ converge vers 0 et que v parcoure une partie bornée
% de McV, I'gy(5, n) converge vers 0. Nous reprendrons
pour cela toutes les convergences démontrées dans 29, et
montrerons qu’elles sont uniformes pour v € 7. Cela entrainera,
comme dans 4° a), la conclusion cherchée. Reprenons les hypo-
théses 20 a) pour A = [: [ converge vers 0 dans L, u parcourt
une partie bornée U de U, v une partie bornée de 7o de MeV.
Comme @’ est f-équicontinu, &(I) converge vers a dans M,,
uniformément pour a e @'; comme %' est -équicontinu, B(u)
parcourt une partie équicontinue de V' lorsque § parcourt &'
et que u parcourt U; et comme une partie bornée de MeV
est e-équihypocontinue sur M, X V, (proposition 7 bis du
chapitre 1), *q(&'(l), E(u)) converge bien vers 0, uniformément
pouraed, fed', uel, netb.

Reprenons ensuite les hypothéses 2° a') pour A = : [ par-
court une partie bornée £ de L, u converge vers 0 dans U,
7 parcourt une partie bornée 1o de MeV. Alors &(l) parcourt
une partie équicontinue de M’ pour a e @', l € {; §(u) converge
vers 0 dans V;, uniformément pour f§ e #'; et 1 est e-équihypo-
continue sur M, X V,, d’ou la conclusion.

Reprenons maintenant les hypothéses 20 b) pour A =m;
l et u convergent vers 0, n parcourt une partie bornée 7o de
MeV. Alors &(l) converge vers 0 dans M;, umformément pour
ae@’; comme v parcourt une partie Y6 e-équihypocontinue
sur M, X V, (proposition 2 bis du chapitre 1) 7 parcourt une
partie équicontinue de {(Mj; V), donc #/&(l)) converge vers
0 dans V, uniformément pour ae@’, vy e To; comme H' est
équicontinue sur U X V, la formule (II, 2; 3) prouve que
['g z(l, u, v) converge vers 0, uniformément pour 7 e .

Enfin pour A =¢, nous allons directement montrer que,
si £ converge vers 0 dans LeU, et que v parcoure une partie
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bornée Tode MeV, T (£ ,*q)converge vers Odans (L &, M):(UeV).
Sment U et U des parties équicontinues de U’ et V'. Alors

% (u') converge vers 0, uniformément pour u’ € U’ ; 96 est bornée
dans 4 (Ve; M), donc 4(V') reste dans une partie bornée de
M pour ne; alors %(u')®4%(¢') converge vers O dans
L& M, uniformément pour u'eWl’, ¢' eV, ne; dou la
conclusion.

La symétrie des roles de & et v, pour A = ¢, montre méme
que [, donc a fortiori ['g, est f-continue. On voit aussi
que, si L, M, U, V, ne sont pas quasi-complets, ['y . est toujours
B-continue de (LeU) X (MeV) dans (L &, M)e(UeV); mais
il n’est pas certain que [’ . soit aussi -continue, car il n’y a
plus ici de symétrie entre les roles de £ et de .

¢) Soit w = =. Si A =y, on peut seulement dire que, si §
converge vers 0 et que v parcoure une partie relativement
compacte de McV, ['; (&, n) converge vers 0. Si A = §, on peut
seulement dire que, si £ converge vers 0 et que v parcoure
une partie bornée de MeV, [ g (%, v) converge vers 0. Mais
supposons A < m. Nous allons montrer que ['; ; est continue
méme si L, M, U, V, ne sont pas quasi-complets. Soit d’abord
A=m. Soit W un voisinage de 0 dans (L&;M)e(U&,;V),
qu’on peut supposer défini comme I’ensemble des formes
bilinéaires ¢-hypocontinues sur (L &;M), X (U &; V), majo-
rées en module par 1 sura’ X #', ou @’ (resp. ') est une partie
équicontinue de (L ®; M)’ (resp. (U®; V)). Comme @’ est un
ensemble équicontinu de formes bilinéaires sur L X M, il
existe un voisinage £ de 0 dans L tel que &({) parcoure une
partie équicontinue de M', pour a € @’. Pour la méme raison,
il existe un voisinage U de 0 dans U tel que B(U) parcoure
une partie équicontinue de V', pour § € #'. D’aprés la définition
de la topologie de MeV, topologie de la convergence uniforme
sur les produits de parties équicontinues de M’ et V', il existe
un voisinage To de 0 dans MeV tel que \n(&(l), B(u))|< 1 pour
ae@, feB, nef, lef, uel. Cela revient a dire que

lrx(l, u, n)eW
pour le ¥, ueU, v e . Par passage a la limite, W étant disqué,

on en déduit que ['; - (§,m) e W, pour £ dans’enveloppe de {® U
dans L & U et v € 7; comme cette enveloppe est un voisinage
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de 0 dans L ®,; U('), ['; ; est bien continue. Enfin, pour A =g,
nous allons voir que " . est continue de (LeU) X (MeV)
dans (L@,:M)e(ﬁev'). Soient en effet U, V', des parties
équicontinues de U’, V' respectivement. Si £ converge vers 0
dans LeU, %(u') converge vers 0 dans L, uniformément
pour u' € U’; si v converge vers 0 dans MeV, 4(¢') converge
vers 0 dans M, uniformément pour ¢ € V'; donc %(u') ® 4(s')
converge vers 0, dans L &, M, uniformément pour u' U,
¢' €e¥V', donc ['; . est bien continue de (LeU) X (MeV) dans
(L @,:M)s(ﬁsv>; alors ['; . est continue de
(L®.U) x (MeV) dans (L& M)e(U &, V),

donc, par prolongement, de

(L8 U) x (MeV) dans (L ®; M)e(U 8¢ V).

d) Soit enfin w=¢; L, M, U, V, non nécessairement
quasi-complets. Si A > =, on peut seulement avoir les mémes
conclusions que pour v = .

Mais, pour A = uw =¢, 1. est e-continue de

(LeU) X (MeV)  dans (L& M)e(TeV),
et c’est l'application bilinéaire canonique de cet espace
dans (L ® M)e (ﬁ 3 V)

Soient en effet £ e Le U, e Me V. I} (8, n) définit une apph-
cation de U/ X V! dans L & McLeM, qui est définie par
(W, ¢')—%(u') ® %(¢'); done, si I'on identifie (ﬂeM)a(ﬁsV)
a e(i, M, U, V), il définit la forme quadrilinéaire sur
L'XM XxU xV: '

(l', m/, u/, vl)_><l/, tg(u/)> <m/, ‘?j(v’)>=£(l', u/),q(ml’ vl);
or c’est aussi la méme forme que définit ’élément & ® v de
(Le0)e(Me V), identifié a (L, M, U, V), ce qui prouve
notre affirmation.

Alors ['.. est e-continue de (L® M) X (MeV) dans
(L& M)e(U&.V), donc, en prolongeant par continuité, de
(L® U) X (MeV) dans (L& M)e(U &, V).

En conclusion: si L,M, U, V, sont quasi-complets, I', x(%,1)
converge vers 0 si £ converge vers 0 et que v parcoure une

() GrormENDIECK [4], proposition 2, page 30; ScuwarTz [2], exposé 1, proposi-
tion 1, page 2.
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partie relativement compacte de McV, A et . quelconques < vy;
si £ converge vers 0 et que 1 parcoure une partie bornée
de MeV, pour A et w.<(f. Méme si L, M, U, V, ne sont pas
quasi-complets, [, 3(%, n) converge vers 0 si £ et v convergent
vers 0 (autrement dit ['y,» est continue) pour A et u<w;
[, » est e-continue pour A=u =-c¢. Cest bien ce qui est
mdlque dans I’énoncé (1°, 2°, 3"). De plus, s1 L, M, U, V, sont

quasi-complets, I, . est p.- continue, ce qui est la moitié de 5°.

5° Continuité partielle de ', ) par rapport a n; L, M, U, V, non
nécessairement quasi-complets.

D’apreés 4° ¢ et d, il n’y a pas lieu de considérer les cas ou A
et u sont <.

Soit alors X une partie p-A-décomposable de L &, U;
montrons que, si £ parcoure = et que v converge vers 0 dans
MeV, I, 5 (5, n) converge vers 0. Soit donc W un voisinage
de 0 de (L &, M)e(U &, V), défini comme I’ensemble des formes
bilinéaires ¢-hypocontinues sur (L &, M), X (U &, V);, majo-
rées en module par 1 sur @’ X &', o @’ (resp. #') est un
ensemble p-équicontinu. (resp. A-équicontinu) de formes bili-
néaires sur L X M (resp. U X V).

a) Soient A et uw > .

Il existe alors une p-partie £ de L une A-partie U de U
telles que Z soit dans l'enveloppe de ¢ ® AU. Alors &(¥)
reste dans une partie équicontinue N’ de M’ pour a e @', B(U)
dans une partie équicontinue T’ de V' pour e %'

Si alors To est le voisinage de 0 de MeV, formé des tels
que |(n(m’, ¢’ )]<1p0urm e M, o' eV, on a n(&(l) )]<1
pour le ced’, uel, feP, ‘qe% donclp_;(__, n)eW
pour £ed ® au, n®%; et comme l‘p_;\ est séparément continue en
£ pour v fixé, et que W est disqué, on a aussi 'y y(Z, To) c W,
et notre assertion est démontrée.

b) Soient p >3, A

Comme %' est A-équicontinu sur U X V, A =« ouc, il existe (*)

(1) Pour X = =, c’est trivial: si B’ est équicontinu sur U X V, il existe un voisi-
nage disqué U de 0 dans U et un voisinage disqué U de O dans V tels que B’ soit
majoré par 1 sur U X V; alors chaque B B’ provient d’une forme bilinéaire continue
de norme {1 sur Uy X Vg, donc prolongeable en une forme bilinéaire continue
de norme <1 sur (U‘il,) X (Vq.;)“. Pour A =¢, voir GRoTHENDIECK [4], lemme 13,
page 130, '
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un voisinage de 0 disque U de U tels que &’ soit 'image réci-
proque de %;, ensemble A-équicontinu de formes bilinéaires
sur (Ug)" X V, par 'application canonique U — (Ug,)". Si donc
W, est le voisinage de O sur (L ®, M)e((Ug)" &), V) défini par
les ensembles équicontinus a’c (L&, M), #;c ((Ug)" 8, VY,
la relation [, ;(%, n)e W est équivalente a la relation
(L a(E M) e W,, o (I'y (%, )" est P'image de [, »(5, n) par
(L&, M)e (U, V)— (L&, M)e ((Uy)" & V).

Mais d’aprés la compatibilité de [, 5 avec les applications
linéaires continues, (I'y (%, 7)) = [y a(5', 1), out & est I'image
de & par l'application canonique L &), U— L &, (Uy)", le
dernier |', ) étant relatif aux 4 espaces L, M, (Uq)", V.

Comme = est supposée u-A-décomposable, étant donné U
il existe une p-partie £ de L, telle que I'image =" de = dans
L &; (Ug)" soit contenue dans I’enveloppe de £® U°, U’ étant
la boule unité de Uy,.

Comme @' est w-équicontinue sur L X M, &({) parcourt
une partie équicontinue M’ de M’ pour « e @'; comme %, est
équicontinue sur IAJ% ® V, B(U) = B,(U") parcourt une partie
équicontinue V' de V' pour e #'; si alors 1o est le voisinage
de 0 de MeV constitué par les formes bilinéaires e-hypocontinues
sur M; X V; majorées par 1 en module sur ' X U, on a bien
[y a(f® W, M)W, done (Lya(Z, ) = [ua(E, To)c W,
d’ou [',3(Z, ) c W, et notre assertion est démontrée.

c) Sotent A >, u < w.

Démonstration analogue a celle de b).

Ceci achéve ce qui est indiqué dans I’énoncé II de la propo-
sition 2.

6° Restriction de I', 3 a (L&, U) X (M®V),(") (L, M, U, V, non
nécessairement quasi-complets).

Cette restriction est bien séparément continue en § pour y
fixé, séparément continue en v pour % fixé dans L® U; elle
coincide sur (L® U) X (M® V) avec l'application canonique
de cet espace dans (L®M)® (U®YV); alors I'image de
(LeU) X (M® V),, par continuité, est dans

(L ®, M) ®, (U®, V))"c (L&, M), (U8&, V),

{1) Voir page 18: (M ® V), désigne I’adhérence stricte de M @ V dans MeV.
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et par suite il en est encore ainsi de 'image de (L &, U) X (M ® V),.

Cette application bilinéaire de (L ®); U) X (M® V), dans
(L&, M) & (U®&), V) est la seule a posséder ces propriétés,
car une application qui la posséde coincide avec [, sur
(LeU) X (M® V), donc par continuité, sur

(Lo U) X (M & V),

puis sur (L®, U) X (M ® V),. Cela donne une caractérisation
de [, indépendante de tout procédé particulier de définition.
Dans le cas A=¢, ', . applique (L ® U), X (MeV) dans
(L&,M)e(U®,V) (page 22); comme & et v jouent des roles
symétriques, elle applique aussi (LeU) X (M ® V), dans

(L&, M)e (U8, V);

et nous venons de voir qu’elle applique (L ® U), X (M ® V),
dans (L&, M) &, (U&, V).

70 A-continuité de [ ) (L, M, U, V, quasi-complets).

Nous avons vu dans 4°) la u-continuité de I, ..

Nous allons voir ici que I ) peut se calculer par l'inter-
médiaire d’un [') . d’ou résultera sa A-continuité.

(L &, U) X (MeV) est isomorphe & (VeM) X (U &, L); celui-ci
a une application continue canonique dans (VeM) X (U®&,L);
alors 1% . applique cet espace dans (V &, U)e(M &, L)
(d’aprées 6°), isomorphe & (L & M) e (U &, V). Nous définissons
ainsi une application A.; de (L &, U) X (MeV) dans
(L® M)e(U &, V), A-continue; on peut méme dire plus:
A se factorise en (L ®, U) X (MeV) - (L& U) X (MeV)
suivie d’une application A-continue de cet espace dans
(L& M)e (U &, V).

Nous allons voir que ['¢)=A».

Pour n fixé dans MeV, £ [y ( ) et £ — A y(5y) sont
toutes deux continues sur L &, U. Il suffit donc de montrer que
[.» et A, coincident sur (L ® U) X (McV).

Soient donc le L, ueU, neMeV.

Soient d’autre part ae (L ® M), fe (U ®, V). D’une part
on a (Ia(l® u,n)) (,B) = n(&(l), B(u)). D’autre part, d’apres
ce qui a été vu page 22 (en échangeant les roéles des divers
espaces), A, (I ® u,n), considéré comme application linéaire
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continue de (U &, V). dans L & M, est ﬂ—> Loty (B ( ), donc
(Ber (1@ u,m))(o, B) = a(l, A(B(w) = (a(0), 2(B(w))= ( ®,Bw);
ce qui prouve bien notre assertlon

Remarquons que, si L, M, U, V, ne sont pas quasi-complets,
on peut toujours deﬁmr une appllcatlon Ay, symétrique de

I¥ ., de (LeU) X (MeV) dans (LeM)e(U ®, V); cette application
est A-continue, si A <Cf. Mais L ®, U ne s’applique pas
dans LeUj; il n’y a pas de relation simple entre Af ) et [ ;.

Hypocontinuité de [, y(L, M, U, V, quasi-complets).

Une partie réduite & un point de L &®, U n’est pas néces-
sairement w-A-décomposable, donc nous ne pouvons pas
affirmer que I', ; soit séparément continue (sauf pour p <,
A < m, ou pour . = ¢, ou pour A=-¢). Mais si elle lest, alors
les résultats I, I, III, IV de I’énoncé montrent que [ux est
hypocontmue() par rapport aux parties p-A- decomposables de
L ®), U et auz v-parties (v = sup (A, 1)) de MeV.

Dans ce cas la restriction de Pp,l a (L& U)X M&.V)estla
seule application bilinéaire de cet espace dans (L&, M) &, (U &, V),
qui sott séparément continue, et qui seréduise, sur (L® U) X (M® V),
a Uapplication bilinéaire canonique dans (L® M)® (U® V).

Cas ot certains des espaces sont identiques au corps des scalaires.
Nouvelles formules.

Soit U = C, corps des scalaires. Alors [', 5 est une applica-
tion de L X (McV) dans (L ®, M)eV, indépendante de 2;
nous I'appellerons [',. Cette application est u-continue, si L, M,
V, sont quasi-complets, comme on le voit en appliquant la
proposition 2, V, pour A = e. Elle définit donc une application
linéaire continue l de L®,(MeV) dans (L&, M)eV.

Explicitons [',. Sment le L, neMeV. D’aprés la formule
générale (II, 2; 1) o est une forme bilinéaire w-continue
sur L X M, et si (5= v’ est une forme linéaire continue sur v,
on a

6 {Telbnle H=aE, o) = (e, o
(11, 2; 6) =2 a(l), )—<a(l '?i("')>)’

(1) Rappelons que « hypocontinu » implique d’abord « séparément continu ».
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ce qui montre que:

. bis [‘ (l’ ] ﬁ (
(1,2:6%) i ey e o,

On peut aussi interpréter ces formules comme suit. L’appli-
cation M, ,: m—1® m, est linéaire continue de M dans
L &, M; elle définit donc une application linéaire continue
M, ,®1 de MeV dans (L &, M)eV; on a justement

Ly, n) = (M, ® I)(n).

‘La premiére égalité (II, 2; 6) coincide en effet avec celle
qui définit M, ,® I, soit (I, 1; 1), compte tenu de ce que
M, (o) = (1),

Sl maintenant on fait U=V = (, [‘u » est une application
bilinéaire de L. X M dans L ®, M, qui n’est autre que 'applica-
tion canonique, puisque sa restriction a

(LeC=L)yx MeC=M)

a cette propriété.

Si maintenant nous revenons au cas general I’application
trilinéaire [', ) de la formule (II, 2; 1) peut s’exprimer comme
composé d’une [, et dune [ SileL, ueU, neMeV,
on peut considérer ‘d’abord les 3 espaces L, M V, et construire
{=Tyul n)e(L® M)V; identifions ce dernler espace A
Ve(L @F M). On peut ensuite considérer les 3 espaces U,
V, L&, M, et construire ['l(u C) (U & V)e(L®,M); si ce
dermer espace est identifié & (L &, M) (U &, V) on a

(II, 2; 7) FF.l(l’ u, 7]) = [‘)\(u’ - Fl(u , 7]))
On a en effet, d’aprés (11, 2,6), poura e (L&, ) Be(UdV):

(2, Tl m) (0 ) = Ll m) (o, B(w)
= (&), B) = Lurlb u, ) (a B)-
Il existe naturellement une formule symétrique; a partir
de U, V, M, on peut construire § = [’ (u, ) e (U &, V)eM iden-

tifié 4 Me(U 8, V); a partir de L, M, U &, V, on peut construire
[u(l,0)e (L& M) (U, V).
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On a encore
(IL, 2; 7%) Ty, u,m) = Pu(l’ 0)= Pu(l’ [y (u, m)).

Les formules (II, 2; 1, 2, 3) nous ont donné diverses expres-
sions de ([ .(I®u, n))(«, f); il en existe d’autres. On a

(11, 2; 7%)  (Tpa(l®u, m))(s p>=n(a<l>, B(w))
= (#(a(D), Bw))= (W), #(Bw))
= (B >) uy = (l‘(‘ﬁ(é(u)))
=o(l, 4(B(w))) = Blu, H(z(D)).
Supposons maintenant £eL &, U, et n=m®veM®V.

Alors £ a une image & dans L ® U, et on a les formules
suivantes, vraies s1 £ e L® U donc par continuité site L&, U:

(1L, 2; 72m) (T2, m®9))(a, B) = E(&(m), ‘B(v)
= C.(&(m)), ‘B(v) >—<“ ) BB
= (B(‘a(m))), o) =(m, (‘E (B))))
= “('EO(tB("))9 m)= MEO(‘ )’ ")'

Les applications o, 4,0 e A¢ ;401 L, M, U, V, quasi-
complets.

Soient ¢, ¥, ¥, , 4 lettres parmi les lettres y, 8, &, e. On peut
former plusieurs applications bilinéaires de (L. &, U) X (M &, V)
dans (L &, M) &, (U &, V), en appliquant la proposition 2.

a) On applique d’abord

(L&, U)x (M®,V) dans (L&, U)x (M8,V);

autrement dit, dans ce cas, la valeur de y n’interviendra plus.
On applique ensuite le dernier espace dans (L &, M) &, (U ®&,, V)
par 'une des 2 applications définies par le diagramme commu-
tatif, valable st ¢ > w:

(L®,U) X (M8&,V)— (L&, U) X (M8, V)

fras |-

(L&, M) &, (U, V) — (L&, M)8, U8, V).
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a') On commence de la ‘méme maniére, mais on continue
par 'une des deux applications définies par le diagramme
commutatif, valable si ¢ > :

(L&, U) x (M®,V)

|

(U&,L) X (V&M)— (U, L) X (V&.M)

| e (e

(U8, V)8, (L&,M)— (U8, V)8, (L8&M)

|

(L8 M) &, (U8, V).

Les deux applications définies par a) et a') coincident si
elles sont toutes deux définies, c’est-a-dire pour ¢ >, ¢ >w;
en effet, pourle L, ue U, re(M® V) d’image v, dans M &, V,
ae(L® M), Be (U ®,V), l’1mage, par ces 2 apphcatlons
de ((I® u), 71), prend pour valeur sur («, () le méme nombre

no(&(l), B(u)); les deux applications coincident donc sur
(Le U) x (M®, V), et elles sont toutes deux continues en
£ sur L®?U pour neM®, V fixé.

Il n’y aura donc pas d’inconvénient a désigner les applica-
tions définies par a) et a') par le méme symbole ['; ..y .,
défimi pour ¢ > ou ¢ > o.

b) (L&, U) x (M®, V) s’applique canoniquement dans
(L&.U) X (M &, V), lui-méme isomorphe a (M &, V) X (L& U);
désormais la valeur de ¢ n’interviendra plus.

On définira ensuite 'une des 2 applications du diagramme
commutatif, valable st y > w:

M8, V) x (L&, U)— (M8, V) X (L&, U)

lp"f.l

lr
(M&,L)&,(V&,U)— (M8&,L)8&,(V
J
],

8, U)

(L&,M) &, (UB,V).

b’) On commence de la méme maniére, mais on utilise
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ensuite I'une des 2 applications définies par le diagramme
commutatif, valable st y > §:

(M8, V) x (L8,U)

(V8&, M) X (U, L)— (V&,M) x (U8s,L

lp",l l[‘.,,q.

(V8,U)8,(M®&,L)— (V8,U)8, (M&,L)

(L&,M) &, (U8,V).

Ici encore, si I'on a & la fois ¥ > o et y >, les deux appli-
cations b) et b') sont définies et coincident. On désignera donc
par le méme symbole, A, .4 ., 'application définie par b)
ou b'), pour y >, ou y > w.

L’application T',, de la proposition 2 n’est autre que
[}, ¢ 2. L'application A, y =[x de la page 31 n’est autre que
Ay e définie par le procédé b').

Il ne parait pas certain que [ .. et A .4 . coincident
toujours, lorsqu elles sont toutes les deux définies. Elles coin-
cident toujours st U'une d’elles est séparément continue. Suppo-
sons par exemple A séparément continue; [' et A coincident
sur (L®U) X (M® V); toutes deux sont séparément conti-
nues en » pour ¢ fixé dans L ® U, donc elles coincident sur
(LeU) x (M®, V); toutes deux sont séparément continues
en £ pour 7 fixé dans (M ®, V), donc elles coincident partout.
Inversement d’ailleurs, si [' et A coincident, elles sont séparé-
ment continues et méme v-continues, v = sup (}, ), puisqu’elles
ont a la fois les propriétés de continuité de [' et A.

Remarquons que I'une au moins des deux applications
[', A, existe si sup (¢, y) >1nf ({, »), et que les deux existent
si inf (g, 3) > inf ({; o).

Remarquons aussi que [' et A conicident toujours sur
(L& U)x M®YV) et sur (L®U) X (M®, V), comme le
montrent les formules (II, 2; 6 et 7) pour P et les formules
identiques qu’on trouve alsement pour A.

Il nous semble certain que I’étude que nous venons de faire
du théoréme de croisement (proposition 2) et les résultats
de ces derniéres pages n’épuisent absolument pas le probléme.
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Applications aux distributions.

Nous énoncons la proposition suivante comme elle se pré-
sente dans la prathue avec #6, R, 4, espaces de distributions.
Mais la proposition n’a rien a voir avec les distributions,
¥, R, ¢ peuvent étre des espaces localement convexes (séparés
quasi-complets) quelconques, alors #(E) désigne %6 ¢ E.

ProrosiTion 3. — Sotent #6, X, €, 3 espaces de distributions,
E, F, deux espaces localement convexes séparés (E et F n’étant
pas nécessairement quast-complets). On suppose de plus que ¥
est nucléaire et de dual fort nucléaire, et qu’il a la propriété d’ap-
proximation stricte.

Soit v une application bilinéaire, (S, T)—>Su T, de 76 X R
dans €, p. continue, p. < vy. Il existe une application bilinéaire,
(8, T) =8 v, T, de #(E) X K(F) dans Y(E &, F) (et une seule
st X a la propriété d’approzimation), séparément continue et
vérifiant (Se) vz (Tf) = (SuT)e ®f, pour Se#, TeX, ¢ <E,
feF.

Cette application est alors hypocontinue par rapport auz
parties bornées de F6(E), et aux w-parties de K(F); elle est
continue st . < T.

Supposons d’abord E et F quasi-complets. Il existe d’aprés la
proposition 2 une application [', ; de (¥ &; E) X (HcF) dans
(#6 8, %) ¢ (E 8 F). Mais, # étant nucléaire, 68 E =38 E,
et comme ¥ a la propriété d’approximation stricte,
# 8 . E=7(E) (corollaire 1 de la proposition 11 du chapitre 1),
donc [', » est une application bilinéaire de #6(E) X %(F) dans
(% ®, K) ¢ (E &, F). Comme u est p-continue, elle définit une
apphcatlon continue U de # ®, X dans i donc (Uu®I)ol, »
est 'une application bilinéaire de #(E) X %(F) dans 4(E &, F).

Comme ¥, = #6;, est nucléaire ('), toute partie bornée de
#(E) est p-n-décomposable (proposition 1), donc cette apph-
cation est séparément continue; elle est alors hypocontinue
par rapport aux parties bornées de #6(E), et par rapport aux
u-parties de K(F), et elle est continue pour u.< = (proposition 2).
Elle coincide bien sur (6 ® E) X (K ® F), avec I'application

(Sw@e, T®7)—>(S uT)® (Z@?); et elle est la seule & posséder

(}) Comme #6 est nucléaire, 6. = #6), (voir note (2), page 16).
b pag
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cette propriété, puisqu’elle est séparément continue, que # ® E
est dense dans #(E), et que A ® F est dense dans X(F), si on
suppose que R a la propriété d’approximation (chapitre 1,
proposition 11).

Si maintenant E et F ne sont pas quasi-complets, on remar-
quera que Se#(E) est a fortiori dans %(E), Te R(F) est
dans 3?(1?‘), on peut alors définir S u,:—T> e ‘,!(E ®r F), mais
E®.F=E®&.F, donc S u,j‘) e{(E®.F), et les conclusions
subsistent.

CoroLLAIRE. — Avec les mémes hypothéses, st O est une
application bilinéaire continue de E X F dans G quasi-complet,
il existe une application bilinéaire (et une seule si % a la propriété
dapprozimation) : (S, T)—>3S vy T, de #(E) X %(F) dans 4(G),
hypocontinue par rapport aux parties bornées de FH(E) et
aur p-parties de KR(F), continue pour p< =, et telle que

(See)uy(Tof)=(SuT)®(e, f), pour Se#, TeX, ¢<E,
feF.

RemMARQUEs. — 10 S1 #6, K, ¥, G, sont tous complets, la
proposition et son corollaire subsistent, en remplagant E &, F
par E®,F, sans qu’il soit nécessaire de supposer que # a
la propriété d’approximation stricte; il a toujours la propriété
d’approximation, puisqu’il est nucléaire.

20 Si, au lieu de #6, c’est & qui est supposé nucléaire et
de dual nucléaire avec la propriété d’approximation stricte,

. , . > —>
on peut aussi définir Su T.
Si # et X ont tous deux les propriétés voulues, on

peut définir deux produits _S>u,=—T>, mais ils coincident sur
(# ® E) X (X ® F), et sont tous deux séparément continus,
donc, ¥ et K ayant alors tous deux la propriété d’appro-
ximation, ils coincident toujours.

On peut donner d’autres formules remarquables relatives
a la proposition 3 et a son corollaire.

Pour Se#, T—Su T est une application linéaire continue
de % dans 4. On peut la noter ugs,. Alors ug ® I est une

application linéaire continue de K (F) dans £(F); pour Tex (F),
(ue® IF)(T) est aussi I’élément de 4(F) qu’on pourra noter
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S u T, cas particulier de Su,.T lorsque E est le corps des scalaires;
mais dans ce cas l’opération (S, '_I‘>) —~SuT est élémentaire
(et ne nécessite d’ailleurs aucune hypothése spéciale sur 76
et J), une seule des deux distributions étant vectorielle,
et nous en avons étudié plusieurs cas au chapitre 1 (multipli-
cation, page 69, et convolution, page 72). Comme alors on sait
(page 32) qu’il existe une application bilinéaire ['; de E X (L F)
dans 4¢(E ®; F), on voit que, pour Se %, ecE, T)eJ{(F),
I‘;:(Z, Su —'f) est un élément de (E &, F); montrons que c’est
justement Se u T. D’aprés ce que nous avons vu a la formule
(I, 2; 7), on a [, .(Se, T)=T (e, “(s T)) = I, 0.
D’aprés la définition méme de Se u,T, il est I'image de
FH,,:(Se, ) par l'application canonique u ® I:

(# 8, K)e(E & F) =% (E &, F);
on peut donc dire que Se v, T résulte de ¢ et { = Fp(g’ "f)
par les opérations :

E X [(#8,3)cF]

ln

(# &, %) ¢ (E &, F) —~4¢(E 8, F).

D’un autre cbté SuT nlest autre, d’aprés la relation
<S uT, f’> =Su <T), 7'>, pour tout 7’ e F', et la 2¢ formule
(IL, 2; 6%%), que élément (U ® Ix) [,(S, T) = (0 L) (D) :

TS D=tled )
<G®IF[‘( )f>

Alors I’ K(Z, Su T)) provient de e, {, par les opérations :

E X [(#8,%)cF] Y E x ({F)

ln

e (E®.F).
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Alors Pidentité de Se urT et de I'; (Z, Su T)) résulte simple-
ment de la commutativité du diagramme (formule (II, 2; 4)
relative a [';):

E X [(% 8, %) e F]-%E x (4F)

|r- |

(% 8, %)< (E 8, F) —4¢ (E &, F)

Nous laissons au lecteur le soin d’établir d’autres formules
du méme type; nous les résumons toutes ici:

(11, 25 8)

Si maintenant 0 est une application linéaire continue de E X F
dans G, on en déduira, puisque SuT= (IQ ® 6) (§ u,:-T>), les

formules que nous laissons au lecteur le soin d’établir:

[Se upT = (Ig®b(e))(S u T)
. SeugT=Su(I;®0) (e, T)
U259 50,17 = (1,0 8(7)(Bu T)
SuTF = (I ®0) (5, f) u T,

ot B(e) est I'élément de 4(F; G) défini par f —0(e, f), et B(f)
Pélément de S(E; G) défini par ¢—0(c, 7).

Comme 6, supposé nucléaire, a la propriété d’approxima-
tion, on voit que S8y, T (resp. S u;,'—f) est la seule applica-
tion linéaire continue de #6(E) dans 4(E&:F) (resp. 4(G))
qui vérifie les 2 premiéres formules (II, 2; 8) (resp. (II. 2;9)).
Si K a la propriété d’approximation, T—-Su,T (resp. g ue_f)
est la seule application linéaire continue de K(F) dans 4(E &, F)

(resp. 4(G)) qui vérifie les 2 derniéres formules (II, 2; 8) (resp.
(I1, 2; 9)).
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§ 3. Produit «scalaire»

de deux distributions a valeurs vectorielles.
Etude élémentaire.

Dans I'énoncé de la proposition 4, nous supposerons ¥
espace de distributions normal, pour que ¥’ soit un
espace de distributions. Mais en réalité la proposition n’a
rien 4 voir avec les distributions; # peut &tre un espace
vectoriel localement convexe abstrait, ayant les propriétés
énoncées dans la proposition, et 6’ est son dual; #6(E) et #6'(F)
désignent Hbec¢E et #' e F.

Prorosition 4. — Soit #6 un espace de distributions (quast-
complet) normal, nucléaire, ayant la topologie v et la propriété
d’approzimation stricte, et de dual fort #' quasi-complet et
nucléaire. Sotent E, F, des espaces localement convexes séparés
non nécessairement quasi-complets. Il existe une application
bilinéaire et une seule (;, _T))»?;rrl') de #6(E) x #6'(F) dans
E &, F, qui soit séparément continue et telle que

(11, 3; 1) de+=Sf =({.S)e®f,

pour Ye¥, Seib, ee E, ?EF, 4/.S=<4J, S>(‘) étant le
produit scalaire défint par la dualité entre 36 et 36'.

L’application ainsi définie est hypocontinue par rapport
aux parties bornées de #6(E) et par rapport aux parties compactes
de #6'(F); elle est hypocontinue par rapport auz parties bornées
de 36'(F) si %6 est tonnelé.

Soit K un espace ayant les mémes propriétés que ¥, u une
application linéaire continue de % dans 36, ‘u sa transposée,
application lLinéaire continue de 36’ dans X'. Alors

—

I1,3;2 g x T =0 uT pour —)ef}{E, T « 5/ (F).
? ¢ p ¢

Comme # est quasi-complet nucléaire, 6, = 36, (*), que

c

() Nous emploierons toujours la notation ¢.S pour désigner le produit scalaire de
$ed6 et de SeF’, gardant le symbole (,) pour le produit scalaire <Z, e’> deceE
et de o E'.

(3) Voir note (2), page 16.
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nous noterons #'; comme ¥ est normal, #' est un espace de
distributions. Il suffit alors d’appliquer la proposition 3 a
Papplication v : (¢, S) - ¢.S —<.]/, Sy de % X #' dans C,
corps des complexes; elle est applicable, puisque 6 et '
sont quasi-complets ainsi que E et F, que #6 et ' sont
nucléaires, que # a la propriété d’approximation stricte,
et que #6', nucléaire, a la propriété d’approximation ('); on
peut prendre u. =<, et w.= [ si ¥ est tonnelé, parce que u
est hypocontinue, d’une part par rapport aux parties bornées
de 76, et d’autre part par rapport aux parties équicontinues
de 7', donc par rapport aux parties compactes de #' puisque
¥ a la topologie vy, et par rapport aux parties bornées de ¥’
si J6 est tonnelé.

La formule (II; 3, 2) résulte de ce que les 2 membres sont

égaux pour ;E RAeE, Te# ®F, et représentent des appli-
cations bilinéaires séparément continues de K(E) X #'(F)
dans E &, F.

REMARQUE. — #' = ¥, a les mémes propriétés que ¥6:
il est normal, quasi-complet, nucléaire, a la propriété d’approxi-
mation stricte (préliminaires, proposition 4), et la topologie v,
ainsi que son dual fort (#6;). = # (ces conditions entrainent
donc aussi que # et J6' soient tonnelés (2)). La proposition 4
est donc entiérement symétrique, et peut avantageusement
étre énoncée pour un couple d’espaces réflexifs en dualité,
¥, 36'.

ExemprLEs. — On peut définir ¢, T pour:

¢<D(E), Te9(F);
¢ <8(E), T e (F);
se9(E), Tey(F);

. . > —>
et dans les cas obtenus en inversant les roles de ¢ et T.
On peut prendre pour u la dérivation DP la multlphcatlon

>

¢ —a cp, a convenable, la convolution q: — S# go, S conve-
nable, etc..

(1) ScawarTz [2], exposé 17, proposition 4, page 5.
(* Boursaxk1 [2], chapitre 1v, § 3, n° 3, proposition 4.
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Iniépendance de ;-KT par rapport a l'espace #6.

Supposons que Ji soit un sous-espace de ¥, muni d’une
topologie plus fine que la topologie induite; alors #6' est un
sous-espace de J’, muni d’une topologie plus fine que la
topologie induite. Prenons pour u l'injection canomque de

R dans %. Alors (I, 3; 2) montre que, si 3<K(E) et
T e 3’ (F), q; ,,T a la meme valeur, que I’on considére : comme
élément de J(E) et T comme élément de K'(F), ou ¢ comme

élément de #6(E) et T comme élément de ' (F).

Soit alors # un espace ayant les propriétés énoncées dans
la proposition 4, et ayant en outre la propriété d’approxima-
tion par troncature et régularisation. On sait qu’alors J6(E)
a la méme propriété d’approximation (page 73 du chapitre 1).
Soit alors (,) une suite de fonctions de 9, convergeant vers 1
dans & pour v— oo et bornée dans #, et soit (p,) une suite
de fonctions de 9, >0, de supports tendant vers I’origine pour

p— 00, ﬁnpp(x)dx=+1; on a, pour ;e%(E) et Te%’(F):

q: = lim| lim av(q, pu)] dans J6(E),
v>o | t>x
(I1, 3; 3) <donc
;-,: T =lim| lim oc,,(q;*nl —f] dans E®&.F.

I e

Mais, comme nous lavons vu ci-dessus, on connait
av(q;*ru) T des qu’on connait cp, T @y, gy, indépendamment
de I’espace ¥, car on peut le calculer en considérant av(?*ru)
comme élément de D(E) et T comme élément de 9 (F) la formule
(II, 3; 3) donne donc un procédé de calcul de ep ,,T qui est

indépendant de l'espace #6. Ainsi, si q,eSD’(E) et Te_D’(F)
pourvu qu’il existe au moins un espace # ayant les pro-

prletes voulues, et tel que cpe%(E) T e %' (F), la valeur de

q; =T est 1ndependante de cet espace J6.
On peut donc énoncer:

Prorosition 5. — L’élément ; T défint a la proposition 4

ne dépend que de ;e D'(E) et de Te D'(F) et non de 36, pourvu
que 3 ait la propriété d’ approzimation par troncature et régula-
risation.
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Problémes de supports.

Dans tous les cas usuels, la dualité entre # et 36’ est telle
que ¢S soit nul si les supports de { e # et Se 6’ sont sans
point commun (C’est ce qui se produira en particulier si 6
a la propriété d’approximation par troncature. En effet, soit
d’abord { a support compact; comme #6 est normal, 1l existe
des ¢ ,],Je D qui convergent vers §; si a € D est égale a 1 sur un
voisinage du support de {, sans point commun avec le support
de S, a;e D converge vers ay = ¢ dans #6; mais a};-S =0,
donc ¢.S = 0. Si le support de { est quelconque, on consi-
dérera une suite (a,)y_, , ... de fonctions de 9 convergeant pour
v— oo vers 1 dans & en restant bornée dans %, alors a,J
converge pour v— oo vers ¢ dans ¥, et «,-S =0, donc
¢S =0).

Alors on a aussi ;,.—T) =0, si les supports de ge%(E) et
'—fe%'(F) sont sans point commun.

Appelons en effet 36, le sous-espace de #6 formé des distri-
butions & support dans A, sous-ensemble fermé de R*; munis-
sons-le de la topologie induite par #. Définissons de méme F65.
Alors (:p), T)—»;;’I}‘ est séparément continue de #6,(E) X #65(F)
dans E &, F; elle est nulle sur le produit (36, ® E) X (#5® F),
si AnB=¢g; mais #,®FE est dense dans J6,(E) (parce
que #6,, sous-espace d’un espace nucléaire, est nucléaire, donc
vérifie la propriété d’approximation (*); voir alors la proposi-
tion 11 du chapitre 1) et 33 ® F est dense dans #63(F), donc
¢+ T =0 pour g  #,(E), T « #4(F); enfin 36,(E) (resp. %6n(F))
n’est autre que le sous-espace des distributions de #(E)
(vesp. 36'(F)) de support dans A (resp. B) (car #,(E)~4(E;; #.),
#(E)~ 1 (E.; #6); donc une distribution ;e #(E) appartient a
#oA(E) si et seulement si ‘;(E')c%A, c’est-a-dire si elle a
scalairement son support dans A, c’est-a-dire si elle a son
support dans A; voir chapitre 1, page 61). On peut aller plus

loin. Prenons # = 9. Si ?:e D(E) est nulle ainsi que toutes ses

dérivées sur le support de Te 9'(F), alors ;rrl‘) est nul. Soit en
effet B le support de T; appelons Ybp le sous-espace de D formé
des fonctions nulles ainsi que toutes leurs dérivées sur B. Munis-

(1) Voir note (1), page 58 et GroTHENDIECK [5], théoréme 9, résultat 1, page 47,
ou ScawarTz [2], exposé 19, proposition 4.
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sons-le de la topologie induite par 9. Alors ;)e Top(E), espace
dans lequel To5 ® E est dense puisque To, sous-espace d’un espace
nucléaire, est nucléaire donc vérifie la propriété d’approxima-
tion. L’application (;, T)—»;,C_T) est hypocontinue par
rapport aux parties bornées sur Tog(E) X Di(F), nulle sur
(Tog ® E) X (D5 ® F)('), donc identiquement nulle.

Nous pouvons donec énoncer:

Proposition 6. — St #6 vérifie les conditions de U'énoncé
de la proposition 4, et st .S = 0 toutes les fois que les supports

de e et SeFb' sont sans point commun, alors ;rT) =0
toutes les fois que les supports de cp e %(E) etT e ¥ (F) sont sans
point commun. Pour %6 = 9, ; ,:T 0 toutes les fous que_ ep e D(E)
est nulle ainst que toutes ses dérivées sur le support de Te D'(F).

Considérons ensuite la situation suivante. Soient $e8(E),

T e 9'(F), de supports A et B ayant une intersection com-
pacte; montrons qu’on peut donner une définition naturelle

de ?;.,:T)e E &, F. 1l suffira pour cela d’appliquer la proposi-
tion 3 (modifiée suivant la remarque page 38) a 8,, Dj, et
a la forme bilinéaire (J, S) — .S, hypocontinue par rap-
port aux parties bornées sur &, X Dy(°) [6x est complet
nucléaire, comme sous-espace fermé d’un espace nucléaire,
et comme c’est un espace de Fréchet nucléaire, son dual est
nucléaire (* )] On peut donc définir une application bilinéaire
(;, T)—»cp T de 6x(E) X Dp(F) dans E ®:;F, hypocontinue
par rapport aux parties bornées; elle coincide sur D,(E) X Dp(F)
avec 'application déja définie sur D(E) X D'(F) [car ces deux
applications sont séparément continues, et coincident sur
(Da ® E) X-(Dp ® F)], et elle coincide sur 6,(E) X &3(F) avec
Papplication déja définie sur &(E) X &' (F). Soit alors o € D égale
4 1 sur un voisinage de AnB.On a ;-,r'_l‘)=a$ ,,_)— - ,caT
le deuxiéme membre ayant un sens puisque a; e 9(E), Te D'(F),

le troisiéme puisque ;e §(E), oT e &'(F). Cette égalité résulte

(Y) Scuwartz [4], chapitre 11, théoréme XXXIII.

(%) Scawarrz [4], chapitre 111, § 7, dualité entre & et &'; premiére édition, page 90,
ligne 18, deuxiéme édition page 90, ligne 22.

(3) GroTHENDIECK [5], théoréme 7, page 40, ou ScawARTzZ [2], exposé 18, théoréme
page 3.
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de ce que les 3 membres sont égaux sur (6, ® E) X (95 ® F)
et définissent des applications bilinéaires hypocontinues sur

_—

Ea(E) X Dy(F). Cette égalité montre en outre que ;-,‘T est
non seulement dans E ®; F, mais dans E & F.

> =

Calcul de ¢, T par intégration usuelle.

Soient X un espace localement compact dénombrable a
I'infini muni d’une mesure w >0, E un espace localement
convexe séparé (non nécessairement quasi-complet). Pour toute

.o . . .
fonction f sur X & valeurs dans E, et toute semi-norme continue

Q sur E, posons (') ‘
(IL 35 4) Nolf)= ([ (Qf(@))ydua)", 1<p<w.

Fixons p une fois pour toutes. Sur le sous-espace vectoriel

A?(E) des fonctions ? pour lesquelles tous les N, p(f) sont
finis, les N , sont des semi-normes; ces semi-normes défi-
nissent donc un espace vectoriel topologique localement
convexe AP(E); on appelle A5(E) 'adhérence dans A?(E)
de I’espace des fonctions continues & support compact; c’est
I’espace des fonctions de puissance p-iéme sommable a valeurs
dans E. Cet espace n’est pas séparé. L’espace séparé associé

sera noté L?(F) (*), espace des classes de fonctions de puis-

sance p-iéme sommable. La classe de f e A5(E) sera notée
f e L?(E); mais fréquemment, quand aucune confusion ne

sera possible, nous écrirons, par abus de langage, fe Lr(E). Si

> . . E) . >
K est un compact de X, fx la restriction d’une fonction f
définie sur X au compact K, px la restriction de w a K, nous

(") Nous étendons ici & E localement convexe séparé quelconque les définitions
données pour E espace de Banach dans Boursakr [6], chapitre 1v, § 3; voir par
exemple n® 2, définition 1 (les semi-normes N,) et n° 4, définition 2 (les fonctions
de puissance p-iéme intégrable). Nos notations sont différentes de celles de BourBaxi,
notamment P a des significations trés différentes dans BourBaki et ici. Nous

énongons ici les propriétés de LP(E) sans démonstration (ni référence); & notre connais-
sance ces propriétés ne sont démontrées nulle part. Notons que, méme si E est

complet, LP(E) n’est pas nécessairement complet (mais il est complet si E est un
espace de Fréchet).

(2) Nous écrivons LP(E), parce que LP(E) signifierait LP¢ E, avec les notations

adoptées dans ce travail. On a LP(E)CLP(E), avec une topologie plus fine quela
topologie induite.
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écrirons fx e LL(E), ou, par abus de langage, f e Ly(E), si ?K
est de puissance p-iétme sommable par rapport & ux.

Une fonction 7 telle que ? e L?(E) n’est pas nécessairement
mesurable. Elle est mesurable si E est métrisable. Si E — E,
est une application linéaire continue de E dans un espace E;,

I'image 71 de ?efp(E) est dans LP(E,), donc mesurable si Fy
est métrisable; en particulier toute 7 e L?(E) est scalairement
dans L* et scalairement mesurable.

Pour que ?ef"( ), 1 faut et 1l suffit que, quel que soit le
voisinage disqué U de 0 dans E, son 1mage n%nf par my : E—Eq

soit dans LP(E%). Pour que la classef de f dans L?(E) soit nulle,
il faut et il suffit que, quel que soit le voisinage disqué U de 0

dans E, 'image de 7 par E — Eq| soit presque partout nulle.
Cela entraine que f soit scalairement presque partout nulle;
donc que ? soit presque partout nulle si E est métrisable

(puisqu’alors ? est mesurable) ou si E’ contient une partie
dénombrable faiblement dense (voir chapitre 1, page 66).

S1 ?e L*(E) prend ses valeurs dans un sous-espace vectoriel F
de E, elle appartient & LP(F). C’est classique si E est norms,
parce que ? e L?(E) si et seulement si d’une part elle est mesu-
rable, d’autre part j:”f(x)[]” du(z) < o ('). Cest encore vrai
pour E quelconque. Soit en effet ¥V un voisinage disqué
de 0 dans F; on peut se borner au cas ot V=Fnil, U

voisinage disqué de O dans E; alors on a le diagramme
commutatif

Papplication Ty q; : Fqy— Eq étantinjective, et faisant de Foyun
sous-espace topologique de Eq; It image Ty, ° f de f e L?(E) par
E— Eq est dans L?(Eqy) ; mais comme f prend ses valeurs dans F,
cette image coincide avec mq) q° Tq)° f , et comme Fy est sous-

() Boursaxk1 [6], chapitre 1v, § 5, n® 6, théoréme v.
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espace de Eq; normé, cela prouve que mye f appartient & L?(Fy);
cecl étant vrai pour tout 9, f est bien dans L*(F).

1

Soit f une fonction a valeurs dans E. Nous dirons qu’elle
est localement de puissance p-ieme sommable si, pour tout

compact K de X, fx < LE(E).

Le quotient de ’espace de ces fonctions par le sous-espace
de celles dont I'image dans L{(E) est nulle pour tout K,
est noté Y?(E) ou Lf.(E); bien qu’il s’agisse d’un espace de
classes de fonctions, nous écrirons encore, par abus de langage,
fe 4 (E), si 7 appartient & une classe de 4 (E), c’est-a-dire si,
pour tout compact K de X, f x appartient 4 LZ(E). Si alors Q
est une semi-norme continue sur E,

f_’NQpK fQ(f );

définit une semi-norme sur 9*(E); la famille de ces semi-

normes fait de 4?(E) un espace localement convexe séparé,
dans lequel les classes des fonctions continues a support

compact sont denses. On a Y(E)c %(E) pour p > ¢, avec
une topologie plus fine que la topologie induite.
Pour p = o0, nous appellerons Ay(E) 'espace des fonctions

f sur X & valeurs dans E, telles que, pour tout vmsmage disqué
U de 0 dans E, lnnage de f par E—Eq soit w-mesurable
et bornée.

On le munira de la famille de semi-normes

No,(f) = Sup. Ess. Q(f(2)) (.

L’espace séparé associé sera L=(E). Nous définirons de méme
E;’(E) "°(E) avec les mémes abus de langage que pour p fini.

Si —+~- 1, s1 e( %) e L2(E), f( i) e LP(F), le produit ten-

soriel e(a:) ® f( z), a valeurs dans E ®,. F et que nous note-
rons pour -cette raison e(z) ® ? (%) ou e ® ? , appartient a

(1) Rappelons que, si g est une fonction numérique p-mesurable sur X,

M = Sup. Ess. g(z) est le plus petit nombre tel que g(x) < M presque partout pour .
zEX
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L'(E ®; F)('). Sa classe ne dépend que des classes de e et f,
et (Z, ?)—»Z@K? permet de définir une application bilinéaire
continue de LP(E) X L?(F) dans L'(E ®, F). Si ZeLE_P(E),
?e 47 (F), alors ¢ ®p ? c9'(E ®, F), et on définit ainsi une
application bilinéaire continue de ?(E) X 47(F) dans ¢'(E . F).

S1 ?e L'(E), on peut définir son intégrale ];?(x) du(z) e B;
?-» j; ? (x) d(x) est une application linéaire continue de L'(E)
dans E.

Dans la suite, nous supposerons que X = R", et que p
est la mesure de Lebesgue dz. Alors ¢'(E) est un espace de

A

distributions sur R" a _valeurs dans E.
En effet, pour 7ef£’(E) et e, on peut poser:

(11, 3; 5) (@)= fuf @¢(2)dze k.

Ceci permet de faire correspondre a 7&?’(E) une distribution;
si cette distribution est nulle, 'image ? , de f par toute appli-
cation linéaire continue E —E, de E dans un espace de
Banach est presque partout nulle (parce que mesurable et
scalairement presque partout nulle), donc la classe de ? dans
{'(E) est nulle, et la correspondance précédente permet bien
d’identifier $'(E) & un sous-espace de 9'(E), et Iinjection
de T(E) dans 9'(E) est trivialement continue.

Revenons alors a notre étude de ;-,C_T), pour ; e¥(E), Te ' (F).
On a le résultat suivant:

ProrositioN 7. — Supposons que ¥ soit un espace de
distributions normal sur R*, vérifiant les conditions de I’énoncé
de la proposition 4. Nous supposerons en outre ce qui suit:

a) ¥ a la propriété d’approximation par troncature et régula-
risation;

b) ?)e%(E) est définie par une fonction appartenant a
PE) A< p< »);

() On le voit en utilisant le fait que, pour toute semi-norme continue R sur
E ®: T, il existe des semi-normes continues P et Q sur E et F telles que
> > > > . e
R(e® f)<P(e)Q(f) Voir GroTHENDIECK [4], proposition 2, résultat n°® 2,
page 31; ScuwarTz [2], exposé n° 2, proposition 1, formule (2).
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c) Te#'(F) est définte par une fonction appartenant a
wE) (54 =1);
> p—) P > =
d) ¢®.T est scalatrement intégrable. Alors ﬂ (cp(x) ®,:T(a:))dx,
a priort dans le compléié faible (E ®. F)'* est dans E®, F,

>

et est égal a ¢+ T:
(IL 3; 6)  ¢T=[ (5 T(2)) da.

Nous ne donnerons pas la démonstration ici, car nous en
donnerons une plus générale a la proposition 21 ter. Remar-

quons que b) et ¢) impliquent que ;&r—T} soit dans £'(E®,F),
donc scalairement localement intégrable; elle vérifie donc
automatiquement d) si elle est a support compact. Remarquons

aussi que b, ¢, d, sont trivialement vérifiées si ;et T sont des
fonctions continues, I'une d’elles étant a support compact.

La formule (II, 3; 6) a une grande utilité pratique. Prenons
par exemple =9, 3 = D', E et F étant des espaces de

Banach. Alors ;e:- D(E) = D(E) (*) a un support compact.
D’autre part Te 9'(F) est égale dans un voisinage du support

> .. . o e
de ¢ (et c’est la seule chose qui importe d’aprés la proposition 6)
a4 une somme de dérivées de fonctions continues sur R":

T= ZDP?p (voir chapitre 1, corollaire 2 de la proposition 24).
4
Alors Dro ® ? »» fonction continue a support compact a valeurs

dans E®_F, est bien scalairement intégrable. Comme 9 a la
propriété d’approximation par troncature et régularisation,

on peut appliquer (11, 3; 6) au calcul des ng . ?p; alors, d’apres
(11, 3; 2) appliquée a la dérivation D? continue de 9 dans D :

(11, 3; 7) EWT=ZF4W®5wﬁ
— 1)1 [ (D (@) ©- F(2)) do

La méme formule est valable pour ¥ =& [ici D?¢p n’a plus
un support compact, mais la décomposition T=EDP? » est
p

(') ScuwarTz [1], proposition 9, page 108, ou ici, chapitre 1, page 62.
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globale sur R”, T  §'(F) = §'(F) ayant un support compact (*)]
et pour 6 =Y (ici la norme ”DP$||E est une fonction numérique
> 0 a décroissance rapide a I'infini; nous laissons au lecteur

le soin de montrer que, F étant un Banach, T= E Dr fp, ou

les f » sont des fonctlons continues a crmssance lente :

Hf (@)|lr <C( 4+ [2]*)* (2); alors chaque fonction D”cp ® f ,
. > . ’ .
est contmue sur R" et sa norme ||DPg ®?p”E®nF est a décrois-
sance rapide donc sommable, alors D?g ® ?p est bien scalaire-
. , >
ment intégrable). Dans tous ces exemples DPp ® ? , est non
seulement scalairement intégrable, mais intégrable (c’est-a-
dire appartient 4 L' (E ®. F)).
2 > T !

Ces formules nous suggérent, pour ¢ e J6(E) et T e36'(F)

quelconques, la notation.

(I, 3; 8) 7T = [1.(3(2) ®. T (2))da.

Nous justifierons plus longuement cette notation au §5
(voir proposition 31).

Convolutions.

Bornons-nous, pour simplifier, au cas geﬂ)(E), ~T>e£D’(F).
Soit Se&’. On a:

(IL,3;9) @5 (S+T)=(3+5)==T=g(E+n) = (S;@ Ty

. . . . P . . .
(le dernier membre signifie ceci: Sy ® T, est une distribution

sin R*X R® a valeurs dans F; ;(24—:{}) est une fonction
appartenant a & sur R X R*; l'intersection de leurs supports
est compacte, donc 1l n’y a aucune difficulté a définir leur
produit scalaire a 'aide des résultats de la page 45).

Les 3 membres sont en effet, pour S fixée, des fonctions
bilinéaires séparément continues sur D(E) x 9'(F), égales sur
(D0 E) X (9"®F), donc identiques. La premiére égalité résulte
d’ailleurs de (I1, 3; 2) (voir exemples page 42).

(*) Voir chapitre 1, page 62.
(8) La démonstration est identique a celle de Scaw artz [5)], chapitre vi, théo-
réme VI.
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Liaison avec des résultats du chapitre I.

Considérons ;e #(E) comme définissant une application
linéaire continue L de #' dans E. Alors Lz ® I est une appli-
cation linéaire continue de #' &.F dans E&®.F; mais
#H 8. F =38 F (puisque #' est nucléaire) = #'(F) (car, #
ayant la topologie v et la propriété d’approximation stricte, #6'
a aussi la propriété d’approximation stricte, voir préliminaires,
proposition 4). D’ou une application bilinéaire (;, T>)—>(L3® I)(~T))
de #(E) x #'(F) dans E &, F.

Cette application est trivialement séparément continue sur
#(E) X #'(F) (la continuité séparée en T pour ; fixé est évi-
dente, la continuité séparée en ?; pour T fixé résulte du corol-
laire 3 de la proposition 2 du chapitre 1: si ; converge vers 0
dans #(E), Ly converge vers 0 dans £(3'; E) donc Lg ® I
converge vers 0 dans (%' &, F; E 8, F), donc (Ly ® I) (T))
converge vers 0 dans E &, F pour T fixée).

Comme cette application coincide avec (;, —'f)»qz',:T sur
(# ® E) X (#' ® F), elle lui est identique. On a donc

(11, 3; 10) 9T =(Lz @ I)(T).
On a, pour la méme raison:
(11, 3; 11) g-T=(LzoD)(3)

L’apglication Lz (resp._) L#) n’est autre que lapplication
T—oT (resp. P> x T) lorsque F (resp. E) est le corps des
scalaires. Elle est de nature élémentaire, et son étude a été
faite au chapitre 1. Nous voyons qu’elle sert directement a

. —> = ,
définir .. T pour ge #(E), T e 3'(F). On peut donc énoncer
la proposition suivante (qui permettrait de retrouver directe-
ment toute la proposition 4):

Prorosition 8. — #6 vérifiant les conditions de Uénoncé de
la proposition 4, T ——>$ T est, pour ; e #(E), la seule applica-
tion linéaire continue de 36'(F) dans E &, F quu vérifie

(11, 3; 12) #--ST =13(8)®F
pour S<¥, f < F.
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De méme ;—»;x—'l)‘ est, pour T e #'(F), la seule application
linéaire continue de 3(E) dans E®; F qui vérifie

(11, 3; 13) e o T =6 ® Lg())
pour Y € %, e € E.

On a de plus

(I1, 3; 10) §-@=(Lm 1)§),

(11, 3; 11) gT=(Lz®)T

§ 4. Produit «scalaire». Etude générale.

Dans tout ce paragraphe, @ et © seront des ensembles
saturées de parties bornées de E et F.

Parties du type &, parties ©-équibornées; applications sous-
nucléaires et sous-intégrales.

Les résultats précédents ne sont vraiment utiles que si E
et F sont des espaces de Banach; sinon, en effet, les applica-
tions bilinéaires qu’on trouve dans la pratique sont seulement
hypocontinues, et non continues; il faut donc pouvoir remplacer
E®.FparE &, F, A= 7; ou B Cela nécessite alors certaines

hypotheéses restrictives sur <p ou T.

Dans la suite K et # ne seront pas nécessairement des espaces
de distributions; mais comme ils le seront dans la plupart des
applications, nous emploierons les mémes notations que s’ils

I'étaient. Ainsi %(E) voudra dire %<E; si ¢ « %(E), L sera lappli-
cation ; de J' dans E. #6,(F) sera #.F; si —'I)'s%’(F) L sera
r apphcatlon T de 36 dans F. S1 76 est un espace de distributions,
mais non normal, #, n’est pas un espace de distributions.

Soit :p = K(E) et soit & un ensemble de parties bornées de E.

On dira que <p est du type @ si Ly applique toute partle équi-
continue de A’ dans une partie de E appartenant 4 &; une
partie @ de JK(E) sera du type & si la réunion des images
par les L3, gea, de toute partie équicontinue de R’ est une
partie de E appartenant & &. Si & est ’ensemble de toutes

les parties bornées de E, toute ;EJ’{(E) est du type & et les
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parties du type @ de H(E)==d(H;; E) sont simplement les
parties bornées. Nous appellerons %(Eg) I'espace des éléments
du type @ de R(E); nous le munirons toujours de la topologie
induite par K(E).

Si maintenant T e #.(F), et si © est un ensemble de parties

bornées de F, on dira que T est G-bornée ’il existe un voisi-
nage de 0 de # dont I'image par L# appartient 4 G. On dira
qu'une partie B de #,(F) est G-équibornée, s’il existe un voi-
sinage de 0 de #6 tel que la réunion de ses images par les L, Tea,
appartienne a ©.

Nous dirons bornée, équibornée, sans spécifier T, s1 G est
I’ensemble de toutes les parties bornées de F. Dans le cas ou
¥ = 9, ces définitions sont conformes a celles du chapitre 1
page 84. Nous appellerons #'(F; G) I’espace des éléments
©-bornés de #6,(F); la notation #,(F, ©) exprimera qu’il est
muni de la topologie induite par #6,(F). Nous écrirons #,(F, f3)
s1 G est ’ensemble de toutes les parties bornées de F (*).

Dans les définitions ci-dessus, %, #, E, F, ne sont pas
nécessairement quasi-complets.

Toutefois, si F n’est pas quasi-complet, nous supposerons
en général que © est un ensemble de parties bornées complé-
tantes de F. L’ensemble de toutes les parties bornées ne vérifie
pas cette conditions. Nous emploierons la lettre {8, au lieu de §
pour désigner I’ensemble (non nécessairement saturé) de toutes
les parties bornées complétantes de F (?).

Enfin on dira qu’une application linéaire A d’un espace
localement convexe % dans un autre # est sous-nucléaire
(vesp. sous-intégrale) si, pour tout voisinage disqué U de 0
dans 6, il existe un voisinage disqué U de 0 dans K tel que

(1) La présente notation est regrettable. Il aurait mieux valu appeler JMb(F; ©)

I’espace des TEJR(F) telles qu’il existe un voisinage de O de N, dont I'image par
Lye¥(ON.; F) appartienne a4 . Pour I = #6., on retrouverait 'espace #3.(F; )
défini ici, seulement si (F6{)) = #6, c’est-a-dire si #6 a la topologie y. Dans la notation
introduite ici, I (F; ©) n’est défini que si IN est donné comme un dual #6.. Nous
nous sommes apergus de ce défaut trop tard pour le modifier.

(2) Toutes ces distinctions introduisent des subtilités d’un intérét pratique douteux.
En pratique, F est toujours quasi-complet, & toujours saturé. Nous traiterons la
proposition 10 dans le cas le plus général, avec F non nécessairement quasi-complet,
et & = B, ensemble non nécessairement saturé de parties bornées. Mais nous ne nous
génerons pas, dans les propositions qui suivent, pour supposer & saturé et F quasi-
complet, si c’est plus commode pour la démonstration.
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A(U) ¥, et que l'application Aqyq: Hiay, — Hbqp, définie par
passage au quotient et prolongement par continuité, soit
nucléaire (resp. intégrale). Cela revient a dire que, quel
que soit le voisinage disqué U de 0 dans %, l’application
composec K —>36—>36q« de A par l'application canonique de
# dans JGT est nucléaire (resp. intégrale).

L’application identique de # dans lui-méme est sous-
nucléaire ou sous-intégrale s1 et seulement si I'espace %6 est
nucléaire ().

Il arrivera dans certaines applications importantes (voir
page 99) que nous ayons a considérer 1 (E) pour E non néces-
sairement quasi-complet. L’espace J(E) est toujours trés
précisément défini comme étant he Ex L (h;; E( = L (E;; R).
Mais il peut étre délicat a caractériser de facon analytique simple.
Etudions par exemple 'espace §™(E) (m fini ou infini) (2), distinct
de lespace &' (E) des fonctions m fois continuement différen-

tiables sur R” & valeurs dans E. S1 ; e &™(E), a fortiori ; e 8“(E),
donc ¢ est une fonction m-fois continuement différentiable

a valeurs dans E; mais (DP) ) p| << m, est l’lmage de
(— 1)'PiDP(s(x)) e &™ par Lz, donc elle est dans E lui-méme, et

par suite <p est m-fois continuement différentiable a valeurs
dans E lui-méme, §"(E) c §7(E). Mais cette condition n’est
nullement suffisante. Lorsque z décrit un compact K de R",
DP;;(x) décrit un compact ¢, x de E. A prioril’enveloppe de @, ¢
dans E n’est pas nécessairement compacte, puisque E n’est pas
quasi-complet; comme elle est précompacte (*), elle est compacte

(!) GrormENDIECK [5], théoréme 6 ¢, page 34; ScawarTz [2], exposé 12, défini-
tion 2, page &, puis exposé 17, théoréme 1, 4°, page 3 et page 4 en bas.

(?) Dans Scewartz [1], nous avons toujours supposé E quasi-complet (voir
page 92-93). Nous avons défini §m(E) (page 93) comme I'espace des fonctions m
fois continuement différentiables sur R" a valeurs dans E (quasi-complet). Nous
avons alors démontré que 8™(E) était identique & ™ @. E (proposition 10, page 109),
ce qui, puisque ™ a la propriété d’approximation stricte (voir ici préliminaires,
corollaire de la proposition 3, et chapitre 1, corollaire 1 de la proposition 11), revient
a dire qu’il est identique & m¢E.

Dans le présent travail, nous sommes liés par nos principes généraux de notation :
méme si E n’est pas quasi-complet, &™(E) veut dire, par définition, &m¢E. Mais
alors il n’est plus nécessairement I’espace des fonctions m fois continuement diffé-
rentiables sur R" & valeurs dans E, que nous noterons 87(E) : »(E) c §7(E) cén(E).
La lettre g est l'initiale de général; un élément de 87'(E) est un objet plus général
qu’un élément de &m(E).

(?) Bourmaxkr [1], chapitre 11, § 4, n® 1, proposition 2.
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si et seulement si elle est compléte; remarquons aussi que
enveloppe &, x de @, x dans E est compacte, et que 'enveloppe
dans E est donc compacte si et seulement si @, x « E. Nous
‘allons montrer que I’hypothése ;e &m(E) entraine que @, x soit
compacte. Un élément de @p,x peut en effet toujours s’écrire
j;DP;(a:) dp. (z), ou . est une mesure portée par K ('); autre-
ment dit cet élément est Lpgg(w), ou (—1)?! Lz (D p) (%),
et comme Lz applique ™ dans E, i)p, x est bien dans E lui-méme.
Réciproquement, soit ; une fonction m fois continuement
différentiable & valeurs dans E, ;eﬁ_’;(E), vérifiant la condi-
tion @, :

®,) Pour tout compact K de R", et tout indice de dérivation p
d’ordre < m, Uensemble ¥, x= U D”;(x) a dans E wune

enveloppe compléte. z€K
Alors nous allons montrer que ;e &™"(E). Nous savons déja

que geg”‘(ﬁ) Elle définit une application linéaire continue
Lz de & dans E; elle appartiendra a §"(E) si et seulement si
Lz(8'™) = E. Soit donc Se&'™, on a S =Y Dru, wu, mesures

p
a supports contenus dans un compact K de R Alors

LiS)= 3 (—1)" Jx D#5(z) dyy(@); Pensemble | J Drg() est

Ipl< z€K
un compact P, x de E, dont nous savons que I’enve-

loppe ®,x dans E appartient a E. Si ﬁ[dy.plg M, alors
[ Dg(e)dy,(2) eMB, xcE et Li(S) sera bien dans E lui-

méme. En outre, si toutes les parties ®,x appartiennent a
un ensemble saturé © de parties bornées de E, ;eﬁ’"(E) sera
du type &, car si S parcourt une partie équicontinue de &'™,
on peut, dans l'intégrale ci-dessus, choisir m et M fixes,
ainsi que le compact K de R" alors L3(S) reste dans une
partie M®, x € ©. La réciproque est évidente.

Nous avons donc démontré la propriété :

ProrositioNn 9. — Si E est un espace localement convexe
séparé, non nécessairement quasi-complet, Uespace 6™ (E) = &"cE

() Boursaxki [6], chapitre 111, § 4, n® 3, proposition 7.
(3) Scawarrz [1], n° 3, page 116.
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est Uespace des fonctions ; m fois continuement différentiables
sur R" a valeurs dans E, vérifiant la condition: ‘

®,) Pour tout compact K de R*, et tout indice de dérivation p
dordre < m, Uensemble ¢, x = U DP;(x) a une enveloppe
compléte. ¢€K

L’espace & (Eg) est le sous-espace des fonctions ¢ pour
lesquelles tous les ®, x appartiennent ¢ &. ‘

Une partie a de ém (E) est du type &, si et seulement st, pour
tout p d’ordre  m, U ®, x appartient a S.

gea -

Nous appellerons toujours 9™ (E) (qui n’avait été défini
que pour E quasi-complet, chapitre 1, page 63) le sous-espace
des fonctions & support compact de &"(E); il sera muni
de la topologie limite inductive des DF(E), K compacts de

. > . . . ’
R*. Cest Uespace des fonctions ¢, m fois continuement différen-
tiables a support compact sur R* & valeurs dans E, vérifiant:

®,,) Pour tout indice de dérivation p d’ordre < m, P, = U Eﬂ"q; (z)

est un compact de E dont Uenveloppe est complete TER"

Le produit scalaire ¢ T

Prorosition 10. — Soient R, #6, deux espaces localement
convezes séparés, non nécessairement quasi-complets; on suppo-
sera ou bien que R a un systeme fondamental de poisinages
disqués U de O tels que R ait la propriété dapproxzmatwn,
ou bien que ¥ a un systéme fondamental de voisinages disqués
U de 0 tels que g ait la propriété d’approximation. Soit A un
opérateur sous-nucléaire de X dans #6. Sotent E, F, des espaces
localement convexes séparés, non nécessairement quasi-complets.

—

> > -
On peut deﬁntr une application bilinéaire (?, T)——»cp AT
(notee ausst q: LT st aucune confusion n’est d cramdre) de

R(E) X #,(F; B, dans E 8 F. Elle vérifie
(I, 4; 1) Ye o aSf = (AY-S)e o f
pour {eX, S =¥, e<E, feF

La forme bilinéaire (cp, _T>> — cp . AT est compatible avec les applt-
cations linéaires continues de E ot F, et avec les applications
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linéaires continues de X et #. L’image par cette application
du produit d’une partie.bornée de K(E) par une partie B,-équi-
bornée de #,(F) est une partie bornée de E &, F.

Rappelons d’abord que, si Jigp, dual de Jiq, a la propriété
d’approximation, il en est de méme de f&u lui-méme donc de
Jiqy; donc de Ji. S1 i est un espace nucléaire, 1l possede toutes
ces propriétés (avec méme 5% et Mgy hilbertiens) (*). Si R est
un espace de Banach, cette propriété revient a dire que K’
a la propriété d’approximation.

Nous démontrerons cette proposition en plusieurs étapes.
Le fait que I'image de _q)p - T dans E 8, F soit élément ;,.—T)
défini a la proposition 4 ne sera démontré que plus loin, corol-
laire de la proposition 19.

Existence de ; s AT.

Soit T une application ,-bornée de # dans F, et soit U un
voisinage disqué de O dans #6, tel que Lz(P) soit contenu dans
une partie bornée disquée complétante B de F; alors Lz
définit par passage au quotient une application linéaire
continue Lz q) , de J6q) dans Fy, donc de ‘Zr’%q; dans Fp puisque
Fy est complet, donc une application linéaire continue Lz g
de J%nv dans F.

Il existe alors un voisinage disqué U de 0 dans J tel que
application Aqy q : Hqy — J?Sq;, soit nucléaire. Soit U° le polaire
de U. Alors Lz, application linéaire continue de 7. dans
E, défimt une application linéaire continue L3 qo de Fgyp,
dual de .’f{%, dans E.

L’application nucléaire Aq q) peut étre définie par un élé-
ment { de Kiy ®, #q. Cet élément est unique si Riy, ou Hoq,
a la propriété d’approximation (*); on suppose justement
qu’il existe un systéme fondamental de voisinages U ou U

(') GrorHENDIECK [4], proposition 36, 1, page 167, et lemme 19, page 169; [5],
lemme 3, page 37. Voir aussi ScuwarTz [2], exposé 14, corollaire page 9, exposé 15;
théoréme 7 page 6; théoréme 8, page 7; théoréme 9, page 7; exposé 17, proposition 4,
page 5.

(3) GroTHENDIECK [4], corollaire page 168, n°® 3, ou E est remplacé par E': si
E’ ou F 4 la propriété d’approximation, 'application canonique de E’ ®:F dans
€ (E; F) est biunivoque. Voir aussi ScawarTz [2], exposé 14, théoréme 3, B,, page 7,
et proposition, B} page 8.
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pour lesquels il en soit ainsi; nous supposons, au moins provi-
soirement, cette condition verlﬁee pour Jg. ou %q_-,

A}ors, Jop B Zr’&v étant identique a Mg, 8, %q) puisqu’il
s’agit d’espaces de Banach,

(11, 4; 2) ¢ = (Lg.q ® Ly o) ()

est un élément de E &, F, que nous noterons provisoirement

> —>
Ps A T-

Montrons maintenant que cet élément est indépendant
du choix de U et V; et qu’en outre il n’est nullement néces-
saire de supposer que Jq, vérifie la propriété d’approxima-
tions, s’il existe un systéme fondamental de voisinages de 0
de 3 pour lesquels il en est ainsi; si ’hypothése d’approxima-
tion est faite sur # nous supposerons toujours que ¥bq a la
propriété d’approximation.

Soient donc U,, U,, et Uy, V,, deux choix de tels voisinages.

Appelons U, U, un troisitme choix avec UVc Y, nD,,
Uecl, nU, tel que Fgp ou c’f% ait la propriété d’approxi-
mation, et que Aqy q: Jiq — g Soit nucléaire.

On a le diagramme commutatif :

/ " w_
E

X
On en déduit le diagramme commutatif :

Rays &, ooy, SEBF
L3 a3 ® Ly

a2
Rz

Désignons par { 'élément unique de Jt’wélfffm qui défimt
l’opération nucléaire 3\{%——»3‘%@ (élément unique, puisque Jig;o
ou %tp ala propriété d’ apprommatlon) comme %»JAG@
se factorise en floy — Hq, — #y,, { est Pimage de tout élément
G, de Kays ® Ry, définissant Popération nucléaire Ray,— g, par
P'application canonique Hy;s &, Rooy,— Fiyyo ®, Foqy,. Le dernier dia-
gramme commutatif signifie que ’élément & = (L} q;0® L. %‘)(C),
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associé au choix (U, V;) de voisinages, coincide avec I’élément
& = (L3 q ® L o) ({,) associé au choix (U, Uy, §).
On a maintenant le diagramme commutatif:

/ %‘v‘ W

Ry 3 F
L*>q3

T,

d’ou I'on déduit le diagramme commutatif :

/ J{éun ®, %‘D. Q® L?v D4
Ky, B, Fooy E®F
L'ﬁ qLe @l LTF) Q

Comme Zﬁql-—»féq)‘ se factorise en J%L»J'Gtveﬁé%, Pélé-
ment { est image de I’élément { de J{{w&%@ définissant
I'opération nucléaire %»%%, par lapplication canonique
Rago &, Hqy — Hoyo ®, #yy,. Alors & coincide avec

E = (Lg,q0 ® Ly, 9) ()
associé au choix (U, V). Cela prouve donc que & =25, et
comme on peut montrer de la méme maniére que & =&,
on a bien & =, et cela quels que soient les choix de {;

et ;, ce qui prouve bien I'indépendance de & par rapport
au choix des voisinages.

On peut donc appeler ;n; AT, ou -, T si aucune confusion
n’est & craindre, I'élément & obtenu indépendamment du choix
de U, U, . Soit A I'image Lz(U’); c’est une partie convexe
équilibrée compacte de E. L'image Lz(?) de Vst contenue dans
une partie bornée disquée complétante B de F. Alors L3 q;0 4 est
continue de Ki, dans E,, Lz q 5 est continue de #q dans
I'espace de Banach Fjp. L’élément (Lz qp o ® Lz ¢, 8) (¢) appar-
tient 4 E, & Fy=E, 8, Fg (v01r page 13); et ¢, AT est
son 1mage dans E® F. Ainst q:o AT appartient & l'itmage
dans E® F d’un element d’'un E, ®. Fg, A convexe équilibrée
compacte, B bornée disquée complétante. Si de plus _q)z parcourt
une partie bornée de R(E), T une partie {3,-équibornée de
¥ (F), U et UV peuvent é&tre choisis indépendamment de ;
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et T, donc aussi {; en outre, A reste dans une méme partie
disquée bornée A, de E, B dans une méme partie disquée bornée
complétante B, de F; comme { est contenu dans I’enveloppe
de £k U ® UV, k>0 convenable, U" image de U dans 3@@, son
image dans E, ®;Fp est dans ’enveloppe de k A, ® B,, donc
reste bornée, et par suite ;-l; A'—I‘) reste borné dans E &, F.

Si maintenant 0 est une application bilinéaire séparément
continue de E X F dans G quasi-complet, elle se prolonge

en une application linéaire continue § de E &, F dans G, et
on peut définir EG_T) =0 (;:T)) Naturellement s1 S(resp. ‘6)
est une famille saturée de parties bornées de E (resp. F), o

peut définir <p e GT qui est llmage de q: T par lapphcatlon
canonique de E ® F dans E®, g¢ F.

Compatibilité avec les applications linéaires continues de E et F:

Si 'on a des applications linéaires continues E; — E,,
F, — F,;, on en déduit des applications linéaires continues
o1 — 3, de % (E;) dans K(E,), T, — T, de %.(F,) dans #,(F,),
cette derniére appliquant %, (F,; 3,) dans #. (F,; 3,) parce
que l'image, par une application linéaire continue, d’une
partle bornée complétante est bornee complétante. Alors
Py .. T, est trivialement 'image deg @r° lT1 parE, ® F,—E, &, F,.
Considérons en particulier I'élément S de % _)(J‘{’) qui définmt
'Papplication identique de X; dans X;; soit ¢y I'élément de
5. (g3 B,) qui définit l’apphcatlon canonique %»%@,
9 est supposé choisi de maniére que L3 I'applique dans une
partie bornée dlsquee completante B de F. Ces données défi-
nissent un élément 3 - (A Sy de K. ® . Alors image de
cet élément par Lz ® L, ¢ est un element de E® F, qui n’est

3

autre que L?(o) A Lz, q;(mv) = q;a 5 AT

On peut aussi remarquer ceci. Soient ¥ et B tels que Lg
applique U dans B, donc que L ¢ s applique %co dans le
Banach F,. Alors To: # — Fy est une appheixtlon bornée
de # dans Fj, T est son image par Fy—F; ;-lTe E&® F est
I'image de ;-l_T)B e E 8 Fp par Fg — F. On peut donc toujours
passer par un intermédiaire ou F est remplacé par un espace

de Banach.
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Image de ¢, T dans E & F. La formule (II, 4; 1).
Comme ¢ 4, ®,#q) définit 'application fiqy — Hog, &= ; sAT
définit 'appplication composée
TtL> qp0 A W
E! s, W J{%AQL,Q; %‘D F;

autrement dit I'image &, de £ dans E & F est tel que I'appli-
cation §, de E/ dans F soit définie par Lo Ao‘L3:

LTV

E 5 A wZF
De méme l'élément %, est I'application de F. dans E
définie par Lgo’Ao'Ly:
A

LT . L3
F, . 56,2 5, 25 E.

Ceci montre que I'image &, de & dans E &, F n’est autre que
I'image par Ly ® L3 de I'élément de J%;e ¥ qui représente
Papplication A de J dans #, ce que I'on pouvait aussi voir
directement.

Supposons que F soit le corps des scalaires. Alors

E®F=E®F=E, §=E§ donc si Se#, E =045
n’est autre que I’élément :

(I1, 4; 3) ¢:A8 =L3(A(S)) < E.
Si1 maintenant F est quelconque, et st ? eF, 7 définit 'applica-
tion continue z — z? de C dans F, donc ce que nous avons vu
page 61 montre que ¢, A(S ® ?) n’est autre que

(IL 4 4 ga(Sof)=(Ls(AS)) F.

Si alors ; =¢® Z, on trouve bien (II, 4; 1), car
Lgz("A(S)) = (Y.*A(S)) e = (AY.S) ¢. Bien entendu, on voit de
la méme maniére que si E est le corps des scalaires, si ¢ e &,

et T < 26.(F; B,),
(IL, 4; 5) VounT=Lg(Ay) <F,
et que, si E est quelconque, et si e R, cekE:

(11, 4; 6) Ye - a T =2 ® Lz(Ad).
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On voit ainsi que les images, par (;, —'I>‘) — ;-l T, de
(W E) X (#6(F; B,) et de R(E) X (%' ® F) sont dans E® F,
produit tensoriel non complété.

La formule qui donne &, image de & dans E &, F, montre
aussi que &, est connu quand $= A ;e H(E) et T e, (F; 8,)
sont connues, sans qu’il soit nécessaire de connaitre 'espace X,
Papplication A, et Iélément ¢ de % (E) tel que § = Asg.

Si en effet ;, e W(E), ;2 e B, (E), si A, et Aysontdes applications
sous-nucléaires de Ji, et 1, dans 36, et s1 A,(;,) = A2(;2) e #6(E),
alors les applications A;0‘L3, et Azo‘L* de E| dans ¥ coin-
cident, donc les éléments &, associés a q;, 5 AT et <p2 GAs T coin-
cident. Il serait intéressant de savoir si & lul aussi depend
seulement de n[; Acp et de T, et non de %, A, ¢ ou

seulement de qo et de S = ‘AT, et non de %, A, T; nous ignorons
s’ll en est ainsi. Voir d’autres developpements sur ce sujet
page 65 (formule II, 4; 11 bis et 11 ter) et page 83.

Compatibilité avec les applications linéaires continues de Ji et
de #6. La formule fondamentale (II, 4; 7).

Soient X,, #6,, et Ky, #b,, deux couples d’espaces; chaque
couple est supposé vérifier les conditions d’application de la
proposition 10 ('), relativement & une application sous-
nucléaire, A,: X, — 6, pour le 1°T couple, A, : K, — 36, pour
le 28 couple. Soient en outre u: K, — XK, et ¢: #, — #,,
des applications linéaires continues, telles que l'on ait le
diagramme commutatif :

Ry
y 2 Lo
%, <q %
\4*%1%

L’image (u® I)g, = ug, de 9, < %,(E) appartient a J,(E),
P'image (‘v ® I) T:: T, de '—I‘)2e(¢762)£ (F; B,) appartient a
F; By). On a alors:

(1L, 4; 7) ug, v A, To = 91 4, '(T).

(') Nous n’imposons pas la méme propriété dans les deux cas : on peut la supposer
pour K, dans le 1¢T couple, pour F6, dans le 2¢.
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Soient en effet U, un voisinage disqué de 0 dans 6, tel que
L#,(¥;) soit bornée complétante dans F, 4, un voisinage
disqué de 0 dans X, tel que A,(U )c‘D2, et que (Ap)q, . :
(Rg)qp, — (#65) ¢, soit nucléaire, U; un voisinage dlsque de 0
dans &, tel que u(U,) c U,; on supposera en outre ces voisinages
choisis de telle maniére que la propriété d’approximation
requise dans la proposition 10 soit vérifiée. Soit {; un élément de
(By)aye &, (#6,)q), définissant I'opérateur nucléaire (A,)q;, o, ; alors

(IL, 4; 8)  ug, -, a.Ts = (Ly3, e ® Lz, 0.) ()

Mais L3 = L? olu; de u(U,) cU, on tire ‘u(U)cU, et
L3, qe= L%, q2° ‘Uqg qe, en notant ‘uqpqe lopérateur de
(Ry)qe dans (X,)qe défini par ‘u. Alors

(IL, 4; 9) ug,ya, To= (L3, 3 ® Lz, ) (a2 ® 1) ()

Mais (‘uqqi2® I) () est un élément v, de (%))ayg 8. (76,)q,
définissant l’opérateur nucléaire factorisé par

(Fa)ap, = (Fa)ay, = (#2)o,
et alors (L, q0® L3z, ) (n,) n’est autre que q)-”(A,,,,)'—l‘:. Done
(Ha 4; 10) ugi ’l;A,Tz =9, ':;(A,ou)Tr

De la méme maniére, en partant d’un voisinage disqué U,
de 0 dans #6, tel que Lz (V,) soit bornée complétante dans F,
d’un voisinage disqué U; de 0 dans ¥, tel que ¢(0V;)c9,,
et d’un voisinage disqué U, de 0 dans K, tel que A,(U,) <,
et que (A))q, @, (Ry)q,— (#6,)y, soit nucléaire, et de maniére
que les propriétés d’approximation requises soient vérifiées,
on verra que

(II, 4; 11) 71:1 * A;“;T: = gi ’t;(wAa)r_r)?

Mais le diagramme de compatibilité exprime précisément
que Azou = 9oA,;, d’ou I'égalité cherchée.

Donnons quelques applications de (II, 4; 7):

A) Supposons que Ji soit un espace de distributions normal
sur R"; alors J; est un espace de distributions. Supposons
que ;e R(E) soit un élément de D(E), ayant son support dans
une partie fermée A de R" (éventuellement A = R"). Appelons
D, le sous-espace de D formé des fonctions ayant leur support
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dans A; munissons-le de la topologie induite par 9. Alors
L3(E')cD,, done ‘Lyed(E.; 9,) donc ¢eD,y(E). Alors
S = AT e KY(F F; 8,) c 9(F; f,) est une distribution f,-bornée a
valeurs dans F; soit S, ’élément de (Da)(F; B,) tel que Lg; soit
la restriction de Lg e4(D; F) a 9, (§A est 'image de § par
Papplication canonique 9’ — (9,)’ transportée de l'injection
Dy— D). Alors ; IA'—I'> est connu dés qu’on connait ;eEDA(E),
§Ae(§DA (F; Bo), sans qu’il soit nécessaire de connaitre les
espaces X, #6, Uapplication A de X dans ¥, la distribution T ni
méme la distribution 5. On a, plus précisément :

(11, 4; 11°%) 9oa T =¢n15s,

le second membre étant appliqué a ¢ € D, (E), Sx e (D4)o(F; Bo),

I = identité (I'identité est bien une application sous- nuclealre
de 9, dans 9,, parce que 9,, comme sous-espace de D nucléaire,
est nucléaire; il a bien alors la propriété d’approximation
requise dans I’énoncé de la proposition 10, voir page 58).
Pour montrer notre assertion, il suffit d’appliquer (II, 4; 7)
au diagramme commutatif:

>IN
@A{\*@A%%

ou u est I'injection de D, dans K, et v = Aou. Alors ‘v ="'uc‘A,
ou ‘u est l'application canonique de X’ dans (9,).

En particulier, si nous prenons A = R", nous voyons que,
si Zp)efD(E), ;n;A'—f est toujours égal a ;’;;I‘A_T), geﬂ)(E),
‘AT e 9'(F; B,), A = identité de 9 dans 9.

B) De la méme maniére, soit # un espace de distributions
normal sur R", de sorte que #6; est aussi un espace de distri-
butions normal. Soit T e D(F; B,) (*) = (D). (F; B) < #(F; o).
Supposons que T ait son support dans une partie fermée A de R™.
Comme L3 est dans (9'), (F; §,), il existe une partie disquée
bornée B de F dont I'image réciproque (Lz)~*(B) est un voisi-
nage U de 0 dans 9'. Le dual (9,) de 9, peut étre identifié

(1) Voir note (!), page 54.
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algébriquement au quotient 9'/(9,)° de 9’ par orthogonal
(Dr)° de D, dans 9.

Comme ‘L(F') c¢ 9, ‘Ly e 4(F¢; D,), done Ly e 4((D,):; F),
donc L est continue de o((Dy)', Da) ous(D', D,) dans o(F,F') (*);
alors ¥ est disqué dans o((D,)', 9,), et absorbant puisque
voisinage de 0 dans 9’, donc il est voisinage de 0 dans (9D,)

fort = (Da). (*); donc T appartlent a ((Da)e)e (F, Bo)-

D’autre part, 4: Atp appartient a J6(E)c 9'(E); soit klu
I'image de 44 par l'application canonique 9’ — (9,), de sorte
que Lj, est la restriction de L;;e‘l ; E) & EDA Alors ; “ AT
est connu dés que Uon connait \pAe (Da)e (E) et Te&D(F) sans

qu’il soit nécessaire de connafire %, 36, A, cp, ¢. Plus préci-
sément, on a:

(IL, 4; 11%) #ouaT=TawuiT,
le deuxiéme membre étant relatif a

Jae (@0i(E), T e((@0))i(F; B,),

I identité (I est sous-nucléaire, si (D,), est nucléaire; or la
topologie de (9,)" est celle de la convergence uniforme sur les
parties bornées de 9,, donc sur les parties bornées des P,
K compactes < A; donc cette topologie est la limite projec-
tive de celle des (2x)’; comme les Dx sont des espaces de Fréchet
nucléaires, les (9x) sont nucléaires, donc (9D,). est bien
nucléaire (°)).
On utilisera, pour le voir, le diagramme commutatif :

w/v (Da)e \1* ’
3{ < (@A)c

ou ¢ est 'application factorisée # — D' — (D,),, et u=ypoA;
alors ‘v est I'injection de 9, dans 76..

(1) Boureak1 [2], chapitre 1v, § 4, n® 2, proposition 6, implication a -> b.

{2) © étant faiblement disqué, est le polaire DO d’une partie de Dy; U étant
absorbant, D est faiblement borné, donc borné (Boursaxk: [2], corollaire du théo-
réme de Mackey, chapitre 1v, § 2, n° &), et par suite 9 = D° est un voisinage fort
de 0.

(3) Voir note (%), page 45; voir ensuite GrormenNpieck [5], corollaire 2 du
théoréme 9, page 48, et Scawartz [2], exposé 17, corollaire 1, page 3.
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C) Plagons-nous dans un autre cas. Supposons que 6,
Hbg, Ky, K,, soient des espaces de distributions normaux sur
le méme espace R” (les deux couples K;, #6,, et Ky, #6,, véri-
fiant toujours la propriété d’approximation requise pour ’appli-
cation de la proposition 10).

Supposons qu’on ait des inclusion %; c K, c #,, K, c 36, c 56,
les injections correspondantes étant continues, et les injections
Ay B — %, et Ag 1 Ky —»%, étant sous-nucléaires.

Alors pour q; e ’i{'l(E) et Te (#65): (F; Bo), les deux é]éments

>

P id, T et q; GA, T, ot le premier est défini & partir de ep e X%, (E)
et Te (#6,)e (F; Bo), et le deuxiéme a partir de q>e.’}i' (E) et
Te (F65)e (F B,), coincident.

Si maintenant X,, #6,, X, 56, K,, #6,, sont trois couples
d’espaces ayant les propriétés de la proposition 10, et si
Pon a des inclusions X, c X, c #6,, X, c#,c b, K, c 3{3 c %,,
R, c #, c #6,,lesinjections correspondantes étant sous- nucléaires,
alors, pour ¢ e %, (E) n 3, (E), et T e (36,).(F; Bo) n (36,).(F; Bo),
les éléments ;:’f‘ définis A partir des injections Jﬁ,—»%l et
K, — #b, coincident, puisqu’ils coincident tous deux avec
;-l'-l') défini & partir de I'injection X, —> %,.

D) Si on a seulement les inclusions X, c 36, &,c ¥, et
si les injections correspondantes A, et A, sont sous-nucléaires,
si d’autre part la dérivation partielle D?, ou la multiplication
par « € &, ou la convolution avec S e &, opérent continuement
de X, dans X, et de #, dans #6,, donc de ( 2)e dans (K,).
et de (%6,); dans (#6,)., on a, pour Ee R, (E) et T e (%6,).(F; 8,) :

Dpcp T = (—1)*lg. DT
(1L, 4; 12) ag+T=g-oT
(S+¢) T =g (S«T)

Cas ol l'application est A nucléaire.
Lorsque A est non seulement sous-nucléaire mais nucléaire,

. = ’
il n’est pas nécessaire de supposer T bornée:

Prorosition 11. — Sotent K, #, deux espaces localement
convexes séparés, non nécessairement quast-complets; on suppo-
sera ou bien que K a un systéme fondamental de voisinages
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disqués U de 0 tels que Rqpo ait la propriété d’approximation,
ou bien que ¥ a un systéme fondamental de parties convexes
équilibrées compactes H telles que ¥4 ait la propriété d’approxi-
mation. Soit A un opérateur nucléaire de R dans Fb6. Soient
E, F, des espaces localement convexes séparés, non nécessairement
quast-complets. On peut définir ;-”A—'f‘ e E & F pour ;e RA(E),
T)e%i(F) (et plus généralement pour Lz application de 6
dans F transformant toute partie convexe équilibrée compacte
de 36 en une partie bornée de F). On a la formule (11, 4; 1).
L’application bilinéaire ainsi définie coincide avec celle de la
proposition 10 si cette derniére a un sens; elle est compatible
avec les applications linéaires continues de E et de F, et avec

les applications linéaires continues de X et de 6. St ; reste dans

une partie bornée de K(E), et su T reste dans une partie de ¥,(F)
telle que, pour toute partie convexe équilibrée compacte H de ¥,

L3(H) reste dans une partie bornée complétante de F, alors ;-u AT
reste dans une partie bornée de E &, F.

Remarquons d’abord que # vérifie sirement la propriété
d’approximation requise si 6, est nucléaire, puisqu’alors les
parties telles que H sont des parties U°, U voisinages disqués
de 0 dans #6, (voir note (') page 58).

Puisque A est nucléaire, il existe une partie convexe équili-

brée compacte H, de # tel que A se factorise en % Ay ¥, — 76,
A, nucléaire (').

Si les hypothéses d’approximation sont relatives a 6,
il existe une partie convexe équilibrée compacte H contenant
H,, telle que ¥y ait la propriété d’approximation; et Ay:
R — F6u est a fortiori nucléaire. Si les hypothéses d’approxi-
mation sont relatives & X, nous prendrons H = H,. Mais

siTe #6.(F), la restriction de L3 4 #yx definit un élément Tu de
(#n)e(F) (image de T par 'application #6,— (#6y)., transposée
de I'injection ¥y — #6). Mais %6 est complet, donc toute appli-
cation continue de ((#6u).). = %64 dans F est bornée, et I'image
de la boule unité H, partie complétante de by, est complétante

dans F. Donc Ty e (#6n).(F; B,). La méme conclusion subsiste si

(*) GrorueNnDIECK [4], définit 4, 3. page 80, et page 82; ScuwarTz [2], exposé
12, proposition 3, page &.
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on part simplement d’une application linéaire Lz de # dans E
transformant toute partie convexe équilibrée compacte H de 76
en une partie bornée de F (nécessairement complétante puisque
H est complétante). Alors & partir de; e X(E), Tue (#n)e(F'; Bo),
Ay : R — #6y nucléaire, et compte tenu des propriétés d’approxi-
mation supposées vérifiées par X ou by, on peut d’apres la
proposition 10, définir un élément ;'L;AH—T)H de E® F.
Montrons que cet élément est indépendant du choix de H.
Soient H, et H, deux tels choix. Soit H, I’enveloppe de H, v H,;
elle est équilibrée compacte (), et R — #y, est nucléaire,
puisqu’elle se factorise en X — J6y, — #y,. Choisissons H
a partir de H, comme ci-dessus. Alors H,, H,, H, sont 3 choix
possibles. Mais la compatibilité avec les applications linéaires
continues de #6 (formule (II; 4; 7), relative au diagramme

NG
N

et a la proposition 10) montre que le choix H et le choix H,
> — > >
dor}nent le méme élément de E @L.F: Peuhy Tu=¢;A, T,
Mais alors H et H, donnent aussi le méme élément, donc
H, et H, donnent le méme élément, que ’on peut donc noter

¢-;aTeEB8,F.
Supposons que R, #, A, T, vérifient & la fois les conditions
d’application des propositions 10 et 11. Alors les éléments

>

> . ._ . .
¢+;A T définies par ces deux propositions coincident. Soit en
effet H une partie convexe équilibrée compacte de # utilisée

pour la définition de cp G AT daprcs la proposition 11: le

<p . AT de la proposition 11 est le cp vAx Tu dela proposmon 10.
Mais la compatibilité avec les applications linéaires continues
de #6 (formule (II; 4: 7) relativement au diagramme

N
K g, ¥
\ " /
et 4 la proposition 10) montre que le ; “Ag «1 de la proposition

(*) Boursaxki [1], chapitre 1, § 4, n° 1, proposition 1.
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10 estégal & @ -, AT de cette méme proposition 10, ce qui prouve
notre assertion. Nous laissons au lecteur le soin de montrer
la compatibilité avec les applications linéaires continues de E
et de F, ou de X et de 6.

Si T reste dans une partie de #6,(F) telle que, pour toute
partie convexe équilibrée compacte H de #, Lz(H) reste dans

. ’ ’ w ’ h ’ r
une partie bornée complétante de F, alors Ty, définie précé-
demment reste dans une partie (ﬁo-equlbornee de (%u). (F).

Si alors 3 ¢ reste dans une partle bornée de K (E), la proposition 10
nous montre que q: 5 Ag TH reste dans une partie bornée de

E &, F, donc il en est de méme de qa . AT
La plupart des propriétés que nous démontrerons dans la

suite pour le ;-“ AT défini & la proposition 10 sont valables

pour le ;-‘; AT définia la proposition 11. Pour ne pas rendre
fastidieux un ouvrage qui ne l’est déja que trop, nous nous
contenterons en général d’énoncer et de démontrer les proprié-
tés relatives a la proposition 10, qui semblent d’un intérét
plus général.

Continuité séparée en T pour ; fixée.
. . oge g o > 2 > =
Il ne semble pas que I'application bilinéaire (¢, T)—¢. T
soit séparément continue. Mais on peut énoncer ce qui suit:

Prorosition 12. — Soient R, 36, E, F, des espaces vérifiant
les conditions énoncées dans la proposition 10, A une applica-
tion sous-nucléaire de R dans % Soit & un ensemble saturé

de parties bornées de E, et soit qa e; AT Pimage de cp v AT dans
E®gF, pour cpeJ{(E), Te%’ F; B,). Lorsque cp parcourt
une partie du type © de R(E), et que T converge vers 0 dans

. . , > —>
F6.(F; B,), en restant dans une partie B,-équibornée, ¢ g AT
converge uniformément vers 0. Si A est non seulement sous-

. . . . . =
nucléaire mavs nucléaire, il est inutile de contraindre T  36.,(F; 3,)
a rester dans une partie [,-équibornée.
Il existe en effet un méme voisinage ¥V disqué de 0 dans 6,

tel que Ly ) parcoure une partie équicontinue de 4(#q; F).
Mais puisque T converge vers 0 dans #6.(F), L q converge
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. A .
vers 0 simplement sur un sous-espace dense de #6q), donc uni-

formément sur toute partie compacte de Hoq('). Choisissons
alors U tel que 5’&%——»%@ soit nucléaire; I'image de L*(°1L°)

reste contenue dans une partie fixe A e @, pour toutes les qa
considérées qui forment une partie du type & de R(E). Suppo-
sons en outre U ou UV choisi de fagon a vérifier la propriété
d’approximation requise dans I’énoncé de la proposition 10.
11 existe un compact de H de by, tel que C soit contenu dans

Ienveloppe de U° ® H dans Jq;, ® %c‘)( )5 @ T est donc contenu
dans lenveloppe de A ® L3 o(H) dans E ® F, et par suite

T est contenu dans I’enveloppe de A ® L? o(H) dans
E ¢8>g F, donc converge vers 0 dans E 8gF, puisque Ae @ et
que L?'QJ(H) converge vers 0 dans F.

Supposons maintenant A nucléaire (en nous placant toujours
dans les conditions de la proposition 10). U étant choisi comme
plus haut, on choisira une partie convexe équilibrée compacte
H, de # et un voisinage disqué U de 0 dans R tels que
Ry — F6u, soit nucléaire (*). Alors, si {, est un élément de
Ko ®, #om, qui déﬁnii: cetteAapplication, Punique élément { qui
définit Papplication Jq — #6q) est image de {, par ’application
%H‘—-»Zﬁiq). En modifiant au besoin H, par homothétie, on
peut toujours supposer que {, est contenu dans I’enveloppe
de U°® H,; alors on peut prendre pour H (voir ci-dessus)
Pimage de H, dans #q. Alors Ly o(H) = Lz(H,) convergera

—
vers 0 dans F, quand T convergera vers 0 dans #6,(F), sans
rester nécessairement dans une partie équibornée.

ReMARQUE. — St R, #6 vérifient les conditions de la proposi-
tion 11, et st A est nucléaire, alors ; s AT estdéfini pour$ e X(E),
T e 2, «(F); alors st ; parcourt une partie du type & de R(E) et
que T converge vers 0 dans 7,(F), ;-@—f (défini par la propo-
sition 11) converge vers 0.

(!) BourBaxkr [2], chapitre 111, § 3, n® 5, proposition 5.

(?) GroTHENDIECK [4], corollaire 1 du théoréme 1, page 52, ou Scawarrz [2],
exposé 6, corollaire D, page 4.

(®) GrorrENDIECK [4], définition 4, 3. page 80, et page 82; Scmwarrz [2],
exposé 12, proposition 3, page 4.
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La démonstration se fait comme ci-dessus. On choisit U,
voisinage disqué de 0 dans X, et H partie convexe equlhbree
compacte de ¥, tels que A u: J{«u»%ﬂ soit nucléaire, que
Rqye ou Hy ait la propriété d’approximation, et que ’élément {
de %4y ®, b6y qui définit Aq n soit dans 'enveloppe de U° ® H.
Alors Lz(U°) reste dans une partie Ae@, Li(H) converge
vers 0, donc ;-@;A—'f:( e ® Lz n) (), qu est dans
Penveloppe de A ® Li (H), converge vers O dans E ®4F.

Revenons au cas de la proposition 10. Si T est fixé dans
%, (F; B,), et que o; converge vers 0 dans %(E) ou J{(E ), on ne
peut pas affirmer que q; @T converge vers 0; donc (;, T) —>; T
ne semble pas séparément continue. Toutefois bien ev1demment,
en vertude (II,4;4), s1 T est fixé dans Jx”a ®F et que qz converge

vers 0 dans A(E), ; sT et méme (p T converge vers 0.
On en déduit la caractérisation suivante:

ProrosiTion 13.

a) Supposons que ¥ ait un systéme fondamental de voust-
nages dtsques D de O tels que 9‘6@ ait la propriété d’approxima-
tion métrique, et soit A : KX — ¥ une application sous-nucléaire.
Alors (;, T‘) — ; ‘& A T, 0w & est un ensemble saturé de parties bor-
néesde E, est la seule application bilinéaire de X(Eg) X #6,(F; §,)
dans E 8¢ F, qui vérifie (11, 4 4) et soit continue en T sur
les parties B,-équibornées pour ¢ ﬁxee.

b) Si en outre X a la propriété d’approximation, cette appli-
cation bilinéaire est la seule qui vérifie (11, 4; 1), et soit continue
en ; pour T fixée dans #6' ® F, et continue en T sur toute partie
Bo-équibornée pour ; fizée dans K(Eg).

Rappelons que tout espace de Hilbert a la propriété
d’approximation métrique; donc, si 6 est nucléaire, il a la
propriété ci-dessus (!). Remarquons d’autre part que I’hypo-
thése faite sur # entraine les conditions requises pour appli-
quer la proposition 10, donc il existe bien une application
bilinéaire ayant les propriétés énoncées. Il n’en existe qu’une,
car dans a), elle est connue sur A(Eg) X (#' ® F); dans b),
elle est connue sur (A ® E)X (#' ® F), donc au551 sur
R(Eg) X (%6’ ® F), a cause de la continuité séparée en q: pour

(') GroTHENDIECK [4], corollaire 2, page 181; et [5], lemme 3, page 37.
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T fixée dans %' ®F et du fait que, # ayant la propriété
d’approximation, X ® E est dense dans H(Eg) (chapitre I,
proposition 11). Alors elle sera connue sur K(Eg) X #6,(F; f8,),
(ce qui démontrera la proposition), en vertu de la continuité

= s 4 : ’ > ’
en T sur les parties ,-équibornées pour ¢ fixée dans H(Eg),
sl nous montrons la propriété d’approximation suivante, que
nous énoncerons en lemme:

LemMme. — St # a un systéme fondamental de voisinages
disqués U de O tels que J'BGD ait la propriété d'approximation
métrique (en particulier st ¥6 est nucléaire), et si G est un ensemble
(non nécessairement saturé) de parties bornées de F, tout élément
T ©-borné de #6.(F) est adhérent dans ¥6,(F) & une partie G-équi-
bornée, contenue dans #' ® F.

Démontrons donc ce lemme.

Remarquons d’abord que, si #q a la propriété d’approxi-
mation métrique, il en est de méme de by ('). Alors, si
Te F6.(F; ©), 1l existe un voisinage U disqué de 0 dans # et
une partie disquée bornée B € G tels que Lz q) 5 soit continue
de ¥6q) dans Fs. On peut choisir U tel que 6 ait la propriété
d’approximation métrique. Alors Lz q s est adhérente, dans
4.(#6q; Fg), & une partie équicontinue contenue dans (#6q)’ ® F.
Cette partie définit une partie G-équibornée de 76,(F), contenue

dans %' ® F, et T lui est adhérente dans 4,(3; F) c 56,(F).

Continuité séparée par rapport a ; pour T fixee.
Soit © un ensemble saturé de parties bornées completantes

de F. Supposons que q> converge vers 0 dans X(E), et que T par-

(1) D’aprés I’hypothese faite sur 3&0, il existe une constante N >0 telle que I

soit adhérente, dans Sfc(%tv 73 ) a 'intersection de (%‘U)l ® 3%% avec la boule de

rayon N de 9(56qy; 56 ) Soit 0 < e <1, et soit K un compact de 3640. 11 existe
[

ue¥ JG‘D; %‘D , ul<N, u= E hl ® R, hie(%,u)', h’,’e«'%v, telle que

y=1
"(I—u) K"<e Posons h = Sup '(Kh‘l,, k)l; ”hz”) Il existe des hye%(D tels
yv=1 2,..
kEK
]

que [|A]—h,|| < <— Posons ¢ = Z hi®hy;ona ve(%%)’®%q3,|lvl|§N+s<N+i

NI—9) K|| < 2= Done I est blen adhérente, dans €.(¥6q); F6q)), & I'intersection de
(5&0)’ ® %‘U et de la boule de rayon N + 1 de £¢(36¢l-) 5&0)
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coure une partie G-équibornée de #6,(F). Nous allons montrer
que, si les conditions d’application de la proposition 10 sont

. . > . » ~
satisfaites, ;.ﬁ; AT converge uniformément vers 0 dans E 8;F.
Il existe en effet un méme voisinage disqué UV de 0 dans ¥
tel que L#(V) soit contenu dans une partie disquée B e ©,

=3 c 19 » . .
pour toutes les T considérées. Choisissons U tel que Aqy q:
.’ku — f&v soit nucléaire; U ou VU est en outre choisi de facon
que Jq. ou Hq) ait la propriété d’approximation, et que 1’élé-
ment { de Kis &, Hbq qui définit Aqyq soit dans I'enveloppe

de U°® V", ¥ étant la boule unité de #qy (ce qu’on peut toujours
réaliser en transformant au besoin U par homothétie). Alors
limage @A T de g poT=(L3qp ® Ly q) ({) dans E&;F
est dans l’enveloppe de L3(U°) ® B; comme Be® et que

L3 (U°) converge vers 0 dans E, cet élément converge bien
vers 0 dans E &g F. Ainsi:

ProrosiTion 14. Sotent R, %, E, F, des espaces vérifiant
les conditions énoncées dans la proposition 10, A une applica-
tion sous-nucléaire de X dans #. Soit T un ensemble saturé
de parties bornées complétantes de F, et sout ;-5; A_'f Uimage de
;';;AT) dans E®gF, pour ;eﬁ(E), TE%L(F; ©). Lorsque T
parcourt une partie G-équibornée de ¥#6.(F), et que ; converge
vers 0 dans R(E), ;-5: AT converge uniformément vers 0.

RemarQue. — St R, 6, vérifient les conditions énoncées
dans la proposition 11, et que A soit nucléaire, alors st T par-
court une partie du type © de #6.(F), © étant un ensemble saturé
quelconque de parties bornées de F, et que ; converge vers 0 dans
R(E), ;‘25: AT _conyerge uniformément vers 0.

Si en effet T parcourt une partie du type ©, 'image par
Lz de toute partie équicontinue de (#6)', c’est-a-dire de
toute partie convexe équilibrée compacte H de #, reste dans
une partie bornée de F. On peut alors employer la méme
démonstration que ci-dessus, en remplagant partout UV par H,
5&0 par #by. Si maintenant ; est fixée dans X(E), et que T
converge vers 0 dans #6.(F; ©), méme en restant dans une

. 4 . i I3 . . > ->
partie G-équibornée, il n’est pas certain que ¢z A T converge
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vers 0; l’application bilinéaire (; T) —»;-5; AT ne semble
pas séparément continue. Mais bien entendu si ; est fixée
dans KO E, et si T converge vers 0 dans 7. (F), méme
sans rester dans une partie G-équibornée, ;-5; AT et méme

>

@ AT) converge vers 0, en vertu de (II, 4; 6). Alors:

Prorosition 15. — Supposons vérifiées les conditions requises
pour Uapplication de la proposition 10.

a) St X a la propriété d’approzimation, (?z, T)—»;g AT,
ot G est un ensemble saturé de parties bornées complétantes
de F, est la seule application bilinéaire de K(E) X %’(F ‘6)

dans E g F, qui vérifie (11, 4; 6) et soit continue en <p pour T
fixée.

b) St en outre ¥, a la propriete d’approximation, c’est la
seule applrcatzon bilinéaire quu vérifie (11, 4: 1), e sout continue

en T pour (p fixée dans R ® E, et continue en cp pour T fixée
dans #.(F; G).

Dans a), I'application est connue sur (R ® E) X #6,(F; ©);
dans b) elle est connue sur (X ® E) X (#' ® F), donc sur
(R ® E) X #(F; G), 4 cause de la continuité en T pour <p
fixée dans A ® E, et du fait que %6, a la propriété d’approxi-
mation (chapitre 1, proposition 11). Ensuite elle est connue

—

sur R(E) X #,(F; ©) a cause de la continuité en ; pour T
fixée et du fait que X a la propriété d’approximation.

Calcul de ;%6; AT lorsque A est seulement sous-intégrale.

Prorosition 16. — Sotent K, #, E des espaces localement
converes séparés non nécessairement quasi-complets, A une
application sous-intégrale de % dans #. L’application canonique
A®I: X® E — # ® E est continue de R ®; E dans 3 ®, E.

Soit B(%, E) I'espace des formes bilinéaires continues sur
X X E; nous le munirons de la topologie B, (X, E) de la
convergence simple sur X X E, topologie qui n’est autre que
o(B(R, E), R®E). Un systéme fondamental de voisinages
de 0 de X ® E est constitué par les polaires (U’® &°)° des
produits tensoriels de parties équicontinues U°, 8°, de &', E'.
Mais (U°® 8°)° est aussi le polaire (U°® &) de (U°®E)%,
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enveloppe de U°® &° dans B,(K, E) ('); une partie contenue
dans une partie telle que (U°® §°)* est appelée un ensemble
équi-intégral de formes bilinéaires sur & X E, et la topologie
de A®. E est donc celle de la convergence uniforme sur les
parties équi-intégrales de ®(H, E).

Par ailleurs un systéme fondamental de voisinages de 0
de #6 ®, E est constitué par les polaires des parties équicontinues
de #(#6, E). Tout revient donc & montrer que, st W est une
partie équicontinue de $H(#6, E), son image réciprogque par
A ® I est une partie équi-intégrale de B(R, E). Comme N est
équicontinue, il existe des voisinages disqués UV et & de 0
dans 3 et E tels que toute forme { appartenant & M soit
majorée par 1 sur U X §; alors chacune de ces formes f
définit une forme blllnealre continue fiq) sur %‘D X E, majorée
par 1 sur ¥ X §, U étant la boule unité de ), adhérence de
I'image V" de V dans Hbqy; I’ensemble Mgy des fBy) est une partie
équicontinue de $ (#q; E).

Comme A est sous-intégrale, il existe un voisinage disqué
U de 0 dans R tel que Aq q: J&u—»%@ soit intégrale, c’est-

a-dire limite dans “"(J&u, %ao , muni de la topologie

(Jﬁu, %‘D) = c(ﬁf(J{qL, Hox), Ry ® 56%0) de la convergence
simple faible, d’un prodult tensoriel d’une partie équicontinue
de Jgo par une partie bornée de #q(*); en changeant au
besoin U par homothétie, on pourra supposer que Aqy q est dans
Ienveloppe de U’ ® V', ou encore de U° @ V.

Soit § € M. Son image réciproque A*B par A® 1 est la forme
bilinéaire (k, e) > [(Ak, e) ﬁao( (AK) e) (o (Ak)" est I'image
de Ak e % dans Hq)) = Boy(Aq, (K e) (ou k' est'imagede ke X
dans Xq). Nous allons montrer que A*3 est dans la partie
équi-intégrale (U ®§°)* de R(R, E), pour BeM, et cela
prouvera notre proposition.

Ce serait trivial si A était de la forme u' ® ¢, u' € U’, v € V;

car alors on aurait A*{( <u k> B(v, e) <u’, k) <§(v), e>
(notations de la page 19) donc A*f=u' ® f(v); or u' €U,
et B(v) e 8° puisque [ est majorée par 1 sur ¥ X 6. Si maintenant
A est de la forme )\ u,®9,, avec u,eW’, ve®, 37|11,

() Boursaxk1 [2], chapitre 1v, § 1, n® 3, proposition 3.
(?) GroTHENDIECK [4], définition 7, 2, pages 126, 127.
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auquel cas Aq =Y A\u, ® v, est dans I'enveloppe convexe

y
équilibrée de U’ ® V', c’est encore évident, car alors
A*B=3YA\u, ® §(»,) est dans ’enveloppe convexe équilibrée de
y

U° ® &°. Soit maintenant A quelconque, telle que Aqy q) soit
dans I’enveloppe de U® ® V". Il existe alors un filtre de (A;)q;, qo5
appartenant a ’enveloppe convexe équilibrée de U° ® UV° dans

9, (Rays JA(&D), et qui converge vers Aqy q dans E.V,,(fiu; Hor) ; (A,
est nécessairement de la forme A, uy;® ¢, XA,

uy, j€U, ¢, €, donc on peut supposer que chaque (Aj)q g
provient d’une application continue A;= YA, u,;®¢,; du
v

type ci-dessus. On a vu que Ajf est dans ’enveloppe convexe
équilibrée de U°® §°; si donc nous démontrons que AjfB
converge vers A*B dans B,(H, E), nous aurons bien démontré
que A*Be (U, ® 8°)” pour e, et la démonstration sera
terminée. D’apres la définition méme de la topologie #,(K, E),
nous devons montrer que, pour tout keX, et tout ecE,

Lim A3B(k, ¢) = A"B(k, e).
J

Or cela revient a écrire lim fqy((A;)qy, (k"), €) = Pay(Aay, o(k), €),
ou encore I

li;n (Muo®),  Bole)=CAao), Bole)

ce qui résulte précisément de ce que (A)q, q converge vers
Aq, @ dans 4 (Rqy; #q), c.q.f.d.

Remarque. — La démonstration montre méme que, si A
varie de telle maniére que Aqy q reste définie et reste dans

I’enveloppe de U°® V" dans ifc(jﬂu; 37511)), alors A*B reste dans
(U ®8°)* pour §eM.

On en déduit que, st A parcourt un ensemble équi-sous-inté-
gral d’applications linéaires de X dans ¥ (ce qui signifie que, pour
tout VU, on peut choisir le méme U pour tous les A considérés),
A*B parcourt une partie équi-intégrale quand 3 parcourt une
partie équicontinue, donc A parcourt une partie équicontinue

de 9% ®.E; #%®,E).

Prorosition 17. — Soient K, 36, E, F, des espaces localement
convexes séparés (non nécessairement quasi-complets); suppo-
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sons que R ait la propriété d’approxzimation stricte. Soit A une
application sous-intégrale de % dans 3. Soit © un ensemble
saturé de parties bornées de F. Alors on peut définir une applica-

tion bilinéaire (3, T) > ¢ g, o T de R(E) X 36,(F; ©) dans E 8;F,
qui vérifie (11, 4; 1), (11, 4&; 4), (11, 4; 6). Si T parcourt une
partw To'-equz,bornee de #,(F), et que ; converge vers 0 dans R(E),

q; G A T converge vers 0. Cette apphcatwn bilinéaire est compatible
avec les applications linéaires continues de E et F, ou de
et R(').

Cette application bilinéaire est la seule qui vérifie (11, 4; 6)

et soit séparément continue en cp pour T fixée; si en outre ¥,
a la propriété d’approximation, c’est la seule quu vérifie (I1,4;1)
et soit continue en T pour ; fixée dans R ® E et continue en ;
pour T fizée dans ¥, (F; ©).

St les conditions requises pour application de la proposition 10
(ou de la proposition 11) et de la présente proposition sont simul-
tanément vérifiées, les éléments g -g, AT définis par ces deux
propositions coincident.

D’aprés la proposition 16, A applique continuement X ®, E
dans % ®,E. Si T e F6.(F; ©), il existe un voisinage disqué ¥
de 0 dans # et une partie bornée disquée B € G tels que Lz ¢ 5
soit continue de J6y dans Fg; alors (Lz q 8 ® I) applique
continuement #6q ®.E dans Fz®;E, donc a fortiori % ®. E
dans Fp ®; E, que nous identifierons 4 E ®, Fp. Mais I’appli-
cation canonique de E ® Fy dans E® F est continue de
E ®; Fp dans E®gF; si en effet W est un voisinage disqué
de 0 dans E ®g F, il existe un voisinage § de 0 dans E tel que
8®B c W, puisque BeT; alors l’enveloppe convexe équili-
brée de 6®B, qui est un voisinage de 0 de E ®, Fg, est bien
contenue dans W. Alors finalement l’application Lz®1:
#®E—>~E®F est continue de #%®;E dans E®gF, puis-
qu’elle se factorise en # ®; E — %6 ®; E—~E ®, F;—E ®gF.

La composée (Lz®I)o(A®I)=((Lz-A)®I) est donc
continue de A® . E dans E ®zF. Elle se prolonge en une

(1) Naturellement si F, > F, est une telle application linéaire continue ¢, et si
©, (resp. G,) est I’ensemble de parties bornées considéré dans F, (resp. F,), on doit
supposer que, pour toute A, G, A, = v(A,) appartient & G,. Nous laissons au
lecteur le soin de démontrer cette compatibilité.
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application linéaire continue de X & E dans E 8;F; comme %
a la propriété d’approximation stricte, H(E)=H:E est
contenu dans A &, E (chapitre 1, proposition 11), on a donc
bien défini une application bilinéaire de R(E) X #6,(F; ©)
dans E &; F. On pourra noter ; G AT P'élément ((LgoA)®T) (;)
ainsi obtenu. Si T parcourt une partie G-équibornée de #6.(F),
on peut choisir U et B fixes dans la démonstration précédente,
donc les ((Lz°A) ® I) parcourent une partie équicontinue de
YR E; E®gF), donc aussi de L(A(E); E®;F); si alors ;
converge vers 0 dans X(E), ¢z A T convergera uniformément
vers 0. D’aprés sa définition méme, I'application bilinéaire
vérifie (II, 4; 6), donc (I, 4; 1); elle est la seule a vérifiée
(II, 4; 6) et a étre séparément continue en ; pour T fixée,
puisque KX ® E est dense dans H(E). Cela prouve, d’aprés
la proposition 15, qu’elle coincide avec l'application définie
par la proposition 10 si celle-ci existe. L’application vérifie
aussi trivialement (I1, 4; 4). Elle est la seule a vérifier (II, 4; 1)
et 4 étre séparément continue en T pour ; fixée dans X® E

et en ; pour T fixée dans #.(F; G), lorsque R et 36, ont la
propriété d’approximation, puisqu’elle est alors connue sur
(XQE) X (#' ® F), donc sur (A ® E) X #,(F; ©) donc partout
(voir proposition 15).

RemarQUE. — 1° L’énoncé de la proposition 17 n’est ni
plus fort ni plus faible que celui des propositions 10 ou 14;
il suppose une propriété d’approximation sur K seulement
(alors que la proposition 10 supposait ces propriétés sur tous
les Hqp0 (ou les %GD)), mais c¢’est une propriété d’ approx1mat10n
stricte (alors qu’il ne s’agissait dans la proposition 10 que
d’approximation simple); A est ici sous-intégrale, alors qu’elle
devait étre sous-nucléaire dans la proposition 10; mais nous
ne définisssons ;-5; AT que si T est G-bornée, alors que la

proposilion £O supposait seulement T B,-bornée et définissait
méme @ . A T.

20 Bien entendu, si R vérifie seulement la propriété d’approxi-
mation, on aura seulement que AcE est un sous-espace dense de
A®.E, et la démonstration précédente, convenablement
modifiée, montre qu'on peut quand méme définir un élément
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;'6; AT); mais il appartient seulement & E ®gF; les autres
propriétés sont conservées.
3° La formule (II, 4; 11 bis) est encore valable, avec la

méme démonstration. Cependantlcup G 134 (avec§A e (Da)e(F;G)
pour Te #:(F; ©)) est seulement, a priori, un élément de E 85 F,
car 9, a la propnete d approx1mat10n, mais peut-etre pas la
propriété d’approximation stricte. C’est sans importance pour
la démonstration, et finalement, puisqu’il est égal a ;5 A'_I‘>,
il est dans E®;F.

Continuité par rapport a 1'ensemble des variables ;, T.

Prorosition 18. — Supposons vérifiées les conditions énoncées
dans la proposition 10. Soit © (resp. ©) un ensemble saturé de
parties bornées de E (resp. bornees completantes de F). Alors

Uapplication bilinéaire (cp, T) cp &G AT est contmue (resp.
uniformément continue) sur tout produit de K(Eg) (resp. d’une
partie du type © de R(E)) par une partie G-équibornée de
%‘/’(F)' > > > -

St F est quast-complet, (cp, T)—>9.3ATeE&F est continue
(resp. uniformément continue) sur tout produit de R(E) (resp.
d’une partie bornée de K(E)) par une partie équibornée de 76,(F).

St les conditions énoncées dans la proposition 11 sont vérifiées,
et st © (resp. ©) est un ensemble saturé de parties bornées de
E (resp. F), Uapplication bilinéaire (;, —'f)—’;'s,s; AT de
RA(Eg) X #(Fg) dans E 8¢ gF est hypocontinue par rapport
aux parties du type © de R(E) et aux parties du type © de #6,(F).
Lapplication bilinéaire (;, _T>)—->$ pAT) de HK(E) X %.(F)
dans E& ®p F est hypocontinue par rapport aux parties bornées.

Il suffit (en remarquant, comme tou]ours, que

‘P ‘.G A T—?o ‘.G A To = (‘P _?0) ‘€ G A T + (Po ‘.G A (T_TO))
d’appliquer successivement les propositions 14, 12 et les
remarques qui les suivent.

Propriétés de ;-m AT pour A sous-intégrale.

Prorosition 19. — Soient R, #, E, F, des espaces localement
convexes séparés (non nécessairement quasi-complets); suppo-
sons que X ait la propriété d’approzimation stricte. Soit A une
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application sous-intégrale de K dans #. On peut définir une
application bilinéaire (;, T)—»;,. AT de R(E) X £,(%6; F) dans
E &, F, qui vérifie (11, 4; 1), (11, 4; 4), (11, 4; 6). St L3 parcourt
une partie équicontinue de (¥ ; F), et que?; converge vers 0 dans
J’E(E) . A—T> converge vers 0. Cette application bilinéaire est
la seule qui vérifie (11, 4; 6) et soit séparément continue en q;
pour T fixée. Si en outre ¥, a la propriété d’approa:zmatwn,
c’est la seule qui vérifie (11, 4; 1) et sout contznue en T pour q
ﬁa:ee dans A ® E et contmue en cp pour T fixée dans 4(36; F).
Sl T est & bornée q> - AT est Vimage dans E&,F de Uélément

q; i;AT de la_proposition 17.

St les conditions requises pour Uapplication de la présente
proposition et de la proposition 10 (ou de la proposition 11
ou 17) sont simultanément vérifiées, les éléments ;-m AT définis
par ces deux propositions coincident.

La démonstration est la méme que celle de la proposition 17,
mais plus simple: (A ® I) applique continuement % ® . E dans
#®.E, (L#® 1) applique continuement # ®.E dans F®_.E
identifié 4 E ®. F, d’ou le résultat.

RemMARQUE. — St ; parcourt une partie y-w-décomposable
de K(E), ou plus généralement une partie dont l’image par A® 1
soit ~y-n-décomposable dans ¥ 8, E, et que T converge vers 0
dans $(#; F), alors ; . AT converge vers 0.

Nous laissons au lecteur le soin de le montrer. Bornons-nous
au cas particulier ou %6 a la topologie v. Alors £,(#; F) = #,(F)
(corollaire de la proposition 5 du chapitre I). L’application
FY » (proposition 2) définit, a partu' de (A® I)q: e# 8. E,
T e %,cF, un élément [Y,.((A® 1)g, T) de (% &, %) < (E 8, F).
Soit u la forme bilinéaire définissant la dualité entre 76 et %L,
elle est hypocontinue par rapport aux parties convexes équi-
librées compactes de 76, et aux parties équicontinues de #6’,
donc par rapport aux parties convexes équilibrées compactes
de %6, puisque ¥ a la topologie y; alors elle définit une forme
linéaire continue U sur # &, %.. Donc (U ® I) [, (A ® )go, T)
est un élément de E &, F. Cet élément n’est autre que cp N
car les deux apphcatlons bilinéaires définies ainsi, I'une par
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la proposition 18, I’autre par la propos1t10n 2, vérifient (I, 4; 6)
[posons 1=AY, ek, u=e, n=1_, a=u donc &= I, B
quelconque; L=#, M=%, U=E, V=F; la formule de
définition (II, 2; 1) donne

(5 op)ry- (Ao Dy 0e), T) =T(Ag, B(E)

= (Lx(AY), Ble))="Ble, Lz(A4);
comme c’est vrai pour 3 arbitraire, cela revient bien & dire que

(5 oDy ((Aen(yee), T)=¢ o Li(AY),

ce qui est (I, 4; 6)] et sont continues en ; pour T fixée. Alors
la proposition 2 indique bien que, si (A ® I)—> parcourt une
partie y- ﬂ-decomposable de %6 & E, et que T converge vers 0
dans #F, 'y » ((A ® I)cp, ) converge vers 0, d’ou le résultat.
En particulier, la proposition 1 montre que, dans les conditions
de la proposition 19, st % et E ou R et E sont des espaces de
Fréchet, ou si %, ou %6, est nucléaire, (;, T))—»;,: AT est hypo-
continue par rapport aux parties compactes de R(E) et aux
parties équicontinues de <(¥; F).

CoroLLAIRE. — Sotent K = # nucléaire, A = 1, les condi-

tions de la proposition 4 étant réalisées. Alors I'élément ;,,—T>
défint & la proposition 4 coincide avec celui qui est défint d la
proposition 19; il coincide avec ceux qui ont été définis aux
propositions 10 ou 11 ou 17 si ces derniers existent.

Les conditions de la proposition 4 entrainent celles de la
proposition 19; comme ¥ a la topologie vy, £.(%; F) = #.(F)
{corollaire de la proposition 5 du chapitre 1). Les applications
bilinéaires définies aux propositions 4 et 19 coincident alors
sur (% ® E) X (%' ® F) et comme elles sont toutes deux

separement continues en T pour cp fixée dans # ® E et en qo pour

T fixée dans J6.(F), elles coincident partout sur #(E) X #'(F).
Si en outre on peut appliquer, soit la proposition 10, soit la
proposmon 11, nous avons vu a la proposition 19 qu’ on trouve
nécessairement le méme résultat.

Remarquons qu’en tout état de cause la proposition 19
est plus forte que la proposition 4. Nous aurions pu éviter
d’écrire le § 3 et nous contenter du § 4; mais le § 3 est plus
élémentaire, et c’est pour cette raison qu’il est écrit.
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Indépendance de E,@; AT) et ;-G; AT‘ par rapport a l'application
A et aux espaces X, 7. Problémes de supports.

ProrosiTion 20. — Supposons vériﬁées les conditions de
la proposmon 10 (ou celles de la proposztwn 17 dans a)). Alors
q:a . AT est connu dés que cp et S ='AT sont connus, sans qu “tl
soit nécessaire de connaitre ¥, K, A ni méme T, pourvu que
;e DE) et que X soit normal; de méme il est connu dés que
¢ = A; et T sont connus, sans qu’tl soit nécessaire de connaitre
¥, R, A, nt méme ;, pourvu que —'-I')eﬂ)(F; Bo), et que ¥ soit
normal. D’autre part:

a) Si R est un espace de distributions normal sur R", ayant
la propriété d’approximation par troncature et régularisation,
st © est un ensemble saturé de parties bornées complétantes de F,
et st ; e K(E), Te ¥6.(F; ©), ?1;'6; AT est entiérement connu quand
on connait ge (E), S=:ATe D'(F), sans qu’il soit nécessaire
de connaitre T elle-méme, nu les espaces R, 36, et Uapplication A.

> > . >
En outre ¢ «g, A T est nul si les supports de ¢ et de S sont sans
point commun.

b) Si ¥ est un espace de distributions normal sur R", ayant
la propriété d’approximation équicontinue par troncature et
régularisation, st & est un ensemble saturé de parties bornées
deE, et si ; e K(Eg ) Te .(F; B,), Zp)-@; AT est entiérement connu
quand on connait nl.o Aq; e 9'(E), Te D'(F), sans qu’il soit néces-
saire de connaitre <p elle- meme, ni les espaces R, 36, et _)l applwa-
tion A. En outre cp & AT est nul si les supports de § et de T
sont sans pomt commun.

c) <p 6 A T est nul si les supports de cp et de S ='AT sont sans
pomt commun, et st CPEED(E); ou S_L_) les supports de '.l: Aq)
et de T sont sans point commun, et st T e D(F (50 oust R=%
est normal nucléaire et a la propriété d’ appro.mmatwn par tron-
cature et régularisation, A = identité, et si les supports de q; et
T sont sans point commun.

Ce qui estindiqué au début de’énoncé n’est autre que ce que

nous avons vu aux applications A (page 64) et B (page 65).
Nous avons vu d’autres cas a l'application C (page 67).
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Plagons-nous maintenant dans la condition a (proposition 10
ou 17); X est normal, donc aussi X;.

Alors § = ‘AT est un élément de 9'(F). On a, pour ge X(E)
et T e#.(F;):

qz_hm lim a,,(q; PH)] dans X(E), donc

(II, 4; 13) {5 Yxel¥>= > _
¢ 5T =lim[lim (a(p+p,) 5o T | dans ESgF,
en vertu du chapitre I, page 73, et de la proposition 14 ou 17.
Alors, pmsque [a(p*p,)] € DE [av(; pp)] G T et méme
[av(cp*pp)] T est connu dés qu’on connait av(qa py) e D(E), et
= ‘AT e 9 (F; ©), sans qu’il soit nécessaire de connaitre T,

R, %6, A (page 65).

Alors ;-5; A'_I‘> est lui-méme connu, par passage a la limite,
dés qu’on connait geﬂ)'(E) et §='A'—I‘>c—:ﬂ)’(F), sans qu’il
soit nécessaire de connaitre les espaces X, #, I'application A
et la distribution T tels que ?;eJE(E), Te %, F; %), AT=S
(pourvu que ces espaces X, 6, cette application A et cette
distribution T existent et possédent les propriétés énoncées
dans la proposition 10, et que X ait la propriété d’approxima-
tion Jar troncature et régularisation).

Si o ¢ et S =AT ont des supports A et A’ sans point commun,
q; G AT est nul. En effet, s01t d’abord q; = EI)(E) On sait alors
(formule II, 4; 11 bis) que <p G;AT-—? i,;;ISAo

Mais comme S a pour support A/, Lz est nulle sur 9,,
d’aprés la définition méme du support de §; donc $,=0.
Par suite ;-5; AT est nul.

Reprenons alors la formule (11, 4; 13); pour v fixée, on peut
affirmer que av@*p“) e D(E), et que, pour p assez grand, son
support et celui de § sont sans point commun; done, pour v
fixé, a, ($* pp) G AT =0 pour 1 assez grand, donc 5‘6; AT=0.

Considérons maintenant la condition (b). Elle veut dire
que, si (&,)y—, .. est une suite de fonctions de 9, tendant pour
vy — oo vers 1 dans 8 en restant bornée dans %, et si (Pu)u=1,s. st
une suite de fonctions >0 de 9, de supports tendant vers
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Porigine quand w — o, tandis que lim f ¢u(®)dr =1, alors

la suite d’opérateurs {p,{, et la suite [a,], sont équicontinues

et convergent vers I'identité dans £, (#6; #6). Cette propriété sera

toujours vérifiée si #6 a la propriété d’approximation ordinaire

par troncature et régularisation et s’il est tonnelé; en effet,
la suite {g,{ et la suite [e,] seront alors équicontinues (*).

. ™ . ’ . » =

Alors, s1 T parcourt une partie équibornée de 76,(F), PE*T

parcourt une partie équibornée, parce que L. .#) = Lao}g.};

pour toute T, L., converge pour pw— o vers Ly dans

—> >
4.(%; F); donc p,*xT converge pour p— oo vers T dans

. ’ . ’ . ™
#.(F), en restant dans une partie équibornée si T reste dans
une partie équibornée. On peut en dire autant pour les opéra-
teurs [a,].

Alors on a, pour Te F6.(F; B,) et ;e R(Eg) :

‘T —=lim[lim aV(T)*p,L)], donc
. voolpse

(4 19 ?;‘G;Ar—r)=1i:2 ER(?;’@;A“V(T)*W))]’
d’aprés la proposition 12. Mais av(—'_l‘):pg) e (D). (F; Bo)
(et cela méme si on a seulement Te D'(F; B,); car
Lq,(x¢,) = Lgofppfe[a], or [a] et {§,{ sont continues respecti-
vement de 9’ dans & et de & dans 9, et Li est (,-bornée
de 9 dans F). Alors ;-s; A av(_T)* ¢u) est connu dés qu’on connait
Ap = e (E) et oTsp,)e(@).(F; B,), sans quiil soit
nécessaire de connaitre ;, X, #6, A (page 66); et ;'s: AT lui-
méme sera connu par passage a la limite, dés qu’on connaitra
-v.l:e D'(E) et Teﬁ)’(F), sans qu’il soit nécessaire de connaitre
;, R, 36, A. Quant au fait que ;-6; AT soit nul si les supports
de :l.:) et T sont sans point commun, il résultera, par un raison-
nement analogue a celui qui est fait plus haut, de la formule
(I1, 4; 11 ter).

Démontrons maintenant c). Les deux premiers cas résultent
trivialement de (II, 4; 11 bis) et (II, 4; 11 ter). Supposons

(1) Boursakr [2], chapitre 11, § 3, n® 6, théoréme 2.
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alors X = # normal nucléaire, A = identité. Soit ¥, le sous-

espace de # formé des distributions de support dans A, muni
. . . . =

de la topologle induite > par 36. Alors si T e #,(F; §,), on peut

appeler Ta I'image de T dans (#64)(F; B). On a le diagramme
commutatif :

N
%Aq\\%‘&/%

et comme #6,, sous-espace d’un espace nucléaire, est nucléaire,
il vérifie les conditions requises dans la proposition 10. On a

> > > . . s r . .
donc ¢+ T =¢. Ty. Mais, si 6 ala propriété d’approximation
par troncature et régularisation, le produit scalaire relatif a
la dualité entre # et ¥’ est nul toutes les fois que I'intersection

des supports est vide. Alors Tr=0siTason support dans[:A
(car pour tout f el et b J(:’;A, ( A, f’>= {'TA, f’> =0,
donc TA-cp—O) et alors <p T=10.

Supposons en partlculier A=03=9, A =identité. Si

;e@(E), et si _'feﬂ)’(F) est localement (3 -bornée, on pourra

définir ;; . «TeE ®, F, pour toute ae®.
Cet élément est indépendant du choix de a, pourvu que «

soit égale 4 1 sur un voisinage du support de ; On pourra
Pappeler ;,'_l‘)

On a alors la proposition suivante :

Prorosition 20 bis. — Sotent E, F, deux espaces locale-
ment convexes séparés, non nécessairement quasi- complets On

peut définir un élément ; T de E&,F, pour ;ej)(E) Te ,D’(F)
localement (3,-bornée; q, T est nul si les supports de cp et T sont
sans point commun; on a les égalités (11; 4, 1), (11, 4; 4), (IL, 4; 6),

. . oy . > =
avec A = identité. La forme bilinéaire (?, T)—»cp o T est compa-
tible avec les applications linéaires continues de E et de F. Si &
est un ensemble saturé de parties bornées de E, & un ensemble

saturé de parties bornées complétantes de F, ?;GFF) converge vers (),
> — . =

quand ¢ converge vers O dans D(E) tandis que T reste dans une

partie localement G-équibornée de 9'(F); ;~€T> converge vers (0,
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quand ; reste dans une partie du type © d’un Dg(E), K compact
de R", tandis que T converge vers 0 dans 9'(F) en restant dans
une partie localement (3,-équibornée; (o, T) »;-@,E—T est la seule
application bilinéaire définie pour ; e D(E) du type S, Te D'(F)
localement G-bornée, qui vérifie (11, 4; 1) (avec A = identité),

et qui soit continue par rapport a Uensemble des variables ¢, T,

> . .
lorsque T parcourt une partie localement G-équibornée de 9'(F).
La seule nouveauté ici, nécessitant une légére adaptation
de la démonstration de la proposition 14, est la continuité

par rapport a ; compte tenu de ce que D(E) a la topologie
limite inductive des Dg(E).
Soit donc $ une partie localement G-équibornée de 9'(F),

Nous devons montrer que, lorsque T parcourt ®, les applica-

tions linéaires continues <p — q; i;T sont équicontinues de 9 (E)
dans E &g F.

Comme D(E) est la limite inductive des Dx(E), il suffit
de montrer que les restrictions de ces applications & Dg(E)
sont équicontinues, ce qui résulte de la proposition 14, en

remplagant T par a_T>, ae®P égale a 1 sur un voisinage de K.

REMARQUE. — Plus généralement, si ; e §(E), Te 9'(F)locale-
ment [3,-bornée, et si I'intersection des supports de ; et T est
compacte, on pourra définir ;j‘) comme égal a ;0, o, aeD
égale & 1 sur un voisinage de I'intersection des supports de ;
et T; il sera nul si les supports sont sans point commun.

Dela méme maniére, si ; «9D'(E), Te &(F)localement §,-bornée,
ont des supports d’intersection compacte, on pourra définir

>

> . > - , N . .

¢+ T comme égal a ¢- aT, o €D égale & 1 sur un voisinage de
. . > = . .

I'intersection des supports de ¢ et T; il sera nul si les supports

sont sans point commun.

Calcul de ;-@; A'—I‘> et ;-E; A—'I>‘ par une intégrale usuelle.

Prorosition 21. — Supposons vérifiées les conditions de la
proposttion 10, et en outre les conditions suivantes (ot T est
un ensemble saturé de parties bornées complétantes de F):
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a) R est un espace de distributions normal sur R", ayant la
propriété d’approximation par troncature et régularisation;

b) ;;e K(E) est une fonction appartenant a #(E) (voir page 48) ;

¢,) (st p5£1): T)E%‘I,(F; ©), et S= ‘AT)eJ%(F; ©) est une
fonction; pour tout compact K de R", il existe une partie disquée
complétante B < © telle que § e 17;2(1?,3),-%4r 1y

P

c,) (st p=1, p=): T)e%é(F; ), S= ‘AT est une
fonction mesurable & valeurs dans F; pour tout compact K de R",

§(K) = U §(x) est une partie de F appartenant a © (').
z €K

. > > hY
d) la fonction ¢ ®g;§ tzx—>¢(z) ®g §(x), d valeurs dans E ®gF,
est scalairement intégrable (condition toujours réalisée si elle
est & support compact).

‘Alors jm@ (z) ®g g(x)) dz, a priort situé dans le complété
faible (E ®g F)'* de E ®g F, est dans E &g F, et il est égal a
PrgATl:

(L, 4; 15) G AT = [(3(2) ®55(2))dz, S="AT.

Cette propriété sera trés importante dans les applications,

puisqu’elle donne un procédé explicite de calcul de ;-5; AT
par une intégrale usuelle. Nous savions déja que, si X a la pro-

priété d’approximation par troncature et régularisation, ;-5; AT
est connu dés que ; et S sont connus, sans qu'il soit nécessaire
de connaitre X, 6, A, T (proposition 20, a). Remarquons
que les conditions b, ¢,, d, sont trivialement satisfaites si ;
et S sont des fonctions continues, I'une des deux au moins
a support compact, et si, pour tout compact K de R, §(K) eG.

Les conditions b et ¢, entrainent que ; ®G§ soit dans Ly (E ®, Fy)
Mais E ®, Fy est aussi E ®g Fy, ou G, est la famille de toutes
les parties bornées de Fg, et comme B e G, 'application cano-
nique Fy— F définit une application continue canonique

(1) Mais nous ne supposons nullement V’existence d’une partie disquée Be telle

que gsoit mesurable & valeur dans Fg, ce qu’entrainerait la condition Se E(FB)
de ¢, si I'on y ait faisait p’ = oo.
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E ®g, Fy — E ®5 F (voir page 11), donc ¢ ® SeLy(E®gF),
donc finalement ;®§e:‘.—"(E ®g F). Cette fonction est en
particulier scalairement localement intégrable & valeurs dans
E g F.

Montrons que b) et ¢,), pour p=1, p' = o, entrainent la
méme conclusion. Soit G un espace normé, et considérons
une application linéaire continue de E ®g F dans G, définie
par une application bilinéaire -hypocontinue 0 de E X F

dans G. Nous allons montrer que 0(;(:%), §(£)) est dans 9'(G);
en prenant en particulier pour G des espaces (E ®gF),y associés
aux voisinages disqués W de 0 dans E ®gF, on en déduira

que ?; ®6§e.‘P(E ®g F).

Soit K un compact de R" Comme §(K) est contenu
dans une partie disquée B € G, il existe un voisinage disqué U
de 0 dans E tel que 6(U, B) soit dans la boule unité de G.
Si P est, sur E, la semi-norme jauge de U, on a donc
"O(;(x), g(x))||c< P(;(x)), alors de I'inégalité j: P(;(x))da:< o,
on déduit I'inégalité j; *I!O(g(x), §(x))”dx< . Pour montrer

que 0(;(5:), §(§;)) e Li(G), il reste & montrer que cette fonction
est mesurable sur

Soit Zcu I'image canonique de ¢ e E dans Eq; et soit F, le
sous-espace de F engendré par B, mais toujours muni de la
topologie induite par F. On peut définir une application

bilinéaire Oq de Eq X F, dans G, telle que 0%(2%, 7 )= O(Z, ?,),
pour tous ¢ € E, ? € F,. En outre 0q est hypocontinue par rap-
port aux partics homothétiques de B dans F;. Alors I'image $‘u
de ; par E — Eq; est mesurable sur K, puisque Eq est normé;
§ est mesurable sur K & valeurs dans Pespace (non vectoriel)
topologique B c F; 0q; est continue sur Eqy X B, doncla fonction
composée 0%@%(&), g(:f:)) = 0(;(:?:), g(:f:)) est bien mesurable
sur K (*). On a donc toujours finalement $®G§e§(E ®g F).
A fortiori cette fonction est scalairement localement intégrable;
c’est pourquoi nous avons écrit que d) était automatiquement

réalisée si $® § était & support compact.

() Boursaki1 [6], chapitre 1v, § 5, n° 3, théoréme 1 (appliqué pour n = 1).
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a) Démontrons d’abord (II, 4; 15) pour ¢ = (e « DE.
On a d’une part

75T = e ® Ly(Ad) = e ® Lg(})
d’aprés (II, 4; 6); d’autre part

Jo.(3(@) @68(@)) dz= [, (c® Y (2 gx))dx
—¢® [, 4(@)5(@)dz () = e ® Lg(}).

b) Démontrons ensuite (II; 4; 15) si qa e 9(E). On peut
trouver un filtre de fonctions ;v e D® E, a supports contenus
dans un compact fixe K de R, convergeant vers ; dans 9(E).
Alors ;v ‘G AT converge vers ;5 A'—f, en vertu de la proposition 1.
D’autre part, si p # 14, Ev converge vers ;dans Lr(E), et comme
il existe Be®, telle que Se LE (Fy), ?;y ®3 converge vers
¢®S dans Li(E®,Fy), donc a fortiori dans Li(E ®gF);

par suite I'intégrale de ;v ®5§ converge vers celle de ;®6§
dans E®gF. Cette conclusion subsiste trivialement pour
p=1, p' = «, puisque ;v converge uniformément vers ;
et que §(K)ei5, donc que ;\,@g converge uniformément
vers $®§ Notre résultat étant démontré pour les ;vefb® E
I’est donc pour geﬁ)(E)
¢) Démontrons maintenant (II, 4; 15) pour
¢ « K(E) n L’(E) n & (E).

Soit (py)y=1,2 une suite de fonctions >0 de 9, dont les supports,
contenus dans la boule |z|<1 tendent vers l'origine de R"

avec ﬁ‘,, py(z)dz =1.
On a ;,,:;*pve@(E). On a donc

(L, 4; 16) @A T = [ 5v(x) ®5S () dz.

Lorsque v— oo, ;v converge vers ; dans %(E), puisque X

() Cela résulte de Boursaxki [6], chapitre 1v, § 4, n° 2, théoréme 1 (au moins

pour les espaces de Banach), appliqué a I'application linéaire continue.?—): ®7
de F dans EQgF.
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a la propriété d’approximation par régularisation (chapitre 1,
page 73); alors le premier membre de (11, 4; 16) converge pour
> = o .
v—> o vers ¢+« AT d’aprés la proposition 14.

Soit d’abord p = 1. Soit K, le support de ;, K TI’ensemble
des points de R" dont la distance a K, est < 1, B la partie

de F appartenant a G telle que Se L% (Fs). Les ;v convergent
pour v — oo vers ; dans L?(E), si p =~ w, et leur support
reste dans K; alors ;v ®3 converge ; ® 5 dans LY(E ®, Fg),
donc a fortiori dans L'(E ®g F), et le second membre de
(I1, 4; 16) converge vers ﬁ‘,,(;(x) ®g §(x))dx dans E &g F.
Les deux membres de (II, 4; 16) étant égaux pour tout v,

sont donc encore égaux lorsqu’on remplace ?;v par ;, pourvu
que p # 1, p 5 «, ce qui démontre donc (I, 4; 15) dans ce
cas. Montrons que c’est encore vrai pour p = oo (p' =1).

Posons §y = S#§,. On a, dans E &, Fy:
(IL 4;17)  [;(34(2) ®8(2)) da

_f[ Jrolz—E)p() dt) @ 8 ()] da
fﬂ,xxPV( ( ) ® §(x)) d% dx

(comme ;(2) e L*(E) a son support dans K,, que g(:i) e L (Fy),
et que p, est borné, cette intégrale double a un sens). Alors,
d’aprés le théoréme de Fubini usuel, ce dernier terme vaut

(IL, 4; 18) [, [9(®) @ ( frpv(z—8)S () dw) ] d

= Ju.(3(5) @ 8,()) .

Comme le montre la définition de S, par une intégrale, les
valeurs de §, sur K, ne dépendant que de celles de § sur K,
et §vef{z(FB). Quand v — o, S, tend vers S dans Li (Fs),
donc ¢ ® S, tend vers ] ®S dans I-Tx,, (E ®, Fg) mais garde
son support dans K, donc ;®§v tend vers ;®§ dans
L'(E ®; Fg) et a fortiori dans L'(E ®g F); l'intégrale du
dernier membre de (II, 4; 18) converge donc encore vers
Jra(3(2) ® 8(2)) do dans E & F.
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Regardons enfin le cas P= 1 (p' = «), et montrons qu’ici
encore, & cause de c,, cpv ®G§ converge vers q;®6§ dans
Li(E®gF), ce qui entrainera encore (II, 4; 15) dans ce cas.
Soit Q une seml-norme contlnue sur E ®5 F; nous devons
montrer que f Q[ ov(z —cp )®6 z)]dz tend vers 0 pour
vy — 0o. Or, comme § K)e®,1il ex1ste une semi-norme continue
P sur E telle que Ql-(?v q; >®5§ ]<P[cpv z) — ¢( x)]
Et f P[q;v —cp (z)] dz tend vers 0 pour v — oo, puisque ¢,
converge Vvers <p dans Li(E), d’ou le résultat.

d) Il reste a prouver (II, 4; 15) dans le cas le plus général.

Soit (&,)y=, .. une suite de fonctions de 9, tendant pour vy — oo
vers 1 dans & en restant bornée dans %. Alors, sl nous posons

q;v = a\,(p, on a encore (I, 4; 16)

Pour v— oo, <py converge vers q; dans JE(E) pulsque A ala
proprleted approximation partroncature, doncg Pveg; AT tend vers
q, G ATd apresla proposition 14, dansE®5F doncdans (E®gF)"™.
Mais, si W e (E ®g F)', comme (p( z)® Gg( ) est supposee scalai.
rement intégrable, les fonctions <;v 5§(“ )s w> convergent
simplement pour v— o vers la fonctlon @ ) ®g S(2), >

tandis que leur module reste borné par le modu]e de cette
fonction, 4 un facteur prés; d’aprés le théoréme de Lebesgue,

ﬁ,,((;v(x) ®5§(x)), <9x7>dx converge donc, pour v— oo, Vers
ﬁ,.((;(x) ®5§(w)), (v;'> dz. D’aprés la définition méme de
Pintégrale d’une fonction a valeurs vectorielles scalairement
intégrable, cela signifie que les intégrales j;‘,,(cpv(x ®5 )dx
convergent pour vy— oo vers l'intégrale j;‘,,( ®5§(x)dx,
dans (E ®gF)* (toujours muni de la topologie c((E ®g F)"*,
(E ®g F)').
Cela démontre finalement (II, 4; 15) dans tous les cas.

Remarque. — Seule a été utilisée la proposition 14: ;—*;'Q;AT)
est continue de X(E) dans E&;F. On peut donc supposer
réalisées, non les conditions de la proposition 10, mais celles de
la proposition 17, © étant un ensemble saturé de parties

bornées quelconques de F, et en outre a, b, ¢, ou c,, d, et la
conclusion substste.
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CoroLLAIRE. — Supposons vérifies les conditions de la
proposition 10, et en outre les conditions a, b, ¢; ou c, de
la proposition 21; soit 0 une application bilinéaire G-hypo-
continue de E X F dans G quasi-complet, 0 Papplication qu’elle
définit de E ®g F dans G, et supposons vérifiée la condition:

dy) 0(;, §) P x> O(E(x), §(x)) est scalatrement intégrable (a valeurs
dans G

Alors f 0(q> §(.1:) dz, a priort dans le complété faible
G'* de G, est dans G et égale a cp-e;AT= O(qaog;AT):

(IL, 4; 18 bis) @-paT= [ 0(3(x), S(z))da.
¢ i\

Il suffit de remarquer que, lorsque ; est & support compact,
seules les conditions a, b, ¢; ou ¢, sont nécessaires. Le passage
du support compact au support quelconque se fait par multi-
plication avec utilisation du théoréme de Lebesgue (raisonne-
ment d page 92): on fera ce raisonnement directement sur

0(;, §) en utilisant dy au lieu de d.

ProrositioNn 21 bis. — Supposons vérifiées les conditions
de la proposition 10, et en outre les conditions suivantes,
ot © est un ensemble saturé de parties bornées de E :

a') ¥ est un espace de distributions normal sur R", ayant
la propriété d’approximation équicontinue par troncature et
régularisation;

b)) (St ps£o): A$=¢ e #6(E) est une fonction, et, quel que
soit le compact K de R", il existe une partie disquée A e S telle
que -q:eﬁ(EA);

b,) (St p= ) Ag_ie%(E) est une fonction mesurable a

valeurs dans E; quelque sout le compact K de R, + U J(x
est une partie de E appartenant a ©; z€K
c’)—f e %.(F ; B,) est une fonction appartenant a 47 (F), % —|—-pl,= 1;
d) _‘T’@s T, fonction a valeurs dans E ®4F, est scalairement
intégmble (condition toujours réalisée, siv cette fonction est
d support compact).

Alors f'-(‘|’ ® T(zv)dz, a priort élément de (E ®gF)™,
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complete faible de E ®g F, est dans E 84 F, et coincide avec
? & AT:
(I1, 4;19) ¢-gaT = [ou(V(2) ®T(2)dz, §=As.

La démonstration se calque exactement sur celle de la

proposition 21, en échangeant les roles de ; et T. Toutefois
on applique la proposmon 12 au lieu de la proposmon 14,

et on a alors besoin de T, convergeant vers T en restant dans
—>

une partie équibornée. C’est ce qui se passera avec T, = T*pv
ouT,=0oT, si%Hala propriété d’approximation équicontinue
par troncature et régularisation (voir page 85) De méme, au
début de la demonstratlon, siTe D(F; Bo) = n (D):(F; Bo),

T est la limite d’éléments T, de 9 ® F (dont on peut supposer
qu’ils gardent leur support dans un compact fixe) qui restent
dans une partie équibornée de D (F; f3,), parce que 9’ est nuclé-
aire (lemme page 73).

Prorosition 21ter. — Supposons réalisées les conditions de
la proposition 19, et en outre les conditions a, b, d, de la propost-
tion 21 (oz‘» © est remplacé par =), et

) T € 4(56 F), et S =AT est une fonction appartenant a
9:p( )y — + _/ =1
P
Alors j;,, (cp(x) ®r§(x)) drestdans E®  F,etilestégala gy T.

Ceci contient la proposition 7 comme cas particulier. La
proposition 21 ter se démontre comme la proposition 21.

Cas ou E n’est pas quasi-complet.

On peut faire disparaitre partiellement la difficulté 51gnalee
page 55 (proposition 9). Soit & un ensemble saturé de parties
bornées complétantes de F. Appelons F, l'espace F muni
de la topologie localement convexe la plus fine pour laquelle
les parties appartenant & G soient encore bornées; F, est
plus fine que F. Un ensemble convexe équilibré est voisinage
de 0 dans F, si et seulement s’il absorbe toute partie B e G.
F, est aussi la limite inductive des Fp, pour les parties B
disquées appartenant & ©; les Fy sont des espaces normés
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donc bornologiques, donc F, est bornologique (‘). Une
application linéaire de F, dans G localement convexe est
continue si et seulement st u(B) est bornée, pour tout B e G;
une partie H de 4(F,; G) est équicontinue si et seulement si

U u(B) est bornée pour toute B e ©. T est encore une famille
u€H

saturée de parties bornées complétantes de F,.
7 , c 12 , . . > > >
Pour f eF, fixé, considérons l'application ¢ ~e®f de E
dans E ®g F; elle est continue, donc elle se prolonge en une
application linéaire continue de £ dans E®;F; on définit

donc ainsi une application bilinéaire v de E X F, dans
E &gF. Montrons que cette application est G- hypocontlnue( ).
D’abord, si f parcourt Be®, les applications e ~e® f
sont équicontinues sur E; donc leurs prolongements a £ sont
encore équicontinus. Ensuite soit ¢, e B; et soient ZJ- des éléments
de E convergeant, suivant un filtre &, vers ¢,. Alors Y](Zo, 7)
est limite des ZJ ® f; les Zj formant un filtre de Cauchy de E,
Z,——e,, converge vers 0 suivant F X &, donc (e —ek) ® f
converge vers 0 su1vant F X F uniformément quand f par-
court Be©, donc ej ® f converge vers n(eo, ?) uniformément
pour f e B; alors les fonctions f —e¢;® f convergent, suivant F,

> > 3
vers la fonction f —>*q(e0, f ), uniformément sur B; donc cette
derniére fonction, limite uniforme de fonctions continues,
est continue sur B. A fortiori cette fonction linéaire est continue
sur Fg, donc sur la limite inductive F,. Et ceci montre bien
que v est G-hypocontinue sur E X F,. Donc » définit une
application linéaire continue v, de E ®;F, dans E &; F.
On en déduit un diagramme commutatif :
E&zF, E®gF

7\*E®6F/

ou les applications autres que 1 sont les applications canoniques
naturelles qui, rappelons-le, ne sont pas nécessairement injec-
tives (comme les 3 applications sont continues, la commu-

(!) BourBak1 [4].
(2) Rappelons que I’hypocontinuité implique la continuité séparée.
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tativité résulte de la commutativité des restrictions des appli-
cations 4 E ® F, dense dans E 8;F,).

Supposons alors que # et R vérifient les conditions énoncées
dans la proposition 10. Et soit ; une distribution de %(E),
T une distribution G-bornée de #.(F). Elle définit donc aussi
une distribution G-bornée '—I‘>0 de #6,(F,). Il en résulte alors qu’on
peut définir ;-ﬁ'—l‘)o e £ &; F,. Son image par 7 est un élément
;-n'_fo de E 8 F, dont I'image dans E & F est ;{f On voit
donc que, si E n’est pas quasi-complet, ce procédé définit
quand méme une application bilinéaire de X(E) X #6(F; ©)
dans E &g F.

Si T parcourt une partie G-équibornée de #,(F), donc de
#.(F,), et que ; converge vers 0 dans %(E), ;G'_fo converge
vers 0 dans E &;F, (proposition 14), donc ;-,,_T)o converge
vers 0 dans E &;F.

Tous ces résultats vont donc plus loin que ceux que nous

avions obtenus avant, valables seulement pour Zp)i;_T) cE&;F.
Nous les appliquerons page 99.

I1 peut arriver que F, soit identique & F (par exemple si ©
est ’ensemble de toutes les parties bornées de F' quasi-complet,
et si F est bornologique). Alors 'existence de 7 : E ®;F —E &;F,
prolongeantl'identité E® F—~E ® F, montreque E&;F =E&;F.
Dans ce cas, ces espaces sont en outre identiques & E 8¢ ¢ F,
ou & est I’ensemble de toutes les parties bornées de E [car
Papplication v définie plus haut est telle que n(A, B) soit
bornée pour A bornée dans E et B e G, donc I’ensemble H des

. . > > > >
applications u3 : f—»-r,-(e, f), pour e € A, est tel que U uz(B)
vz €H
soit une partie bornée de E &;F; done, F =F, étant borno-
logique, H est équicontinue, et v est ©-C-hypocontinue. Elle
définit donc une application continue 7: B & o ;F — E &;F,
prolongeant I'identité E® F~E ® F; comme il existe aussi
une application continue E&;F > E & zF prolongeant

Iidentité E®@ F ~E ® F, les deux espaces E &4 ¢ F et E&;F
sont bien confondus]. Dans ce cas, évidemment, toute diffi-
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culté disparait on peut définir ;-@ GT)E E&;F pour
peKE ) K(Eg), et T e#,(F; ©), et on a les propriétés de
continuité de la proposition 18.

Interversion des réles de E et de F, de ; etde T.

Soit X = 7, A = identité.

S1 # est nucléaire (donc A sous-nucléaire), et s1 #6 a un sys-
téme fondamental de voisinages U de 0 tels que J6q;. ait la
propriété d’approximation, ou tels que Hq ait la propriété
d’approximation, si ge ¥(E), Te ¥.(F; B,), la proposition 10
nous permet de définir un élément ¢-l'_I') de E &, F.

Si maintenant 6, est nucléaire (donc ‘A sous-nucléaire)
et s1 # a un systéme fondamental de parties K convexes
équilibrées compactes telles que #x ait la propriété d’approxi-
mation ou tels que (#')g ait la propriété d’approximation,
si T)e%L(F), ;e(%L)L(E; B,) (c’est-a-dire si I’application L3z
est 5,-bornée de 7, dans E), alors la méme proposition 10,
ou les roles de ; et —T), E et F, sont renversés, nous permet
de définir un élément que, pour ne pas le confondre avec le
précédent, nous noterons T. l;eF ®, E.

Supposons alors que toutes les propmetes c1-dessus solent
vérifiées a la fois, et montrons que cp lT et T- lqp sont iden-
tiques, a la symétrie canonique prés entre E & F et F & E.

Soient U, V, U<, des voisinages disqués de 0 dans %,
servant & la premiére définition; nous supposerons de plus #q
hilbertien, ce qui est possible puisque # est nucléaire (').
Soient R, ¥, R c Y, des voisinages de 0 dans #b;, servant a la
deuxiéme définition, 3@’;2, hilbertien.

On a les factorisations:

J@:D,—»%:w—»%'»% »%g =3 E

%go%%g‘y—)%—)%u—)%(v L—) E) F.

Soit {, I'élément de Koo B, oo qui définit I'application
nucléaire #q, — Hq; il a une image ¢, dans
Ry &, Ry = () &, Fouy,

() Voir GroTrENDIECK [5], § 2, n° 1, lemme 3, page 37, et ScawarTz [2], exposé
17, propesition 4.
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qu défimt l'opérateur nucléaire %so—-)%(v factorisé a la
deuxiéme ligne. Soit ensuite {, I'élément de 3 &, Jbg, qu1
définit l’apphcatlon nucléaire #5 — #y; il a une image
dans %g ®, Ry = 5‘69 ®, (3‘6%) , qui définit 'opérateur nucléaire
Hoqp— #oy factorisé a la premiére ligne. Mais les 2 opérateurs
nucléaires #qn — #y et Fb4 — Hg sont transposés I'un de
autre, donc les éléments {; et (s sont identiques; les éléments

;-l'—l‘) définis par les 2 procédés, étant les images respectives
de ¢, et {; par (L3 ¢® Lz q), sont donc bien identiques.
Si alors on considére 'application

(3 T) > -5l de (%), (E; @) X %, (F; %) dans E® ¢ g F,
elle peut se définir par deux procédés différents, et posséde
donc les propriétés de continuité des 2 procédés: elle est
hypocontinue par rapport aux parties &-équibornées de
(#6.). (E; &) et aux parties G-équibornées de 6, (F; T).

Cas ou toute application continue de #6 dans F est bornée.

a) Si ¥ est un espace de Frechet, F un espace (DF), on sait
que toute application linéaire continue de # dans F est bornée,
et que tout ensemble borné de < (#; F) est équiborné.
Comme ¥ a la topologie vy, #(F)=4.(%; F) ('). Donc
H6(F) = %.(F; B), et toute partie bornée de #.(F) est équi-
bornée.

b) Si # est le dual fort d’un espace de Fréchet distingué,
F un espace de Fréchet, on sait que toute application linéaire
continue de # dans F est bornée, et que tout ensemble borné
de 4,(%; F) est équiborné. Comme ici encore ¥ a la topo-
logie y (*), #(F)=6.(F; B), et toute partie bornée est équi-
bornée.

b') Si % est le dual fort d’un espace de Fréchet, F un espace
de Fréchet, toute application linéaire continue de # dans F

(1) Voir chapitre 1, note (2), page 62. Un espace de Fréchet a la topologie <,
donc la topologie y.

(3) Si H est une partie bornée de ¥(#6; F), elle est équicontinue, parce que
¥6 est tonnelé (GroTHENDIECK [2], théoréme 7, page 73), alors elle définit un
ensemble équihypocontinu de formes bilinéaires sur #6 X F}, donc équicontinu
(GroTHENDIECK [2], théoréme 2 page 64), donc H est équibornée. On peut aussi
appliquer le théoréme 9, page 96, de DieupoNNE-ScawarTz [1], en I'étendant
a un ensemble d’applications. #6 étant tonnelé a bien la topologie Y.
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est bornée, et tout ensemble équicontinu de 4(%6; F) est équi-
borné (). Mais on ne peut pas nécessairement en déduire que
tout élément de #6.(F) soit dans #.(F; (), car # n’a pas
peut-étre pas la topologie v, donc £,(%; F) est peut-étre un
sous-espace strict de #6.(F). D’autre part une partie bornée
de #.(F), méme contenue dans £, (#; F), n’est peut-étre pas
équicontinue donc peut-étre pas équibornée, car ¥ n’est pas
nécessairement tonnelé.

Exemples et applications de la proposition 10.

ExempLe 1(®). — Soient F, G deux espaces localement
convexes séparés quasi-complets. Nous prendrons pour E
I'espace 4,(F; G), espace des applications linéaires continues
de F dans G, muni de la topologie de la convergence bornée.
Soit © I’ensemble des parties équicontinues de <(F, G), ©
I’ensemble des parties bornées de F; alors 0: (u, ?)—»u(?),
est une application bilinéaire de E X F dans G, &-%-hypocon-
tinue. Elle définit donc une application § de E &8¢ ¢ F dans G.
En prenant X = #% = 9, A = identité, nous nous proposons
de définir ;-9T= 0(s '@.G-T)) e G, lorsque ¢ est une fonction
indéfiniment dérivable a support compact a valeurs dans
4H(F; G), T une distribution localement bornée a valeurs
dans F. N

Remarquons, entre parenthéses, que si ¢ est une fonction
indéfiniment dérivable a valeurs dans 4(F; G), espace 4(F; G)
muni de la topologie de la convergence simple, elle est aussi
indéfiniment dérivable a valeurs dans 4,(F; G). En effet
chaque dérivée D”; est bornée dans 4,(F; G) sur tout compact
de R". Or on peut écrire, I'intégrale étant prise sur le chemin

rectiligne (a:o, x), dans £(F;G):

(1L 4520) D) —D(eg = | (S 3 D500 i),

Zo \k=1 b-zk
> >
donc DPg(x) —Drg(x,) est contenu, pour |z—uz,|<<1, dans
(1) Voir la note précédente. 6 n’est plus nécessairement tonnelé, mais on suppose

d’emblée H équicontinue.
(2) C’est I'exemple fondamental utilisé dans Brumar [1].
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Ienveloppe (dans £(F; G)) de I'ensemble |z —z,|¥,, ou
¥, =\/n U Dig(%). L’enveloppe ¥, de ¥, est bornée,

18— IS
19I=1PI+1

dans £ (F; G) donc aussi dans 4,(G; F) puisque F est quasi-
complet(*).

Alors DP;(x) — DP;(:I;O) converge vers 0 dans Y,(F; G)
quand z tend vers z,; D”;, pour tout p, est une fonction
continue sur R* a valeurs dans ,(F; G). On sait alors que
D"; est aussi la dérivée de ; pour la topologie 4,(F; G) (*)].

Une fonction ;, indéfiniment dérivable a support compact
a valeurs dans E, n’est pas nécessairement dans 9D(E), parce
que E=4,(F; G) n’est pas nécessairement quasi-complet (il
I'est si F est tonnelé (°)). Nous pourrons appliquer le résultat
de la page 86 si ;e D(E), c’est-a-dire si ; vérifié O (page 57).

Comme ici E = ¥,(F; G), onsait que toute partie équicontinue
de 4(F; G) a, dans %(F; G) et méme dans 4(F; G), une
enveloppe compléte, puisque G est quasi-complet (*).

On voit donc que ; vérifiera sirement 9.) si elle vérifie:

0") Pour tout indice p, U D";(x) est une partie équicontinue
de 4(F;G). TER?

Alors?; appartiendra méme & D(Eg); la réciproque est évidente.
L’espace D(Eg) est Uespace des fonctions ;, indéfiniment dérivables
sur R" a valeurs dans E & support compact, et qui vérifient la
condition 9.

La proposition 20 bis est donc applicable:

11 existe une application bilinéaire et une seule, (;, _T))—>;e T,
définte pour ;e D(Esg), —T>e§D'(F) localement bornée, qui vérifie

(11, 4; 21) Ju.Sf = (y.S)u(f) <G,

pour $€9,5ed', uei(F;QG), ?e F, et qui soit continueen o, T,
lorsque T parcourt une partie localement équibornée de 9'(F).

(1) Bourmaxk1 [2], chapitre 111, § 3, n° 4, corollaire 1 du théoréme I.

(%) D’aprés le lemme 1 de Scawartz [1] (voir 'application signalée au cas 19).

(®) Boursax1 [2], chapitre 111, § 3, n® 7, corollaire 2 du théoréme IV.

(%) Cette enveloppe est en effet fermée dans ,(F, G), et équicontinue
(BourBaki [2], chapitre 111, § 3, n® 5, proposition 4), donc compléte (ibidem, chapitre
ur, § 3, n° 7, théoréme IV).
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L 2 > = 7_°*__ 7
* Sur un voisinage borné du support de ¢, T est dérivée d’une

fonction continue & valeurs dans F, T = D"? (corollaire 1 de
la proposition 24 du chapitre 1). La formule (II, 4; 12) donne
d’abord

FoaT = (—1)PDPg g 5 F.

On peut alors appliquer la formule (II, 4; 18 bis), avec les
conditions trivialement réalisées a, b (p=1), ¢, (page 88),

dy (page 93); pour tout compact K de R", 7(K) est en effet une

partie bornée de F, et O(D”?;(:i), 7(:}3)) est continue a support
compact. On en déduit la formule intégrale :

(I1, 4; 22) g+ T = (—1)¥ [,,0(D%(2), f(2)) da.

On peut définir ;e'_f e G méme si ; ne vérifie pas '/, donc
appartient seulement 4 ®(&). 11 suffit d’introduire I’espace F,
défini page 94, relativement a I’ensemble © de toutes les parties
bornées de F. On sait qu’on peut alors définir un élément

G oS 2N o/ o o 4 Y
;-,, T, de E & F associé a?; e 9(E), T localement bornée & valeurs

dans F; son image par 0 : E &; F — G donne le résultat cherché.
En utilisant les raisonnements A et B page 90, on peut étendre

(11, 4; 22) au cas ou ge.@(ﬁ) est une fonction indéfiniment

, . . . N = > 3 .
dérivable a valeurs dans E lui-méme, T = D?f, f fonction
continue a valeurs dans F.

ExempLE 2. — Dual de %(E).

Soient E un espace localement convexe, # un espace
nucléaire, # et E non nécessairement quasi-complets. Alors,
¥ ayant la propriété d’approximation puisque nucléaire ('),
on a %® Ec#(E)c##&E (chapitre 1, proposition 11).
D’autre part 6 ®. E=#%®_ E, #8.E=% &, E. Le dual de
% ®. E, comme de #(E) ou de # ®_E, est alors ’espace des
formes bilinéaires continues sur # X E, et les parties équicon-
tinues de (#(E))’ sont les ensembles équicontinus de formes
bilinéaires sur # X E.

Appelons ¢ I'ensemble des parties équicontinues de E'.

Une forme bilinéaire continue sur # X E est de la forme

(') Voir note (!), page 58.
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Lz, ou T est une application e-bornée de # dans le dual fort
E:Te #.(E'; ¢), et réciproquement. Il y a identité entre les
ensembles équicontinus de formes bilinéaires sur #6 X E et
les parties e-équibornées de #,(E’). On a donc lidentité
algébrique (#(E)) =~ #.(E'; ¢), et les parties équicontinues
de (#6(E))’ sont les parties ¢-équibornées de #.(E’;¢). La
topologie forte sur (#(E))’ est évidemment plus fine que la
topologie de la convergence uniforme sur les produits tensoriels
de parties bornées de 7 et de E; cette derniére est la topologie
induite par 4,(#; E’). La topologle forte de (%(E ))" est iden-
tique a la topologie induite par £,(#6; E’) si et seulement si
toute partie bornée de #(E) est --décomposable.

La topologie (#(E))., si % et E sont quasi-complets, est
plus fine que la topologie de la convergence uniforme sur les
produits tensoriels de parties compactes de # et de E, c’est-
a-dire #6,(E;; €); (#6(E)). et #,(E;; ¢) coincident si et seulement
si toute partle compacte de J6(E) est y-y-décomposable.

Soient g e #(E), Te #6(E' ; €) ; comme les parties équicontinues
convexes équilibrées faiblement fermées sont faiblement
compactes, elles sont complétantes, E' est e-quasi-complet,
et on peut appliquer la proposition 10, avec & = #, A = iden-
tité (comme ¥ est nucléaire, 1l a un systéme fondamental
de voisinage disqués U de O tels que #'q, soit hilbertien ('),
donc ait la propriété d’approximation). On peut donc définir

;T e E® E';si 3 est lafamille des parties bornées de E, on en
déduit I'existence de ;-Ig,ffe E &g . E'. Comme alors la forme
bilinéaire § qui définit la dualité entre E et E’ est hypocontinue
par rapport aux parties bornées de E et aux parties équicon-
tinues de E’, elle définit une forme linéaire 0 sur E&; . E,
et O(cp P T) = cp 9T est un nombre complexe. Comme O(e e)
se note au551 <e, e> :D OT se notera aussi <go, T> et
fn,,<q: (z), >dx si les conditions de la proposition 21 le
permettent La forme qui définit la dualité entre #6(E) et son dual,
et la forme (y, T) ( (_> coincident sur (% ® E) X #,(E’; ¢)
& cause de (II, 4; 6); ces formes sont continues en qpe%(E)
pour T fixée @’ aprés la proposition 14, donc elles coincident.

(*) Voir note (1) page 58.
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Ainsi:

Prorosition 22. — Sotent E un espace localement convexe
séparé, ¥ un espace nucléaire, ¥ et E non nécessairement quasi-
complets. Le dual de ¥6(E) est #6,(E'; ¢), les parties équicontinues
de (¥6(E))' sont les parties e-équibornées de ¥,(E’). La topologie
forte de (36(E))’ est plus fine que la topologie induite par 4,(%6; E'),
et lut est identique si et seulement su toute partie bornée de ¥6(E)
est 3-B-décomposable; st ¥ et E sont quasi-complets, la topologie
(#(E)). est plus fine que #.(Ec;¢), et lut est identique si et
seulement si toute partie compacte de #6(E) est v-y-décomposable.
La forme bilinéaire qui déﬁnit la dualité entre 36(E) et 36,(E'; ¢)
est ((p, ( (-> = <p-9T ou 0 est la forme bilinéaire

déﬁmssant la dualité entre E et E'.

CoroLrLAIRE 1. — Si #6 et E sont des espaces de Fréchet,
#6 nucléaire, (¥%6(E)) et #'(E') sont identiques, algébriquement et
topologiquement; (#6(E)). et %' (E;) sont identiques, algébriquement
et topologiquement (*).

Il suffit d’appliquer la proposition 22, compte tenu de a,
page 98 (avec F = E’; ¢ est alors aussi I’ensemble de toutes
les parties bornées), et de la proposition 1, page 16, 4° et 2°.

CoroLLAIRE 2. — St %6 est le dual fort d’un espace de Fréchet
nucléaire, E un espace (DF) tonnelé, (#%(E)) et #'(E') sont
identiques, algebnquement et topologiquement

On appliquera ici b, page 98 (# est bien nucléaire; un
espace de Fréchet nucléaire 4 est réflexif donc distingué,
on peut donc appliquer les résultats énoncés a #6 =4 (*);
ensuite F = E’ est un espace de Fréchet; enfin ¢ est aussi la
famille des parties bornées de E’ puisque E est supposé ton-
nelé), et la proposition 1, 3° page 9.

Le dual de 9D(E) est le sous-espace de 9'(E’) formé des
distributions e-bornées. C’est cet espace que Bruhat appelle,
dans [1], I'espace des E-distributions.

(*) Si %6 et E sont des espaces de Fréchet, ¥6 nucléaire, le fait que J6(E) = #$QE
ait pour dual fort #¢'(E’) = #'QE’, résulte aussi de GrRoTHENDIECK [5], § 3, n° 2,
théoréme 12, page 76, et ScawarTz [2], exposé 19, théoréme 3.

(2) Le dual d’un espace de Fréchet nucléaire est nucléaire (GrRoTHENDIECK [5],
§2, n°1, théoréme 7, page 40, et Scawartz [2], exposé 18, théoréme page 3). Un

espace nucléaire quasi-complet est semi-réflexif, d’aprés Scawarrz [2], exposé 17,
proposition 3, donc réflexif si c’est un espace de Fréchet.
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Cherchons le dual de D(E).

Soit u une forme linéaire continue sur D(E). Sa restriction
a 9%(E), K compact de R", est continue. Donc elle définit
une forme bilinéaire continue sur Px X E, c’est-a-dire une
application linéaire e-bornée de Dx dans E’. Donc u définit
une distribution T a valeurs dans E’, telle que, pour tout
compact K de R* L3 soit e-bornée de 9 dans E'. Donc T est
une distribution localement e-bornée a valeurs dans E'.

Réciproquement, soit T une telle distribution. Elle définit
une forme bilinéaire continue sur D¢ X E, donc une forme
linéaire continue sur Dg(E)c D &, E, et comme D(E) est
la limite inductive de Dg(E), elle définit une forme linéaire
continue u sur D(E). Comme par ailleurs les parties bornées
(resp. compactes) de D(E) sont celles des Dk (E), le corollaire 1
permet d’énoncer :

CoroLLAIRE 3. — Le dual de D(E) est Uespace des distributions
localement e-bornées a valeurs dans E'. Les parties équicontinues
de ce dual sont les parties localement équibornées de 9'(E').

la forme bilinéaire définissant la dualité est (;, "I—‘) — @, ('I_‘>, ce
dernier étant défint comme égal d @, aT>, pour o € D quelconque
égale a 1 sur voisinage du support de ; St E un espace de
Fréchet, (D(E)) =9'(E'), (D(E)). = 9'(E:), algébriquement et
topologiquement.

Soit T une distribution localement ¢-bornée a valeurs dans
E’. Alors, dans tout ouvert borné Q de R*, T coincide avec
une dérivée D"f d’une fonction continue f a valeurs dans
E., telle que ?( Q) soit une partie équicontinue de E’ (chapitre1,
corollaire 1 de la proposition 24). Si Q) contient le support de ;,
on a, d’apres (II, 4; 18 bis), avec les conditions trivialement

réalisées a, b (p = 1), ¢, (page 88), dy (page 93), 6 étant
v-e- hypocontinue sur E X E;:

(1L, 4;23) ¢+oT =, Ty=(—1) [,.(D3(a), f(a))a.

Rappelons que, si E n’est pas quasi-complet, une fonction?;
n’appartient & D(E) que si elle est indéfiniment dérivable
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sur R* a valeurs dans E, & support compact, et vérifié @’
(page 60). Si est indéfiniment dérivable a support compact
mais ne verlﬁe pas @', elle appartient de toute fagon a D(R);

comme (E) = E’, que les parties equlcontlnues de (E) et B
sont les mémes, et que sur ces parties équicontinues les

topologies (B). et E. sont les mémes et identiques a o(E/, E) (*),
(I1, 4; 23) reste applicable, en considérant ; comme élément

-

de 9(E), T comme élément de D' ((E).; ¢), et f comme fonction
continue & valeurs dans (E),, prenant ses valeurs dans une
partie équicontinue de (R)'; le second membre restant inchangé.

ExempLe 3. — Produit scalaire d’une fonction m 4+ n 4 1
fots continuement différentiable et d’une distribution d’ordre < m.
Nous énoncerons d’abord un lemme qui compléte certains
résultats du chapitre 1, puis des propositions préliminaires.

LemMeE. — 1° Dans R & est somme de dérivées d’ordre
<m+n+1 de fonctions m fois continuement différen-
tiables, qu’on peut chotsir de maniére que leurs supports sotent
contenus dans un voisinage donné de Uorigine. St n =1, on
ne peut pas remplacer m + n + 1 par m + n; st n > 1, nous
lgnorons st on peut ou non remplacer m 4+ n + 1 par m—+ n,
mats on ne peut siirement pas le remplacer par m +n— 1

20 Dans R™ st n est impair, ou st n est quelconque mais m = 0,
o est somme de dérivées d’ordre < m 4 n de fonctions bornées,
ainst que leurs dérivées d’ordre < m, qu’on peut choisir de maniére
que leurs supports soient contenus dans un voisinage donné
Dorigine. St n est pair, et m > 0, nous ignorons st ce résultat
subsiste. On ne peut pas remplacer m + n par m + n—1.

3° Dans R*, toute distribution dont les dérivées d’ordre < n+ 1
sont des mesures est une fonctwn continue. On peut remplacer
n -+ 1 par n, pour n impair > 3; on ne le peut pas pour n=1;
nous ignorons ce qu’il en est pour n pair. On ne peut pas remplacer
n+1 par n—1.

49 Dans R*, toute distribution dont les dérivées d’ordre < n
sont des mesures est une fonction localement bornée. On ne peut
pas remplacer n par n — 1.

() Bourmaxi [2], chapitre 111, § 3, n® 5, proposition 5, appliquée aux espaces E,
et F=C.
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1° Le résultat énoncé n’est autre que le lemme du chapitre 1,
page 86, formule (I, 3; 23) ou (I, 3; 24). Le support des fonc-
tions trouvées, L, ou M,, est contenu dans celui de y, donc
peut étre pris dans un voisinage donné de I’origine. L’impossi-
bilité de remplacer m +n+1 par m+n ou m+n—1
est indiquée & la remarque page 89, au moins pour m = 0,
ou plus loin & 3°; mais si une telle propriété est vraie pour m,
elle est vraie pour m’ < m, car une dérivée D?L, |[p| = m + s,
L e &™, s’écrit aussi D?(DP~7L), avec |q| = n' + s, DP7'L e &™;
alors I'impossibilité d’une telle propriété pour m = 0 entraine
son impossibilité pour tout m.

20 Démontrons d’abord le 29, pour »n impair. En reprenant
les notations des formules ci-dessus du chapitre 1, la solution
élémentaire E de A% k= m +;+ 1 ou m-2|- n
m + n + 1 est pair ou impair, est proportionnelle & r**~" = r"*'
ou r"; donc ses dérivées d’ordre L 2k—n=m+ 1 ou m
sont bornées au voisinage de I'origine, et celles de la fonction
YE sont bornées partout; alors ¢ est somme de dérivées d’ordre
<K<2k=m+ n+ 1 ou m+ n de fonctions dont les dérivées
d’ordre < m + 1 ou m sont bornées, et de supports arbitraire-
ment voisins de ’origine, ce qui donne de toute fagon le résul-
tat cherché, en prenant pour fonctions certaines dérivées
d’ordre 1 des précédentes dans le cas ot m 4 n 4 1 est pair
(d’ailleurs nous venons de voir que si on peut démontrer une
telle propriété pour une valeur de m, elle est a fortiori démontrée
pour les valeurs plus petites; on peut alors se contenter de

selon que

s .. m-+n
montrer la propriété pour m + n + 1 impair, avec k = 5 >

L’impossibilité de faire le méme raisonnement pour rn pair résulte
de ce que E est proportionnelle a r**~"logr, dont les dérivées
d’ordre 2k — n ne sont pas des fonctions bornées au voisinage
de Porigine. Cela ne prouve pas que le résultat ne soit pas exact.

Mais dans le cas particulier m = 0, nous remarquerons que
si un tel résultat est exact pour les dimensions n’ et n’’, il est
exact pour la dimension n=n' 4 n'’. En effet on a alors
R"= R" X R", ¢, = & ® &,, en appelant z, §, v, les variables
canoniques de R", R”, R respectivement. Si alors on sait que

%= 3 DL(]), &= 3 DM,(%),

tpl<n’ 19i<n”
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on aura 8= ) DED%LP(Q) M, (%), ce qui est le résultat cherché
IpI<n!
19i<n”

pour la dimension n; le résultat étant vrai pour les dimensions
impaires (ou méme simplement pour n = 1), esu alors vrai
pour m = 0, et toute dimension n.

L’impossibilité de remplacer m 4 n par m + n—1, pour
m = 0, résulte du méme contre-exemple que pour 1°, donné
au chapitre 1, page 89, ou plus loin a 4°; on en déduit la méme
impossibilité pour m quelconque.

30 Soit S une distribution dont les dérivées d’ordre < n + 1
sont des mesures. Alors,si 6= Y DrL, Lre®° (voir 19),

on a S=S5+8=2XDPL,+S= Zﬂ:fﬁ;é €8’ S est bien une
fonction continue.

Si I'on peut remplacer n + 1 par n dans 19, alors on le peut
aussi dans 3°; si on ne le peut pas dans 19, cela ne prouve pas
qu’on ne le puisse pas dans 3°. Les conclusions de 1° ne nous
permettent donc pas de savoir si on peut ou non remplacer
n + 1 par n dans 3°.

Mais on peut démontrer par une voie directe que, dans 3°,
on peut remplacer n 4 1 par n, si n est impair >3; comme
nous n’utiliserons pas ce résultat assez spécial dans le présent
ouvrage, nous ne donnerons pas la démonstration. Cela ne
donne aucune indication pour 1°.

Mais pour n = 1, on ne peut siirement pas, dans 3°, remplacer
n + 1 par n (car Y, fonction d’Heaviside, a pour dérivée une
mesure, et n’est pas une fonction continue), et pour n quel-
conque, on ne peut pas remplacer n 4+ 1 par n—1 (car

X 0 <A <1, a pour dérivées d’ordre < n—1 des fonctions,

et n’est pas une fonction bornée au voisinage de I'origine);
d’ou la méme impossibilité pour 1°.

40 En utilisant 2° pour m = 0, on démontre 4° comme 3°.
Le méme contre exemple que dans 3° montre 'impossibilité
de remplacer n par n — 1, dans 4° donc aussi dans 20.

Prorosition 23. — Soient K un compact de R* d’intérieur
non vide et H un voisinage compact de K. Soit L une distribu-
tion de support assez voisin de Uorigine pour que la convolution
{L} opére de 6 dans &y. Pour que {L} soit un opérateur
nucléaire (resp. intégral) de Dk dans Df, il faut et il suffit
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que L soit une fonction m fois continuement différentiable (resp.
une fonction mesurable bornée ainsi que ses dérivées d’ordre < m).
10 Soit d’abord L une fonction m fois continuement diffé-
rentiable, de support assez voisin de l'origine pour que la
convolution {L}{: T — TxL, opére de 8x dans &,. Montrons
alors que {L{ est un opérateur nucléaire Dx — Dji. En effet
cette convolution est définie par le noyau L(Z — §) (voir
chapitre 1, page 47), qui appartient a 67, < &(8%7) ().
L’opérateur {L{ de 9% dans Dj est défini par le noyau
N(z, y) = L(z—y), ze H, ye K, par la formule

(Lro)(®) = [;N@&, y) $(y)dy, @<H,

et on a N e (6(K)),((98).)(*). Mais une fonction continue sur
le compact K, a valeurs vectorielles, est a fortiori sommable
(pour la restriction & K de la mesure de Lebesgue). Donc
N e Li(9%) = L{®,9Dx.

Comme Li®.9} admet une application canonique dans
(Dk) 8 Dji, l'opération {L}{ de D dans Df provient d’un
élément de (9%) &, 9Df, donc est bien nucléaire.

Réciproquement, soit d’abord L une distribution telle que
la convolution {L{ définisse un opérateur nucléaire de 9g
dans 9§ (cas particulier m = 0); montrons que L est une
fonction continue.

La convolution {L} est en effet définie, si elle est nucléaire,
parunélément N, , de (9%), & (Dk),. Cet élément N peut s’écrire

comme une série Y A,(w, ® h,), les u, étant des éléments de la
\4

boule unité de (9%),, les A, étant des fonctions de (9%), bornées
en module par 1, et X[\ <oco. Les w,, d’aprés le théoréme
de Hahn-Banach, se prolongent en formes linéaires continues
sur (9°), donc en mesures sur R", qu’on peut supposer de
support dans K et de normes bornées par 1; appelons-les
encore (,. Soit u. une mesure > 0, de support dans K, majorant
toutes les w,, et majorant aussi la restriction de la mesure
de Lebesgue dz au compact K; on peut écrire p, = gu,
dx =0y, g, et o de support dans K, avec g, e Li;, ceLi; et

() ScawarTz [1], proposition 12, page 113.

(3) € (K) est ’espace des fonctions continues sur le compact K; ne pas confondre
avec DY ou 82, espace des fonctions continues sur R", & support dans K (donc
s’annulant sur la frontiére de K).
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llgly <1, [0 <<1. On a alors N = XAgun®h, =z, §)u,
y

ou l(z, y)e (Ly),(9%). Mais N, étant la convolution avec L,
peut aussi se représenter, en tant que noyau sur R" X R",

comme L(Z—#). En particulier, si K est lintérieur de K,
on voit que les distributions (2, §)wu, et L(z —3) doivent
coincider dans R* X K. Pour tout ze R les distribution®
(=, §) », et L(z—3) doivent coincider dans K; done L(z—g)
est une mesure de base . dans K pour tout z € R", et alors L
elle-méme est une mesure sur R"; mais toute les translatées

de L(— ¢) devant &tre de base u dans K, L est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue, ou encore est
une fonction ('). De plus, puisque, sur K, dy = o(9) 1,, L(z— )

peut se remplacer par L(z—g)o(§)w,, pour ze R" ye K;

Y
mais si les noyaux I(z, §) u, et L(Z—9)o(§) i, coincident dans
R" X K, cela implique que (%, y) = L(# —y)a(y), pour
u-presque toutes les valeurs de y e K (*). Mais, pour tout y € K,
[z, y) e D%; « p-presque partout » implique « presque partout
sur K pour la mesure de Lebesgue »; enfin o(y) == 0 sur K,
presque partout pour la mesure de Lebesgue. Retenons fina-

lement que, pour au moins un y € K, la distribution L(Z—y) e 9,
coincide avec une fonction de 9, donc la distribution L coin-
cide elle aussi avec une fonction de 9°.

(') Pour montrer que L est une fonction, nous devons montrer que tout ensemble
compact F, négligeable pour la mesure de Lebesgue, est |L|-négligeable. Il suffit
de le voir lorsque F est assez petit pour qu'un de ses transformés par symétrie et

translation, 'r%i"‘, soit dans l'intérieur I% de K; il existe alors 1 > 0 tel que 'r,,i"‘c I%
pour |z — xy| < n. Soit f la fonction caractéristique de F, presque partout nulle.
La théorie classique de la convolution dit alors que le produit de convolution
w*xf est lui aussi presque partout nul, et que I'on a, pour presque toutes les

valeurs de z: 0 = f flz—y) dp (y). Cela prouve que flz—79) = 1'17 est, pour
presque toutes les valeurs de z, p-négligeable. Donc Tl est wnégligeable pour
presque tout z, donc pour au moins une valeur de [z telle que |z—zy| < 9;
mais alors T,F est |L| (# — §)-négligeable ou t,,|i:|-négligeable, puisqu’il est dans K
et que L. est de base i dans K. Donc F est aussi |L|-négligeable.
Q

(8) Les mesures (2, §) uy et L(Z —9) o(f) py sur (K),, A valeurs dans E = 9.,
coincident, donc leurs densités I(2, §) et L(2 — §) o(§) sont scalairement p-presque
partout égales, donc p-presque partout puisque E' = 9, est séparable (chapitre 1,

note (}) page 66). Autrement dit, pour p-presque tout y, les distributions [(2, y)
et L(Z — y) oly) coincident.
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Pour terminer la démonstration de la réciproque, nous
prendrons m quelconque, et nous supposerons que §L} est
nucléaire de D% dans D%. Si alors DP est une dérivation
d’ordre < m, {DL} : D% > L Pn % 99 est nucléaire, done DPL
est une fonction continue; cela prouve bien que L est une fonc-
tion m fois continuement différentiable.

20 Soit L une fonction mesurable bornée ainsi que ses
dérivées d’ordre < m, de support assez voisin de l’origine
pour que la convolution {L} opére de &6x dans &y. {L{ est
alors un opérateur intégral de 9% dans Dji. Il se factorise en
effet en: 9% — Ly LL ™M L5 D, et on sait que Li—Li est
intégrale (').

Réciproquement, soit L une distribution telle que {L}
soit intégrale de D% dans Dy. Soit H, un voisinage compact
fixé de H. Soit f une fonction sommable, de support assez
voisin de l'origine pour que {f} opére de 8; dans 8. La
convolution {f{ est évidemment continue de o (L;, LY)
dans o(Dy,, (D)) [car (D%,), est un quotient de &'°, et, sip € §'°,

ona (f*xg) p=o0- (f* ), avec f*u. e L'; donc, sig converge vers 0
dans o(Lg, L'), f+x¢ converge vers 0 dans o-(.‘!) 4,y (Dh,)')]- Mais
la boule unité de Lg est compacte dans o(Li, L'); donc {f}
est un opérateur faiblement compact de Li dans Dy, et a
fortiori de 9% dans D,

Alors le composé {L«f § o) I e N X ’—"Lf!)‘i,‘ est nucléaire (*),
donc, d’aprés ce que nous avons vu en 19, L« est une fonction
continue dés que fe L' est de support assez voisin de I’origine;
donc L (qui a un support compact) est dans L(°).

Si enfin {L} est intégrale de 9% dans Df, on voit, comme
dans la fin de 19, que les D’L, |p| << m, sont dans L~ et
la proposition est complétement démontrée.

ReEMARQUE. — Pour la dimension n = 1, si L une est fonc-
tion m fois continuement différentiable (resp. mesurable
bornée ainsi que ses dérivées d’ordre < m), et de support

assez voisin de lorigine, {L} est nucléaire (resp. intégrale)
de Dk dans DIk,

() GroTmENDIECK [4], § 4, n° 3, page 127, et Scawarrz [2], exposé 16, proposi-
tion 6.

(3) GrorreEnDIECK [4], § 4, n°3, théoréme 10, 1, page 132.

(®) ScawarTz [5], chapitre vi, § 7, remarque 1° page 49, pour p =1, p' = .
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En effet L est alors somme de dérivées d’ordre << k de fonc-
tions m + k fois continuement différentiables (resp. mesurables
bornées ainsi que leurs dérivées d’ordre < m -+ k), de supports
voisins de l'origine: L= 3% Dr’L,.

1PI<k

Alors {DrL,} : Pk 2L Do 1L Pm+k o5t nucléaire (resp. inté-
grale).

Pour une dimension n quelconque, cette conclusion ne semble
pas valable pour k> 0. On peut, semble-t-il, seulement
affirmer que L est somme de dérivées d’ordre <k + 1 de
fonctions m + k fois continuement différentiables, si L est
mesurable bornée ainsi que ses dérivées d’ordre < m; on pourra
seulement dire que, si L est de support assez voisin de I’origine,
et mesurable bornée ainsi que ses dérivées d’ordre < m, {L}
est nucléaire de Di+' dans DG+,

Prorosition 23 bis. — Sotent K un compact de R*, H un
voisinage ouvert ou fermé de K. L’injection canonique de Dg*"*"
(resp. DE*") dans Di (') est un opérateur nucléaire (resp.
intégral, st n est impair ou m=0).

10 Si HcH', l'injection Pg+**+'— D, se factorise en
D+t~ D — D, donc on peut se borner, pour la démons-
tration, & supposer H compact; alors Df est un espace de
Banach.

Mais on sait que & est somme de dérivées d’ordre
<m+ n+1 de fonctions de 9™ (voir lemme, 1°), dont on
peut supposer les supports assez voisins de l’origine pour
qu’elles opérent, par convolution, de &g dans &y :

8= Y DrL,.
|PI<m+n+1

Alors I'injection canonique de Pg*"*' dans Dj est somme
des opérations de convolution {DFL,}, qui elles-mémes se
factorisent en @ﬂ*"*‘ﬂ;ﬂ)‘};ﬂ’iﬂ)ﬂ, et comme les opérations
f{L,{ sont nucléaires, d’aprés la proposition 23, l'injection
Pp+r+i_, Pn est bien nucléaire.

20 Si n est impair ou m =0, on a vu (lemme, 2°) que J est
somme de dérivées d’ordre <{m -+ n de fonctions qui sont

(') Nous montrons que I'injection de DZ+"+! dans DF est nucléaire. L’image
de PZ+"+1 par cette injection est en fait dans DF; mais cela n’entraine pas que

Pinjection de PE+"+1 dans D soit nucléaire, et nous ne pensons pas que cette
propriété soit exacte:
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bornées ainsi que leurs dérivées d’ordre < m, et de supports
assez voisins de l'origine pour opérer par convolution de 8%
dans 8y; alors la méme méthode que ci-dessus montre que
I'injection DF*"—Dji est intégrale.

Nous ignorons si cette conclusion subsiste pour une dimension
n paire et m=~=0.

Remarques. — Cette proposition ne peut pas &tre trés amé-
liorée. Elle montre que I'injection Di+'— Dy est nucléaire.
Nous allons voir réciproquement que, si I'injection D§ — Dj
est nucléaire, 'intérieur de K n’étant pas vide, alors toute
distribution S, dont les dérivées d’ordre <k sont des mesures,
est une fonction continue; d’aprés le lemme, 39, cela n’est
donc possible que pour k>n, et k>n+1=2 si n=1.
Ainsi I'injection D' — Dy n’est pas nucléaire, et l'injection

k — DY n’est pas nucléaire si n = 1; nous ignorons si I'injec-
tion g — D) est ou n’est pas nucléaire pour n > 1.

De méme D — Dy est intégrale. Nous allons voir réciproque-
ment que, si 'intérieur de K n’est pas vide et si D — Dy
est intégrale, toute distribution S, dont les dérivées d’ordre <k
sont des mesures, est une fonction localement bornée. D’aprés
le lemme, 4°, cela n’est donc possible que pour k> n; donc
Dyt — Dy n’est pas intégrale. En résumé:

Pi+t — DY est nucléaire;

k. — Du est intégrale, et pour n =1 n’est certainement
pas nucléaire;
¥ ' — D% n’est pas intégrale.

Donnons la démonstration dans le cas nucléaire, 'autre étant

analogue. Supposons donc [linjection Df — 9% nucléaire,

Pintérieur K de K n’étant pas vide. Soit S une distribution
dont les dérivées d’ordre <k sont des mesures. Le probléme
étant purement local, on peut, en remplacant au besoin S
par oS, « € D, supposer que le support de S est compact; on peut
méme, par translation, supposer que ce support est assez voisin
de 'origine pour que la convolution {S} opére de 8x, dans &g,
K, étant un compact d’intérieur non vide contenu dans K.
Alors {S{ opére continuement de D%, dans Dk, du fait que les
dérivées d’ordre Lk de S sont des mesures; donc {Si:
Dy, 5L Dk~ DY est nucléaire. D’aprés la proposition 23, cela
prouve bien que S est une fonction continue.
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CoroLLAlrRE 1. — Quels que soient le compact K de R"
et Uentier m, Uinjection canonique de D¢*"*' dans D™ et
Uinjection canonique de Dx dans D™ sont nucléaires.

CoroLLAIRE 2. — L’injection canonique de 6™ """ dans &™ est
un opérateur sous-nucléaire.

Soit en effet ¥ un voisinage disqué de 0 dans &m; il existe
un compact K de R" tel que I'image f* de fe 6™ dans &}, ne
dépende que des valeurs de f et ses dérivées d’ordre <<m
sur K. Soit alors a« € 9, de support H, égale a 1 sur un voisinage
de K, et soit [«] 'opérateur de multiplication par «. L’apph-
cation canonique §™*"*'—>§m >3 peut se factoriser en

gm+n+1 [a) g)g+n+i_>g)m_>8m_>8%;

comme Df* "' — D™ est nucléaire (corollaire 1), §"*"** — &3 est
bien nucléaire, et §"*"*' — 6™ sous-nucléaire, c.q.f.d.

Appliquons maintenant la proposition 10 a R =D+ +!
K compact de R*, # =9jj, H voisinage compact de K.
Nous prendrons pour A linjection canonique, nucléaire, de
Pg+r+t dans Di. Pour pouvoir appliquer la proposition 10,
nous avons besoin d’une certaine propriété d’approximation
relative soit 4 KR, soit &4 #. On ne sait pas si X la posséde
(si W est la boule unité de Pg*"*', il faudrait que

Koo = (DX+"+") fort ait la propriété d’approximation; on ne sait
pas s’il en est ainsi). Montrons que # la posséde. U étant la
boule unité de D%, nous allons montrer que by a la propriété
d’approximation :

Lemme. — Df a la propriété d’approximation stricte, pour
H compact de R
Considérons d’abord le sous-espace £°(Df; Dif) = U Dt ; DY)
KcH
de £(Dfi; Di); et montrons qu’il est strictement adhérent a

I'identité I. Soit d > 0; on sait qu’on peut prouver une
fonction a, de 9, de support intérieur & H, égale & 1 en tous

les points de H dont la distance a [: H est > d, et vérifiant

C
(11, 4; 24) D —DI< g5
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ou C est une constante absolue (ne dépendant que de m
et n) (').

Soit [«,] 'opération de multiplication par a«; Elle appar-
tient bien a £(Df; DE), et nous allons montrer que [a,]
tend vers I dans 4 (DF; Di) lorsque d tend vers 0, ce qui
montrera notre assertion ci-dessus (en prenant pour d les

44 1
52 g

Soit M un compact de Di. D’aprés le théoréme d’Ascoli (%),
les dérivées Dy, ¢ e M, | p|<< m, forment un ensemble équicon-
tinu de fonctions numériques sur R Si donc, pour tout d >0,

on pose

nombre

n(d, M) = sup [DPy(a’)— Dig(a")}

IpI<m, P EIM

|z' —«'|<d
n(d, M) converge vers 0 quand d converge vers 0. Comme ¢
et ses dérivées sont nulles sur la frontiere H de H dans R"
on voit que, si ze R" est 4 une distance <<d de [:H, on a
|Drg(z)| < n(d, M) pour |p|<m, ¢eM.

La formule d’intégration

(IL, 4;25)  Deg(a)= [ 3 <oz Dr (E))dE

xy i=1

(intégrale prise sur un chemin rectiligne de z, & z, z,< H)
montre, de proche en proche, successivement pour |p|=m—1,
m — 2,..., que 'on a la majoration

(I1, 45 26)  |DPg(x)|<< (dV n)" IPiy(d, M),

pour |p| < m, ¢ € M, = & une distance < d de [:H
On a alors, d’apres la formule de Lelbmz :

(1, 45 27) [Dag—a)l< 3, (7 ) DHa—1)[[D
a<p

Sup (312|||'(d\ n)m=1pl*laky(d, M) < C(2V n)mdm—1Ply(d, M),

pour ¢ em, << m

(1) Soit H, I'intersection de (|H et d’une boule de rayon assez grand pour contenir
un voisinage de H. H, est compact. On peut relativement & H,, construite une fonc-
tion a, vérifiant les formules (III, 7; 15 et 16) de ScawarTz [4]). On pourra alors
prendre ici g =1 —a, dans H, = 0 dans (H.

() Boursaki1 [3], chapitre x, § 4, n® 1, proposition 1, au moins pour m = 0.
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Puisque v,(d, M) converge vers 0 avec d, on voit bien que
[q] — I converge vers O uniformément sur I, donc dans
£(Dq; PR), lorsque d tend vers O.

Pour montrer que 9% a la propriété d’approximation stricte,
il suffit donc de montrer que (DF) ® Di est, dans £,(Dg;
Dg), strictement dense dans £(Df; Df). Soit donc K un
compact de H, et u e £ (Df; DE). On sait que D™ a la propriété
d’approximation stricte (préliminaires, corollaire de la pro-
position 3). Donc ued (Df; D) est strictement adhérente,
dans £,(Df; D™), a 'espace des applications linéaires continues
de rang fini. Soit « € Dy une fonction égale a 1 sur un voisinage
de K. La multiplication [a] est continue de 9™ dans Dj;
donc ¢ — [a]o¢ est continue de £,(Df; D) dans 4,(Di; Dg);
alors [a]ou =uel (Dg; 9DR) est strictement adhérente,
dans <,(9%; DE), & l'espace des applications linéaires
continues de rang fini, ce qui finalement démontre la pro-
position.

Appliquons alors la proposition 10. Soient ¢ € "~ (E),
’-[‘)efbé"'(F), E et F non nécessairement quasi-complets.

Choisissons un compact K contenant le support de ;, alors
;x =;e Dg"+'(E), et choisissons aussi un voisinage compact

> . —> —>

H de K. Appelons Ty I'image de T par '™ — (Dg)’ (TH n’est
pas une distribution, car 9§ n’est pas normal). Par hypothése,
Ty est dans (Dg).(F; B,) (puisque Df est un Banach (*)). Soit A
I'injection nucléaire Dg+"*'—Dg. On peut alors calculer
> —> ~
?K";ATHEE®,F.

. N , N > =

D’aprés la méthode indiquée a la page 58, ¢x-.ATx
n’est autre que (L3 ® L){x u, o0 (g ue (DET"*) & Di est
I'élément qui définit l'injection nucléaire A. A priori cet

> —> .
élément dépend non seulement de ¢ et T, mais encore de K
et H.

Nous allons voir qu’il n’en dépend pas. Soient H,, K,,
et H,, K, deux couples possibles; posons K=K, nK,,
H=H,nH,, H est encore un voisinage compact de K,

et ;e @g-»n-;-i(E).

(1) L’image de la boule unité, partie bornée complétante de DT, doit en effet
étre bornée complétante dans F.
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On a alors le diagramme commutatif:

m+n+1

o D,
ﬂ)ﬂ"’“" / . \AL

m

g H,
\ @g /

ou toutes les opérations sont les injections naturelles, u et ¢
continues, A et A, nucléaires. La formule (I, 4; 7) donne alors

> > > >
?K, i AiTuc = ?x °y ATH'

Le méme raisonnement montre que

?;x, ‘z;A,'—fH, = ;K'l;ATn,

ce qui prouve bien l'indépendance démandée. De maniére
analogue, on voit que 1’élément obtenu est indépendant de m,
pourvu que ?;e Prn-r+t(E) et que T soit dans D(F); et
si ;e@(E), ;l'_l‘) est I’élément défini & la proposition 20 bis.
On peut donc noter ;jk I’élément ;x-“ AT)H de E&®, F calculé
avec m, K, H, quelconques. De plus nous voyons que ;,—T> =6,
st les supports de ?z et T sont sans point commun, car alors on
peut choisir K contenant le support de ;, et H voisinage
compact de K sans point commun avec le support de T), de
sorte que Ta = 0.

Etudions les propriétés de continuité. Soit & un ensemble
saturé de parties bornées complétantes de F. La proposition 14

> — ~ . >
montre que ¢-gT converge vers 0 dans E&gF, si ¢ converge
. = .
vers 0 dans un D""*'(E), tandis que T parcourt une partie

localement ©-équibornée de D*(F) (car alors Ty parcourt
une partie T-équibornée de (Dg), (F)). Comme Dj est un
Banach, une partie $ de 9;"(F) est localement G-équibornée si et
seulement si, quelle que soit la partiebornée D de 9™, U L3 (D)

Teg
appartient & G; s1 G est ’ensemble de toutes les parties bornées
de F, cela signifie simplement que % est bornée dans 4,(9™; F),
ou dans P*(F) =£,(D"; F), puisque D™ est complet (*).

(1) Boursak1 [2], chapitre 111, § 3, n° 4, corollaire 1 du théoré¢me I.
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Un raisonnement analogue & celui de la page 87 montre

alors que ;G'—I‘) converge encore vers 0 dans E 8z F, si ;converge
vers 0 dans 9**"**(E) (muni de la toplogie limite inductive
des D"+ *(E)) et que T parcoure une partie localement G-équi-
bornée de ED”"(F)

[Mals si T est dans D™(F; G) et que I'on cherche seulement
q: gT e E 8;F, on peut appliquer la proposition 17 au lieu de
la proposition 10; car on sait (proposition 23 bis) que l'injec-
tion canonique de P¢*" dans Dj est intégrale, pour n impair
ou m=0. Si ; converge vers 0 dans D"**(E) et que T reste
dans une partie localement G-équibornée de D."(F), ;5’_1‘)
converge encore vers 0.]

Soit maintenant @ un ensemble saturé de parties bornées
de E. La proposition 12 (compte tenu de ce que A est non
seulement sous- nuclealre de Dg*"+' dans D mais méme
nucleaxre) montre que q: sT converge vers 0 dans E &¢F,
quand <p parcourt une partie du type & de ﬂ)”'*"*‘(E) (ce qui
veut dire du type & dans un 9¢*"**(E)), et que T converge
vers 0 dans ED’"'(F)

D’aprés la proposition 24 du chapitre 1, Te D."(F) est égale
4 une somme de dérivées d’ordre << m + n 4+ 1 de fonctions
continues: T = > Dpf

|PI<m+n+1
On peut tou]ours supposer, si T est localement G- bornee,

que 'image f »(H) d’un voisinage H du support K de cp appar-
tient 4 G. Alors on aura

(IL4;35)() p5T= [ 3 (—1)7(Dg(a)®5f,(x))ds,

R p|<m+n+1
la fonction a intégrer étant continue a support dans K (puisque
(Z, f)—»: ®g 7 est continue sur le produit de E par une partie
de F appartenant a ©). La formule (II, 4; 35) ne peut pas se
démontrer par application mécanique de la formule (II, 4; 15).
Il faudrait en effet passer par I'intermédiaire de

(IL, 4; 36) p-gT= Y (—1)PD%F,

|p|<m+n+1

(1) Pour des raisons techniques tenant a des corrections de dernier moment,
les formules (II, 7; 29 a 34) n’existent pas.
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Or la théorie précédente ne donne pas directement un sens
4 DPg g f, pour DPp e D(E), f, < &(F), car 8'(F) = (62)(F), et
I'injection Pg — &° n’est pas nucléaire (elle est par contre
intégrale, puisqu’elle se factorise en

Dg - Lg — Lg—8°,
et que Ly — Lg est intégrale (')).

Démontrons donc directement (II 4; 35) Comme les deux
membres dependent seulement de T et des f , au vmsmage du
support de qy, on peut tou]ours supposer Te &(F; 0), f b€ D(F),
avec f p( ") € 6. Pour T et les f , ainsi fixés, les 2 membres de
(IT, 4; 35) dépendent continuement de ;eﬁ)"‘*"”( ) (nous
lavons vu plus haut pour le premier membre; c’est trivial
pour le deuxiéme, car si q; converge vers 0 dans un ff)”'*"*’(E),
D"cp converge vers 0 dans Dx(E et(f K) e G, donc D”o;( ) ®sf p(a:)

converge vers 0 uniformement sur R" en gardant son support
dans K, donc son intégrale converge vers 0), et sont égaux

sur le sous-espace dense P"*"*'® K de D"*""Y(E) (pour
¢={®e, e gm+n+1 ¢ e E, le premier membre vaut ¢ ® Lz(Y)
d’apres (II; 4; 6), le deuxiéme membre vaut

e® S (—1)PD(a)f,(2) da

RP|p|<m+n+1
Or il est équivalent d’écrire _T>=ZD"7P ou d’écrire
Le(§) = [, 3 (— )" DY(a)f (=) dz

pour toute ¢ € D, donc aussi pour toute { € D**"** par passage
a la hmite), donc ils sont égaux toujours.

[Remarquons que nous n’avons pas supposé E quasi-complet.

. > . . can

Alors une fonction ¢, m + n + 1 fois continuement différen-
tiable a support compact, appartient a ED”'*"”(E), mais
n’appartient pas nécessairement a 9™ "**(E) (2 moins de véri-
fier la condition ®;,. .., de la page 57). Mais la méthode de

(1) Voir note (1) page 110.
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la page 94 permet toujours de définir un élément 9 ) T,deE® Bz F,

si T est localement G- bornee]
On peut finalement énoncer:

Prorosition 24. — Sotent E, F, des espaces localement
convexes séparés, o nécessairement quasi complets. On peut

définir un élément o Q- T de E®, F, pour (p = @”'*"*’(E) Te Dm(F)
(m fini). L’application bilinéaire (:p, )—> @ T est compatz,ble
avec les applications linéaires continues de E et F. St q> parcourt
une partie bornée de D"*"*'(E) et T une partie localement
Bo-équibornée de D(F), ;L'—f reste dans une partie bornée de
E & F. Le produit ;l—'f‘ est nul si les supports de ¢ et T sont sans
point commun. St -q:e P(E), ;l'_f coincide avec Uélément défini
a la proposition 20 bis. St & (resp. G) est un ensemble saturé
de parties bornées de E (resp. bornées complétantes de F), g-g—'f
converge vers 0 dans E8gF quand ; parcourt une partie du
type © d’'un D *"Y(E), tandis que T converge vers 0 dans
D(F); ;5'_1‘) converge vers 0 dans E 8 F quand ; converge vers(
dans D" "(E), tandis que T reste dans une partie localement
©-équibornée de de D™(F) [on peut méme définir ;-G—Te E&gF
pour ;e@m—"(E), T)eﬂ)é"‘( F) localement ©-bornée, n impair,
ou n pair et m = 0; la derniére propriété de continuité subsiste
dans ce cas, avec m + n au lieu de m+ n—+ 1]. L’application
bilinéaire (;, T)—»;;I‘) (st F est quasi-complet, de sorte que
toutes les parties bornées sont complétantes) de D™ *"**(E) X D™(F)
dans E &g F est la seule qui vérifie (11, 4; 1) (avec A = identité),

. . . » -
et qui soit hypocontinue par rapport aux parties bornées. St T est

égale, sur un voisinage du support K de ;, a une somme finie
de dérivées de fonctions continues, T= 3 Dpfp, avec
f.(K) e G, on a (I, 4; 35). IPISmenst

On peut démontrer partiellement cette proposition d’une
autre maniére sans employer le lemme de la page 113. Soient

;e Pm+r-i(E), Te D."(F) localement G-bornée. Soit « € D égale
a 1 sur un voisinage du support de ; Alors a'_I')etSL'%‘(F; ©),
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et comme ?;eﬁm*"*‘(E) et que l'injection de §"*"*' dans &™
est sous-nucléaire (corollaire 2 de la proposition 23) donc

. , > = ’ . o e

sous-intégrale, on peut calculer ¢ .zaT d’aprés la proposition
17 (6™*"** a la propriété d’approximation stricte, préliminaires,
corollaire de la proposition 3). Le résultat ne dépend pas du
choix de a. Il est identique a celui qui est obtenu parla méthode

. o> »
précédente [car c’est vrai si g € D" "' ® K, et les deux résultats

dépendent continuement de ; pour T fixée; mais ici G n’a
pas besoin d’étre formée de parties bornées complétantes, de
sorte que, pour & = f, il est inutile de supposer F quasi-
complet].

Mais cette nouvelle méthode ne permet pas d’obtenir ;t'—f
ni méme ;-@'_I‘)(’).

Remarques. — 10 Soit 3 e &"*"*(E), T « &™(F). Soit ¢ e 9
égale a 1 sur un voisinage du support de T. Alors ac; e Pn+r-1{(E),
Te 9'™(F), on peut donc appliquer la proposition 24, et
calculer a?;-‘-'-l‘)e E &, F; le résultat est indépendant du choix
de a, on peut I’écrire ;l"i‘) Nous laissons au lecteur I’énoncé
des propriétés de ce produit scalaire.

Plus généralement si ;28M+"+‘(E), Te D'™(F), et s1 I'inter-
section des supports de ; et T est compacte, on pourra définir
;-‘—'I" comme a; T, ae® égale 4 1 sur un voisinage de I'inter-
section des supports de ; et T; ;l'_f sera nulle si I'intersection
des supports est vide.

20 La possibilité de remplacer m + n + 1 par m + n ou
m + n— 1 sera discutée au § 8, 2**° contre-exemple.

§ 5. Produit multiplicatif.

Prorosition 25. — Soient %6, R, 4, 3 espaces de distribu-
tions, #6 et X normaux; E, F, 2 espaces localement convexes
séparés, non nécessairement quasi-complets. On suppose de plus
que %6 est nucléaire et de dual fort nucléaire, et qu’il a la propriété

(Y} Ou alors il faudrait démontrer que §"+"+1 a la propriété d’approximation
exigée par la proposition 10; c’est probable mais nous ne I’avons pas cherché.
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d’approximation stricte. Soit (S, T)—ST une multiplication
de %% X X dans {(*), w-continue, u<vy. On peut définir une
multiplication (§, T))-» (§ —T)), (et une seule st & a la propriété
d’approximation), application bilinéaire de #6(E) X X(F) dans
:f(E &: F), séparément continue et vérifiant:

(I1, 55 1) ((se)(Tf))-=STe o,

pourSe ¥, T e X, ¢eE, ?e F. Cette multiplication est en outre
hypocontinue par rapport aux parties bornées de #(E), et aux
u-parties de R(F); elle est continue st p<=w. Cette application
est compatible avec les applications linéaires continues de E,
F ou de %, X, 4.

Il suffit d’appliquer la proposition 3 a la multiplication
de # X X dans £.

ExempLes. — On peut définir des multiplications, hypo-
continues par rapport aux parties bornées, de §(E) X 9'(F)
dans 9'(E & .F),de On(E) X ¥'(F)dans $'(E 8, F),de J(E) X 9'(F)
dans O¢(E &;F) (et méme dans Oy(E & F)) (*).

On peut aussi définir une multiplication, hypocontinue par
rapport aux parties bornées de §(E) et aux parties compactes
de D(F), de §(E) X 9(F) dans D(E &, F).

On peut aussi appliquer les formules (II, 2; 8).

Alors §—>(§ _T)),, est la seule application linéaire continue
de #(E) dans 4(E &; F) qui vérifie

(II, 5; 2) [(Se)T).=SI(s, T)=T.(e, ST).

Si X ala propriété d’approximation, T~ (§ _T)),: est la seule
application linéaire continue de X(F) dans $(E&®;F), qu
vérifie

(1L, 55 2 bis) [3(TH)l.=TF, ST="C.8T, 7).

(1) Rappelons (chapitre 1, page 70) qu’une multiplication de # X J dans & est
une application bilinéaire séparément continue, coincidant sur D X P avec la multi-
plication usuelle.

(3) Les espaces 8, 9/, 4, ¢, Oy, O, sont normaux, et ont la propriété d’approxi-
mation stricte (préliminaires, corollaire de la proposition 3). Ils sont nucléaires et
de dual nucléaire, d’aprés GroTrENDIECK [5], § 2, n® 3, théoréme 10, page 55.
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Remarque. — Si, au lieu de #, on suppose que c’est X qui
est nucléaire et le dual nucléaire, et a la propriété d’approxi-
mation stricte, on peut aussi définir (S T); e YE®,F), pour
Se ¥(E), T)eJE(F). Pour le définir, on appliquera la proposi-
tion 25. a la multiplication de X X # dans £ déduite par
symétrie de la multiplication donnée; a 1’élément obtenu
(—T> §),._ef£(F ®:E), on appliquera la symétrie canonique
F&.E-~E®&;F.

Si alors # et A ont tous deux ces propriétés, on peut définir
deux produits; mais il coincident sur (#6® E) X (K®F),
et sont séparément continus, donc coincident partout. On

peut donc employer la méme notation (g'_l')),. pour ces deux
produits.

Associativité de la multiplication.

Prorosition 25 bis. — Soient #6, R, 4, b, T des espaces
de distributions normaux. Supposons qu’il existe des multipli-
cations de 36 X K dans M, de K X < dans To, de M X 4 dans 9’
de ¥ X Yo dans D', et qu’on ait la relation d’assoctativité

(I, 5; 3) (RS)T=R(ST), pour Red, SeX%, Ted

Supposons d’autre part vérifiées les conditions énoncées dans
la proposttion 25, pour que ces diverses multiplications puissent
s’étendre aux distributions vectorielles, et supposons que 36, X,
4, atent la propriété d’approximation. Alors on aura aussi:

(IL, 553 bis) ((BS).T)x=(RET).).«(EeFeG),

pour R « #(E),S e K(F), T « 4(G) (en identifiant (E 8. F) 8, G et
E®,(F8.G)a (E®F®G)).

En effet les 2 membres de (I, 5; 3) définissent des applica-
tions trilinéaires sur #(E) X X(F) X £(G), hypocontinues
par rapport aux parties compactes, et qui coincident sur
(#®E) X (R®F) X (£®G), produit de sous-espaces denses
(proposition 11 du chapitre 1); donc elles coincident partout.

Cas ou l'un des facteurs est une fonction indéfiniment dérivable.
Il existe des produits multiplicatifs de 2 distributions sca-
laires, dont aucune n’est une fonction indéfiniment dérivable.
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Par exemple on peut définir une multiplication de &™ X D"
dans P;*. Mais nous voulons ici que # soit nucléaire; dans
tous les cas pratiques, # est ou bien un espace de fonctions
indéfiniment dérivables, ou bien un espace de distributions
d’ordre non borné, auquel cas R est un espace de fonctions
indéfiniment dérivables.

Nous ne restreindrons donc pas la généralité pratique des
résultats obtenus en supposant que # ou X est un sous-espace
de &, muni d’une topologie plus fine que la topologie induite.
On a alors le résultat suivant:

Prorosition 26. — Si # est un sous-espace de &, munt
d’une topologie plus fine que la topologie induite, le produzt
(az T) e EB,; F) est le méme, que Uon considére @ comme
élément de F6(E) et T comme élément de R(F), ou que Von const-
dére @ comme élément de 6(E) et T comme élément de '(F).
Résultat symétrique si c’est K qui est un sous-espace de &.

Remarquons d’abord que la chose est évidente s1 E et F
sont le corps des scalaires. ¥ et X sont en effet normaux;
on peut donc trouver des ;e D (resp. des T, € D) convergeant
vers o € #6(resp. T € R). On a, pour chacun des deux produits :

aT ==lm (hmaTk) et sur D X D les deux produits coincident
J
avec la multiplication usuelle.

Mais alors le cas vectoriel en résulte aussitdt, puisque le
produit est compatible avec les applications linéaires continues
de # et XK. Le diagramme commutatif

HXR—EXD
Ng
donne naissance au diagramme commutatif :

#(E) X %(F) &(E) x 9'(F)

H

PE&,F)
ce qui démontre la proposition.

Remarques. — 1° Méme si l'on n’a ni #cé, ni Kcé, le
produit (g T),: ne dépend que de §e9)’(E) et —T>e££)’(F) et
non de % et X, pourvu que 'un de ces deux espaces ait la
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propriété d’approximation par troncature et régularisation.
Nous laissons au lecteur le soin de le montrer en s’inspirant du
raisonnement de la page 43.

Il en est de méme, sans rien supposer sur 6 ou X, si Se D(E)
ou si T)eﬂ)(F), d’aprés le raisonnement déja utilisé page 123
(parce que 9 est un sous-espace de #6 et de K, avec une topo-
logie plus fine que la topologie induite).

Si 'on ne fait pas d’hypothése spéciale sur #6 et K, mais si
I’on sait que Se &(E), peut on dire que (§ —T>),: soit nécessaire-
ment le méme, pour S consédéré comme élément de #(E),
T considéré comme élément de A(F), et pour § considéré comme
élément de &(E), T considéré comme élément de P'(F)?
Nous ne le pensons pas.

20 S1 %6 et R sont tous deux contenus dans 8, avec une
topologie plus fine que la topologie induite, la multiplication sur
#6(E) X R(F) est induite par la multiplication sur §(E) X &(F),
car, d’aprés la proposition 26, toutes deux sont induites par
la multiplication sur §(E) X 9'(F); la multiplication de
§(E) X 6(F) dans §(E &, F) est par ailleurs la multiplication
triviale (e, E) — Z(:i) ®x E(:i), comme on le voit immédiatement

(c’est aussi un cas particulier de ce qui sera démontré a la
proposition 28).

Problémes de support.

Prorosition 27. — St ;eg(E),Te@’(F), le support de
(ZT),: est contenu dans Uintersection des supports de aetde T
(donc la valeur de (Z '_I‘>),= ne dépend que de la valeur de @ sur un
poisinage arbitraire du support de T)

Soient A et B les supports de S et '_I‘>, A nB=K.

Alors la multiplication induit une application bilinéaire
séparément continue de &,(E) X Dp(F) (') dans 9'(E &; F);
mais I'image de (6, ® E) X (D5 ® F) est dans Dg(F), fermé
dans 9'(F); comme &, et Dy, sous-espace d’espaces nucléaires,

(1) Rappelons que, si A est une partie fermée de R*, J6 un espace de distributions
sur R", §6, est le sous-espace de #6 formé des distributions sur R" de support dans A;
il est donc toujours considéré comme muni de la topologie induite par J6. Alors

#6,(E) = ¥6,¢E est le sous-espace de J6(E) formé des distributions de F6(E) de
support dans A.
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sont nucléaires, donc ont la propriété d’approximation ('),
6 ® E.est dense dans &,(E), D5 ® F est dense dans Dy(F)
donc I'image de 8,(E) X 93(F) est aussi contenue dans Dg(F).

’

Formule de dérivation du produit.

Prorosition 28. — On a la formule
6 2ED= (7)) (28
(IL, 55 4) ox; (aT)n B \Z; T>7: + <a bmm>’

pour ae8(E), T e 9 (F).

Les 2 membres définissent en effet des formes bilinéaires
séparément continues sur §(E) X 9'(F), et qui coincident sur
(6®E) X (9" ® F), produit de sous-espaces denses, donc partout.

Cas ou § et 7[‘> sont toutes les deux des fonctions. Notation
fonctionnelle du produit.

Prorosrtion 29. — Si f e §(E), et si g e D'(F) est une fonc-
tion localement intégrable, alors (f g) est la fonction localement

intégrable (%) ®, E(w) (®, veut dire qu'on la considére comme
prenant ses valeurs dans E &, F).

Les deux applications : (f, g)-»(? ,8)x et (?, g)—~f (é‘s)@,:g(a?:),
sont des applications bilinéaires de §(E) X £'(F) dans ¢'(E &, F)
séparément continues, qui coincident sur (6 ® E) X (£' ® F),
donc partout.

C’est pourquot nous emploierons dans tous les cas la notation

fonctionnelle : pour §e% )s '_I‘)e.'l{(F), dans les conditions
d’application de la proposr,twn 25, nous noterons toujours par

§(x) ®r T(w) le produit (§T)
(II, 5; 5) (8T),. = S(3) ®, T(3).

(1) 8 et 9’ sont nucléaires (note (), page 121). Un sous-espace d’un espace nucléaire
est nucléaire (GrRoTHENDIECK [5], § 2, n° 2, théoréme 9. %, page 47, ou ScawarTz [2],
exposé 18, proprosition 4). Tout espace nucléaire a la propriété d’approximation
(voir note (!) page 58).

(“’) Cette notation pourra donc se trouver contradictoire : si Set T sont des fonctions
fet g, sil’on a les conditions de la proposition 25 mals non celles de la proposition 29,
il se pourra que (S T)n, que nous aurons noté S(2) ®,g T(%), ne soit pas défini par la

>

fonction :c—»f(z) ® g(z). Mais cela ne risque pas de se produire souvent dans la
pratique.
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Relation entre produits scalaire et multiplicatif. Notation fonc-
tionnelle du produit scalaire.

Prorosition 30. — Pour Zeﬁ(E), _T>e9)’(F), ¢ € 9(G),
on a:

(I, 5;6) (aT)rng=(29)zxT=0+(To)ze(E®F®G)s,
les produits scalaires étant ceux qui sont définis d la proposition 4,
respectivement pour les couples d’espaces (9', D), (9, 9'), (&, &').

En effet, les 3 membres sont séparément continus et
coincident sur (6 ® E) X (9" ® F) X (9 ® F), donc partout.

Il est évidemment intéressant d’étendre cette formule &
des espaces #6, X, autres que 8, 9', 9.

Par exemple on pourra supposer; e §(E), Te &' (F), ; € &(G),

ou bien a € Oy(E), Te g'(F), ; € 4(G), etc... On peut donner une
proposition générale, dans le style de la proposition 25 bis.

Prorosition 31. — Soit % un espace vérifiant les conditions
de la proposition 4. Supposons en outre qu’on puisse définir
une multiplication de 36 X #' dans 9y,, hypocontinue par rapport
aux parties compactes. Alors on peut définir, d’aprés la propo-
sition 4, un produit_scalaire (Z, r_I‘)) —~a-T de #(E) x 36'(F)
dans (E &, F), et d’aprés la proposition 25, un produit multi-
plicatif (2, T)— (2 T)x de %(E) X #'(F) dans 9.,(E 8, F). On a

la relation :
(1L, 5; 7) 2 T= [ (aT).

Les deux membres définissent en effet des applications
bilinéaires de #(E) X #'(F) dans E &, F, séparément continues
(propositions 4 et 25; et proposition 36 du chapitre 1), et qui
coincident sur (9 ® E) X (9 ® F), donc partout ((9) ® E) est
dense dans #6 ®.E, puisque # est normal, et que #6 ® E est
dense dans #(E) puisque #6, nucléaire, a la propriété d’approxi-
mation; de méme P ® F est dense dans %’(F))

C’est peurquot, toutes les fois que les conditions énoncées dans
la proposition 31 seront réalisées, nous pourrons, conformément
d la notation (11, 5; 5), écrire sous la forme

oo (3(0) @ T(2))do
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le produat ;-,:—T):
(1L 5;8)  ¢+T= [ (p(2) @ T(2))da.

Cette formule est justement celle qui avait été annoncée
a (I1, 3, 8); elle est maintenant justifiée.

On pourra I’employer en particulier pour #% =9, §, 9;
les multiplications sont en effet hypocontinues de 9 X 9,
& X 8,9 x99 dans &, &, Og respectivement, donc dans Dj,.

Produit multiplicatif général.

Il est utile de généraliser le produit multiplicatif, comme
nous avons généralisé le produit scalaire au § 4. Il serait trop
long de faire une théorie compléte; nous nous bornerons
aux cas les plus utiles. Le principe de la méthode va consister
a ramener le produit multiplicatif au produit scalaire par la
formule (I, 5; 6), et & appliquer ensuite les résultats du § 4.

Prorosition 32. — Sotent 36, X, €, M (') des espaces de
distributions normauz sur R", E et F des espaces localement convexes
séparés, ces espaces n’étant pas nécessairement quast-complets.
Sotent & (resp. ©) un ensemble saturé de parties bornées de E
(resp. de parties bornées complétantes de F). On suppose que
Kc# et que Uinjection A de R dans ¥ est sous-nucléaire;
on suppose d’autre part que R ou ¥ a la propriété d’approxima-
tion requise dans Uénoncé de la proposition 10, et que ¢ est
bornologique.

. Enfin on suppose donnée une multiplication de MW X 36, dans 4,
provenant, par transposition, d’une multiplication de MW X ¢
dans R, hypocontinue par rapport aux parties compactes de 4.
Alors on peut définir une «multiplication »(*) de W(E) X #6.(F; B,)

dans 4(E 8, F), notée (;, -'T) — (ZT)I, vérifiant :

(L 5;9)  (aT).-¢=ag- 2T <ESF,
pour toute ¢ € £; le second membre est celur qui est défini a la
proposition 10, pour Zcp e X(E), Te%L(F; Bo)-

(1) Observer le changement de notation entre les propositions 25 et 32.

(2) Nous avons mis multiplication entre guillemets. C’est une opération bilinéaire
de IN(E) X #6.(F; B,) dans LL(E & F), qui est évidemment apparentée & une multi-
plication, mais qui, par exemple, n’est pas nécessairement séparément continue!
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On a
(1L 5; 10)  [(ee) (Tf)].= («T)e ®F,

pour ae M, Ted, ZEE, feF.

Cette multiplication est compatible avec les applications linéaires
continues de E, F, ou de #, R, £, M.

St les conditions d’application de la proposition 25 sont aussi

. 9 ™= 5 ~
périfiées pour M, 6, 4, U'image de (; T)l dans Y4E&;F)

. . = . o .
coincide avec le produit (Z T),‘ défini a la proposition 25.
. . ~ ™

Sia parcourt une partie du type © de W(E), et que T converge
vers 0 dans ¥.F) en restant dans une partie {3,-équibornée,
(a:T)6 converge vers 0 dans 1’(E B¢ F); st Uinjection A est
non seulement sous-nucléaire, mais nucléaire, il est tnutile de

. > . .
contraindre T a rester dans une partie [3,-équibornée.
L > . > n .

Si T est G-bornée, on peut définir (a T)g méme si & n'est pas
bornologique, pourvu que la multiplication de M X & dans X,
déja supposée hypocontinue par rapport aux parties compactes
de ¥, soiten outre hypocontinue par rapport aux parties compactes
de M. Dans chacun de ces deux cas (£ bornologique ou multi-
plwatzon hypocontinue par rapport aux parties compactes de M),

si converge vers 0 dans ‘m(E), et que T reste dans une partie
G-équibornée de ¥6(F), (a T)G converge vers 0 dans 4(E &; F).

Nous partons d’une multiplication de M X £ dans XK;
d’aprés la proposition 21 bis du chapitre 1, elle définit une
application bilinéaire, encore notée multiplicativement, de
M(E) X ¢ dans K(E). Alors, pour o M(E), ¢ged, Z? est un
élément bien déterminé de JK(E); comme T‘e%,’,(F; B.)
second membre de (II, 5; 9) a bien un sens, d’aprés la propo-
sition 10. Alors (;'—l‘))l est défini comme application linéaire
o— (2T)-¢=ag+,AT de 4 dans E &, F.

Nous devons montrer que cette application est conti-
nue; alors (Z;l)‘)l sera une distribution, et on aura méme
(Z—f)l e {(4; E®, F)(") c L(E 8, F). Comme £ est bornologique, il

() Les deux € n’ont pas ici le méme sens; le premier est celui qu’on emploie dans

¢(A; B), espace des applications linéaires continues de A dans B, le second est
I’espace € introduit dans 1’énoncé.
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suffira de montrer que si ¢ parcourt une partie compacte

L de ¢, (Z—'f‘)l ¢ parcourt une partie bornée de E® F (*).
Or, lorsque ¢ parcourt L, les multiplicateurs [¢] forment une
partie équicontinue de 4(M; X), donc aussi une partie équi-
tlnue de ﬁf(‘m( ); R(E)) (proposition 1 du chapitre 1); alors,

pour « fixée, acp reste bornée dans JX(E) pour ¢ € 4, et comme T est

fixe, la fin de la proposition 10 exprime justement que Zgo . AT

reste bornée dans E ® F. On a donc bien (;'_f)l e{. (E® F).
Supposons que a parcoure une partie du type & de M(E).

Si ¢ parcourt une partie compacte L de 4, ;g parcourt une
partie du type © de A(E) (en effet, pour tout k' de X', on a
Lz, (k) = Lz([ cp] (K')); si K parcourt une partle equlcontlnue
de X', ‘¢]- (k') parcourt une partie équicontinue de N’ pour
¢pel, puisque L définit une partie équicontinue de (M ; XK)(*);
donc Lz(‘[¢]:(K')) décrit une partie de E appartenant & &
puisqu’z est du type &, et Z? décrit bien une partie du type &
de X(E)). Si alors T converge vers 0 dans #6;(F; 3,), en restant
dans une partie [,-équibornée (condition inutile si A est

nucléaire), ;cp -@'—I‘) converge vers 0 dans E &g F d’aprés la
proposition 12, donc (Z'_I')>6 converge bien vers 0 dans $(E8&gF).

Supposons maintenant T G-bornée. Définissoas toujours
(Z'—f)g-cp par Z(p -571‘). Montrons que I’application linéaire
q;—»(;—f)g-cp de & dans E ®; F est continue, méme sans

supposer £ bornologique, pourvu que la multiplication de
M X £ dans K soit hypocontinue par rapport aux parties

() Soient L, M, des espaces localement convexes séparés. Soit u une application
linéaire de L dans M, transformant toute suite convergeant vers 0 dans L en une
partie bornée de M; alors elle transforme toute partie bornée de L en une partie
bornée de M, donc elle est continue si L est bornologique (BourBaxi [4], théoréme 3,
page 11). A fortiori, si L est bornologique, toute application linéaire de L dans M,
transformant toute partie compacte de L en une partie bornée de M, est continue.

(2) Soient IM et R des espaces localement convexes séparés, L une partie équi-

continue de £(I1; X). Soit K un voisinage de 0 de X ; de la formule (K9 c (;‘(K) )0,
-1 0 —1 0 . .
on déduit que U (K% c U (u (K)) c <n u (K)) ; comme L est équicontinue,

uEL u€EL u€L

n u(K) est un voisinage de 0 dans JN, et son polaire est bien une partie
u€L

équicontinue de M.
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compactes de M. Si ¢ converge vers 0 dans Y, an converge
vers 0 dans JR(E), en vertu de la proposition 21 bis du

. = . ~
chapitre 1, et alors Zq) g T converge bien vers 0 dans E &g F,
en vertu de la proposition 14. Supposons alors que a converge

vers 0 dans M(E) (£ bornologique, ou multiplication de
M X X dans £ hypocontinue par rapport aux parties
compactes). Si ¢ parcourt une partie compacte L de ¢, nous
venons de voir que les [¢] sont équicontinus de M(E) dans

R(E), donc ch converge vers 0 dans A(E); si alors T parcourt
une partie G-équibornée de ¥6,(F), ;go 'GT converge vers 0

d’aprés la proposition 14, et (;T))z; converge bien vers 0 dans
4(E &g F).

Nous devons voir maintenant pourquoi ’application bilinéaire
ainsi définie de M(E) X #,(F; ,) dans L(E &, F) mérite le
nom de multiplication.

Remarquons d’abord que, « par transposition » de la mul-
tiplication de M X ¢ dans %, donc dans #6, on peut définir
une application bilinéaire de M X 6, dans ;. Elle se définit
(si on la note aussi multiplicativement) par (m k', l) =(ml, k')
pourme M, led b e #6'; h' — mh' est transposée del— ml. M et
#6 sont normaux et cette application bilinéaire coincide sur D X D
avec la multiplication usuelle; ¢’est donc elle-méme une multipli-
cation si elle est séparément continue. Or si m e M est fixé,
k' — mh' est continue de K. dans 4, comme transposée
d’une application linéaire continue de £ dans #6; si k' e 36’ est
fixé, et que m converge vers 0 dans N, on sait que Im converge
vers 0 dans 6, uniformément lorsque ! décrit une partie
compacte de £; donc on sait que mh’ converge vers 0 dans 4.
Il est donc exact de dire, comme nous le faisons dans ’énoncé,
qu’une multiplication de M X £ dans A, donc dans #, hypo-
continue par rapport aux parties compactes de ¥, définit
« par transposition » une multiplication de M X #6, dans <.

Alors on a la formule (II, 5; 10), ou «T est précisément le
produit multiplicatif de M X #6, dans £, ce qui justifie le
nom de produit multiplicatif pour (; _T>)L; (I1, 5;10) résulte
en effet trivialement de (II, 4; 1), et de la définition méme de
aT par transposition: aT.¢=ap.T. Supposons maintenant
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qu’on puisse aussi définir (Z—T)),. d’apreés la proposition 25 : N, 6.,
4, E, F, sont quasi-complets; N est nucléaire et de dual
nucléaire, et a la propriété d’approximation stricte; la multi-
plication de M X #6, dans ; est hypocontinue par rapport
aux parties compactes. Montrons alors que cet élément
(-a:—T)),c est l'image de I’élément (;_T>)l, défim 1ici, dans
¢(E&,F). Les deux produits sont continus en «e M(E),
pour T)e%;(F; B,) fixée; N est nucléaire, donc a la propriété
d’approximation; I'égalité des deux produits résultera de
leur égalité pour aeM®E. Soit donc a= az, a e,
¢ e E. Le produit de la proposition 25 vérifie (I1, 5; 2), donc
(;_'f‘) o =T (e, o:T) co = e® (aT ) d’aprés la 2e formule
(11, 2; 6 bis). Mais, d’ apres la formule (I, 3; 6), oT - cp= Toacp,
alors ﬁnalement (aT) = ¢® Lz(ag), ce qul d’apres (I, 4; 6),
est acpe 7.T 1mage dans E &, F de azq:e T défini a la propo-
sition 10; ce qui prouve I'identité des deux produits considérés.

On pourrait aussi supposer qu’on puisse définir (ZT),r d’apres
les conditions symétriques de celles de la proposition 25:
¥ nucléaire et le dual nucléaire, vérifiant la propriété d’ap-
proximation stricte; nous laissons au lecteur le soin de vérifier
(la démonstration comporte quelques difficultés supplé-

mentaires) que le produit ainsi défini coinciderait aussi avec
celui de la proposition 31.

Remarques. — 1° Supposons que #6 et X, au lieu de vérifier
les conditions de la proposition 10, vérifient celles de la propo-
sition 11, et que l'injection A de R dans # soit nucléaire
(4 étant toujours bornologique). Alors on peut définir
(Z'—T)), e {(E ®, F) pour a e M(E), Te %.(F) non nécessairement
bornée. On a encore (II, 5; 9 et 10). Si p parcourt une partie
du L type © de M(E), et que T converge vers 0 dans 6,(F),
(aT ¢ converge vers 0 (remarque page 71). Si © est un
ensemble saturé de parties bornées quelconques de #,(F), et
si T est du type G, on peut définir (aT)G méme si £ n’est pas
bornologique, pourvu que la multlphcatlon de M X £dans X soit
hypocontinue par rapport aux parties compactes de M et de 4;

en tout cas, si « converge vers 0 dans M(E) et que T reste
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dans une partie du type © de #,(F), (;'—I‘))G converge vers 0
(remarque page 74).

20 Supposons que X et #6, au lieu de vérifier les conditions
de la proposition 10, vérifient celles de la proposition 17
(autrement dit, & a la propriété d’approximation stricte),
et que I'injection A de K dans # soit sous-intégrale. Soit & un
ensemble saturé de parties bornées quelconques de F. Alors on
peut définir (aT)g < (E 85 F), pour « < M(E), T < #,F; ),
soit si £ est bornologique, soit si la multiplication de M X ¢
dans X est hypocontinue par rapport aux parties compactes

de M et &; s1 a converge vers 0 dans M(E), et que T reste

dans une partie G-équibornée de #6,(F), (;—'l)‘)t,; converge vers 0.
30 Si K vérifie les conditions de la proposition 17, A sous-

. » . ’ . = ~

intégrale (voir 2°), on peut définir (;T)neifé(E 8. F), pour
= . . . . .

Ze‘m(E), T e 4,(%; F), soit si 4 est bornologique, soit si la

multiplication de M X ¢ dans % est hypocontinue par rapport

aux parties compactes de M et £.

Si @ converge vers 0 dans M(E), et que Lz reste dans une
partie équicontinue de 4(36; F), (Z—T),: converge vers 0.

Si deuz quelconques des produits (« :I'>) définis, soit ala propo-
sition 32, soit aux remarques 19, 20, 39, ont un sens, ils coincident
(proposttions 11, 17, 19).

40 Le produit multiplicatif défini & la proposition 25 est

. , ’ . =4
de nature différente; on ne définit pas (; T)ﬁ - ¢ par ;? - _'f, en
se ramenant 4 une définition antérieure de produit scalaire.

Quoi qu'il en soit, si le produit défini soit a la proposition 32,
soit & 'une des remarques 1°, 20, 30, 4 partir des espaces ¥6,
R, 4, M, existe, et si en méme temps la multiplication de
M X 6, dans 4 satisfait aux conditions de la proposition 25
(M nucléaire et de dual nucléaire, etc...), alors le produit

S =

(a T),:, défini par 'une ou 'autre des méthodes, est le méme
(on le voit encore d’aprés le raisonnement de la page 31).

50 Bien que la proposition 32 soit une généralisation de la
proposition 25, certaines de ses hypothéses, relatives aux
espaces de distributions qui interviennent, sont en fait plus
fortes que celles de la proposition 25. Par exemple toute
ped est dans  donc est un multiplicateur de M dans X;
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il n’y a rien d’analogue dans les hypothéses de la proposition 25.
On en déduit certaines propriétés du produit multiplicatif
de la proposition 32, qui ne semblaient pas pouvoir étre démon-
trées pour le produit de la proposition 25, sans supposer
des propriétés supplémentaires d’ approx1matlon par tronca-
ture et régularisation. Par exemple : si ae &(E), alors (az T) est
le méme, que U'on considére @ comme élément de M(E) et T comme
élément de %6.(F'; B,), ou que lon considére & comme élément
de S(E) et T comme élément de P (F; B,) (proposition 32 appli-
quée a% =R =9, 4L =29, ‘ml—-{é) Soit en effet g e D. Le
prodult ay estle méme dansles deux cas (car le multiplicateur [(p],
de M ou de & dans 9’, est défini par un passage a la limite a
partir du multiplicateur [¢] de D dans 9, et est donc induit
par le multiplicateur [¢] de 9" dans 9'; donc le multiplicateur
[¢] de M(E) ou de §(E) dans 9'(E) est induit par le multipli-
cateur [9] de 9’ E) dans 9'(E)); alors Zgo T est lo méme,
que 'on considére a? comme élément de Ji(E) et T comme
élément de 36 ; Bo), ou que ’on considére acp comme élément
de 9(E) et T comme élément de D'(F;f,) (proposition 20)
page 83), alors qu’une telle affirmation n’était sans doute
pas valable pour le produit de la proposition 25, sans hypo-
these supplementalre sur 56 ou K.

Mais si Te8(F Bo) = (8")«F; Bo), (Zz"f)l est-il le méme que
Ion considére comme element de M(E) et T comme élément
de 36.(F; f,), ou @ comme élément de PD'(E) et T comme élément
de 8(F ﬁo ? Nous l’1gnorons

(E': Pour connaitre (aT) e 9 (E® F), il suffit de connaltre

Z, T, et les espaces # et X, mais non ¢ et M. En effet acp est
alors connu pour ¢ e D (le multiplicateur [¢] de M(E) dans K(E)
étant la restriction du multlpllcateur [¢] de 9’(E) dans @’(E)
voir remarque 5°), donc a;o o T est connu, et par suite (&

Nous laissons d’ailleurs au lecteur le soin d’établir les pnnm-
pales propriétés de ce produit multiplicatif (généralisation des
propositions 26, 27, 28, 29) a partir des résultats du § 4.

Nous nous contenterons d’énoncer ce qui suit:

CoroLLAaIRE 1. — Soient E et F des espaces localement
convexes, non nécessairement quasi-complets. On peut définir
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un produit multiplicatif (; T))z e ¥'(E ®, F), dans les cas suivants :
10 g e &(E), Te 9D'(F) localement (3,-bornée;
2 ge P'(E), Te &(F) localement [ -bornée;
30 ze & " Y(E), T e D"(F); alors (xT).e D" (E &, F);
40 a < Oy(E), T e 9 (F;p,); alors (aT)e9'(E 8, F).
On a (I1, 5; 9), pour gD (cas 1 et 2), p e D"+ (cas 3),
¢ed (cas 4), et (II, 5; 10). On a ausst

(IL 5 ; 11) (@T). o =a-oT,
pourg e D (caslet2), o e D™ (cas3), ¢ « I (cas 4). On a par ailleurs

(I, 5;12)  B(aT). = ((ga)T), = (a(pT)),

pour Be®D (cas 1 et 2), febm """ (cas 3), B Oy (cas 4).
Soit S(resp. ©) un ensemble saturé de parties bornées de E

. . >
(resp. de parties bornées complétantes de F). St a converge vers 0,

et que T reste dans une partie localement G-équibornée de 9'(F)
(cas 1), localement G-équibornée de &(F) (cas 2), localement
G-équibornée de D™(F) (cas 3), G-équibornée de $'(F) (cas 4),
(Z'_I‘))g; converge vers 0. Si a reste dans une partie du type &,

et st T converge vers 0, en restant dans une partie localement
Bo,-équibornée de D'(F) (cas 1), de 8(F) (cas 2), sans condition

spéciale (cas 3), ou en restant dans une partie B,-équibornée
>

de $'(F) (cas 4), (a '_f)e converge vers 0.
On a la formule de dérivation du produit (II, 5; 4) (ou

w est remplacé par ), pour ;eE(E) (cas 1), ZeED'(E) (cas 2),
;eg””"”(E) (cas 3), ;eOM(E) (cas 4). Le support de (;_T-))l
est contenu dans Uintersection des supports de a et —T; donc la
valeur de (ZT))L ne dépend que des valeurs de a dans un voisi-
nage arbitraire du support de T.

Dans le cas 2, si H e &(E), et si T est localement G-bornée dans
§(F), et dans les cas 1, 3, 4, si T est une fonction, et si, quel
que soit le compact K de R", il existe une partie disquée Be ©
telle que Te Li(Fy), alors (;;f)i; est la fonction localement
intégrable a(%) ®gT(%).
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Dans les cas 1, 3, 4, si, pour tout compact K de R"
(U ;(x))e@, et si Tef’(F), et dans le cas 2, si « est une
€K
fonction, et si, pour tout compact K de R", il existe une partie
disquée A e S telle que ZEE(EA),alors GLT)g est la fonction
localement intégrable ;(:f:) ®@—T>(£').

Dans les cas 1, 2, 4, si T e 9(F), et dans le cas 2, si « < ¥ (E),
(;71‘)),: est la fonction localement intégrable Z(é‘;) ®x T(:fc)

Le cas 1 ne résulte pas directement de la proposition 32
(avec A=#=9, =9, M =_§), car celle-ci exigerait
Te D(F; B,), c'est-a-dire globalement {,-bornée. Mais on
pourra, pour tout ouvert borné Q de R", appliquer directement
la proposition 32. (avec # = K = £ = Dg, M = &g); on trouve
ainsi, pour chaque Q, une distribution (Z T)‘;Q=(;QTQ) de
DG(E 8, F);s1Q; ¢ Oy, on voit 'aussitét que (B:T)l;gi et (;:l‘))[;g,»
coincident dans (), (c’est tout simplement la compatibilité du
produit scalaire du § 4 avec les applications linéaires continues
de X et #; ici il s’agit de I’application canonique Do —Dg );
alors ’ensemble des (; T))‘;g définit une distribution (; '—I‘>)
qui vérifie bien (II, 5; 9) pour ¢ € D. On pourra aussi directe-
ment appliquer une proposition analogue a 31 s’appuyant
non pas sur la proposition 10, mais sur la proposition 20 bis.

On voit aisément que ces 2 méthodes donnent le méme résul-
tat, puisque précisément la proposition 20 bis se déduit de
la proposition 10 par localisation. Le cas 2 se traite de méme.
Le cas 4 découle directement de la proposition 31 (avec
A=#=9, £=9, M =0y); le produit du cas 4 est une
restriction de celui du cas 1 (compatibilité avec les applications
linéaires continues de #, X, ¥, M).

Le cas 3 est un peu plus subtil. Si nous posons (II, 5; 9),
on est obligé de supposer o € D™*"**, pour que Zq) e Inr(E),
Te D"(F), et qu’on puisse appliquer la proposition 24.
Comme nous voulons obtenir (aT) e« D™E & F), il faut
pouvoir prendre ¢ € D". Nous poserons alors, par définition,
(«T),-0 = &+ oT; comme ze8"*!(E), ¢T «&™(F), a-oT a
un sens d’aprés la remarque qui suit la proposition 24; nous
laissons au lecteur le soin de montrer, comme dans la propo-
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sition 31, que (;'—I‘)) ainsi définie est bien une distribution de
DmE &, F).

La formule (II, 5; 9) résulte de la définition, sauf dans le
cas 3. Dans ce cas spécial, (II, 5; 9) résulte de (II, 4; 12),
pour o€ D"***' Au contraire c’est (II, 5; 11) qui résulte
de la définition dans le 3, et de (II, 4; 12) dans le cas 1, 2, 4;
(I1, 5; 10) est trivial. La possibilité d’une double définition
grace a (II, 5; 9) et (II, 5; 11), montre que, si « < &(E), le
produit du cas 3 coincide avec celui du cas 1

Pour démontrer (II, 5; 12), on doit démontrer

(I, 5;13)  a(Be) T = (Ba)o~T =ap- pT
pour ¢ D. La premiére égalité est évidente, car elle resulte
de ce que, pour tout ¢ <E, on a (a, Z)(Bcp B(oz ¢ ) )%
Pour voir la deuxiéme, nous remarquons qu’elle exprime Slm-
plement la compatibilité du produit scalaire du § 4 avec les
applications linéaires continues de # et X (formules (II, 4; 12).
La formule de dérivation du produit revient a
T

- > hs)
T=——<p . +¢<?.ZE'

(IL, 55 14) —a2.
ba: 0x;

pour o € 9. Mais la formule (II, 4; 12) montre que
> bT___ d (-> )

SN o, oy

-
T.
Nous sommes donc ramenés 4 montrer

(IL, 5; 15) —-ZZ%:%O_--A %9),

. . <
ce qui, en faisant le produit scalaire avec toute’ e E', est la for-
. , . . . > <

mule habituelle de dérivation du produit, pour {(a, €) o

La propriété des supports résulte de la proposition 20 c,

et de la proposition 24. Les propriétés de continuité résultent
des propositions 12 et 14.

> . . .

Quant aux cas ot « et T sont des fonctions, comme il s’agit

d’une propmete locale, on peut se borner aux cas 1, 2, 3,

avec o et T a supports compacts.
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Il suffit alors d’appliquer la proposition 21, ou 21 bis ou ter,
et on voit que, pour ¢ € D, dans les conditions indiquées dans
I’énoncé :

(II, 5; 16)
apa T = [ (d()9(e) 8 T(2)de = [,,(al2) 8 T())9(a)dz,

ce qui donne bien (;T))o = ;(.'?;) ®9'—I'>(§:)35F(E ®p F), 0 étant
I'une des lettres &, G, =.

CoroLLAIrE 2 (relation entre produit scalaire et produit multi-
plicatif). — Dans les conditions de la proposition 31, suppo-
sons que %, soit contenu dans if avec une topologle plus fine
que la topologie induite. Alors, si o « M(E) c K(E), T e %.(F 5 Bo)s
on peut d’une part_ deﬁmr (;_'f') d’aprés la proposition 32,
dautre part définir «- T d’aprés la proposition 10. Alors (aT)

est sommable ((aT) e D (E 8, F)), et on a
(I, 5; 17) % T = ﬁ‘"(ﬁ)l.

Il suffit d’appliquer la proposition 32 et (II, 5; 9) avec
p=1eB e Lefait que Mc X (et M(E) c K(E)) résulte de ce que

1 est multiplicateur de M dans X ; le fait que (aT) e 9..(E®,F)
résulte de ce que 4, c(8,).= EDL,, avec une topologie plus fine
que la topologie induite.

Dans la pratique, on aura souvent M =X. On aura
parfois £ = 3%, mals alors il n’est pas bornologique; on devra

donc supposer T ©- bornée, et la multlphcatlon de M X B,
dans X hypocontinue par rapport aux parties compactes;
on aura seulement (II, 5; 17) ou ¢ est remplacé par © (voir
proposition 32). Remarquons que de toute fagon, dans le cas
£ =23, le sous-espace B de B est un espace de Fréchet,
donc bornologique. On peut donc affirmer, d’aprés la proposi-
tion 31, que (er)l est dans (%°), (E® F)=(9).(E & F) (donc
scalairement sommable), méme si T est seulement (,-bornée.
La formule (II, 5; 9) est alors seule ment valable pour 0 e &°.
En fait on sait qu’alors (ZT) se prolonge par bitransposition

en une application linéaire de # dans (E &, F)" (chapitre 1,
page 128), donc le second membre de (II, 5; 9) a encore une
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signification pour ¢ e $; le premier a aussi directement une
signification, puisqu’on a toujours Ze‘m(E), pe®, donc
ao e K(E), et Te%’ F; B,). Mais rien ne dit que les deux
membres solent égaux. La proposition 31 montre seulement

que leurs images dans E &; F coincident, si T est G-bornée.

Le corollal,re 1 nous suggeére dadopter toujours la notation
. >

a(x) ®, T(a:) pour (aT)l, méme si @ et T ne sont pas des fonctions;
alors zl dew.ent legztz,me, dans les conditions du corollaire 2,

->

de noter f ) ®, T( ))dx le produit scalaire <p «T:

(11, 5; 18)
3(}@;2@)*&?@); Zem(g), T e %,(F; 6,
9T = [.(3() ®.T(2))ds, ¢<K(E) Tedi(F;8),

la premiére formule étant une définition du symbole du 2° membre,
dans les conditions générales de la proposition 32, et la 2¢ for-
mule étant une propriété, valable dans les conditions du corollaire 2.

ExemprLe 1. — Soit Se D, , une distribution semi-réguliére
en z, Ted,, une distribution intégralement semi-réguliére
en y('). Nous allons montrer qu’'on peut définir un produit
multiplicatif ST.

On a Se€6,8 9,; S définit donc sur X' une distribution
§582(E), si E=9;; si B est un ouvert borné de Y™ et si
Eg = Dp est 'espace des distributions sur B, la restriction Sg
de S a X' X B définit une distribution Sp e 8,(Es). D’autre
part T est en particulier semi-réguliére en y; on a donc
TeD,®6,; elle définit sur X' une distribution Ted “(F), si
F =¢&,; si B est un ouvert borné de Y” et si Fp=6p est
I’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur B, la restriction
Ts de T & X' X B définit une distribution T)B e 9.(Fg). Mais on
peut dire plus: dans tout ouvert borné A X B de X' X Y", A
ouvert borné de X, Ty est distribution d’ordre fini en z &
valeurs dans &g; donc 7I'>B est localement bornée a valeurs
dans Fg (corollaire 1 de la proposition 23 du chapitre 1).
Le corollaire 1 nous permet donc de définir un produit multipli-

(') ScawarTz [7]. Voir en particulier le corollaire 1 page 116 et la remarque
page 115.



THEORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 139

catif (gai,)ge@;(EB ®gp Fs). Mais, si 0 désigne le produit
multiplicatif de D3 X & dans Dg, il est hypocontinu par
rapport aux parties bornées, donc il se prolonge en une appli-

cation linéaire continue 0 de Eg @p Fg dans Eg; alors
(I, ® 0) (§B—T>B)B est un élément de 9D,(Dp), qui n’est autre que

(§BTI‘>B)QB. Si B, e B,, la compatibilité du produit multiplicatif
avec les applications linéaires continues de E, F, montre que

(§B,7I‘)B‘)p est l;image de (§B,'—I‘>n,)p par Eg, @p Fg,— Ep, ®3 Fp,;
et alors (§B,TB,)0,,, est lui-méme l'image de (§B,TB,>QB’ par

5, > Dp,. Alors finalement I’ensemble cohérent des (§BTB>QB
définit un élément de D, (D;), c’est-a-dire une distribution
de 9, ,. Cest cette distribution que nous noterons ST et
que nous appellerons produit multiplicatif de S et T.

Ce produit est le seul qui coincide avec le produit usuel pour
Se§,09, TeD,®§,, et qui soit séparément continu en T
(lorsqu’on munit ’espace des distributions intégralement semi-
réguliéres en y de la topologie induite par 9,8 8,) pour S
fixée dans §,® 9,, et séparément continu en S pour T fixée
quelconque (propositions 15, et 32 corollaire 1). ST coincide
avec le produit usuel st S ou T est dans &, ,. Supposons par
exemple Se§,,. Soient S; (resp. T;) des distributions de
D, ®9D, qui convergent vers S (resp. T) dans &, (resp. 9, ® §,).
Alors S; T est trivialement le produit usuel (formule (II, 5; 10)].
Par passage a la limite S; T est encore le produit usuel et
de méme ST. Méme démonstration si c’est T qui est dans &,,.
De méme, si a €8, ,, le produit usuel a(ST) coincide avec les
produits («S) T, S (aT), calculés d’aprés la méthode indiquée
ict; on le voit par passage a la limite S;—S, compte tenu de
ce que c’est vrai si S;e§,,.

Nous avons appelé (6,8 9))... 'espace des distributions
intégralement semi-réguliéres en y. Si1 T est dans cet espace
et en outre 4 support compact, elle appartient au dual (§, ® 9,)’
de 8,89;; on peut alors définir un produit scalaire S.T,
pour Se,®9,; montrons que S.T r’est autre que j;,me ST,
ST étant le produit défini ici, qui est dans ce cas 4 support
compact. C’est en effet vrai si Se®,, (ST étant alors le pro-
duit usuel, et la dualité entre I’espace normal &, ® 9, et son
dual devant induire sur 9,, la dualité entre 9,, et 9 ,).



140 LAURENT SCHWARTZ

Mais comme S.T et f ST sont continus en S pour T fixée,

ils coincident toujours. On voit donc qu’on aurait pu définir
directement le produit multiplicatif ST en posant, par définition,
ST.¢ =S5.Tg, pour g €D, , (ceci définit trivialement ST comme
forme linéaire sur 9, ,, il suffit alors de montrer sa continuité.
Or si ¢ converge vers 0 dans un 9%, K compact de X' X Y™,
et si aed,, est égal & 1 sur un voisinage du support de K,
S5.To =S.aT¢ = S¢.«T; mais S¢ converge vers 0 dans
8,8 D, et aT est dans le dual de cet espace, d’ou le résultat).

ExempLe 2. — Sections-distributions d’un espace fibré a
fibre vectorielle topologique.

Soit X une variété indéfiniment différentiable de dimension
n (dénombrable a 'infini). Soit F un espace vectoriel topologique
localement convexe (séparé quasi-complet comme toujours).

On. suppose donnés un espace topologique §, une applica-
tion continue p (appelée projection) de § sur X, et un atlas,
c’est-a-dire une famille de « cartes » (Pr)k ek, homeomorphlsmes

de produits O, X F (O, ouvert de X) sur p(Ok) ayant les
propriétés suivantes :
10 Les O,, ke K, forment un recouvrement de X;

20 o,(z, f) - p( {x}), pourz e O, f « F;il en résulte que, pourx
fixé dans O,, f - p,,(x, f ) est un homeomorphlsme qu’on notera

ex(z) de F sur p(ga:g) Aussi p({x}) sera-t-il noté F, et
appelé fibre au-dessus de z;
3° SijeK, keK,etsiO;,=0;nO,n’est pas vide, on posera

—1

@, k() = p; (®)px(z), pour z e O;,; alors a; ,(x) est un homéo-
morphisme de F sur F; nous supposerons que a«;,(z) est
un automorphisme de l’espace vectoriel topologique F,
o, () e 4(F; F), et que la fonction &;: z — o ,(x), est
indéfiniment différentiable de O;, dans %,(F; F) (d’aprés ce
que nous avons vu page 99, il suffit, pour que cette propriété
soit vérifiée, qu’elle soit indéfiniment différentiable a valeurs
dans 4,(F; F)).

Dans ces conditions, on peut mettre canoniquement sur
chaque fibre F,, z e X, une structure d’espace vectoriel topo-
logique localement convexe, en transportant la structure de F
par 'un quelconque des p,(z) tels que z e O,. Tous ces espaces
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vectoriels topologiques sont isomorphes 4 F (non canonique-
ment). L’ensemble de ces données contitue ce qu’on appellera
un espace fibré § indéfiniment différentiable a fibre vectorielle
topologique, de base X, de fibre-type F (*).

Une section f de G est une application z—f(z) e [;(ga:g)
de X dans G. On voit aisément qu’on peut définir la notion
de section m fois continuement différentiable m >0 fini ou
infini: c’est une section telle que, quel que soit k € K, la fone-

tion ?,‘: x—»E,:(a:) (7(:1:)) soit une fonction m fois continuement
différentiable sur O, a valeurs dans F. Soit f une section telle
que, pour un ke K particulier, la fonction 7,, appartienne a
&™(F) sur O,; alors, pour tout j € K, la fonction ?j appartient
a &™(F) sur O, ,, car on a :

(11, 5; 19) Fi2) = &, o) (),

et on suppose, sur O;,, ?,,e &"(F) et Zj‘,‘ e 83(4%(F; F) (*);
de plus, si on prend une carte locale d’un voisinage de z dans
O, sur un ouvert de R”, on aura, pour tout indice de dériva-
tion p, |p| << m,

(IL, 55 20) Dffa)= 3 (D%, (z) D*~Tila) ().

<p

(1) On peut naturellement ajouter un axiome exprimant que l'atlas considéré
est saturé ou maximal; nous n’en aurons pas besoin ici.

(2) Voir page 60 I'étude des espaces &™(E) et &F(E).

>

(3) Soient E, F, des espaces localement convexes, a, f, des fonctions continues
sur la droite R, & valeurs dans E, F, respactivement. Si 0 est une application bilinéaire
de E X F dans G, hypocontinue par rapport aux parties compactes de F (oude E),

> >

la fonction z—»ﬁ(a(x), f(z)) est continue. En effet 0 est continue sur le produit de E
par toute partie compacte de F (Boursaxt [2]. chapitre 1, § 4, n® 2, proposition 4);
or, si z parcourt un compact de R, f(z) reste dans un compact de F. Si maintenant
et fsont dérivables, la fonction est dérivable et on a la régle de dérivation du
produit :

8(a(=), Flz)) = 0(@'(=), Flz)) + 0(a(a), F'(=)).
En effet

8(a(z + h), fiz + k) —0(z(a), fiz)
h

= e(Z(x +w,leth =] i ‘“ﬁ’)> + 0(“___(" + ",)l“:(’), ﬂq).

> >
Dans le premier terme, f=z + h')l— (=) tend vers f(z), pour h-> 0, en restant
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On appellera §%)(G) 'espace vectoriel des sections m fois conti-
nuement différentiables. On sera tenté de le topologiser de la

fagon suivante. On dira que fe 6i)(G) converge vers 0 si, pour
tout ke K, f, converge vers 0 dans §"(F) sur O,. Mais, si nous
ne faisons aucune hypothése supplémentaire sur I’espace fibré,

. s s A . . >
cette notion est sans intérét, et il pourra arriver que f, converge

vers 0 dans &"(F) sur O,, sans que ? ; converge vers 0 dans §"(F)
sur O;,. Si en effet nous regardons la formule (II, 5; 20),
nous voyons que DP7If,(z) convergera vers 0 uniformément
sur tout compact M de 'ouvert de R” défini par la carte locale
considérée, mais il n’y a aucune raison de supposer que
U DY (z) soit une partie équicontinue de 4(F; F), de sorte
z €K

qu’il n’y a aucune raison pour que D”?j(x) converge vers 0

S

uniformément pour ze M, donc pour que f; converge vers 0
dans &"(F) sur O;,.

Nous ferons donc désormais I’hypothése supplémentaire
suivante, analogue a (¢”) page 100:

(®") Quels que soient j, ke K, quelle que soit la carte locale
d’un ouvert de O, sur un ouvert de R", quel que soit le compact
M de cette carte, quel que soit I'indice de dérivation q, 'ensemble
U DYa; \(z) est une partie équicontinue de 4(F; F).
€M

Cette hypothése entraine que ;j,,‘ soit dans §(4,(F; F)) et
non seulement 8,(4,(F; F)) sur O;,. Alors la difficulté précé-
dente ne se produira pas, et nous pourrons donner a &% (G)
la topologie précédente. C’est un espace localement convexe
séparé quasi-complet (parce que 8™(F) = 6"¢F lui-méme est
séparé quasi-complet; chapitre 1, proposition 3).

Si M est un compact de X, D4(§) sera le sous-espace de
x)(G) formé des sections & support dans M; on le munira de

dans un compact de F, :z)(z <+ h) tend vers :(z); donc le premier membre tend vers
0(:(:1:), F(x)), en vertu de la continuité de 0 sur le produit de E par un compact de F.
Le deuxiéme terme tend vers 0(:’(z), —f(z)) pour h —0, en vertu de la continuité
séparée de 0. ’
Ce que nous venons de dire s’étend aisément aux fonctions définies sur R"
et aux dérivées d’ordre quelconque. Ici E = ¥, (F; F), et 0 est I'application

canonique de ¥, (F; F) X F dans F, hypocontinue par rapport aux parties bornées
de F.
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la topologie induite. Alors 9k (§) sera la réunion des Dy(G),
muni de la topologie limite inductive (*).

Essayons maintenant de définir une section-distribution T
de G. Si § est trivial, c’est-a-dire si c’est le produit X X F
(alors réduit a une seule carte), une telle distribution est sim-

o Q ~
plement un élément de 9'(F)=9" ® F, ou P est Pespace
n
des courants de degré 0 sur X (*). Si 9" est I'espace des formes
différentielles de degré n et d’espéce impaire sur X, & support
. . . . . > .
compact, avec la topologie limite inductive usuelle, T est aussi
n
un élément de Y\ D*; F) Une section continue est alors une sec-
tion distribution particuliére, car 8¢ (X X F) =658 Fc 9’ & F.
Il existe un théoréme de «recollement des morceaux », qui
permet de définir une distribution par des données locales
cohérentes: si (O,)cex est un recouvrement de X par des
. = . . . o1 . =
ouverts, si T, est une distribution de ¥'(F) sur O,, et si T
. ~ . . . . . =
et T, coincident sur O,,, il existe une distribution T et une
. . =

seule sur X qui, sur chaque O,, coincide avec T,.

Nous sommes donc amenés a définir une section-distribution
= . . .

T d’un espace fibré général § comme une famille de distribu-

. = , o qe yp

tions (Tk)x e, K étant ’ensemble d’indices définissant les cartes
. . . > -] ~

de G, 7I‘>,, étant une distribution de ,“?D’(F) sur O, T, e 9, & F,

vérifiant la régle de cohérence:

(1L, 5; 21) T =a,, Ty sur O, .
Cette égalité demande a étre interprétée. Elle doit généraliser
(IL, 55 19). Sur O, ,, %, < 8(%(F; F)), T, e ' (F), et le second

membre devra &tre compris comme le produit multiplicatif
de ces deux distributions, associé au produit multiplicatif de

Q . . R y ® 3 ’ ’
&EX D dans gD', et a 'application bilinéaire canonique séparé-

(1) Nous notons 9™ et non P™, parce que, si g =X X F, on trouve 9™(F).

(?) Comme on est sur une variété X, il faut distinguer entre courants de degré 0
et de degré n. Pour que les sections-distributions généralisent les sections usuelles,
il faut prendre les courants de degré 0. Nous noterons le degré des formes ou courants
par un nombre placé au-dessus de la lettre indiquant I’espace des formes ou courants
considérés; nous mettrons un point pour les formes ou courants d’espéce impaire.

r r
Ainsi 9'm est I’espace des courants de degré r, d’ordre <l m; D'+™ est1’espace des
courants d’espéce impaire, de degré r, d’ordre < m.
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ment continue (-1:, 7) — ;? de 4,(F; F) X F dans F. Malheu-
reusement ce produit multiplicatif du second membre n’a aucun
sens, aucun des théorémes démontrés dans ce paragraphe
ne permet de lui en donner un; et le premier contre-exemple
du § 8 montrera que cette difficulté est inévitable. On ne
peut donc pas définir une section-distribution quelconque d’un
espace fibré non trivial @ fibre vectorielle topologique de dimension
infinie.
Mais supposons T, localement bornée; alors (II, 5; 21) a

un sens d’aprés le corollaire 1 de la proposition 32 cas 1.
On peut donc définir une section-distribution localement bornée

de G. Par ailleurs, si Tk est d’ordre < m dans O, T,,e ED'”'(F)

le méme corollaire, cas 3, montre que Tj est d’ordre < m sur
O;,x. On pourra définir une section-distribution d’ ordre <m

. . . =
comme un systéme cohérent de distribution T, d’ordre < m;
sur I’espace des sections distributions localement bornées,
il n’y a pas de topologie naturelle bien intéressante. Mais

sur ’espace (fDL”‘)[x](Q) des sections-distributions d’ordre <m,

—>

nous mettrons la topologie suivante: T converge vers 0 dans
< . - -]
(D™ x)(G) si, pour tout k, T, converge vers 0 dans D;(F)

sur O,. Comme Zj‘k est du type & dans §(%,(F; F)) sur O;,,
ou & est I'ensemble des parties équicontinues de <(F;F)
(page 100), et que I'application canonique de 4,(F;F) X F
dans F est &-hypocontinue, alors le corollaire 1 (cas 3) de la

proposition 32 montre que T‘ converge vers 0 dans 9D(F)
sur O; ¢, ce qui donne son mtéret a la topologie précédente.

Dans le cas particulier ou F est du type (DF), nous avons
vu que toute distribution & valeurs dans F est localement
bornée (chapitre 1, corollaire 2 de la proposition 23). Dans

ce cas il n’y a donc aucune restriction a faire sur les T, Suppo-
sons méme que F soit un espace de Banach; alors 4,(F; F)
est aussi un espace de Banach et I’application bilinéaire cano-
nique de 4,(F; F) X F dans F est continue. On peut alors,
pour donner un sens a (I, 5;21), utiliser simplement la propo-
sition 25; et alors, pour %, k fixé danse 8(52,, (F F) sur Oy,
si Ts converge vers 0 dans ED'(F) sur O,, T convergera vers 0
dans 9’ (F) sur O, 4, de sorte qu’on pourra topologlser Pespace
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@{x](g) des sections distributions de § en disant que T converge

vers 0 dans é){xj(g) si, pour tout keK, T converge vers 0
dans Ei)'(F) sur O,.

Naturellement on pourra étendre tous les résultats précé-
dents et définir les sections-courants de degré r localement
bornées de G; une telle section est un systeme (Tk)kEK) ou T,
est un courant localement borné de degré r & valeurs dans F
sur O, (un courant de degré r a valeurs dans F est un élément

r r r
de 9'(F)=9"®F, ot 9 est I'espace des courants de degré r),
avec la relation ( II, 5; 21) (relative a la multiplication de
r r
&§ X9, dans 9, a Papplication bilinéaire canonique de
4(F; F) X F dans F) On peut procéder de méme pour les
courants d’espéce impaire. Nous laissons au lecteur le soin
de développer les relations remarquables qui existent entre
les espaces de courants, quand on fait varier r, qu’on remplace
F par F', etc...

§ 6. — Produit tensoriel.

Prorosition 33. — Sotent X', Y™, des espaces euclidiens,
E, F, des espaces localement convexes séparés, non nécessaire-

ment quasi-complets. Soient S, e D(E), '—I‘> eﬁ)’(F). Il exuste
une distribution et une seule & valeurs dans E ® F, notée

S, 00, T (), et appelée produit tensoriel de S, et de T,, vérifiant
(a5, 6;1) $,00,T, -u@hy) =5 ue(T-v)

pour ued,, ved,.
On a en outre:
(IL, 65 1 bis) S,e®®,T,f=(S,®T,)e®F,

pour S,e®,, T,e®, ¢<E, feF.
L’application bilinéaire (§x, T) — S, ® ®, T, est compatible
avec les applications linéaires continues de E et F St Uon appelle

(*) I aurait été plus conforme a nos conventions générales d’employer simplement

la notation -S: ®,¥, avec un seul symbole ®. Nous nous en sommes apergus trop
tard !
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S,®®,T, Pimage de 5, ®,T, dans 9. ,(E®,F), Uappli-
cation bilinéaire (§z, T)—>§ ®Q®, Ty est p.-contmue, pour

w=_[,m,¢, et aussi pour p.=vy st E et F sont quasi-complets. St
36, et K, sont des espaces de distributions quasi- complets sur X'

et Y, et st § e %,(E), T ek, F), § ®® T, est dans
(#6,cR,)e(E 8, F), pour p.<~(, et aussi pour =t st 36, et
K. sont tonnelés; Uapplication bilinéaire (§z, T,)—-»S ®Q®, T
est u-continue de ¥.(E)X X/(F) dans (#,eX,)e(E ®F )
pour p.= [, , ¢, et ausst pour p. = y si K et F sont quasi-complets.

Le support de 3,00, —'f, est le produit des supports de S,
et T,

On peut calculer §,90, T, par la régle de Fubini:

(I, 6; 2)

g ®®T¥ ¢(z, y)= §a‘ !(Ty ¢z, ¥ ))=(§r"?(x7 y))'lTJa
pour o €9, ., les deux derniers membres ayant un sens en vertu
de la proposition 10 (avec S, « D,(E), et la fonction w—»'_l‘), <o(z, y)
étant_dans D,(F; B,) = (D)4F; Bo); ou T, e D)(F) et la fonction
y—S,-o(z, y) étant dans D,(E; B,)).

Lz est une application linéaire continue de 9, dans E,
L une application linéaire continue de 9, dans F, donc Lz ® Lz
est une application linéaire continue de 9,8, 9,=9,,
proposition 1 bis) dans E &, F, donc définit une distribution de
D; ,(E®,F), qui est précisément celle que nous appelons §.® Q_b:—T),;
on a donc, par définition, S, ® ®l'—I‘)y.u(x)v(y)=(g.u)®(T.v),
donc a trivialement (11, 6; 1). La compatibilité avec les appli-
cations linéaires continues de E et F est aussi triviale.

Si §(resp T) a pour support A (resp. B), S, @], T est
nulle sur ﬂ)c ® Dym, donc sur EDCA ymy donc § ® ®, T a son

support dans A X Y™; mais il a aussi son support dans
X' x B, donc dans A X B. Mais ce support est exactement
A X B; car siae A, b e B, pour tout voisinage A, de a on peut

trouver ue®,, telle que §.u9&0, et pour tout voisi-
-
nage B; de b on peut trouver ¢ € Dy telle que T.¢=£0, alors

[-X:) T, u(z)v -0, donc §z® ®lrl‘) n’est pas nulle dans
x Lty y ’ Y p
Pouvert A, X B,, donc (a, b) appartient & son support.
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La définition de S, ® ®l—T>, montre qu’il n’est autre que
AL, (§,, -T),) [a la page 23, nous avons défini [}, application,
bilinéaire de (LeU) X (M¢ V) dans (L& M)e(UeV), définie
si U, et V, sont tonnelés; en échangeant les rdoles de L et U,
ainsi que de M et V, on peut, comme nous I’avons fait page 31,
définir A, application bilinéaire de (L e U) X (MeV) dans
(LeM)e(UB,V), pourvu que L. et M. soient tonnelés. Ici
nous prendrons L=9;,, M=9,, U=E, V=F; alors
LeM=9,e9, =9, ,; 9, et 9), sont bien tonnelés (*)].
D’aprés la ‘définition, A2 l(§,, T) définit I’application de
D, X 9D, dans E&® F: (u(w), v(y)) (§ ) ('_I‘> ¢), c’est donc
bien § ® ®, T défini plus haut). Alors, pour v < v, g, ® ®, T.,
n’est autre que A ,; mais comme L = P, a la propriété
d’approximation stricte, 9, 8 E->9D,cE, et A, est la
restriction de A, ,, et lui est identique si E est quasi-complet
(voir page 24). La proposition 2 montre alors que A;, est
i-continue, pour p. = x,¢ (2, Il et IV), que A7 5 est B-continue
(2, V, cela suppose E et F quasi-complets, mais la remarque
de la page 27 indique que, s’il n’est pas certain que [ soit
B-continue lorsque E et F ne sont pas quasi-complets, il est
certain que [% g Pest), et que A7, est y-continue si E et F
sont quasi-complets (2, V); A7, n’est méme pas séparément
continue.

On peut naturellement remplacer 9; et 9, par des espaces
de distributions quasi-complets %, X,. Si #6, et K, sont tonnelés,
on peut définir A7 ,, application bilinéaire de #,(E) X H,(F)
dans (#6,%,)e (E & F); d’aprés la compatibilité de A avec
les applications linéaires continues (proposition 2) de L et M,
cette application est la restriction a #,(E) X %,(F) de I'appli-
cation correspondante définie sur D, (E) X D)(F). On peut
en dire autant de A, pour w <y, mais alors il n’est plus
nécessaire de supposer #, et K; tonnelés; A , n’est plus néces-
sairement une restriction de A, car #, et K, n’ont pas
nécessairement la propriété d’approximation stricte; comme

(1) D est tonnelé comme limite inductive d’espaces (de Fréchet) tonnelés (BourBakt
[2], chapitre 1, § 1, n® 1, corollaire de la proposition 1, et n® 2, corollaire 2 de la
proposition 2). Le théoréme des noyaux intervient inévitablement dans la démons-
tration; soit pour prouver (page 17) que D:® Dy, =Dy, soit pour prouver ici que

D e D, = D, ,.
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nous I’avons vu aux pages 27, 28, 28, 25, A; , est p-continue
pour p =f, x, €, et aussi pour w =y si E et F sont quasi-
complets.

Montrons enfin que §,00,T- -¢(z, y) peut se calculer
d’aprés la methode de Fubml, pour 9e9, .. Pour tout

zeX, oz, §)= qJ est dans 9, donc T), o(z, y)
est un élément de F; alors z—T,-o(z, y) _est une
fonction ® sur X' a valeurs dans F. Mais ¢ est une

fonction appartenant a ED,,(ED, ) donc ) appartient 3 9,(F). Mais
cela n’est pas suffisant pour pouvoir continuer: avec Se D,(E),

) e 9,(F), on ne peut pas définir un produit scalaire, les condi-
tions de la proposition 10 ou 20 bis ne sont pas satisfaites;

étant quelconque n’est pas localement bornée. Mais nous
allons voir que ® est 3, bornée: dea (F (5 Bo) = (D):(F; Bo)-
On pourra alors appliquer la proposition 10 &4 S et ¢ avec
K =9 =9, A=identité, et définir S,.P(z)eE &, F.
Comme & est I'image par L de ;, il suffit de montrer que cette
fonction appartient a 9D,(9D,; B,) = D,(D,; ). Soient alors H
et K des compacts de X', Y™, tels que H X K contienne le
support de ¢. D’autre part, soit M, , le maximum du module de
D?Dio(z,y). D’aprés un théoréme de Dubois-Reymond, il existe
deux suites de constantes >0, P,, Q,, telles que M, ,<<P,Q,.
Soit alors B, (resp. B,) I'ensemble borné de 9, (resp. 9,)
formé des fonctions de support dans H (resp. K), vérifiant la
suite d’inégalités [Du| P, (resp. [D%| << Q,). Montrons que L
applique le polaire B; de B *dans B,, ce qui prouvera bien qu elle
est bornée. Mais si S, € By, L(S) est la fonction y—S,-o(z, y);
alors la dérivée D? de cette fonction n’est autre que
y—S,- Djo(x, y); comme | D;Djo(z, y)|< P,Q;, Dje(2, y) appar-
tienta Q,B, pour touty, donc|S, - Dio(z,y)| < Q,, donc L3(S) e B,,
alors L3(B?) c B,, et nous avons bien la possibilité de définir
§,-l5(x) e E® F en application de la proposition 10. Il nous

faut montrer maintenant que g, 1213 = (§m® ®l'_l‘>,)~<p(a:, Y).
C’est évidentsigpe 9, 8 9,, en vertu de (II 4;1) et de (I, 6; 1);

ce sera donc toujours vrai si les deux membres dependent
continuement de ¢ € 9, ,. Oril en est ainsi du deuxiéme. Montrons
donc qu’il en est de méme du premier. Comme 9, , est borno-
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logique ('), il suffit de montrer que, si ¢ parcourt une partie
bornée, le premier membre reste borné dans E® F. Or si ¢
reste bornée, on peut choisir fixes les compacts H et K, et la
suite M, ,, donc les suites P, et Q, et les ensembles bornés
B, et B,; alors ® reste dans une partie f3,-équibornée de
D,(F). Comme S est fixe, la fin de la proposition 10 montre
bien que [ E(x) reste bornée dans E ® F, c.q.f.d.

Remarque. — Le fait que 6(5:) e 9, (F; B, peut étre précisé.
Soit © un ensemble de parties bornées de F, et supposons que T

soit dans 9'(Fg); alors $(i) est dans 9,(F; ). En effet,
en reprenant les notations de la démonstration précédente,
3 applique B; dans B,, et comme L3 applique B, dans
une partie de F appartenant a 6, L = Ly L3 applique
Pouvert B}, dans une partie de F appartenant & 6. Si en outre

T), parcourt une partie du type © de 9,(F), ®(z) parcourt
une partie G-équibornée de 9,(F).

Cas ou S et T sont des fonctions.

ProrosiTioN 33 bis. — Soit © un ensemble saturé de parties
bornées de F.

Soient S e D.(E) et T e D,(F) des distributions définies par des
fonctions localement intégrables §(:’é), T‘(g}) Alors §z ® —T>_., est
la fonction §(§:) ®r "f(g) Si, quel que soit le compact K de Y™,
il existe une partie bornée disquée B e G telle que TeE(F B),
alors S, ® ® T, est la fonction S(&) ®g T(§).

Tout d’abord §(§;) ® ®, T(y) est localement intégrable, donc

définit une distribution. Cette distribution prend pour valeur,
sur u(Z)o(y) D, ®D,:

[Jrrexn @) ®:T(9)) u(z) o(y) dwdy

= j;,g(x) u(z) dr ®_£m T(y) o(y) dy
=(8.u) @ (T.0)= (8.0 8. T,).uz) o(y),

. . . . . >
et par suite cette distribution coincide avec §, ® ®, T,.

(*) Car D est limite inductive d’espaces (de Fréchet) bornologiques (BourBaxkr [4],
page 11).
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Si maintenant, quel que soit le compact K de R", il existe
B e G disquée telle que Te Li(Fy), alors §(§J) ®—T)(g’)) est dans
Tyixx(E ®, Fp), done $(2) ®T(§) est dans T x(E®gF) (voir
page 88), et par suite dans {'(E ®GF). Le raisonnement ci-
dessus montre que la distribution définie par §(§;) ®5—T>(g}) est
S, ® g T,

Produit tensoriel de plusieurs distributions.

Soient R, e 9,(E), §, e D)(F), T, e 9(G), trois distributions
vectorielles (E, F, G, non nécessairement quasi-complets) sur
XY Ym, Z* respectivement.

On peut alors définir directement wune distribution
(R.ee8,88T,).c9,, (E®F®G))(). Nous laissons
au lecteur le soin de la définir (on utilisera le fait que
(9,99,89,)7 =9, , ,) et d’en donner les propriétés principales,
analogues a celles du produit tensoriel de deux distributions.
Ce que nous voulons indiquer ici, c’est Ia propriété d’associati-
vité. On peut former (R, ® ® §,) ®®,T,c9,, .((E8& F)8,G).
Mais il existe une apphcatlon lmealre continue canonlque de
(E® F® G); dans (E ®, F) &, G (car I'application trilinéaire
canonique de E X F X G dans (E® F) 8 G est séparément
continue); nous allons montrer que I'image de (ﬁ ® ®§ ®8T )
dans 9, , ,((E &, F) ®, G) n’est autre que (R ® ®, g,) ®®, T,
Comme ce sont deux distributions, il suffit de montrer qu’elles
coincident sur un sous-espace dense de 9, , 25 OF elles sont
trivialement égales sur 9, ® 9,®9D,, ce qui prouve notre

assertion.

§ 7.

Les méthodes que nous avons développées au § 6 sont
souvent valables si on remplace la multiplication par une appli-
cation bilinéaire u de nature quelconque; il aurait été possible,

() (E® F ® G). est la topologie localement convexe la plus fine pour laquelle
I'application trilinéaire canonique E X F X G—>E ® F ® G soit séparément
continue.

Nous laissons au lecteur le soin de montrer que (D @ Dy ® D,)? = D 4,
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et méme plus logique, de traiter d’abord le cas général avec v
quelconque, puis d’appliquer les théorémes sans nouvelle
démonstration, aux cas particuliers de la multiplication et de
la convolution; nous avons préféré, pour rester plus prés du
concret, traiter en détail la multiplication; pour la convolu-
tion, nous renverrons donc, sans nouvelle démonstration, aux
propriétés correspondantes démontrées pour la multiplication.

Convolution élémentaire.

Prorosition 34. — Sotent %6, R, 4, 3 espaces de distributions
sur R, 36 et & normaux; E, F, 2 espaces localement convexes
séparés, non nécessairement quasi-complets. On suppose de plus
que ¥ est nucléaire et de dual fort nucléaire, et qu'il a la
propriété d’approzimation stricte. Soit (S, T)—>S+«T une
conyolution (') de # X R dans 4, p-continue, p. <y. On peut
définir une convolution (§, -'_I‘))——»g*,crl‘) (et une seule st R
a la propriété d’approximation), application bilinéaire de
#(E) X R(F) dans 4(E 8, F), séparément continue, et vérifiant

(11, 75 1) Se . Tf = (SxT)e ®Ff,
pour Se¥, TeX, ZeE, 7eF.

Cette convolution est en outre hypocontinue par rapport aux
parties bornées de 36(E) et aux w.-parties de K(F); elle est continue
st p. < . Cette application est compatible avec les applications
linéaires continues de E, F, ou de 36, R, <. '

Il suffit d’appliquer la proposition 3 & la convolution de
% X R dans 4.

On peut naturellement faire la méme remarque que pour la
multiplication, page 122.

ExempLEs. — On peut définir une convolution, hypocontinue
par rapport aux parties bornées, de &'(E) X 9'(F) dans
9'(E 8, F), de 9(E) x 9'(F) dans §(E &, F), de O¢(E) x 9'(F)
dans $'(E &; F), de 9(E) X 9'(F) dans Ox(E &, F) (et méme

(') Rappelons qu’on appelle convolution de ¥ X X dans ¢ une application
bilinéaire séparément continue, coincidant sur D X 9 avec la convolution usuelle.
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dans O¢(E &, F)), de O¢(E) X Dip(F) dans Di»(E &, F), pour
p =+ « ete. (*).

En appliquant les formules (II, 2; 8), on a des formules
analogues a (I, 5; 2 et 2 bis).

Associativité de la convolution.

On peut donner une proposition identique a 25 bis, en
remplacant partout la multiplication par la convolution.

Contentons-nous de l’application suivante.

Pour Uet',S<&(E), T<9d (F), ou pour Ue0, §e04E),
Ted(F), on a:

(I, 7; 2) Us(SsT)=(Us8)u, T=5x. (UT).

Les 3 membres sont en effet séparément continus en U, §, T,
et coincident sur & X (8’ ® E) X (6’ ® F) donc partout.

Commutativité de la convolution.
Lorsque les espaces # et R sont distincts, de méme que E
et F, il n’y a pas vraiment lieu de parler de commutativité.

Soient, par exemple, Se ¥ (E), Te R(F). Alors Su, T et Te, §,
si 'on peut appliquer la proposition 34, se déduisent I'un de
Pautre par la symétrie canonique E&, F - F &, E.

Mais supposons que 'on ait E = F; alors la symétrique
canonique de E &; E est une opération interne, distincte de

. . . . . = =
Pidentité, et 1l faudra donc soigneusement distinguer S« T

et T+, qui seront des éléments distincts de E &, E, déduits
P’un de P'autre par la symétrie canonique. Si en outre E a
une structure d’algébre, donc s’il existe une multiplication 8
de E X E dans E, que nous supposerons continue, alors 0 définit

une application linéaire continue 0 de E &, E dans E, et on

peut calculer ST et T5S qui sont des éléments de E);
ces éléments seront en général distincts. C’est seulement si

(1) Voir note (1), page 130.

Pour p = o, D}, =B’ n’est pas normal, on ne peut donc pas dire qu’il existe
une convolution de 05 X #' dans #'; toutefois il existe une convolution de (VA
dans ¢/, et sa restriction & O X B’ est hypocontinue de 9; X #' dans $'. On peut
donc en fait utiliser méme le cas p = .
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la multiplication 0 est commutative, et que 0 est alors inva-
riante par la symétrie canonique de E &, E, que I’on aura

Sy T=TxS.

Mais il y a une autre difficulté. Ce que nous avons écrit TS

ouT *x§ aurait du, en toute correction s’écrire TS ou TsS.
Car il s’agit d’une opération de X X # dans ¢ déduite par
symétrie de la convolution de # X X dans ¥, mais distincte
de cette convolution en un certain sens : cette opération symé-

trique (T, S)— TxS est elle aussi une convolution, car elle est
séparément continue, et se réduit sur D X 9 a la convolution
usuelle, du fait que cette derniére est commutative, et c’est
donc l'unique convolution possible de X X # dans £; mais
cette convolution est peut-étre distincte de la précédente sur
(#BnX) X (6nR), car il n'est pas certain que, sur ce
sous-espace, la convolution donnée soit commutative (*); d’od

la nécessité de notations différentes, et x. C’est pourquoi nous
n’examinerons la commutativité que si # = R. Alors la convo-
lution donnée de # X # dans £ est sirement commutative,
puisqu’elle s’obtient par passage a la limite & partir de la
. . =
convolution commutative sur DX D. Alors T+S=T=S, et T * [

peut correctement s’écrire T3, et se déduit de S+, T par
la symétrie E®, F - F &, E.

Finalement supposons que # soit une algébre de convolution,
c’est-a-dire qu’il existe une convolution de ¥ X ¥ dans %,
et que le couple (%6, ) ait les propriétés énoncése a la proposi-
tion 34. La convolution sur # est nécessairement associative
et commutative, puisqu’elle I'est sur 9. Supposons d’autre

() Soient Se%ﬁﬂi, Te¥nX. Pour définir S* T, en considérant donc Se¥6,
Te:, on pose S=1imS;, T=1imTs, S;€D, TieD, les limites étant prises
k

respectivement dans J6 et dans K. Pour définir T % S, en considérant donc T e 76,
SeX, on pose cette fois S =1imS;, T =1im T}, S,eD, T,;€D, les limites étant
k J

prises dans J et dans J6 respectivement. La convolution donnée sur J6 X K ne
sera donc pas nécessairement commutative sur (#6nK) X (F6nK), car il n’est
pas sir qu’un élément de ¥6 n XK soit limite, 4 la fois pour les topologies de #6 et K,
d’un méme filtre de D; autrement dit 6 N K, muni de la topologie borne supérieure
des topologies induites par 6 et A, n’est pas nécessairement normal. Mais il le sera
toujours, et alors il n’y aura aucune difficulté, si #6 et X ont la propriété d’approxi-
mation par troncature et régularisation.
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part qu’il existe sur E une structure d’algébre (associative)

a multiplication 0 continue. Alors (§, _T>) —>§*9—T> définit sur
#(E) une structure d’algébre (associative), a multiplication
i-continue; si O est commutative, cette algébre est commuta-
tive.

Dans ses travaux sur les équations aux dérivées partielles,
Lions, utilise le cas suivant (‘). #6 est I’espace 9’ des distri-
butions sur la droite R de la variable temps ¢, & support limité
a gauche. C’est une algébre de convolution, & convolution
hypocontinue par rapport aux parties bornées. Soient L, M, N,
3 espaces de Banach, et soit § application bilinéaire continue
de 4(L; M) X 4(M; N) dans 4(L; N) définie par la composi-
tion des opérateurs. Le couple (#6, #6) a bien les propriétés
énoncées dans la proposition 34 (*).

On peut donc définir une application bilinéaire (§, —T))—>§ wT

(*) Voir, par exemple, Lions [1], chapitre 1, § 1.

(®) D estle dual de D_ (Scawartz [5], page 28). D_ est muni de la topologie
limite inductive des & «,, (ce dernier est le sous-espace de § formé des fonctions &
support contenu dans la demi-droite (— %0, ¢); il est muni de la topologie induite
par 8); 9, de la topologie forte de dual de D_.

Une partie bornée de 9D_ est dans un o, (Boursaki [2], chapitre 1, § 2,
n° 4, proposition 6). On en déduit que ces parties bornées sont relativement compactes,
puisqu’il en est ainsi dans 8, donc que D_ est semi-réflexif (Boursaxki [2], chapitre 1v,
§ 3, n° 3, théoré¢me 1), et comme il est limite inductive d’espaces (de Fréchet) tonnelés,
il est tonnelé (Boursaxki [2], chapitre 111, § 1, n° 1, corollaire 2 de la proposition 2),
donc il est réflexif (BourBaki [2], chapitre 1v, § 3, n® 3, théoréme 2), et c’est un espace
de Montel. Donc 9_est le dual fort de D). 9_ est normal et a la propriété d’approxi-
mation par troncature et régularisation (parce que ses parties compactes sont
dans des 8, ¢) et que ces espaces, comme &, ont cette propriété), et il a la propriété
d’approximation stricte (préliminaires, proposition 3) donc aussi son dual (D_)/ (préli-
minaires, proprosition 4, applicable parce que 9_, tonnelé,  la topologie y), qui n’est
autre que 9. La convolution de 9} X D, dans D} a été étudiée dans ScawarTz [5]
chapitre vi, §5. Comme 9_est tonnelé, toute partie bornée de 9, est équicontinue,
d’ou on déduit aisément qu’elle est contenue dans un D,, + o); alors, si S reste bornée
dans 9, et que T converge vers 0, on voit aisément que ST converge vers 0 (car, si ¢

reste bornée dans 9_, é*p reste bornée dans 9_, donc S*T-p=T-§*<p converge
vers 0), la convolution est hypocontinue par rapport aux parties bornées.

& est nucléaire, donc aussi §_w,¢) (GRoTHENDIECK [5], § 2, n° 2, théoréme 9,1,
donc aussi D_ (ibidem, corollaire 1); comme les parties bornées de 9_ sont dans
des 8 w,c, D} est limite projective des (§—w,c)’'; &=, étant un espace de
Fréchet nucléaire, son dual est nucléaire (ibidem, n® 1, théoréme 7), , donc aussi
la limite projective 9. (ibidem, n° 2 corollaire 2 du théoréme 9)., Ainsi on a toutes
les conditions voulues pour appliquer la proposition 34 4 #6 = R = € = D/, Soit
Dio, + le sous-espace de D, formé des distributions & support dans (0, + o);
la restriction de la convolution de DL(E) X D\(F) dans DL(E &< F) donne une
convolution de D, 4 w) (E) x Dfg, +,F dans Dy, + w)(E @< F).
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de 9. (4(L; M)) X 9, (4M; N)) dans 9 (,fL N)), hypo-
continue par rapport aux partles bornées. Il n’est pas questlon
ici de commutativité. Mais, st L=M =N, on voit que
D.(4(L; L)) est, pour la convolution des distributions et la
composmon des opérateurs, une algébre, mais cette algébre
n’est pas commutative puisque la composition des opérateurs
de 4(L; L) n’est pas commutative.

Ce que nous venons de voir sur R” peut s’étendre a la convo-
lution des distributions & valeurs vectorielles sur un groupe
de Lie G; mais alors il n’est pas question de commutativité,
puisque la convolution des distributions scalaires n’est déja
pas commutative

Indépendance de §*,,-T> par rapport a J6 et XK.

Prorosition 35. — Le produit de convolution §*,j') e D' (E®,F)
ne dépend que de S et T et non de % et K, si Pun des deuz
espaces ¥, K, & la propriété d’approximation par troncature
et régularisation.

Démonstration analogue a celle de la page 43, la convolution
remplagant le produit scalaire. Si # a la propriété d’approxi-
mation par troncature et régularisation, on démontre d’abord
que, si Se DE § o T est le méme, que I’on considére S comme
élément de %(E) et I comme élément de A(F), ou § comme
élément de D(E) et T comme élément de 9'(F) (compatibilité
de la convolution avec les applications linéaires continues
de %, X, 4, relativement au diagramme

DX K—>D x D
! ’
5 X K29 D).

Ensuite on utilise un passage & la limite, comme dans
(IT; 3, 3).

Si c’est & qui a la propriété d’approximation par troncature
et régularisation, on prend d’abord Te D(F) puis T quelconque.

Problémes de supports.

Prorosition 36. — Si, dans les conditions de la proposition
32, ¥ ou X a la propriété d’approximation par troncature et
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régulansatwn et st A (resp. B) est le support de Se F6(E) (resp.
Te K(F)), le support. de S, T est contenu dans A + B. Pour
connaitre §*,= T dans un ouvert Q de R*, il suffit de connaitre T
dans Q —A.

Supposons d’abord # =9, A=9',£=9". Alorsla convolution
induit une application bilinéaire séparément continue de
Da(E) X Dp(F) dans 9'(E &, F), qui applique le produit de sous-
espaces denses (DA®E) X (D5®F) dans le sous-espace fermé
D(E®.F), K=A 4+ B=A 4 B (voir raisonnement analogue a
la proposition 27), donc aussi D,(E) X Dp(F) dans D (E &, F),
ce qui démontre dans ce cas notre affirmation. Si maintenant 76
et A sont quelconques, mais que b ait la propriété
d’approximation par troncature et régularisation, on écrira

S« T =1lim hm (av(§ pg * T] si A, est le voisinage d’ordre ¢

V>

du support de A, av(g*pp) a son support dans A, pour
assez grand, et appartient a H(E); son produit de convo-

lution avec T peut se calculer (proposition 34) en le
—
considérant comme élément de D(E) et T comme élément

de 9'(F), donc le support de (av(g pp)) T est dans A.+B;
alors le support de Su:T est dans ﬂ A,+B)cA+B.

Démonstration symétrique si c’est R qul a la propriété
d’approximation par troncature et régularisation.

Quant & la derniére partie de la proposition, elle résulte
trivialement de la premiére; si T = 0 dans Q — A, son support
est dans [:(Q——A), donc celui de S, T dans A + [:(Q———A);
mais —I—[:(Q——A)c [Q (car, si acA, E«Q—A, on a
a+Ee«(), sans quoi on aurait £e(Q —A), donc aussi

—I—[:(.—A) c [:Q; et par suite S«;T = 0 dans Q.

Relation entre produit scalaire et produit de convolution.

Prorosition 37. — Supposons vérifiées les conditions de la
proposition 34. Supposons en outre que { soit normal, que X
ait la propriété d’approximation, et que ¥6 vérifie les conditions de
la proposition 4. Alors on a, pour Se F6(E), Te HA(F), et ped :

(11, 7;3)  (SexT)-0=5..(T+9)cE&,F.
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St en outre & vérifie les conditions de la proposition 4, alors
on a, pour SeH(E), Tek(F), pe¥(G):

(1L, 7; 3 bis) (BuxT)oro =51 (T:3) e (E®F®G)
en identifiant (E 8, F) 8, G et E @, (F 8, G) 4 (E® F ® G)2.

Les produits scalaires © considérés ici sont ceux qui sont
définis & la proposition 4.

Les considérations de la page 130 montrent en effet qu’une
convolution de # X X dans £, hypocontinue par rapport
aux parties compactes, définit par transposition une applica-
tion bilinéaire séparément continue de % X 4. dans #6;; si Y,
donc aussi 4, est normal, cette application peut se noter
(T, o) =T + ¢, puisqu’elle a cette forme sur D X D; cela revient a
dire qu’il y a une convolution de & X ¥, dans %6, (*). Alors on
peut définir (voir chapitre 1, § 3; par exemple proposition
21 bis) une application bilinéaire, qu’on notera (_T), U)—»T*U
de A(F) X % dans #,(F); pour U fixée, T — T+ U est continue
de X(F) dans #6.(F) = #'(F). Si alors les conditions de la propo-
sition 4 sont en outre réalisées (6 a la topologie y, #' est quasi-

complet), on peut définir un produit scalaire S T * oeE®.F,
pour ¢ e{. Nous devons montrer que 'on a alors (II, 7; 3).
Or, il en est trivialement ainsi si Sc#OFE et —T)e.’!{@F,
d’aprés la définition méme (par transposition) de la convolu-
tion de & X 4. dans %.; les deux membres de (II, 7; 3) étant

alors, pour ¢ fixée, séparément continus sur #(E) X X(F),
coincident.

Naturellement on peut &tre tenté de procéder en sens inverse.
La convolution de # X X dans £ définit une application
bilinéaire séparément continue (S, ¢) = Sx*¢ de #6 X {; dans X,
donc une application bilinéaire (§, (p) —~ S o de #(E) X ¢,
dans %;(E). Mais alors on ne peut pas appliquer la proposition

s §ugerT ou 33T, car 8 w
4 pour donner un sens & Sx¢+ T ou Sx¢ T, car & n’est pas
supposé nucléaire. Mais si X, au lieu de %6, vérifie les conditions

() Si #6 est un espace de distributions, son symétrique % est toujours muni de
la topologie déduite de celle de #6 par la symétrie v.
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de la proposition 4, alors on peut calculer §*cp .= T; on peut aussi
I’appeler S. . T, produit scalaire entre H.(E) et %(F); mais
alors S, T peut se calculer d’aprés la proposition 34, non

plus en considérant # comme nucléaire, mais en considérant X
comme nucléaire (remarque page 122), et le raisonnement

symétrique du précédent donne alors §*,='_I‘>-cp = §*<‘;’>,"_I‘)
Supposons maintenant Se #(E), Te R(F), ; e 4(G). Si £ véri-
fie les conditions de la proposition 4, ( T -,:; a un sens pour
(§* _)) e4(E & F), ;e 4(G); c’est un élément de (E ®:F)®,;G.
D’autre part on peut apphquer la proposition 34 a la convolu-
tion de £ X ¢ dans %'(3{ &, %', sont qua51 complets K et ¢
sont normaux; £ a la propriété d’approximation stricte et
la topologie v, donc &' a la propriété d’approximation stricte
(proposition 4 du chapitre 1); £’ est nucléaire et son dual fort
(4'). = % est nucléaire, donc '—I‘>*,.$ a un sens, c’est un élé-

ment de #'(F &; G); alors S. (T o cp) a un sens, c’est un élé-
ment de E&, (F&,G). Si on identifie les deux espaces
(E®.F)8:G et E®.(F8:G) 4 (E® F® G)z, on peut
comparer les deux membres de (II; 7, 3 bis). Ils définissent
des applications trilinéaires séparément continues sur
#6(E) X R(F) X4 (G),quicoincidentsur (6 @ E) X (A F) X (£'® G),
donc partout (X est supposé avoir la propriété d’approxi-
mation, ainsi que #6, 4' est nucléaire donc a la propriété
d’approximation).

Cororraire 1. — (‘Régularisation). St %, R, 8°, vérifient les
conditions de la proposition 34, si ¥ vérifie les conditions de
la proposition 4, et st K a la propriété d’approximation, alors,
pour ge ¥ (E), ae R(F), la fonction continue Sura est donnée,
pour toute valeur de xz e R", par la formule

(L, 7; 4) (S+)(@)=5x7(z)a="5; -z a(z—F) e E&,F.
En particulier
(I, 7; 4 bis) Sa=T,(S+2).

Il suffit en effet d’appliquer (II,7;3), en prenant pour ¢ e §.°
la masse unité au point z. Dans (II, 7; 4 bis), on remarquera
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(en prenant ¢ = &) que R est donc nécessairement contenu

dans #', et le produit scalaire §..a sobtient en appliquant la
proposition 4 a .

Dans la pratique, & sera souvent un sous-espace de &,
muni d’une topologie plus fine que la topologie induite. Alors

t(z)a est la fonction £ — «(z —E). D’autre part on pourra
généralement appliquer la proposition 34, non seulement avec
Y= 8", mais méme avec {=8; il sera alors possible de
prendre pour ¢ une dérivée de la masse unité au point z, et
obtenir ainsi:

(1L 75 o) (D2(84:2)) (@) = S-- (D)@ —)-
CoroLLAIRE 2. — Supposons que ¥ vérifie les conditions de
la proposition 4, que R ait la propriété d’approximation, que £

soit normal (resp. vérifie les conditions de la proposition 4), et
qu’tl existe une convolution de 36 X R dans € et une convolution de

%6 X %' dans 8°, hypocontinues par rapport auz parties compactes.
Alors on a, pour §e%(E), '—I‘)EJ‘I(F), ped, (resp. ;eif’(G)) :

(1L, 7; 5) (BexT)vo=T,(Sus (T+3)) cE&,F
[resp.:
(11, 7; 5 bis) ($4:T) 3 =T.(3(T9)) « BoFo G)2].

On applique d’abord la proposition 37 a Se ¥(E), Te R(F),
oed, (resp. ; € if’(G)); puis son corollaire 1 & Se ¥ (E),
a=T+3e# (F) (resp. Tripe#' (F8,G)).

Produit de convolution général.

Prorosition 38. — Soient %6, R, 4, M, des espaces de distri-
butions normaux sur R*, E et F des espaces localement convexes
séparés, ces espaces n’étant pas nécessairement quasi-complets.
Soit © (resp. G) un ensemble saturé de parties bornées de E
(resp. de parties bornées complétantes de F). On suppose que
Rcd et que Uinjection A de K dans ¥ est sous-nucléaire;
on suppose d’autre part que X ou ¥ a la propriété d’approxima-
tion requise dans Uénoncé de la proposition 10, et que ¢ est
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bornologique. Enfin on suppose donnée une convolution de M X #,
dans 4., provenant par transposition d’une convolution de W X 4(*)

dans X, hypocontinue par rapport aux parties compactes de 4.
Alors on peut définir une « convolution »(*) de W(E) X 76.(F; 8,)

dans 9,E &, F), notée (S, T) —5+7T, vérifiant:
(1L, 7; 6) (3xT).o=(8+0)..aT<E&.F,

pour toute ¢ € 4; le second membre est celut qui est défini a la

proposition 10, pour S« ¢ € K(E), Te #6(F; Bo).
On a

(1L, 7; 7) SexTf = (S+T)e ®F,

pour SeM, T e ., ce E, ?e F.

St les conditions d’application de la proposition 34 sont ausst
réalisées pour M, 6., 4, l'image de 3 *, T dans 9(E &; F)
coincide avec le produit [P défini a la proposition 34.

Cette convolution est compatible avec les applications linéaires
continues de E, F, ou de %, X, 4, M.

si S parcourt une partie du type © de W(E), et que T conyerge
vers 0 dans #,F) en restant dans une partie [3,-équibornée,
§*@—'f converge vers 0 dans 4(E 8¢ F); si Uinjection A est
non seulement sous-nucléaire mais nucléaire, il est inutile de

contraindre T & rester dans une partie [3,-équibornée.
Si T est G-bornée, on peut définir §*G—'fe$2(E Bz F) méme
si 4 n'est pas bornologique, pourvu que la convolution de M X 4

dans R, déja supposée hypocontinue par rapport aux parties
compactes de 4, soit en outre hypoconitinue par rapport aux

parties compactes de WM. Dans U'un comme dans Uautre cas (4
bornologique, ou convolution hypocontinue par rapport aux
parties compactes de M), si S converge vers 0 dans M(E) et que T
reste dans une partie G-équihornée de #.(F), g*g;_'f conyerge vers 0
dans 4(E 8¢ F).

Démonstration calquée sur celle de la proposition 32. On
peut aussi reproduire les remarques des pages 131 et suivantes.

(1) Voir note (), page 157.
(3) Voir note (2), page 127.
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Nous laissons au lecteur le soin d’établir les principales pro-
priétés du produit de convolution (généralisation des propo-
sitions 34, 35, 36) a partir des résultats du § 4.

Donnons quelques exemples courants:

1° On peut définir une convolution de & (E) X 2'(F; §,)
ou 9(E) x &(F; B, dans 9'(E ®, F) (en prenant pour 6,
J{,%,‘m;@ D, D, &, ou 8, 8,9, D(*). On a alors (II, 7; 7),

et (II, 7; 6) pour 9 ,D On a aussi (II 7; 3) (ol T est remplace

par t) pour ¢ € D, car le passage de (§ “P) T as. (q:*T) n’est
autre que la formule (II, 4; 12) (01‘1 S, qa, T sont remplacées

par §, g, T) On a aussi (II, 7; 5) (o0 = est remplace part);
appliquons en effet (II,7;6 a§ §e8' (T*cp) e &(F;B, )
etg,=20e8 (les espaces Jﬁ R, 4, M, sont alors §,8,8,8(');0

28,=5e9(E),T. =T« e 9(F;B,), o, =0ef (avecles espaces
@D, @D, &, l)’); on obtient justement Tr(§ ‘(Tup)) S. T*c
Enfin on a (II, 7; 2) (o0 = est remplacé par ) avec Ueb’
c’est simplement la compatibilité de la convolution de la
proposition 37 avec les applications linéaires continues de %6,
R, 4, M. Examinons en détail un des cas. Prenons pour %,
Ky, 4, M, les espaces D, D, D, &'; et les mémes pour #b,;, K,,
L, M. Pour apphcatlons prenons pour K, — R,;, la convo-
lution {U} avec Ue®, ainsi que pour b, — ¥b,, 4 — 4,;
et pour M, — I, prenons I'identité. Ces applications sont"
permises, car on a le diagramme commutatif

i,
:h/ DY
D2

1

de la page 63, et le diagramme commutatif de la convolution :
T, x 1, X0 i,

AT

R, v

X 4

(') Les espaces considérés sont normaux et nucléaires [donc ont la propriété
d’approximation requise dans la proposition 10, voir note (!), page 58]. £ =9
est bornologique [note (!) page 149].

(%) Les espaces considérés sont encore normaux et nucléaires. ' est bornologique
d’aprés le chapitre 1, application page 43, conséquence page 44).
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qui exprixhe Iassociativité de la convolution entre distributions
scalaires: M+ (L+U)=(M+L)+U, pour Me®, Le®. Alors

on aura le diagramme commutatif vectoriel:

M,(E) X (#)(F; Bo) —M(E) X (#6,)/(F; B)
Ix {uj (£,)«(E 8, F)
v}
M,(E) X (B)4F; B)—>  (4)(ESF),

qui séerit 5+ (T+U) = (§+T)«U.

Si au lieu de cela on prend pour X, — X, et 36, — %, la
convolution {Ij} , pour M, — M, la convolution {U}, pour
4, —4, PI'identité, on obtient §*z ('_f* U) = (§* U) * T. On a
donc bien (II, 7; 2). N o

Si les supports de S et T sont A et B, le support de ST
est contenu dans A + B en vertu de la proposition 20, c,
appliquée a g*o;« «T:sile support de ¢ « D est dans le complé-
mentaire de A 4+ B, celui de §*? est dans (—A) 4+ [: (A +B),
dont P'intersection avec B est vide. On en déduit encore que
84T est connue dans Q quand T est connue dans Q—A et $
de support A. On déduit de 14 facilement qu’on peut définir
8. T pour Sed (E),'_I‘>e 9'(F) localement {3,-bornée, car, pour
définir $+, T dans Q, ouvert borné de R", on pourra remplacer
Tpar T, e D'(F; B,), égale a T dans Pouvert Q— A borné, et le
résultat sera indépendant du choix de T;. On définit ainsi 8. T
de fagon cohérente dans les ouverts bornés de R”, donc sur R

Nous étendrons cette définition plus loin (voir proposition 39).

20 On peut définir une convolution de Og(E) X ¥'(F; f$,) dans
9" (E®,F), qui vérifie (II, 7; 7), (II, 7; 6) pour g9, (II, 7; 3)
(ot1 west remplacé part) pour ¢ e 9, et (11, 7; 2) (ot w est remplacé
par t) pour U e O¢. Si A et B sont les supports de Set '_I‘>, le sup-

port de §*j‘> est contenu dans A 4 B. Les espaces #, R, ¢, M,
sont 1a1 4, 9, 9, 0g(*).

(!) Ces espaces sont normaux et nucléaires (GRoTHENDIECK [5], § 2, n° 3, théoréme
10, page 55), donc ont la propriété d’approximation requise par la proposition 10
(note (*) page 58). £ = ¢ est bornologique, comme espace de Fréchet (Boursaxkr [4],
page 11).
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3° On peut définir des convolutions de D(E) X D'(F; 8,)
ou §(E) X &' (F; B,) dans &(E & F), de ¥(E) X 9'(F; f,) dans
J(E &, F) (*). Ces applications sont des restrictions de celles
qui sont définies dans 1° et 29, en vertu de la compatibilité
avec les applications linéaires continues de #, R, €, N; donc
elles en ont toutes les propriétés. On a en outre (II, 7; 6), et
(I, 7; 3) (ou = est remplacé par i), pour g8, &, 6 ¢,
respectivement.

On a enfin (I, 7; 4) (ol = est remplacé par 1) pour ae D(E),
Se 9'(F; B,) ou pour ae §(E), Se &'(F; B,) ou pour aed(E),
§e€f’(F; f,), comme on le voit en appliquant (II, 7; 6) pour
¢ = ¢(z) = masse unité au point z. .

40 On peut définir une convolution de &?(E) X D¢(F) dans
Ppr Y E® F) (p, ¢, finis). Il suffit d’appliquer (II, 7; 6)
et une proposition analogue a 38, mais s’appuyant sur la
proposition 24 au lieu de la proposition 10; les espaces
¥, R, £, M, seront ici DI, Pr+r+t, Qeresn+i’ g2 (%) On a
(I, 7; 6) pour geD+1***! Pour S<&?(E), Ted(F),

*f’f e 9'(E &, F) coincide avec I’élément §m"_l‘> défini en consi-
dérant S comme élément de &'(E) et T comme distribution
localement (3,-bornée a valeurs dans F (voir fin de 1°), en vertu
de ce qui a été vu a la proposition 24. La présente convolution
a donc toutes les propriétés indiquées a 1°. On a (II, 7; 3) (o
= est remplacé par 1) pour ¢ € D9 "*! (voir remarque page 120);
les deux membres sont en effet continus en ¢ € Pp=9+n*1 pour S
et T fixés (puisqu’ils définissent tous deux des distributions de
Prravrrt(EQ F)), il suffit done, pour qu’ils coincident, qu’il
en soit ainsi pour ¢ « D; mais alors §*,T-<p est par définition
$+5-T, avec S+§ e D(E), T «9'(F) localement f,-bornée, ou

=

encore §*?fa -,—T:, Se D(E), T, e 9'(F; B,) asupport compact, égale
a T dans un ouvert borné assez grand de R"*; le second membre

de-v)(II, 7; 3) est égal au produit scalaire de Se D'(E; B,) et de
a(qu:) e D(F), aeD égale & 1 sur un voisinage du support

() Ces espaces s ont normaux et nucléaires, voir note (!), page 162. Ici € est &'
ou ¥’, qui est bornologique, voir note (%) page 161.

(2) Iei £ =9P+a+n+1 est bornologique, comme limite inductive d’espaces (de
Banach) bornologiques (Boursaxk: [4], page 11).
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de§; il vaut donc aussi S-, (T,*cp), '_I'), étant la méme distribution
que ci-dessus; mais, d’aprés (II, 4; 12), ceci vaut §*q> T,
S«3 est considéré comme élément de §(E;B,) et T, comme
élément de & (F); comme §*cp est a support compact, il est

aussi dans 9D(E;f3,), et alors on trouve aussi §*q> - T, avec
§*§ e D(E;B,), T, « 9'(F) (voir application C, page 72); or on sait
q{ue s1 §*q>e§5) ; Bo)s T, e 9'(F) et en méme temps §*§ae®(E)
T, e ED’gF Bo), les deux valeurs correspondantes trouvées pour

§*<p lT1 coincident (voir page 97).

Ce que nous venons de voir montre en outre que
S« Te9(E 8, F) est aussi le produit de convolution défini
en considérant S comme élément de &(E; B,) et T comme
élément de 9'(F).

Nous ne pouvons pas donner un sens a (II, 7; 5) (ou = est
remplacé part), car, comme nous allgns le voir a 59, le produit
de convolution de Se8&?(E) et de T+« 8" '(F) n’est pas
nécessairement une fonction, et n’a donc pas de trace. Toute-
fois les 2 membres de (II, 7; 5) sont bien égaux pour 7 e D,
car alors on est ramené au cas 1°2; les développements que
nous allons voir a 5° permettent d’étendre cette égalité a
¢ eDprarn,

Si © est un ensemble de parties bornées de F, et si T est
localement G-bornée, on peut définir §#«5T e 9p+1*"E &z F),
d’aprés le résultat correspondant de la proposition 24, si n
est impair, ou n pair et ¢ = 0. On peut alors, dans tous les
résultats précédents, remplacer n 4 1 par n. Si d’autre part 5 3
converge vers 0 dans un (§2)x(E), K compact de R", et que T
reste dans une partie localement ©-équibornée de Da(F),
§*5—'f converge vers 0 dans 92 7" *E &g F).

50 On pourrait &tre tenté de définir une convolution de
Pmrh+rnri(E) X D™(F) dans 8*E & F). Il faudrait pour cela
appliquer (II, 7; 6) pour ¢ €& et ensuite la proposition 24.
Mais la méthode de la proposition 38 n’est plus applicable, car
& n’est pas bornologique(*), alors ;*l'—f, pour ae gmenrhet(R),

(1) &k et 8» ont les mémes parties bornées (qui sont les parties équicontinues de
&', puisque 8", espace de Fréchet, est tonnelé). Or §;* a une topologie strictement
plus fine que 8%, donc 8.* n’est siirement pas bornologique.
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Te 9'™(F), pourrait bien étre défini comme une application
linéaire de &'* dans E &, F transformant toute partie bornée de
&'* en une partie bornée de E & F, mais cela ne prouverait pas

que ;*I—T> e 8*(E & F), et une telle convolution ne nous semble
pas pouvoir étre définie. Prenons cependant A= 0. Alors on

oo >R Y ) 0 1
peut définir axT.¢ = ax¢+ T pour ¢ €8'° donc pour ge L.
a support compact; si nous appelons X' I'espace L'n &' de
ces fonctions g, et si nous le munissons de la topologie limite
inductive des topologies induites par L' sur les L'n 8, K
compacts de R", &, est complet, normal et bornologique (*), et
le procédé de la proposition 38 s’applique (en la modifiant de
facon a utiliser la proposition 24 au lieu de la proposition 10; la
convolution de H™*»** X %, dans D™*"** est bien hypocontinue
par rapport aux parties compactes, puis qu’elle ’est méme sur
gm+n+1 5 89), On voit donc que asTe 9'(E®, F)seprolonge enune
application linéaire continue de X' dans E® F;si doncnous appe-
lons £ (espace des fonctions mesurables et localement bornées)
le dual de %', et si nous le munissons de la topologie 47 = (#'),,

on a a*‘Tef,f:"(E ® F). Mais cela ne prouve nullement qu’elle
soit une fonction; ni qu’elle ait une relation quelconque avec
la fonction z— a(z—E)- Tg(avec a(x—é) eJ)"'*"*‘(E) '—I‘>Ee QD”"(F))
qui n’est peut-étre pas continue ni méme scalairement
mesurable.

Appelons maintenant (R')"™ I’espace des distributions qui
sont sommes de dérivées d’ordre < m de fonctions de %', et
munissons-le de la topologie localement convexe la plus fine pour
laquelle les dérivations partielles d’ordre < m soient continues
de X' dans (X')"™; (R')™™ est normal et bornologique (*).

(1) K est complet, comme limite inductive stricte d’une suite d’espaces complets
(voir KétaE [1]). Tout élément de L! n 8% est limite, dans L, d’une suite de fonctions
de 9 a supports dans un voisinage fixe de K, donc J! est normal. Enfin X! est
hornologlque comme limite inductive d’une suite d’espaces (de Banach) bornolo-
giques (Boursakr [4], page 11)

(3) En fait, ces propriétés ne sont pasimmédiates. On a trivialement P < (K1)—m),
L’injection de 9g, K compact de R", dans L' n &% est continue, donc aussi son injec-
tion dans J!, et par suite I'injection de 9 dans X! est continue; I'injection canonique
de R! dans (K!)—m étant continue par définition, I'injection de D dans (K!)—m
est continue. Soit T € (K1)—m); alors T = 2 DPfy, fpe X1, Les régularisées fpx 9, €D

Ipl<m
convergent vers f, dans X!, lorsque p, >0, f pv =1, et que le support de p,
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Son dual est I’espace (£°)™ des fonctions dont les dérivées
d’ordre << m (au sens des dlstmbutlons) sont dans 47; ((X')™™),
est l’espace (42)™, muni d’une topologie qui est plus fine
que celle de la convergence des dérivées d’ordre <m dans
425 (42)™ est normal et complet (*). Alors, pour A >0, on
peut définir axT- @ pour ¢ € (X')"P, en appliquant (II, 7; 6)
et une proposition analogue & 38 mais s’appuyant sur la propo-
sition 24 au lieu de 10, puisque (R')"” est bornologique
(la convolution de Dm*h+r*t x (K')~P dans Dm*"*! est
bien hypocontinue par rapport aux parties compactes,
puisqu’elle 'est méme sur P"*4+»+* x §). On en déduit que
asTe «€=)*® (E ®, F). Mais on a (4°)® < &', et I'injection
correspondante est continue [la méthode employée pour
démontrer la proposition 24, en prenant k=1 dans le
lemme, montre que ¢ est somme de dérivées d’ordre << 1 de

Wi 1 e L,eX.
0x;

i i
Alors toute fonction f e (47)® peut s’écrire f={fxL,+ 2 < f «L >

Mais tout élément de X' est un opérateur de convolutlon de
4> dans 8&°; car, si fed?, et LeX', on sait que fxL est la
fonction z — f; - L(z—2&); alors, si  décrit un compact de R*,
L(z — 8) décrit un compact de %!, et si f converge vers 0
dans 42, (f* L) (z) convergera uniformément vers 0, donc f* L
convergera vers 0 dans &°. Alors, si fe (£7)*, le second membre

de P’égalité ci-dessus est dans &"'; et si f converge vers 0

fonctions appartient &4 R': §=1L,+

tend vers l'origine; alors DP(fyxp,) tend vers DPf, dans (K!)—m), donc Txp,€9
tend vers T dans (H!)—™: 9D est dense dans (H!)—™), qui est bien normal.

On peut représenter T par un systéme (fp);p| <m, fp€ R}, tel que Z DPfp=T; ce
lpl<m
systéme est déterminé modulo tout systéme (gy)ipj <m, gpE R, tel que Z Drg, =0.

lpI<m
Done (K!)(—m est, algébriquement, un quotient d’un produit H (K1) p, (KY)p = KL
Ipl<m

On voit sans peine que la topologie de (K!)—™ est précisément la topologie de

ce quotient du produit H (K!)p; comme alors K! est bornologique (note (%),
lpl<m

page 165) H (K1), I'est aussi, ainsi que le quotient (K!)(—™ (Bourmax: [4]
page 11)., 1p|<m

() Si #6 est normal, ¥, est normal (préliminaires, proposition &). Si 6 est borno-
logique et quasi-complet, #6. est complet (un élément du complété est en effet une
forme linéaire transformant toute partie relativement compacte de #6 en une partie
bornée de C; voir alors note (!), page 129).
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dans (°)® ou méme simplement si ses dérivées d’ordre <Ch
convergent vers 0 dans £7, le second membre converge vers 0
dans &'].

Donc on a aussi ({7)”(E®, F)c&*(E®, F), donc

a+T e (E 8, F).

Ses dérivées d’ordre <Ch—1 pourront se calculer par la formule
usuelle (DP(Z*'_I'))) () = (D"Z) (x—E)- Tg, qui est la formule
(I, 7; 6) pour ¢ = (—1)?Dre(x )58”‘ Yo ((40)0)e = (RH)P,

Si maintenant FI‘>eEDL"‘(F) est localement G-bornée, on sait
que la proposition 38 est applicable méme lorsque £ n’est pas
bornologique; on peut donc ici définir Z*GT e "(E®gF), et
appliquer la formule usuelle( DP(;*@T))) (z)= ((D”a) (z—E)- GTG
méme pour |p| = h. On pourra méme remplacer m+h+n -+ 1

par m+h-+n, si n est impair ou si m=0, d’aprés la
proposition 24. On pourra faire des remarques analogues pour

la convolution §*§, gef?’"(E), Eeg"'*'”"”(F)-

Définition du produit de convelution a partir du prodult tensoriel.
Dans la proposition 38 nous n’avons défini S« T que si
I’une des distributions 5, T, est B,-bornée. Nous allons voir que

cette restriction n’est pas nécessaire si les supports de SetT
vérifient certaines conditions.

Prorosition 39.(*'). — Soient A, B, des ensembles fermés
de R" tels que Uapplication (&, v) >~& 4+ n de A X B dans R"
soit continue a Uinfint, et E, F, des espaces localement convexes,
non nécessairement quasi-complets. On peut définir un produit
de convolution de Dy(E) X Dp(F) dans D, (E 8, F), par la

formule :
(IL 7; 8) (8+T)-¢=38:@8,T, -9( + ),

pour §e£‘DA E), Te@’(F) qwc—:,D On a la formule (11, 7; 7),

pour Se D, T e Dy, eEE ft-:-F
Cette convolution est compatzble avec les applications linéaires
continues de E et F. Elle est commutative, & la symétrie canonique

() Voir Scawartz [5], chapitre vi, § 5, page 26.
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prés entre E® F et F® E. Si A, B, C, sont trots ensembles
fermés de R", tels que Uapplication (%, v, {)—>§+n+( de
A X B X C dans R" soit continue & linfini, on peut définir

un produit de convolution (§ «T s TJ))‘ eY((E® F ® G)}),
pour Se Du(E), Te Dp(F), UeDy(G); ses images dans
Y((E® F)8,G) et Y(E® (F8G) sont (5+T)+T

[ (T* U) respectivement ( assocmth,té de la convolutwn)
On a en outre

(1L, 7;9) (8+7T)-5=(5+3)-T=5.(T+¢)
= Tr((g*‘—'f)*E[)) = Tr((g*?f;) *ff) = Tl'(gstrl (_'I‘)*q))),

(les 3 derniers membres sont des traces de fonctions indéfiniment
dérivables; le 2¢ est pris au sens de la proposition 10, avec
Te Y(F), §*€{3 e 8(E) localement B,-bornée, lintersection des
supports étant compacte; de méme pour le 3°, avec Se 9'(E),
'—I‘>*9 e §(F ) localement (3,-bornée )

Si 8« T est Vimage de S+ T dans E®.F (p=1y, B, x,¢)

lapplwatwn bilinéaire (§ T)—>§* T de QD' (E) X 9Dp(F) dans
D+ n(E 8, F) est p-continue, pour u= B, =, ¢, et aussi pour p =+
st E et F sont quasi-complets.

St le produit de convolution 8..T a déja un sens d’aprés la
proposition 34, il coincide avec U'image dans 9'(E &; F) du
produit . T défini ici, si % ou X a la propriété d’approzima-
tion par troncature et régularisation; si $.Ta déja un sens
d’aprés la proposition 38, il coincide avec celui qui est défint ict,
st B = ¥ est nucléaire et a la propriété d’approximation par
troncature et régularisation.

Le support de §g ® ®,T,, quiest A X B, et celui de ¢(§ + 7),
qui est’ensemble £ + 7 < K, K support de ¢, ont une intersection
compacte; donc le second membre de (II, 7; 8) est bien défini,
et S+ T est donc une application linéaire de 9 dans E &, F.
Supposons que ¢ converge vers 0 dans D¢, K compact de R";
alors, si a e 9 , est égale & 1 sur un voisinage de I'intersection de

A X B et de l'ensemble £+ neK, a(g #)e(E+ 1) converge
vers 0 dans 9 ,, et, comme S;®®, T est continue sur 9 ,,
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§E ® ®t—'fn SE+7)= §5 ® ®"_I‘>,l. (&, 1)¢(§ 4+ n) converge vers 0.
Donc *lT est continue sur 9k, donc sur 9, c’est bien une distri-
bution. Si K n (A + B) = g, le support de §;_ ® ®l'_l'>,, et celui de
#(6+ %) ont une intersection vide, donc §*l-'f.o; =0, ce qui
prouve que 8. T a bien son support dans A + B (*). (I, 7; 7)
est une conséquence triviale de (II, 6; 1). La compatibilité
avec les applications linéaires continues de E et F résulte de
la méme compatibilité pour le produit tensoriel, indiquée a
la proposition 33.

Naturellement 3« T ne dépend que de S et T et non des
ensembles fermés A et B (contenant leurs supports) que nous
avons choisis, car il en est bien ainsi du 2° membre de (I, 7; 8).

Supposons que ¢ parcoure une partie bornée de Dx. Alors
la fonction « ci-dessus pourra étre choisie fixe, et o:(g, ﬁ)cp(g + 1)
reste dans une partie bornée de 9D, Les applications
ﬁg,,, - ﬁg,,, ca(8, 1) ¢(E 4+ n) sont alors équicontinues de
D¢, (E 8, F) dans E 8, F; comme alors (g, T)) —>§g ® ®, T,
est p-continue de Dy(E) X Dp(F) dans 9 ,(E &, F), pour
w=_0, =, ¢, et aussi pour p=y si Eet F sont quasi-complets,
alors les composées (§, T) —>§*FT p= §5 ®®, Ty-a(t,n)¢(E+n)
sont p-équicontinues dans les mémes conditions; cela revient
a dire que (§, '_I‘>) —>§*p'—1‘> est p-continue.

La formule de commutativité est la suivante (voir page 152) :
si les ensembles fermés A, B, ont la propriété voulue, il en est
de méme des ensembles fermés B, A; alors, pour §e@Q(E),
T)e@g(F), —'l"*lg se déduit de S+, T par la symétrie canonique
E& F—-F &, E.

Démontrons la formule d’associativité. Si A, B, C, sont
3 ensembles fermés ayant la propriété de I’énoncé, on peut
directement définir un produit de convolution (§ «T ﬁ)l,
pour Se Dr(E), Te Ds(F), Ue De(G), en posant

(11, 7; 10)

B+Ta0)o=GooT,000)) st +n+)<(EeFoG).

(1) Rappelons que, en vertu des hypothéses faites sur A et B, A 4B est fermé
(pour toute application d’un espace localement compact dans un autre, continue
a linfini, I'image directe d’un ensemble fermé, en particulier de l'espace entier,
est fermée).
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Soit C, le voisinage d’ordre ¢ >0 de C; soit K le support
de ¢, K. son voisinage d’ordre ¢. Alors les relations § € A, neB,
{eC, £+ n+{eK, entrainent, en posant { =1, + p, |p|<¢,
LeC: EeA, neB, {,eC, E+ 1+ eK,; donc I’ensemble
des (%, n, {) est encore un compact de R"X R* X R"; soit
H X H X H un compact qui le contienne, H compact de R,
et soit o € Dg» une fonction égale & 1 sur un voisinage de
Hu (H+ H). Le deuxiéme membre de (II, 7; 10) est, par

définition, égal a

(1L, 75 11) (S0 ©T1®® Up)- a(@)a(n)aQ)e(E + 1+ ).

Son image dans (E® F)® G est (§ 6, page 150):
((§E ® ®l'—I'),,) ® ®lﬁ;) ca()a(n)a()e + n + ). Calculons cette

quantité d’aprés la régle de Fubini (proposition 33); on
obtient :

1, 7;12) Upe[ (30 0.T,) - aata@e +1+0).
Calculons le crochet pour { fixé; ce calcul n’est nécessaire
qu’au voisinage du support de TJ), soit pour { e C,. Alors le sup-

port de §g® ®l—'l)‘,, est A X B, celui de 9(2+ﬁ +¢) est 'en-
semble des ({, ) tels que £ + 0 + { e K; comme { e C,, on voit
que lintersection de ces supports est dans H X H, donc

«(E)a(f)) est égale 4 1 sur un voisinage de I'intersection de ces
supports; donc le crochet, d’aprés la définition de la convolu-
tion, n’est autre que

a()(8T),.¢(1+0).

Mais le support de (g*j‘))x est contenu dans A + B; celui

de ¢(y + ¢) est K —; leur intersection est donc contenue
dans H4 H (car,siyeA +B,onay=%§t+n,EeA,neB, et
comme ye K—¢ ona t+n+¢ekK, doncteH, neH et
y.€ H+ H); on peut donc remplacer ¢(y 4 ¢) par a(})e(y 4+ ¢)

sans changer le produit scalaire précédent, qui est égal a

(B T)y a()a@ e+ 0

Finalement (II, 7; 12) vaut
(11, 7;43) T[S D)2 ()2 Qe (r, + 0,
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qui, d’aprés la régle de Fubini appliquée en sens inverse, vaut

(11, 7; 14) ((8+71), ® 8. Ty) -a()2(@)s (0 + 03

le support de (§ * —T)x ® ®, TJ)( est contenu dans (A + B)nC,
celui de ¢(y +"C) est défini par y + { e K; des points de leur
intersection sont de la forme (y, {) avec y =& + v, EeA,
neB, {e(C, £+ v+ {eK, donc ils vérifient e H, neH,
{eH, donc y e H+ H, (e H; alors «(y) «({) est égale a 1 sur
un voisinage de cette intersection, et (II, 7; 14), d’aprés la

définition méme de la convolution, vaut ((g*‘ T)) *‘U)) -, cequi
prouve que l'image de (§ « T *U))‘ edY(E® F® G)) dans
Y(E®,F)8,G) est (S *, T) *,ﬁ. C’est la formule d’associativité.

La formule d’associativité est particuliérement intéressante
dans le cas ol G est le corps des scalaires; car alors toutes
les distributions considérées sont & valeurs dans le méme
espace vectoriel topologique, (E &, F)

En particulier, pour S e 9,(E), T e 9 3(F), P, on a
(S * ) = (g* %) o« T=3+ (T* ¢); comme le premier membre

est une fonction indéfiniment dérivable, il en est de méme des

autres, et leurs traces sont égales. Par ailleurs Tr((§ —T>) ?;3)
vaut S+ T. - d’aprés la formule (I, 3; 12) du chapitre 1 (ou
T est remplacée par SuT, « par ¢, et ol z est Iorigine de R”).
Pour achever de demontrer (11, 7;9), il suffit donc de montrer
I’égalité des 3 premiers membres. Or ce n’est pas autre chose
que la régle de Fubini (proposu:lon 33). Précisons. Soit K le
support de ¢; soit A, le vomnage d’ordre ¢ de A, soit H un
compact de R” tel que I'intersection de A, X B et de I'ensemble
£ + neK soit contenue dans H X H, et soit e« Dp. une
fonction égale 4 1 sur un voisinage de H.
Alors, d’aprés Fubini, on a

BeT)-e=Br@0.T,) a(B)x(n)pE 4+ n)=S;- [Ty a(B)a(m)g(E+0)].

Bornons-nous a calculer le crochet pour ¢ fixé dans A,. Dans
ce cas, a(n) est égale a 1 sur voisinage de 'intersection des

supports de T et ¢(§ + 1), donc le crochet est égal &
«(8) [Ty 1(6 + )] = 2®) [ (T e) 9]
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Alors (§*IT)-9 vaut
8- a®)((T+)®),

produit scalaire au sens de la proposition 10, avec
Sea(®), a(Tsg)e0(F; )= (@)F; bo).

On peut donc aussi I’écrire §-l’_l‘)* ¢, en donnant a ce produit
scalaire le sens indiqué a la proposition 10, mais modifié

comme dans la remarque page 87: §e£D’(E), et —T>*q;es(F)
localement B,-bornée, ont des supports d’intersection compacte.
En procédant dans l’ordre inverse, on trouvera §*§"—I‘>

Remarque. — Avant de terminer la démonstration de la
proposition 39, notons en passant une importante propriété
de la régularisation, comme conséquence de ce qui est indiqué
aux pages 148-149: s _'I>‘e9)’(F), q;eﬂ),?l‘)*q: est dans §(F)
et localement (3 -bornée : la régularisée d’une distribution vectorielle
par une fonction de D est non seulement une fonction indéfini-
ment dérivable, mais une fonction indéfiniment dérivable locale-
ment [3,-bornée.

On peut dire plus. Si G est un ensemble de parties bornées
de F, et si T est du type ‘6(_T)e@’(FG)), alors la régularisée
'—I'>*¢ est localement G-bornée dans 8(F); autrement dit, si a. e 9D,

«(T+g) e D(F; 6) = ()(F; G

Pour terminer la demonstratlon de la proposition 39, mon-
trons que le produit de convolution défini ici, & partir du pro-
duit tensoriel, coincide avec ceux quiont été définis antérieure-
ment aux propositions 34 et 38 si ceux-ci existent également.
Mettons provisoirement les indices 1, 2, 3, & ces 3 produits.
Prenons d’abord le cas de la proposition 34, et supposons
que S, T= (§*,:'—I‘))1 existe en vertu de cette proposition; alors
il n’est autre que I'image (§ *r T)),, du$+Tdela proposition 39
dans 9'(E &, F), si 'un des deux espaces %, X, a la propriété
d’approximation par troncature et régularisation. Soit en effet
(®y)y=y,4,.. une suite de fonctions de 9, convergeant vers 1
dans & en restant bornée dans R, et soit (pu)u=1s,.. une suite
de fonctions >0 de 2, dmtégrale 1, de supports tendant
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vers l'origine. Les deux produits §*,t_'1>‘, sont limites de pro-

duits (av(g* p,‘)) 1,5 % a la propriété d’approximation par
troncature et régularisation. Comme, pour p assez grand,

av(§* Pl‘) a son support dans A,, voisinage d’ordre ¢ de A,
on voit qu’ll suffit de démontrer I'égalité des 2 produits
g, *. T, § _ocv(g* py)efb Te@'(F), les supports de S, et

T étant contenus dans A, et B
Mais, en fait, nous venons de voir plus haut que § est méme

dans D(E; f,); alors (g, *r T),, au sens de la proposition 34,
coincide avec (S, '—I‘)),, au sens de la proposition 38, avec

S, e D(E; Bo)s Te 9'(F), comme nous I’avons vu a la proposi-
tion 38; donc finalement nous avons ramené le cas ou la convo-
lution & un sens & la fois d’aprés les propositions 34 et 39,
au cas ol elle a un sens & la fois d’aprés les propositions 38

et 39. Il reste donc & voir maintenant, si, lorsque §*1_T> a un
sens & la fois d’aprés les propositions 38 et 39, les deux
produits coincident; or la formule (II, 7; 6) et la formule
(I, 7; 9), pour q:ef:D vont nous prouver cette coincidence

dans les conditions énoncées. Dans (11, 7, [(§*<P) ] est
défini & partir de S«q e K(E), T e 56/(F; p et de la propo-

v

sition 10; dans (II, 7; 9), [<§*<p) T]s est défini dapres la

proposition 10, avec Sxg 8(E) localement {,-bornée, Te ¥ (F),
Pintersection des supports étant compacte. Supposons donc
R = %6 nucléaire, A =1identité, # ayant la propriété d’appro-
ximation par troncature et régularisation. Soit « € D égale a 1

Y

. . . 1
sur un voisinage de I'intersection des supports de §*cp et de T.

Alors on peut affirmer que [g*?-j')]g est égal a [a(g*q,) -,'—I‘)]2

d’apres la proposition 20, ¢, car les supports de (a—i)(S*y)

- . . . .
et de T ont une intersection vide. Mais alors a(g*q;) e 9(E),
donc cette derniére expression peut aussi se calculer en consi-

dérant a(S+¢) e D(E), T < 9/(F; B,), (formule 11, 4; 11 bis);

mais alors c’est aussi la valeur de a(g*q;)-lT avec

a(§*?) e ™E; B,), Te 9'(F) (page 97); or ceci est précisément
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la valeur de [(g*?)-LT]s avec §*cpc=.8(E) localement
= . . v

Bo-bornée, T e '(F), I'intersection des supports étant compacte.

Les conditions données pour # et X semblent couvrir tous les

cas usuels, méme si ce n’est pas immédiatement apparent.

Prenons par exemple §Eg_'p(E), Te 9 (F) (exemple 4°
page 163). On peut définir S«Te @rrarr+Y(E & F) d’apres 4°
page 163, et S«Te 9Y(E® F) d’aprés la proposition 39.
Y a-t-il coincidence des 2 définitions? Cela ne résulte pas
immédiatement de ce qui est indiqué dans la proposition 39.

Mais nous avons vu page 163 que le $+ T défini alors coincidait

avec celui que I’on obtenait & partir de Se &(E; B), Te P'(F),
et alors il coincide avec celui de la proposition 39.

CoroLLAIRE. — On peut définir une convolution, applica-
tion bilinéaire de & (E) X &'(F) (E, F, non nécessairement
quasi-complets) dans 9'(E®,F), p=1y, v, B,m,e. Pour p,
elle coincide avec la restriction de la convolution de
&(E) X 9'(F) dans 9'(E &, F) définie par la proposition 34.
Cette application est p-continue, pour p.=0, et aussi pour
p=1y st E et F sont quasi-complets.

En effet & (E) est la réunion des §,(E), A compacts de R";
or, si B=R" on a une convolution de &,(E) X 95(F) dans
9'(E 8, F), d’apres la proposition 39.

La p-continuité, pour p. =1y ou f, résulte facilement de
celle de la proposition 39, compte tenu de ce que toute partie
bornée de &' (E) est bornée dans un 8,(E), 8’(E) étant la limite
inductive des &,(E) (*). Pour p == ou ¢, il n’y a pas p.-conti-
nuité déja lorsque E et F sont le corps des scalaires (*).

Cas ou les distributions sont des fonctions.

. > . .
Soient S et T deux fonctions scalairement localement
intégrables 4 valeurs dans E et F respectivement, et définis-
sant des distributions & valeurs dans ces espaces. Supposons

. ’ . . 4 .
qu’on puisse définir leur convolution S+ 7T suivant I'une des
(*) Boursaxkr [2], chapitre 11, § 2, n® 4, proposition 6.

(%) La convolution est continue de 83 X 9’ dans & (Scawartz [5], chapitre vi,
§ 3, théoréme v, page 13), mais non de 8’ X 9 dans 9'.
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propositions 34, 38, ou 39. Peut-on dire que ST est une fonc-
tion, définie pour presque toutes les valeurs de z par I'intégrale

ﬂ‘,s (z—1t)® T( ) dt? 11 est tres difficile de donner des conditions
générales, parce qu’il n’y a pas de théoréme de Fubini pour les
intégrales vectorielles; on est donc obligé de faire des hypo-
théses plus compliquées que celles auxquelles on s’attendrait.
Pour traiter a la fois tous les cas tensoriels, nous appellerons
® une application bilinéaire séparément continue de E X F
dans G; E, F, ne sont pas nécessairement quasi-complets,
mais G est supposé quasi-complet. Nous supposerons que

0(§(m——f), Tf(f)) est scalairement intégrable (en ¢), pour
presque toutes les valeurs de z. Alors

(IL, 7; 15)  g(@) = [,.0(S(z—2), T()) dt

a un sens pour presque toutes les valeurs de z; elle définit
une fonction de z 4 valeurs dans G'*, dual algébrique de G/,
que nous supposerons muni de la topologie faible ¢(G'*, G').

Nous supposerons ensuite que E(:i) est scalairement localement

intégrable. Si alors ¢ e 9, I'intégrale j;‘,, E(x) ¢(z) dz a un sens,
> -

et représente un élément y de G'*. Pour tout g’ eG,ona

(IL7;16) Y, g)= [rn (@) dz [o(08(z—1), T(1), &) dt.

Pouvons-nous écrire cela sous forme d’intégrale double

(IL 7547 [faonne(08 (@ —1), T(0), 8" ¢(2) dw de?
Il en sera bien ainsi si nous supposons que la fonction de

2 variables 0(§(:?: —1), '_f('i)) est scalairement intégrable en
(z, t), sur tout produit K X R*, K compact de R". Cela revient

a dire que la fonction 0(§(2), '—I‘>(ﬁ)) est scalairement intégrable
sur toute bande £ 4+ ne K, K compact de R
On a alors, d’aprés le théoréme usuel de Fubini:

(IL,7;18) , 8)= fudt fu(0Ba—1), T(), 8")3(2) do
Dans cette formule, I'intégrale ﬁ,(ﬂ(g(x-—t), _T>(t)), ;’)Mx)dx

est censée exister pour presque toutes les valeurs de ¢; les valeurs
de ¢ pour lesquelles elle n’a pas de sens forment un ensemble
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de mesure nulle, pouvant & priori dépendre de E'. Mais il n’en
est rien. Pour tout ¢ fixé, §(§:—-t) est scalairement localement
intégrable; comme e — 0(2, T(t)) est une application linéaire
continue de E dans G, 0(§(:'i: —t), T)(t)) est scalairement loca-
lement intégrable (en z) pour toutes les valeurs de ¢. En outre,
pour tout ¢ et tout ;.;-’ :

(IL, 75 19)  fuu5(@) (0—2), T(), &')d=
= (0 fSlz—1s(2)dz, T)), gy=((Ge)0), T(), &

d’apres (I, 3; 12); finalement on aura

G &)= ful0(S+0)e), Tw), 57

ce qui s’écrit
(1L, 75200 = fou0(Bre)e), Te) dte G,

Supposons alors que S..T ait un sens d’aprés la proposition
38, ou la proposition 39. Dans les deux cas, §*L'_I‘>-<p vaut

= . crpy . . .
§*q, .. T, mais ayant des sens différents suivant la proposition

v

o 34 = A = .
qu’on considére, et §*0T vaut de méme (§*q,) «T. Si alors,
en appliquant au cas considéré la proposition 21 ou son corol-

laire, ou 21 bis, on peut affirmer que _§*qa-e_T) est I'intégrale
j;n 0 ((§* 9)(t), —'f(t)) dt, on voit qu’on aura §= (§ *) —T-)) -2eG,

et la fonction ,?;’ définie par (II, 7; 15), supposée au début
scalairement localement intégrable, sera le produit de convo-

. -
lution S % T.

Supposons d’abord que S+ T soit défini par la proposition 38.
Si 'on applique la proposition 21 (ou plutdt son corollaire),
on devra supposer (21 a), et (21 ¢,), avec p' =1, et avec
A = identité; (21 b) est automatique, avec p = oo, puisque

§*cp € &(E); (21 dy) résulte de ce qui a été supposé au début
de ce paragraphe, il est en effet impliqué par (II, 7; 20).
D’autre part, pour pouvoir appliquer le corollaire, § doit étre
supposée G-hypocontinue.
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Si, au lieu de cela, on veut appliquer la proposition 21 bis,
ou plus exactement son corollaire non énoncé, on devra sup-
poser (21 bis ') et (21 bis b;), avec p = o et A = identité

(ce dernier point résultera de I’hypothése Se M(Eg), qui entrai-
nera en effet S+¢ e %(Eg), mais aussi (puisque Se 9'(Eg)),

§*? eS(ES)) ; ensuite (21 bis ¢'), qui s’écrit TE%,’,(F; B.) n 4(F);
(21 bus dy) résulte des hypothéses du début; et 6 doit étre
supposée S-hypocontinue.

Si nous supposons la convolution définie a partirvde la pro-

position 39, les choses sont assez différentes. On a S« peé(E)

localement (3,-bornée, Te 9'(F), et l'intersection de leurs
supports est compacte. On applique dans ce cas la proposi-
tion 10 a R, =%, =9, A, =1dentité; E,=F, F, =E,
et ©, =0, 5, =& (ce sont donc les parties de & qu
devront étre supposées complétantes), ;, =Te D'(F) = R,(E,),
T,=a(S+g) « D(E; B,) = (#,)(F.; B) (ob aeD est égale & 1
sur un voisinage de l'intersection des supports de §*q; et —T>)
Si alors on applique la proposition 21, on supposera simple-
ment S e 9D'(Eg), T e 4(F), et 6 S-hypocontinue; car (21 a) est
vérifiée pour X, =9, (215), pour p =1, s’écrit T)e@(F),
(21¢,) s’écrit a(§*q¢) eP(E; &), ce qui est conséquence de
§e@’(Eg) d’aprés la remarque page 172, et (21d) résulte
des hypothéses du début. Si on applique la proposition 21 bis,
on supposera que T est une fonction, et que, pour tout
compact K de R" il existe une partie disquée B e T telle que
TEI{((FB), et que 0 est G-hypocontinue; car (21 bisa’) est
vérifiée pour #, = 9’ (*), nous venons de supposer (21 bis b;)
pour p=1, (21 bis¢') est automatique puisque « S q;) e D(E),
et (21 bisdy) résulte des hypothéses du début.

Supposons enfin qu’il s’agisse du produit de convolution
élémentaire défini par la proposition 34. Alors § est supposée

—
continue. Nous avons vu page 157 que §*q; .. T n’a pas néces-
sairement un sens, et ne représente donc pas nécessairement la

(1) Voir note (1), page 85. 9' est bien tonnelé, puisque réflexif (Boursaxr [2],
chapitre 1v, § 3, n° 3, théoréeme 2).
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valeur de S« T- ¢. Nous supposerons doncici que la proposition 34
s’applique non pas directement, mais avec renversement des
roles de X et #6; c’est A qui sera supposé nucléaire et de dual
nucléaire, avec la propriété d’approximation stricte. Alors on

a bien, d’aprés (II, 7; 3), g*g'—l‘)-cp =§*o; % T), calculé en
appliquant la proposition 4 a ’espace K. Il restera alors a
supposer que la proposition 7 est applicable 4 #, = X, E, =F,
F,=E, ¢=TeX(F)=2,(E), T, =S+ <H(E)=05#(F);
on supposera donc que K a la propriété d’approximation par
troncature et régularisation (7a), que T)e?(F ), ce qui est (7b)

avec p = 1; (7c) est automatique puisque §*cp e &(E), et (7d)

résulte des hypothéses du début. . N
Remarquons que, si I'intégrale ﬁ‘n O(S(a:—t), T(t))dt existe

scalairement, il en est de méme par changement de variables

de fl;,O(-g(t), —T>(a:—t)) dt, et ces deux intégrales sont égales.
Or si 'on cherche dans quelles conditions cette deuxiéme

. ’ 3 y . . >
intégrale existe et représente le produit de convolution §*0 T,
on est amené a trouver des conditions différentes; on est en

effet amené a représenter §*0'_I')-<p par g'e ('_f * tp). Or cec,
par exemple, est valable dans le cas du produit de convolution
défini directement par la proposition 34, avec # nucléaire, d’apres
(II, 7; 3). Alors les conditions de la proposition 7, appliquée

a #, E, F, ;,=§e%(E), —'lt,=7f>*q;e%’(F), sont les
suivantes : #6 a la propriété d’approximation par troncature

et régularisation, §EQ‘-(E), et O continue bien entendu. De
méme, dans le cas de la convolution définie par la propo-

o . = . A I3 . .
sition 39, § et T jouent des rdles symétriques, on a toujours

§*9'_I‘)oa;=§*f,9-97l‘>=§-e—T>*q>, et on aura des conditions
symétriques de celles qui ont été trouvées plus haut.

Comme les 2 intégrales existent en méme temps et sont
égales, I'un ou l'autre des systémes de conditions entrainera
Iexistence des deux intégrales, ce qui laisse un plus grand
choix.

Nous pouvons exprimer ’ensemble des résultats précédents
comme suit:
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ProrosrTion 40. Soient §, '—I‘), des fonctions sur R", scalai-
rement localement intégrables, & valeurs dans des espaces E, F,
localement convexes séparés, non nécessairement quasi-complets.
On suppose qu’elles définissent des distributions & valeurs dans
E et F. Soit 6 une application bilinéaire séparément continue

de E X F dans un espace G localement convexe séparé quasi-
. n =™ A
complet. On suppose en outre que la fonction 0(§(x——t), T(t)),
. A =/ A . . »
ou la fonction 0(§(t), T(z—1)), est scalairement intégrable en t,
pour presque toutes les valeurs de x, et que son intégrale, fonction
de x définie presque partout & valeurs dans G'* munt de la topo-
logie o(G'*, G'), est scalairement localement intégrable; les deux
fonctions considérées ont alors cette méme propriété, et leurs
intégrales coincident. On suppose ensuite que la fonction de

deux variables 0(§(E)'_I‘)(n)) est scalairement intégrable sur toute
bande £+ 1€ K, K compact de R

Alors S« T est une fonction, définie pour presque toutes les
valeurs de z par la formule

(11, 7; 20) (SwT)@) = [0B@—0), Tr)de
= [0080), T(z—1)d,
dans l'un quelconque des cas suivants:

- o o
A) S+:T a un sens en vertu de la proposttion 34; % a la
propriété d’approximation par troncature et régularisation;

§ef?(E); 0 est continue.
B) S«T a un sens en vertu de la proposition 38; K a la

propriété d’approximation par troncature et régularisation; il
existe un ensemble saturé © de parties bornées complétantes

de F tel que: a) T soit dans #.(F; ©); b) pour tout compact K
de R", on puisse trouver une partie disquée B € G pour laquelle
Tem(F 8); ¢) 0 soit G-hypocontinue.

B') S« T a un sens en vertu de la proposition 38; % a la

propriété d’approximation équicontinue par troncature et régu-
larisation; il existe un ensemble saturé © de parties bornées de

E tel que: a) Se Jb(Eg); b) '—I‘)eg’—(F); c) 0 soit ©-hypocontinue.
C) ST a un sens d’aprés la proposition 39; il existe un
ensemble saturé G de parties bornées de F tel que: a) Pour tout
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compact K de R", on puisse trouver une partie disquée B e ©
pour laquelle Te Li(Fs); b) 0 soit G-hypocontinue.

) 8. T existe au sens de la proposition 39; il existe un ensemble
saturé G de parties bornées complétantes de F tel que : a) Te P (Fg)
b) -§e@(E), ¢) 0 soit G-hypocontinue.

C", C” respectivement obtenues par symétrie d partir de

C, C', en changeant les réles de S et '-I‘>, E et F.

Notation fonctionnelle du produit de convolution.
Soient S e D'(E), T e D'(F), des distributions sur R™. On peut

. N —
conventionnellement donner un sens a S (z—1) ® ®, T(f);
on le définit comme identique, pour le changement de variables

z—t=2E&t=nm, a la distribution §E ® ®, T
On peut alors se demander, dans les cas etudlés aux proposi-

tions 34, 38, 39, si §.T coincide avec I'intégrale partielle en ¢t du
produit ainsi défini : a-t-on (S« T)(%) = [, (S(&—t) @ @ T(1))ds?
Nous devons d’abord voir si le second membre a un sens,

c’est-a-dire si §(§:—f) ® ®I~T)(t) est partiellement sommable
en t (chapitre 1, § 5). D’aprés ce que nous avons vu au
chapitre 1, page 131, 29, nous devons chercher si, pour toute

¢ e, (§(a:—t)®® T(t)) ¢(z) est dans (Dp.); s’il en est
ainsi, g(w—t) ® ®, T(t) sera bien partiellement sommable
en t, et on aura
(IL 7; 22) [ fuu(Slz—1) @ ®,T(t))dt] - 9
-—f;,,[@ z—1)® ®, T ) a:)]dt
Mais, d’aprés la définition méme de g(x—t) ® ®, T(t) par
changement de variables, et d’apreés la régle de Fubini énoncée
a la proposition 33, on a, pour toute e D:
(11, 7; 23)  (Se—1) ® 8. T(1))- s(@)3()
= (88 8.T,) -5 + n)bn) =T [¥m) Sz 9 + )],
le produit scalaire ¢ du dernier membre résultant de I’appli-
cation de la proposition 10 a (1) (§E'?(E + 1)) e D, (E; B,),
T, e 9'(F).
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Mais §5-<p(&' =+ 1) n’est autre quev(é* q;) (M) (formule (I, 3; 12));
alors le produit multiplicatif [<§ * ?)_T)]L a un sens d’apres le
corollaire 1 de la pro_gbsition 32, cas 2, avec (é* ?) e §(E), loca-
lement [3,-bornée, T € @'(F), et on a précisément (formule

(I1, 5; 11)

ar, 75 28 [(8+9) T4 =T (4(8.5)),
le dernier membre étant relatif a .[;(é* cp) e D(E; B, et
Ted'(F). Alors (I, 7; 23) et (II, 7; 24) donnent
(g(x——t)®®T ) -9 () $(t) [(-g*qs) ] -y, de sorte que

I’on a

Iy 7; 25) Be—teeTw) o=)=[(8+:)Fl0)

v

Nous devons donc voir si [(§ ) ] est dans D1,; et s’il en

est ainsi, §(§: —1) ® ®, T('t‘) sera partiellement sommable en ¢,
et I'on aura, d’aprés (II, 7; 22) et (II, 7; 25):

(11, 7; 26) [ fo(8e—1) © 8, T(t) ) dil - ¢(@) = foul (81 )T e

A) Supposons d’abord que S et T vérifient les conditions

de la proposition 39. Alors §*ga et T ont des supports d’inter-
section compacte; leur produit multiplicatif a donc un support
compact (corollaire 1 de la proposition 32), donc est bien
sommable; en outre, si ae® égale & 1 sur un voisinage de

P'intersection des supports de §*q:. et de T, on a, d’aprés
(11, 5 12):[(84¢)T ] = o[ (84¢)T]. = [( (§25) T], avee
a(g*cp)e,DE 8), Te®(F). Donc S(z—1%)®®,T(f) est
partiellement sommable en ¢, et on a (II, 7; 26), pour ¢ € D;

par ailleurs on peut appliquer le corollaire 2 de la proposition
32, avec K, =%, =, =9, ¢, =8, et on aura

(L, 7; 27 fu[(a(8¢)) T de=(«(Sug)) - T

le dernier produit scalaire étant celui de la proposition 10 relatif
a a(gw’q) e D(E; B,), Te 9'(F), ou encore le produit scalaire
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gg*q:) . T de la remarque qui suit la proposition 20, avec
§*q‘e8(E) localement [3,-bornée, —T-)eﬂ)’(F), I'intersection des
supports étant compacte; et ce dernier n’est autre que le
produit scalaire (§*,'—I'>)-q>, ot S«T est défini d’aprés la
proposition 39 (formule (II, 7; 9)). On a donc, dans les
conditions de la proposition 39:

(IL 7; 29) () [e (S —1) @ ®,T(r)) dt .
= (S« T)@#) e 9'(E®,F).
B) Supposons maintenant que I'on se trouve dans les condi-
tions de la proposition 38. Supposons d’autre part qu’il existe
des espaces N, 4,, tels que #6, K, 4,, M, vérifient les conditions
d’application de la proposition 32, que $,c4, avec une
topologie plus fine que la topologie induite, et que §*<p e M,(E).
On a donc, d’aprés le corollaire 2 de la proposition 32:

(I, 7; 30) f;‘u[(é*?)r_{‘)]t':(é*?)'zrf:(g*t—f)'%

le premier membre étant I'intégrale sur R* du produit multi-
plicatif de S«g « M,(E), T « #.(F; 8,), défini par la proposition 32
a partir des espaces %6, %, 4,, N, le deuxiéme étant le produit
scalaire de §*? e R(E), Te ¥.(F; B,), défini par la proposition
10; le produit de convolution §*,'_l‘) du troisiéme membre est
celui de S eM(E), T« #/(F; B,), défini par la proposition 38
a partir des espaces #6, %, 4, M. En particulier [(g*q;)i‘)],
défini par la proposition 32 est sommable.

Examinons ce produit d’un peu plus prés. Pour ¢ e D c ¥,
on a:
-

(L, 7; 31) [Beg)Thod = (8x5) 4. T,

avec (§*cp) ¢ e K(E), Te F.(F; B,), le produit scalaire étant
celui de la proposition 10.

Mais on a aussi (§*<‘p) J e D(E), Te D'(F; B,); et le produit
scalaire qu’ils définissent de cette maniére est le méme (propo-
sition 20); et ce produit scalaire est encore celui qui est défini

() Par suite d’un oubli, il n’y a pas de formule (II, 7; 28).
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par (§*q~,) e DE;B,), Te P'(F) (page 97). Mais alors le second
membre de (II, 7; 31) est égal au premier, défini parle corollaire
1 de la proposition 32, cas 2, avec interversion des roles de E
et F, pour g*cp e &(E) localement {,-bornée, Te D'(F); cela
prouve donc que le produit [(g*?)i‘)]l défini par la proposi-

tion 32, & partir de §*q, e M,(E), Te ¥6.(F; B,), et des espaces
¥, R, 4, M,, est le méme que le produit correspondant défim

au corollaire 1 de la proposition 32, & partir de g*cpe@(E)
localement {3,-bornée, T)E@’(F); donc ce dernier produit est
sommable sur R". Mais c’est ce dernier produit qui intervient
dans (II, 7; 26) ; donc, dans les conditions ot nous nous sommes

placés, §(§:——i) ® ®,_T)('t‘) sera partiellement sommable en ¢,
et alors (II, 7; 26) et (II, 7; 30) redonnent (II, 7; 29).

C) Supposons maintenant que #, X, soient des espaces
de distributions normaux (quasi-complets); on suppose que %
vérifie les conditions énoncées dans la proposition 4. Suppo-
sons qu’il existe une convolution de # X X dans 9’, hypo-
continue par rapport aux parties compactes.

La proposition 34 (ou l'on inverse les roles de #6 et X)

permet alors de définir -§*n’_l‘)e£5)’(E ®: F), pour ge%(E),
TeXR(F). Si en outre # a la propriété d’approximation,
(II, 7; 3) donne (§*n'—l‘>)-cp= (§*q>)-,:'_l‘>, le produit scalaire
étant celui de la proposition 4, avec é*q&eﬂ’i’(E), '—I'>e5£(F)

Supposons maintenant qu’il existe une multiplication de

A XA dans 9Dy, hypocontinue par rapport aux parties
compactes. Alors, d’aprés la proposition 31 (formule (II, 5; 7)] :

J(S«o)T |, = (8S+g)..T;le produit multiplicatif | (S+¢ )T |,
R ¢ ¢ P P L\D*¢

est en particulier sommable sur R”. Mais on a aussi §*q: e §(E);
si X donc R’ (proposition 4 des préliminaires) a la propriété
d’approximation par troncature et régularisation, le produit
[<§*‘F)T]x défini a partir de §*<pe3€’(E), —'TEJ%F), est le
méme que celut qui est défini a partir de §*¢ e §(E),

Fl‘)eﬂ)’(F) (voir remarque 1° page 122). Donc ce dernier pro-
duit multiplicatif est sommable.
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Mais ce produit est aussi celui qui est défini par le corollaire 1

de la proposition 32, avec §*a_;e8(E) localement f3,-bornée,
Te 9'(F) (» remplacé par =) (puisque les propositions 25 et 32,
si elles sont toutes deux applicables, donnent le méme résultat);
et c’est celul qui intervient dans (II, 7; 26) (ou ¢ est remplacé
par =). Donc finalement g(a‘:——f) ® ®, T(f) est partiellement

sommable en ¢, et son intégrale en ¢ est (§*,c —T>)(:%) défini par
la proposition 34; on a encore (II, 7; 29), ou ¢ est remplacé
par .

On a donc la proposition suivante :

ProrositioN 41. — Soient E, F, des espaces localement convezes
séparés, non nécessairement quasi-complets. Soient Se D'(E),
Te D'(F); on peut toujours définir §(§: —i)® ®fI‘>(t) e, (E® F).
Cette distribution est partiellement sommable en t, et on a

(I, 7; 29) [ (8@—10) ® @ T() dt=(S+T)(),

dans U'un quelconque des cas suivanis:

A) S+« T a un sens daprés la proposition 39;

B) g*j‘) a un sens d’aprés la proposition 38, relative a 4
espaces 36, R, &, M; il existe des espaces 4,, M,, tels qu'on
puisse définir un produit multiplicatif d’aprés la proposition 32,
relative aux 4 espaces ¥, R, 4, M,; B, est contenu dans ¢,,
avec une topologie plus fine que la topologie induite; toute ¢ e 9
est un opérateur de convolution de MW dans M.

D’autre part §(§;—-—f) ® @ Tf(i) est partiellement sommable en t,
et on a (I1, 7; 29), ots « est remplacé par ©, dans le cas suivant :

C) #, R, sont des espaces de distributions normaux (quasi-
_complets); ¥ a la propriété d’approximation; X a la propriété
d’approzimation par troncature et régularisation, la topologie v,
il est nucléaire, son dual fort est quasi-complet et nucléaire;
il existe une convolution de ¥ X K dans D', et une multiplica-
tion de X X X' dans Dy, hypocontinues par rapport aux parties
compactes; on a §e%(E), '_I‘)eﬁi(F), et Su.T est défint par la
proposition 34 (ou les réles de R et ¥ sont inversés).

EXEMPLES. — On se trouve dans la condition B pour
Sc&(E), Ted(F; ) B=KR=9=9, M=¢, M, =9,
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4, =8), ou SeOLE), Te¥(F; B,) (avec B=K=9=,
M = 0¢, M, =Y, 4, = Ox) (*). On se trouve dans la condition C

avec Se&(F), Te %' (E), ou 5Se04E), T ey (F).

Remarques. — 1° Si la condition B ou la condition C est

réalisée, le produit de convolution ne dépend que de S et —T>,
et non des espaces de distributions qui sont intervenus, puis-
qu’il en est ainsi du premier membre de (II, 7; 29).

20 Contrairement a ce qui se passe pour la proposition 40,

il y a dissymétrie entre les roles de SetdeT dans la propo-
sition 41. Si g(:i‘—f) ® ®, T(f) est partiellement sommable
en ¢, rien ne dit qu’il en soit de méme pour () ® ®, T(# —£);
et méme s’il en est ainsi, rien ne dit que les intégrales en ¢
soient les mémes.

Multiplication, convolution, transformations de Fourier et Laplace.

ProrosiTion 42. — Soient §eOM(E), _'fe.‘f’(F), geg(E),
(E, F, non nécessairement quasi-complets). On a la formule de
Parseval :

(11, 7; 32) ;_—'I)‘=ﬂ;,_§'_l‘> (avec g_'i‘):?%:(ﬂﬁ‘))v),

et la formule de transformation de la multiplication en convolu-
tion:

(11, 7; 33) 3((8T),) = 98+, 7T,

les produits scalaires étant pris au sens de la proposition 4, le
produit multiplicatif au sens de la proposition 25, le produit
de convolution au sens de la proposition 34.

On démontrerait facilement cette proposition par transport
de structure; mais autant vaut dire simplement que les deux
membres de la premiére (resp. seconde) égalité définissent des
applications bilinéaires séparément continues sur $(E) X §'(F)
(resp. Ou(E) X 9'(F)), et coincident sur (¥ ® E) X (' ® F)
(resp. (On® E) X (' ® F)), donc partout.

(1) Tous ces espaces sont bien normaux, et ont les propriétés d’approximation
requises dans la proposition 10 parce que nucléaires (voir note (1), page 58). § est
bornologique comme espace de Fréchet; Oy est bornologique d’aprés GROTHENDIECK
[5], § 4, n° &, théoréme 16, page 131.
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ProrosiTioN 42 bis. — SoientS e Ou(E), T e ¥'(F;B,), ; eJ(E)
(E, F, non nécessairement quasi-complets). On a (11, 7; 32 et 33),
ou w est remplacé par 1, les produits scalaires étant pris au sens
de la proposition 10, le produit multiplicatif au sens de la pro-
posttion 32 (corollaire 1, cas 4), le produit de convolution au
sens de la proposition 38 (exemple 2°, page 162).

L’opération F est en effet un automorphisme de l’espace
A= =Y, transformant l'identité A=1 en elle-méme.
Par transport de structure, il transforme donc l'application
bilinéaire de la proposition 10 en elle-méme. Mais pour faire
ce transport de structure, on doit transformer #6,=Y" en
lui-méme par Popération contragrédiente ‘F~' de #; mais on
sait que ‘F~' =g (d’aprés la formule de Parseval dans le
cas scalaire: ‘F'T.¢=T.5'¢=T.Fo=9FT.q, ce qu
démontre (II, 7; 33) (v remplacé par t)). On en déduit alors
(IL, 7; 33) (= remplacé par i), par:

(1L, 7; 34) 9{(ST)]- ¢ = (ST).- 9y = 8(3) . T N
= 9(5(9¢)) - (9T) = (35« fi:}fqu;) y (ﬂT_): = (95« cp);l €0
= ((98) x¢) 9T = (98 +,9T) - g,

pour g ¥ (en appliquant les résultats du chapitre 1, page 73).

Prorosition 43 (). — Soit [' un ensemble ouvert convexe
du dual =" de lespace euclidien X". On peut définir une
convolution de (9'('))(E) X (9(['))(F) dans 9'(I')(E &, F), hypo-
continue par rapport aux parties bornées. Si Ke(éf’([‘))(E),
Be CHY) ) ), et a(p) et B(p) sont leurs images de Laplace, pour
pe '+ i &~ alors 'timage de Laplace de KB est a( )® EB(p)

On peut etre tenté de définir directement la convolution
de (9"’([1 ) (E) X (8"([‘ ) (F) dans (4'([')) (E & F), en appliquant
la proposition 3 a1’ operatlon u de convolution de ¥'(I') x 9'(T')
dans 9'(['). Mais alors il faudrait d’abord montrer que ¥'([')
est nucléaire, ce qui est aisé, mais aussi de dual nucléaire, ce
qui l’est moins.

Procédons donc autrement. Choisissons une fois pour toutes

(*) Voir Scuwartz [3]. Pour simplifier, nous noterons par £z le produit scalaire de
te&" et de ze X",
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poe [+ 12 Alors, pour S e @(0)) (E), Te @() (F), on peut
définir S+, T par

(1L, 75 35) S, T=-exp(pid)[(exp(—pot) )+ (exp(—pst) T)J,

avec exp (— pd) SeOL(E), exp(—pa)Te Oc(F), par la
proposition 34 relative a la convolution de O¢ X O¢ dans ¢'.
L’application bilinéaire (§, —'I>‘) >384, T ainsi définie, de
@) (E) x (9(I')) (F) dans (9"( {80} ))(E ®:F), est hypocontinue
par rapport aux parties bornées. Mais ¥'([') est trivialement
normal et a la propriété d’approximation par troncature et
régularisation [car il en est ainsi de ¥'. Pour la propriété
d’approximation par régularisation, on remarquera que
exp (—&Z) (py* U) = exp (—EZ) p, xexp (— £Z) U, pour U e (1),
Eel'; et exp(—EZ)py(Z) a des propriétés analogues a celles de p,],
doncil a la propriété d’approximation (préliminaires, proposition
3). Alors la convolution précédente de (4'([')) (E) x (9'(I")) (F)
dans 9'(E &; F) est entiérement connue quand elle ’est sur
le sous-espace (9'([') ® E) X (9"([') ® F); mais sur ce sous-espace
Popération est indépendante du point p, choisi dans ['+ 57,
donc il en est de méme de I'opération sur ’espace entier. De
plus, on voit méme qu’elle est hypocontinue par rapport aux
parties bornées, de (4'(["))(E) X (4'(["))(F) dans (9’({‘&0}))(E &, F),
quel que soit & e[, donc elle est hypocontinue par
rapport aux partles bornées, de (¥'(I")) (E) X (4'([')) (F) dans
(9" ([))(E®:F), et c’estla seule application blhnealre séparément
continue qui, pour A e¥([), Be9'([), ¢ <E, feF, vérifie
Ae+.Bf = (A+B)e ® f.

Quant a la transformation de la convolution en multiph-
cation, elle est évidente; la valeur en p de I'image de Laplace
de A *x B et le produit a( ) ®x 3?( ) définissent, pour
p fixé, des applications bilinéaires séparément continues de
@ (r ) (E)y x (9"(I))(F) dans E&;F, qui coincident sur
@' (') ® E) x (9(I') ® F), donc partout.

CororLLAIRE. — Soit n=1. Soit a un nombre réel, et
sotent A espaces des distributions appartenant respectivement

a (£(a))(E)c9D (E) et (2(a))(F)cD (F). Alors leur produit
de convolution ~ appartient a (£'(a))(E &, F), et son image de
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Laplace est le produit multiplicatif des images de Laplace
a(p) et B(p) de A et B.

On a vu au chapitre 1, page 78, que, si [', est le convexe
£ > a, (a) est I'intersection de 9'([',) et de D', espace des dis-

tributions a support limité a gauche. La convolution de
4'(a) X #(a) dans #'(a) est alors indifféremment la restriction
de la convolution de ff’(lc‘a) X 8“’([1) dans El”(f‘,,), ou la restric-
tion de la convolution de 9/, X 9, dans 9, car tous ces espaces
ont la propriété d’approximation par troncature et régulari-
sation; de méme la convolution de (%(a))(E) X (£(a))(F)
dans (£'(a))(E 8;F) est indifféremment la restriction de la
convolution de (9'(1,))(E)x (9(F,))(F) dans (9(1'))(E &,F),
ou la restriction de la convolution de 9. (E) X 9 (F) dans
D.(E®;F) (proposition 35).

Le résultat relatif a la transformation de Laplace revient
a appliquer la proposition 43 a 'ouvert convexe I

§ 8. Etude de trois contre-exemples.

Premier contre-exemple.

Soient « e D(E), Te 9'(F). Nous pouvons calculer as, T par
la proposition 34; le résultat est un élément de §(E &, F).
Mais si nous essayons de remplacer « par t, y, ou f3, la propo-
sition 34 n’est plus applicable. Si nous ne supposons pas @ ou

T bornée, nous n’avons a notre disposition que le corollaire
de la proposition 39, qui, par exemple, nous montre seulement
. > ”s > - ’y 7 ~ . .
que, si a € D(E), ax3 T est un élément de 9'(E &; F), c’est-a-dire
une distribution & valeurs dans E &g F, non nécessairement
une fonction. Nous allons montrer par un contre-exemple que

> = . . .
ax3 T peut en effet n’étre pas une fonction (mais son image

ax.T dans 9D'(E 8, F) est toujours une fonction indéfiniment
dérivable a4 valeurs dans E &, F), de sorte qu’'on ne peut
plus parler ici de régularisation.

Raisonnons pour simplifier sur le tore T" au lieu de R™
Prenons E =9, F = 9.

La fonction ae®(D') est celle qui définit I'application
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identique Ly de 9 dans 9, la distribution T e ®'(D) est
celle qui définit la symétrie Lz:y —y de D dans 9. Appelons
B la forme bilinéaire définissant la dualité entre E=9' et
F = 9; elle est hypocontinue, donc se prolonge en une forme

linéaire continue B sur 9’ &P, et pour montrer que
Z*B'_fe P'(9 ®39D) n’est pas une fonction, il suffit de montrer
que son image TB(Z *3 T) —awTed nlest pas une fonction.
On a, d’apres (II, 7; 8):

(I, 8; 1) (asT) §=(z®sTy)+ 4+ 1), ¥ <.

Tout d’abord on a, pour ue®;, ved,:
(11, 8; 2) (2 ®s7T,) - u(®) ® o(n) = B(Li(w), L(e))
=B(y, ¥) = Jp.u(t)o(—1t)dt

> =3 . . . . ..
Comme a; ®g T, est une distribution, donc une forme linéaire
continue sur 9% ,, ce ne peut étre que celle qui est définie par

(I1, 8; 3) (2 ®sT,)-0(%, )= [r0(t, —t)dt, 0eDp,,

cas (II, 8; 2) et (11, 8; 3) coincident pour 0(8, ﬁ) = u(E) ® o(1)
Alors on aura, pour e 9D :

(IL 8; 4)  (awT)- = [rub(t—1)dt=Y(0) [rudt="4(0)
d’ou

(11, 8; 5) AT =8ed,
qui n’est pas une fonction.

Prenons maintenant pour B la forme bilinéaire (S, ¢) - DrS-¢
sur @' X 9, qui est encore hypocontinue. Alors on trouvera

Z:B—'f‘ = Dr¢ e 9. Donc, en faisant varier B, on obtiendra des
distributions a*Brf d’ordre arbitrairement élevé; donc 2e T
est une distribution d’ordre infini a valeurs dans E &g F.

Par contre on voit bien ici que son image a+;T dans ,D’(.D’® ﬂ))
est une fonction 1ndeﬁmment dérivable. En effet oz; R, T,]
définit lapphcatlon L ( ﬁ)—»O(g —ﬁ) de 9, dans
V¢ 8 9Dy, done @ T est lelement de 9. (9 8:9,) qui
deﬁmt Papplication {¢(z) ,]/(g-—n) de 9, dans D &, D,.
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Y

C’est la distribution 3(:?: —t4+ ﬁ), qui appartient bien &
Do(Dp 87 D) = D, B D B D,

Conséquence. — Nous avons défini a la proposition 41’élément
> -2 . . > -> ~ .
¢+ T, sans restrlctlon sur g« ,D(E) et T e 9'(E). Au contraire,

pour définir q) W T, cp YT cp BT nous avons dii, par exemple,
supposer T bornée (proposition 10). Un tel type de restriction

était 1névitable. Sans aucune restriction, cp *3 Tead (E&3F)
. . . > ey . .
existe toujours si ¢ € D(E), mais ce n’est pas une fonction, et

toute tentative de définir ;B’_f par ?‘;.B'—f: <$*3—T)) (0) est
vouée a I’échec.

Deuxiéme contre-exemple.
Raisonnons encore sur le tore T", au lieu de R" pour sim-

plifier. Soient E et F des espaces de Banach. Soient a e 9°(E),
;. e D°(F). On peut définir, avec la proposition 39, leur produit

de convolution Z*,:; e 9(E 8, F). Il est facile de voir que c’est
une mesure. On pourrait appliquer en effet une proposition
analogue a 38, mais s’appuyant sur la proposition 19 au lieu
de la proposition 10, en prenant M =9, L =9, 36 =9I,
$=9° et en échangeant les rdoles de E et F. L’injection
de @° dans 9° est intégrale (puisqu’elle se factorise en
P L*— L' > D° — D).

Mais on peut définir autrement la précédente convolution.
A partir de 298, E, ;.e D.®.F, on peut définir (propo-
sition 2) I (=, ;) € (D°®. 9, ®. (E &, F). L’application [,
est continue. Par ailleurs la convolution * de 9° X 9;° dans
D;’ est e-continue [en effet on peut la factoriser comme suit. On a
la suite d’applications continues 9° X 9. 9° @ D’ - D,° 8. D.°,
parce que 9°—L~— L' — 9,° est intégrale (proposition 16).
Mais la convolution de 9, X 9. dans 9 est continue;
car, si v converge vers 0 dans 9,°, V¢ converge vers 0 dans 9°,
uniformément lorsque ¢ parcourt un compact de 9°; alors,
si A converge vers 0 dans 9,°, (Axv).g=2A+(Vx¢) convergera
vers 0, la forme bilinéaire définissant la dualité étant continue
sur 9;" X 9D°; alors A +v convergera bien vers 0 dans 9.°. Donc
la convolution * se prolonge en une application linéaire conti-
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nue * de 9,°®, 9D dans 9;°. On a donc la suite d’applications
linéaires continues :

D X D —> Dy X DL —> D B, D —> D,
\ P° @s EDLO /

d’ou I’on retiendra seulement que la convolution * se factorise

en 9 X D> 9°®, D> D). Alors (38 I)(T, (%, 1)) est un
élément de 9°(E &, F). L’application (*® I)['; ;. est continue
de D°(E) X 9;°(F) dans 9°(E &, F), et coincide avec la convo-
lution sur (9° ® E) X (97 ® F), donc partout. Ceci nous montre
que la convolution précédente est méme continue. Elle est enfin
la restriction de la convolution de 9'(E) X 9'(F) dans 9'(E &, F),
définie par le méme procédé ou par la proposition 34 ou 39.

On pourrait naivement s’attendre & ce que ax;p fiit méme

une fonction continue, pour ae D(E), n e D(F), comme c’est
le cas si E et F sont de dimension finie. Il n’en est rien (9° et
D> ne sont pas nucléaires, on ne peut pas leur appliquer la
proposition 34). N

En fait nous avons vu page 167 que, si a € D(E), . € D(F),
alors as; pest une fonction continue (F étant un espace de

—
Banach, T est stirement bornée). Nous allons montrer que
ce résultat ne peut pas &tre trés amélioré. Nous allons donner

. . > > > -

un exemple explicite pour E, F, a, 1, avec a € D¥(E), n € D(F),
> -> . . . v 3

ol ax;u ne pourra é&tre une fonction scalairement intégrable a

valeurs dans E®;F que si I'injection naturelle 9*** — D° est
>

nucléaire; a*,:;—l.) ne sera donc siirement pas, dans cet exemple,
une fonction scalairement intégrable, si k<{n—2, ou
méme si k =n—1 =0 pour n =1, d’aprés la remarque de
la page 112. Le probléme restera donc ouvert seulement pour
ae D E), n>1(".

SOit E — ﬂ)/k-'—l — @'/'k*-i’ F — 9)0.

Prenons pour « € D¥D***) la fonction qui définit I'injection
canonique L7 de 9 dans D;¥*'; cet opérateur est bien

(*) Nous avons vu, a la proposition 23 bis, que I'injection de Dg+"+! dans DJ
était nucléaire. Il est bien évident que, sur un tore, il n’y a pas de problémes de
supports, et que 'injection de D7a'"*! dans Dfn est nucléaire. Nous laissons au lec-

teur le soin d’opérer partout ici ce genre de modifications.
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continu, comme transposé de I'identité, opérateur compact de
ﬁ)"*' dans 9* (*). En tant que noyau, appartenant a D,(D),
@ n’est autre que 8(# — &). Prenons pour y. e 9 (9°) la distri-
bution qui définit 'opérateur identique Ly de 9° dans 9°.
->
En tant que noyau, appartenant a 93(9;), w n’est autre
encore que 8( — ¥).
> . . . o« 4 . .

Alors dE ® ®, q définit DPapplication linéaire continue
Li.e.%, de D, dans D' & Dy, qui coincide, sur D ® Dy,
avec I’application identique. Comme 9° a la propriété d’appro-
ximation, 9'**'®,9° est un sous-espace de D* ' ®,D° (avec
une topologie plus fine) (*), et on a les injections canoniques
D= D B Dy (') € D™ B 9 DY+ B, DY < B B, D) = 9,
et L3 g, % n'est autre que la premiére de ces injections,
Dy > Dt 8, Dy La formule (I, 7; 8) qui définit la convolu-
. > > . . . -
tion montre alors que a *; . est la distribution de 9,(Dg*** &, D7)
telle que

(1, 8; 6)
(@erp)o- (@) =Y(E+ ) e V18,99, et méme e,

Supposons cette distribution (Z * ;.) définie par une fonction
>
f (Z), scalairement intégrable sur T" & valeurs dans D' &, D).

Or, si on prend Ii image J(a *p p.) de (ac * p.) par l injection
canonique J de D** ! ®, D; dans EDE s OD obtient la dlstrlbutlon

de Dy(Py,): v.la(a; (2 +1); si ;*,:y. est une fonction f,
cette distribution sera définie par la fonction (Jof)(Z), scalai-
rement intégrable sur T" & valeurs dans 9 .. Or elle est effec-

tivement définie par la fonction ge@ (Dg, ) :

(11, 8; 7) g(z) =z —E—1),

(!) Soient L et M des espaces vectoriels localement convexes. Si u est une application
linéaire continue de L dans M, transformant toute partie bornée en une partie d’enve-
loppe compacte, ‘u est continue de M dans L], en vertu de la formule ‘u((u(B))°) cBY,
appliquée a toute partie bornée B de L (B? est un voisinage de 0 de L}, (u(B))° un
voisinage de 0 de Mj).

(%) GRoTHENDIECK [4],§5,n°1, proposition 35, B,; rappelons que B(F’, E/) admetF¢ E
comme sous-espace, et qu’en réalité il s’agit de l'application linéaire canonique
de F ®x E dans F ¢ E ou méme F @, E. Voir aussi ScawarTz [2], exposé 14, théo-
réme 3, B’o

(®) Nous avons vu que & @« 8, = &:,, (chapitre 1, proposition 28), et, sur un

tore, § = 9.
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car on a bien (d’aprés le chapitre 1, page 106):
(IL, 8; 8) [rudle—E—i)Y(a)do= (¢ + 1) € D} .

-> . . . .
Alors g et Jo ? définissent la méme distribution en z a
valeurs dans @ n; comme le dual O;, de P ., est séparable,
( )= (Jo f )(z) pour presque toutes les valeurs de z(*). Cela
prouve que 3(z — £ —i) e Dy, devra appartenir a Dy ! ®, D;
pour presque toutes les valeurs de .
Soit z,eT" un point tel que Sz, —E&—1%)e D1 & DL
p q " 3 n
L’opération, définie par ce noyau, de 0f*' dans 99 est

0(8) — [;. 8z, — E— 7)0(E)dE = 0(z,— #);
cette opération devra &tre nucléaire, puisque
S(wy— E—1)) « D18, DY,

En composant ’opération précédente avec 'opération continue
8(z, — 7)) — O(ﬁ) de 93 dans lui-méme, on en déduira bien que
I'injection canonique de D*** dans 9° est nucléaire, ce qui prouve
notre affirmation du début: pour k =n—2, n > 1, ou pour
k=n—1=0, n=1, nous avons donné un exemple, ou
> > > .

ze DKE), p. € D(F), et ot ax . n’est pas une fonction.

Toute tentative, dans ce cas, pour définir le produit scalaire
> > —~ > > >
3-p e (E®:F), 5 OE), T < 0(F), par 7.5 = (345 0),
est donc vouée a I’échec, puisque le second membre n’a pas
de sens. Voilda donc un cas ou on ne peut sirement pas défi-

. . . . > > > >
nir un produit scalaire « raisonnable » (qp, y.)—»ep x [~ sur
D(E) X 9(F) ou méme sur D¥E) X D°(F).

. Py > ->

Au contraire, comme nous I’avons vu en passant, J(a *g p.)
est une fonction indéfiniment dérivable S(w—g—ﬁ), a valeurs
dans 9; , = D; ®; Dy. Mais ici il n’y avait aucune difficulté,
car J;, considérée comme distribution & valeurs dans ‘J‘g, est
une fonction indéfiniment dérivable, donc la proposition 34

montrait bien que Ja J; est une fonction indéfiniment déri-
vable. Dans ce cas la formule (II, 7; 4 bis) était valable.

(}) Voici chapitre 1, remarque 29, page 66.



194 LAUKENT SCHWARTZ

Troisiéme contre-exemple.

Plagons-nous toujours sur le tore T". Soient E et F des
espaces de Banach, —(I et v des mesures sur T & valeurs dans
E et F respectivement : p. e 9(E), ve D;(F). On sait alors que

p.*,, v est dans D(E ®, F). C’est en effet ce qui indique la pro-
pos1t10n 38, exemple 40 page 163 (F étant un espace de Banach.

T est blen bornée). En outre, si p, converge Vers 0 dans DME),
et si v reste dans une partie bornée de D(F), p.* 11 converge

>
vers 0; mais par suite de la symétrie des roles de p et 3 (les
deux produits de convolution qu’on peut définir en échangeant

les roles de ; et v coincident, parce qu’ils sont tous deux la
restriction de la convolution de ¥'(E) X 9'(F) dans 9'(E ®, F),
définie par la proposition 34 ou 39), on en déduit que la convo-
lution de PX(E) X D°(F) dans D*(E &, F) est hypocontinue
par rapport aux parties bornées.

Peut-on remplacer ici n par k < n? Nous l'ignorons. Mais
nous allons montrer qu’on ne peut siirement pas le remplacer
par 0; le produit de convolution de 2 mesures a valeurs dans E
et F respectivement n’est pas nécessairement une mesure
é valeurs dans E ®; F. Plus précisément, soient E = 9°,
y_ e 0°(9) la mesure telle que Lz soit I'application identique

de ©°; et soient F = @ VE‘W“(‘W’) la mesure telle que L,
soit la symétrie v de D° dans lui-mé&me. Nous allons montrer
que, si ;*,5 est dans O(E &, F), alors toute distribution S,
telle que la convolution {S{ opére continuement de @°
dans 9;° est d’ordre < k.

Malheureusement, nous ne connaissons pas l'ordre maxi-
mum ky de telles distributions S: on a stirement k > ky. Pour

. 1 .
n = 1,la convolution avec ¢p cotg — opére continuement de L’
z

dans L*, donc a fortior1 de ¥° dans 9,°, or cette distribution
est d’ordre 1 et non d’ordre 0; donc, pour n =1, k =0 est
impossible, et comme k=1 est possible, le probléme est
complétement résolu pour la dimension 1. Pour la dimension n,

1 1 1
S= t T® t T‘®"’® ~)
Yp cO ga:, ¢p CO ng vp cotgw

n

n’est pas non plus d’ordre 0, mais nous ignorons son ordre
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effectif k,; on peut montrer aisément que k, << [ ]+ 1
(car les coefficients de Fourier de S sont bornés, donc S est
somme de dérivées d’ordre < [—] +1 de fonctions de L?
donc d’ordre < [ ] + 1>, ce qui ne nous dit pas grand’chose;
quoiqu’il en soit, on a srement k> ko. On peut former (') une

distribution S d’ordre effectif k, =

cients de Fourier sont bornés, et telle par conséquent que {S}{
opére continuement de L* dans L’ et par suite & fortiori de 9°

. n—1
dans 9,°; on a donc stirement k >k, = 5
trés loin de n.

Démontrons donc notre assertion. Nous avons vu, au

, ce qui est

1€t contre-exemple, que . *; v, en tant que distribution a valeurs
dans 9 ®, 0, est 3(:?:—§+ 7?]) Elle est une fonction indé-
finiment dérivable de x a valeurs dans % ,, donc a fortiori
distribution d’ordre <k, et sa valeur pour ¢(Z)eD* est
?(ﬁ—ﬁ) e D; ;. Il s’agit donc de savoir s’il est possible que,
pour toute ¢ € D%, (é 71) soit dans D¢ &, D7 < (°) D ®: L5 < Dp ..

Mais, en tant que noyau, ,,(é—n) deﬁmtl opération de convo-
lution avec g; s1 9(2—?}) e 0} 93, cette opération doit étre
nucléaire de 9;° dans ¥°. Donc, si ;v e D(E 8. F), la convo-
lution {¢| doit étre nucléaire de 9;° dans °, pour toute ¢ « D,
Soit alors S une distribution telle que la convolutlon {54
soit continue de ¥’ dans 9;°; alors la convolution {Sx¢}:

(1) Soit en effet T une mesure > 0 répartie de maniére homogéne sur la surface
d’une sphére de R", de centre 0. On sait (voir Scawartz [8]) que son image de
n—1

Fourier est bornée, a l'infini, par une quantité de I’ordre de (1-) * . Donc toute
n—1 r

2
Fourier bornée; la périodifiée DPT de DPr, de période 1 par rapport a toutes les
coordonnées (c’est-a-dire la somme de toute les translatées de translations entiéres),
définit une distribution d’ordre |p| sur le tore, dont les coefficients de Fourier
sont bornés.

() Rappelons que cette relation d’inclusion résulte, par exemple, de ce que D°
a la propriété d’approximation (voir note (%), page 88).

dérivée DPr, |p| - » est une distribution d’ordre exactement |p|, d’image de
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DLl Bl sera nucléaire; d’aprés la proposition 23,
S+¢ devra étre une fonction continue. S est donc une dis-
tribution telle que, pour toute ¢ € D%, Sxq soit une fonction
continue: S est_donc d’ordre <k (*). Nous avons donc bien
montré que, si p*;veDXE ®; F), toute distribution S telle
que §{S} opére continuement de 9° dans 9;’, est d’ordre < k.

(1) Scawartz [5], chapitre vi, § 7, remarque 1°, page 49.



INDEX TERMINOLOGIQUE

Nous écrivons : page 75 (I), ou page 75 (II), selon qu’il s’agit de la page 75 du
chapitre 1 ou du chapitre 1.

Convexité.

Un ensemble convexe d’un espace vectoriel sur le corps des réels ou des
complexes est un ensemble qui, toutes les fois qu’il contient deux points,
contient le segment qui les joint (Boursaxki [1], chapitre 11, § 1, n° 1 page 42).

Un espace vectoriel topologique sur le corps des réels ou des complexes
est dit localement convexe, s’il a un systéme fondamental de voisinages de 0
convexes (Boursaxki [1], chapitre 11,§ 2, n°1, page 57); sa topologie est alors
définie par une famille de semi-normes (Boursaxi [1], chapitre 11, § 5, n° 4,
page 95)

Un ensemble équilibré d’un espace vectoriel sur un corps valué K, est un
ensemble qui, toutes les fois qu’il contient un élément z, contient tous les
éléments Az, Ae K, |A\| <1 (Boursaxr [1], chap. 1, § 1, n° 3, définition 2,
page 5).

Un ensemble disqué d’un espace localement convexe est un ensemble con-
vexe équilibré fermé.

L’enveloppe conveze (resp. convexe équilibrée) d’une partie d’un espace
vectoriel sur le corps des réels ou des complexes est la plus petite partie
convexe (resp. convexe équilibrée) qui la contienne (Boursaxki [1], chap. 1,
§ 1, n° 3, page 6; chap. 11, § 1, n° 3, page 45).

L’enveloppe d’une partie d’un espace localement convexe est la plus petite
partie disquée qui la contienne. « Enveloppe » est donc une abréviation de
« enveloppe disquée ».

Soit A une partie d’un espace vectoriel E sur le corps des réels ou des
complexes; supposons A convexe, équilibrée, absorbante (voir plus bas).
On appelle jauge de A la semi-norme p définie par

plz) = (_Elgil)\l)‘l (Boursaxki, chap. 11, § 5, n® 3, page 95).

Ensembles de parties hornées d'un espace vectoriel localement convexe.

Soient A et B deux parties d’un espace vectoriel E sur le corps des réels
ou des complexes. On dit que A absorbe B, s’il existe un scalaire A tel que
M >5B. Une partie de E est dite absorbante, si elle absorbe toute partie
réduite 4 un point.

Une partie d’un espace localement convexe E est dite bornée si elle est
absorbée par tout voisinage de 0 (BourBaxkr [2], chap. 1, § 2, n° 1, déf. 1,
page 4).
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L’enveloppe d’une partie bornée est bornée.

Un systéme fondamental © de parties bornées est un ensemble de parties
bornées tel que toute partie bornée de E soit contenue dans une partie appar-
tenant a %.

Un ensemble © de parties bornées est dit saturé, si, toutes les fois que A et B
appartiennent 4 G, il en est de méme de AA, ) scalaire, ainsi que de toutes
les parties contenues dans A. de I’enveloppe de A, et de la réunion A uB, et
si en outre toute partie réduite & un point appartient a .

Les A-parties (\ =, ¥, B, =, ¢), et les parties o-t-décomposables sont définies
page 15 (II).

Adhérence stricte, parties strictement denses, parties quasi-fermées
d’un espace localement convexe.

Une partie A d’un espace localement convexe E est dite quasi-fermée, si
tout point de E, adhérent & une partie bornée de A, appartient 4 A. L’adhé-
rence stricte de A dans E est la plus petite partie quasi-fermée contenant A;
un point de E est strictement adhérent 4 A, s’il appartient & son adhérence
stricte; A est strictement dense dans E si son adhérence stricte est E.

(Scawartz [1], Introduction, pages 90, 92).

Espaces complets, quasi-complets; parties complétantes.

Un espace uniforme est complet, si tout filtre de Cauchy est convergent
(Boursaxi [5], chap. 11, § 3, n° 1, déf. 4, page 147).

Un espace localement convexe est quasi-complet si toute partie fermée
bornée est compléte. Pour les propriétés essentielles des espaces quasi-com-
plets, voir Scawarrz [1], Introduction, pages 90, 92.

Une partie A d’un espace localement convexe E est dite complétante, s’il
existe une partie convexe équilibrée B 5 A, coupant toute droite issue de I’ori-
gine suivant un segment fermé, et telle que I'espace normé E, (espace vec-
toriel normé engendré par B, et ayant B comme boule unité) soit complet.
Toute partie contenue dans une partie complétante est complétante; I’enve-
loppe convexe équilibrée d’une partie complétante est complétante (mais
son adhérence ne I'est pas nécessairement).

Toute partie A, bornée disquée compléte, est complétante, et méme E, est
complet (BourBsakr [2], démonstration du lemme 1, chap. ni, § 3, n° 4,
page 21).

Si E est quasi-complet, toute partie bornée est complétante.

Soit E localement convexe; si A est bornée disquée complétante, E, est
complet (car soit B> A tel que Ej soit complet; A est bornée disquée dans E
complet, donc E, est complet). Cette propriété ne subsiste pas nécessairement
si A est seulement convexe équilibrée bornée complétante.

Soit A une partie bornée complétante de E. Parmi les parties B 5 A telles
que E; soit complet, il en existe au moins une B, qui soit contenue dans I’enve-
loppe de A. Si en effet A; est cette enveloppe, A, n B est disquée bornée dans
E; complet, donc E,,,, est complet, et on peut prendre B, = A, nB.

Si A est une partie complétante de E, u une application linéaire de E dans
F telle que I'image par u de I'enveloppe de A soit bornée, alors u(A) est
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complétante dans F. En effet soit B> A une partie contenue dans 'enveloppe
de A, telle que Ej soit complet. L’espace F g, est exactement ’espace normé
quotient de Ej parle noyau de la restriction de u & E; (comme u(B) est bornée,
Fu@, est séparé, donc le noyau est nécessairement fermé); donc Fyg, est
complet, et u(B), done u(A), est complétante. En particulier, 'image d’une
partie complétante par une application linéaire continue (ou transformant
toute partie bornée en une partie bornée) est complétante. On en déduit que,
pour qu’une partie de E soit complétante, il faut et il suffit qu’elle soit contenue
dans I'image de la boule unité d’un Banach par une application continue
(c’est nécessaire, car si A est complétante et si B> A est telle que E; un soit
Banach, A est contenue dans I'image de la boule unité de E; par E; > E; c’est
suffisant d’aprés ce que nous venons de voir).

Si G est un ensemble saturé de parties bornées de E, E est dit G-quasi-
complet (resp. G-complétant), si toute partie appartenant & & a une adhérence
compléte (resp. complétante).

Applications linéaires continues et homomorphismes.

Une application u de E dans F est injective, sil’image réciproque d’un point
ne contient pas plus d’un point; épijective ou surjective si-u(E) = F; hijective
si elle est injective et épijective.

Une application linéaire d’un espace vectoriel topologique E dans un espace
vectoriel topologique I est un isomorphisme, si elle est bijective et si elle
est un isomorphisme de la structure d’espace vectoriel topologique; elle est
un monomorphisme, si elle est un isomorphisme de E sur »(E), un épimor-

1

phisme si elle définit un isomorphisme de E/;(O) sur F; un homomorphisme,

si elle définit un isomorphisme de E/—;L (0) sur u(E).

Applications continues, hypocontinues; bornées, compactes.

Application bilinéaires &-G-/ypocontinues: page 9 (II).

Applications bilinéaires \-continues (A =1, v, B, =, ¢): page 13 (II).

Applications multilinéaires e-hypocontinues: page 3 (I).

Quand on écrit hypocontinue, sans autre précision, cela veut dire hypo-
continue par rapport aux parties bornées.

Une application linéaire w d’un espace localement convexe E dans un espace
localement convexe F est dite bornée (resp. compacte), s’il existe un voisinage
de 0 de E dont I'image par u soit bornée (resp. relativement compacte).

Soit G un ensemble de parties bornées de F. Une application linéaire u de E
dans F est ©-bornée, s’il existe un voisinage de 0 de E dont 'image par u
appartient & 6. On définit de méme les ensembles équibornés, G-équibornés,
d’application linéaires de E dans F [page 83 (I)].

Diverses topologies sur un espace localemsnt convexe et son dual. Polarité.
Soit E un espace localement convexe, E’ son dual. La topologie affaiblie
s(E, E’), la topologie faible s(E', E), sont définies dans Boursaxi1 [2], chap. 1v,
§ 2, n® 1, page 63; la topologie v de Mackey est définie dans Boureaxkr [2],
chap. v, § 2, n° 3, page 69; la topologie forte sur E’ est définie dans
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Boursaxi [2], chap. 1v, § 3, n° 1, page 85; la topologie y = (E¢); sur E est
définie ici page 17 (I).
<
Si AcE, son polaire A° est I’ensemble. des ¢’ € E’, tels que <§', :><1
pour tout ee A. Le bipolaire A% est (A%?°; c’est I’enveloppe de A pour la
topologie o(E, E’) (Boursaxki1 [2], chap. 1v, § 1, n® 3, prop. 3, page 52).

Limites inductives.

Soit E un espace vectoriel, réunion d’une famille (E,);¢; d’espaces localement
convexes; on suppose que I’ensemble d’indices I est ordonné filtrant, et que,
pour j > i, on a E;cEj, la topologie de E; étant plus fine que la topologie
induite par E;. La limite inductive des topologies des E, est la topologie loca-
lement convexe la plus fine sur E, qui, sur chaque E,, induise une topologie
moins fine que la sienne (Boursaxki [1] chap. 11, § 2, n° 4, page 61). On dit
que E est limite inductive stricte des E;, si I est dénombrable et si, pour j > i,
la topologie de E; est identique & la topologie induite par E;.

On montre alors que la topologie limite inductive de E induit sur chaque
E; sa propre topologie (DieuponN£-Scawartz [1], proposition 2, page 68).

Applications intégrales et nucléaires, espaces nucléaires.

Application nucléaire de E dans F: GrorrENDIECK [4], § 3, n® 2, déf.
4.3. page 80; Scawartz [2], exposé 12, déf. 2, page 4).

Application intégrale de E dans F : GrorHENDIECK [4], § 4, n° 3, déf. 7.2,
page 127; Scawartz [2], exposé 16, page 3).

Application sous-nucléaire, sous-intégrale: page 54 (II).

Espaces nucléaires : GrRoTHENDIECK [5], § 2, n° 1, déf. 4, page 34; ScEWARTZ

[2], exposé 17, page 2).

Les produits tensoriels topologiques.

Indépendamment des définitions données dans GroTHENDIECK [4] et
Scawartz [2], on trouvera ici, page 10 (II), la définition de la topologie
®e, G et des 5 topologies ¢, v, 8, =, ¢, sur un produit tensoriel.

Parties o-t-décomposables d’un produit tensoriel complété: page 15 (II).

Tonneaux, espaces tonnelés.

Un tonneau d’un espace localement convexe est un ensemble disqué absor-
bant; un espace localement convexe est tonnelé, si tout tonneau est un voisi-
nage de 0 (Boursaxki [2], chap. 1, § 1, n° 1, déf. 1, page 1).

Un espace localement convexe est infra-tonnelé, si tout tonneau absorbant
toutes les parties bornées est un voisinage de 0. Un espace tonnelé est infra-
tonnelé; un espace quasi-complet infra-tonnelé est tonnelé. Un espace borno-
logique est infra-tonnelé; un espace ultra-bornologique est tonnelé.

Espaces bornologiques.

Un espace localement convexe est bornologique, si toute partie convexe
équilibrée, absorbant toutes les parties bornées, est un voisinage de 0 (Bour-
BAKI [4], page 11).

Un espace localement convexe est ultra-bornologique s’il est limite induc-
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tive d’espaces de Banach (voir page 43 (I)). Un espace ultrabornologique est
bornologique et tonnelé; un espace bornologique et quasi-complet est ultra-
bornologique.

Espaces de Montel.

Un espace de Montel est un espace localement convexe tonnelé, ou les parties
bornées sont relativement compactes (Boursaki [2], chap. 1v, § 3, n°® 4,
page 89).

Espaces de Schwartz.

Un espace de Schwartz est un espace localement convexe E tel que, pour
tout voisinage disqué U de 0, il en existe un autre U, dont 'image dans Eq)
(Eqy est I'espace normé séparé, associé a I'espace E muni de la seule semi-
norme jauge de U) soit précompacte (GroTHENDIECK [2], déf. 5, page 117).

Espaces de Fréchet, espaces (£F), espaces (DF).

Un espace de Fréchet est un espace localement convexe, a base déombrable
de voisinages de O et complet (Boursaxki, chap. 11, § 2, n° 1, page 59).

Un espace 4F est une limite inductive stricte d’espaces de Fréchet (Dieu-
poNNE-ScEwARTzZ [1]).

Un espace (DF) est un espace, ayant une base dénombrable de parties bor-
nées, et tel que toute partie bornée du dual, contenue dans une réunion dénom-
brable de parties équicontinues, soit encore équicontinue (GROTHENDIECK
[4], déf. 1, page 63).

Le dual d’un espace de Fréchet est un espace (DF); le dual d’un espace (DF)
est un espace de Fréchet.

Un espace de Banach est un espace normé complet.

Recouvrements, partition de 1'unité.

Un recouvrement ouvert d’un espace topologique X est une famille (O;);ex
d’ouverts de X, dont la réunion est X.

Le tecouvrement ouvert (O;);e; est dit subordonné au recouvrement ouvert
(Of)iex (correspondant au méme ensemble d’indices), si, pour tout : e I, O; est
contenu dans O,

Une partition de Vunité sur X, subordonnée & un recouvrement ouvert
(0y)ie1, est une famille de fonctions continues (;);er, correspondant au méme
ensemble d’indices, et telle que: a) «; > 0; b) 'adhérence de ’ensemble des

points ou «; % 0 est contenu dans O;; ¢) la somme ), o; vaut 1, chaque point
i

de X possédant un voisinage o tous les termes de cette somme, sauf un nombre
fini, sont nuls.

Propriétés d’approximation et de densité; espaces de distributions.

Propriété d’approximation et d’approzimation stricte, pour un espace loca-
lement convexe, page 5 (I); propriété d’ approxzimation équicontinue ou métrique :
page 72 (II); voir aussi GrRoTHENDIECK [4], § 5, n° 2, page 178.

Espaces de distributions, espaces normauz et strictement normauzx: page 7 (1).
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Propriété d’approximation par troncature ou par régularisation: page 7 (I).
Propriété (¢) d’un espace de distributions : page 53 (I).
Dustributions sommables : page 126 (I).

Distributions bornées, G-bornées.
Distribution bornée, ©-bornée, ensemble équiborné ou G-équiborné de dis-
tributions, distribution localement bornée ou G-bornée : pages 83 (I) et 54 (II).

Distributions du type &, parties du type © d'un espace de distribution :
page 53 (II).

Noyaux ; régularité et compacité.

Définition des noyauz: page 90 (I).

Noyaux semi-réguliers, réguliers, régularisants: page 99 (I).
Noyaux semi-compacts, compacts, compactifiants: page 100 (I).
Distributions semi-tempérées : page 123 (I).

Distributions partiellement sommables: page 130 (I).



INDEX DES NOTATIONS

Les cspaces usuels de distributions 9, 9™, @', V= 9/ & &= &, &', Lp,
Dip, B, B, R, 9, 9, Oy, UL, sont ceux qui sont définis dans Scawartz [4] et
[5] (voir index des notations & la fin de [5]); on peut y ajouter Oy et O,
duals forts respectifs de O, et O.. 4'(T") est défini dans Scawarrz [3]. Les
espaces £, £', sont définis page 77 (I). O/™ (resp. 8/™) est 'espace '™ (resp. &™),
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de
‘O™ (resp. 8). Les espaces ¥1, 1=, sont définis pages 111 et 112 (I), I’espace £P
page 48 (II). Les espaces (R1)—™ et (£2)™ sont définis page 165 (II) et sui-
vantes. La transformation de Fourier se note &.

Les espaces #(E) sont définis page 49 (I) (pour #6 = 9'™) et 52 (l). Les
espaces #5(E) sont définis page 61 (I) (pour ¥ = &'™), page 63 (I) (pour
# = Dm), page 48 (1I) (pour # = L» ou ¥»).

La notation #(E; ©) est définie page 54 (II), la notation H(Eg)
page 54 (II),

On adopte la notation de la variable muette marquée par un » quand elle
n’est écrite qu’une fois : f(Z) pour la fonction = — f(z), ou S(Z) pour la distri-
bution S, e9'. (pages 2 (II), 71 (I)).

La distribution définie par la masse unité au point @ de R" se note 3,
ou 3,_,, ou 3(Z—a), ou ¢(a).

La symétrie par rapport a I’origine de R" se note par ¢; f, T, sont les symé-
triques de la fonction f, de la distribution T; elles sont définies par:
f(x) = f(—z); T(cp) =T(g). Si # est un espace de distributions, on notera par
¥ Pespace de distributions obtenu par cette symétrie (sous disons: espace
de distributions, ce qui veut dire qu’il a une topologie, obtenue a partir de
celle de # par symétrie).

7 est la translation de R” par le vecteur k; 7,f est la translatée de la fonc-
tion f, définie par (14f) (z) = f(z — h); =T est la translatée de la distribution
T, définie par (v4T) (¢) = T(r—n(9)).

Le symétrique ‘K d’un noyau K est défini page 90 (I).

Les notations LeM,’sI(L,; M), sont définies page 18 (I).

€

%(E; F) est 'espace des applications linéaires continues de E dans F; €,(E; F)
(resp. &(E; F), resp. ¢, (E; F )) veut dire qu’il est muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les parties convexes équilibrées compactes de
E (resp. sur les parties bornées, resp. de la topologie de la convergence
simple). €.(L{; M) est I'espace des applications linéaires continues de L. dans
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M, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties équi-
continues de L/.

La topologie affaiblie ou faible se note ¢ (voir page 199); voir & cette méme
page les références relatives aux topologies t et y.
Si E est un espace localement convexe, U un voisinage de 0 disqué, Eqy est

Pespace vectoriel quotient de E par le sous-espace vectoriel n AU, muni de

A0
la norme pour laquelle 'image de U est la boule unité. C’est aussi ’espace

séparé normé, associé & E muni de la topologie définie par la seule semi-norme
jauge (voir page 197) de U.

Son complété s’écrit, par abus de langage, Eq‘,, au lieu de (Eqq)" (on ne
risque pas de confondre avec (E)l, car q, 0’est pas un voisinage de 0 de £,
sauf si E est déja complet).

Si maintenant A est une partie bornée convexe équilibrée de E, E, est
P’espace vectoriel engendré par A, muni de la norme jauge de A.

Si AcB, et si Wc®, on a les applications linéaires continues canoniques :

E, - E; > E > Eq > Eq.
Si a est une forme bilinéaire séparément continue sur L X M, & est 'appli-

cation linéaire qu’elle définit de L dans M': (&(l), m) = «(I, m). Alors ‘a
est sa transposée, application linéaire de M’ dans L:

(L, fa(m)) = a(l, m).

Alors, si teLeM, % est Iapplication linéaire continue de L. dans M,
et & I’application linéaire continue de M/ dans L, associées a £ par le corollaire 2
de la proposition 4, page 34 (I).

Le complété d’un espace localement convexe E se note par E, son quasi-
complété par E.

Sur un produit tensoriel EQF, la topologie @, ¢ est définie page 10 (1), les
topologies ® :(A =1, v, B, =, ¢) page 12 (II); les complétés (resp. quasi-
complétés) de ces produits tensoriels topologiques se notent donc E @¢,gF
(resp.E 8g,5 F), E @1 F(resp. E &\ F).

L’application T, ) est définie page 18 (II); Papplication T, ., page 22 (II);
I’application A.', page 31 (II); Ty ,4,. page 35 (Il) Ac e page 36 (II).

La notation q)o. AT est définie page 57 (II); cp "&.GiA (resp @ \T) est
I'image de -;‘., AT dans E®g,gF (resp. E&F). q,. T est défini aussi

page 41(II). (aT) est défini page 127 (II); (aT); est défini page 128 (II);
(aT),, est déja défini page 121 (II).

S« T est défini page 159 (II); ST est défini page 160 (II); Se.T est
déja défini page 151.

8. ®®. T, est défini page 145 (I1); 5, @®. T, page 146 (II).

Si U est une application bilinéaire de #6 X X dans ¢ (espaces de distributions),
6 une application bilinéaires de E X F dans G, le symbole général Su Te €(G)
est défini page 9, pour -§e%(E),Te;}i(F).
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