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THÉORIE DES DISTRIBUTIONS
A VALEURS VECTORIELLES (*)

par Laurent SCHWARTZ

RÉSUMÉ DU CHAPITRE I I

§ 1. Introduction.

L'introduction pose le problème qui sera l'objet essentiel du chapitre.
Si <%, X, ^ sont 3 espaces de distributions, et si u est une application bili-
néaire : (S, T) ->- S u T, séparément continue de 3-6 X ^ dans ^ (produit
scalaire, multiplication, convolution) ; si E, F, G, sont des espaces vectoriels
topologiques, 6 une application bilinéaire séparément continue de E X F
dans G, peut-on définir de façon naturelle une application bilinéaire :
(S, î) -^S u eT, de ^ê(E) X ^K(F) dans ^C(G), telle que

sîueT7= (SuT)ô(^,7), pour Se^ê, TeX, Te E, feF?

Il s'agit là d'un problème délicat, auquel on ne peut donner de réponse affir-
mative que moyennant des conditions assez restrictives, mais inévitables.

On définit à la page 9 les applications bilinéaires (3-S-hypocontinues, et
les produits tensoriels topologiques qui leur sont associés. En particulier,
on introduira constamment, sur les produits tensoriels, 5 topologies remar-
quables, notées î, y, jî, TT, £ (p. 12). Il y a lieu de leur associer la notion de
X-parties d'un espace vectoriel, et de parties c-T-décomposables d'un produit
tensoriel quasi-complète (p. 15) ; la proposition 1 (p. 16) donne les exemples
fondamentaux de parties a-T-décomposables, tandis que la proposition 1 bis
(p. 17) montre que ̂ y = %, ®t3)y.

§ 2. Les théorèmes de croisement.
La proposition 2 (p. 18) donne le théorème fondamental de croisement, et

l'application F;.,, de (L g). U) X (MeV) dans (Lg;JM) e (U ®. V). Ce théorème
est la clef de tous les produits de distributions à valeurs vectorielles. Cepen-
dant son énoncé est « abstrait », et ne contient pas d'espaces de distributions;

(*) La première partie de ce mémoire a paru dans le tome VII des Annales de
l'Institut Fourier, pp. 1-141.
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d'autre part, il ne donnera que les produits « élémentaires », correspondant
aux hypothèses les plus fortes, mais qui seront, en fait, les plus utiles. La
démonstration de la proposition 2 est longue; elle va jusqu'à la page 32.
Ensuite on étudie (p. 34) un croisement plus général (application r^y;.^,.>et
Att , - / ; . î , , , ,>) ; en fait, on le déduit du précédent, et cette étude, d'ailleurs incom-
plète, est d'un intérêt limité, au moins dans l'état actuel des choses.

La proposition 3 (p. 37) donne l'application générale aux distributions,
annoncée dans l'introduction : en prenant successivement pour u le produit
scalaire, la multiplication, la convolution, on aura tous les produits désirés
pour les distributions à valeurs vectorielles.

§ 3. Produit « scalaire » de deux distributions
à valeurs vectorielles. Étude élémentaire.

Le produit « scalaire » de 9 e ̂ D(E) et de T e $D'(F) est celui qui, pour <p == '̂ e,
T == S/, est égal à ('^ • S)e 0 / ; nous le considérerons comme élément de E ̂ r. F. La
proposition 4 (p. 41) donne des conditions générales d'existence d'un produit
scalaire de <?6(E) X ^(F) dans E^ rF ; c'est une conséquence immédiate
de la proposition 3. Le produit ( p - w T e E ^ i î F est indépendant de <% dans les
conditions fixées par la proposition 5 (p. 43) il est nul si les supports de ç
et de T ont une intersection vide, proposition 6 (p. 45) ; on peut le calculer

par une intégrale usuelle j n^W <^r. '^{x))dx dans les conditions fixées

par la proposition 7 (p. 49), si <p et T sont des fonctions. Enfin la proposition
8 (p. 59) relie le produit scalaire aux résultats du chapitre i, dans lequel,
comme nous l'avons vu, n'intervenaient jamais que des produits d'une dis-
tribution scalaire et d'une distribution vectorielle.

§ 4. Produit «scalaire». Étude générale.

Les résultats du paragraphe 3 sont suffisants dans des cas très généraux;
néanmoins il faut parfois aller plus loin, et étudier un produit scalaire à valeur
dans E §, F ou E §©,çF. Il faut alors des hypothèses bien plus restrictives
sur 9 ou T, et des démonstrations plus délicates. Le § 4 est indépendant
du § 3 fet même du § 2), dont il est une généralisation; nous avons cependant
écrit le § 3 à cause de son caractère plus élémentaire, et le lecteur aura tout
avantage à se borner au § 3, s'il n'a pas un besoin indispensable du § 4.

- > - > - > •>
Le produit « scalaire » général 9 «i T, de 9 e .X(E) et de T e ̂ (F), relativement

à une application A de ^ dans ^ê, est défini à la proposition 10 (p. 57).
La démonstration est compliquée, et va jusqu'à la page 67.

La proposition 11 (p. 67) est une variante particulière de la proposition 10,
ainsi que la proposition 17 (p. 77).

Le produit scalaire est continu en T pour cp fixée, dans les conditions
indiquées à la proposition 12 (p. 70), d'où l'on déduit la caractérisation de
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ce produit donnée à la proposition 13 (p. 72); |il est continu en <p pour T
fixée, dans les conditions indiquées à la proposition 14 (p. 74), d'où la carac-
térisation donnée à la proposition 15 (p. 75). Il est continu par rapport à
l'ensemble des variables (p, T, dans les conditions énoncées à la proposition 18
(p. 80). La proposition 20 (p.83) indique dans quelles conditions le produit
scalaire de <p et de T ne dépend que de cp et T et non des espaces 3i et 5-6 utilisés,
et traite des problèmes de supports. La proposition 20 bis (p. 86) étudie le cas
particulier (pe3)(E), Te^(F), A = identité. Enfin, le produit scalaire se
calcule par une intégrale usuelle dans les conditions indiquées par les propo-
sitions 21 (p. 87), 21 bis (p. 93), 21 ter (p. 94), et leurs corollaires. La fin du para-
graphe traite de diverses questions particulières, et donne des exemples.
L'exemple 1 (p. 99) est celui où E = ^(F; G) ; il a été utilisé par BRUHAT dans
[1]. L'exemple 2 (p. 101) donne le dual de ^ê(E) et le produit scalaire entre
^ê(E) et son dual (proposition 22, p. 103, et ses corollaires). L'exemple 3
(p. 105) est celui du produit scalaire de ^"""^(E) X ^"(F) dans Eg^F,
proposition 24 (p. 119); il est précédé de lemmes, qui peuvent être utiles en
eux-mêmes, sur la décomposition de 8 en sommes de dérivées de fonctions
(lemme, p. 105), ou sur les opérateurs de convolution nucléaires (proposition
23, p. 107).

§ 5. Produit multiplicatif.

Si aeê(E), TeîD^F), on peut g définir leur produit multiplicatif
(a T)^ e^(E §rF). La proposition 25 (p. 120) fixe des conditions générales
d'existence d'un produit multiplicatif de <%(E) X Ox.(F) dans ^(Eg^F); c'est
une conséquence immédiate de la proposition 3. Ce produit est associatif
(proposition 25 bis, p. 122) (1), le support de (a ï)^ est contenu dans l'inter-
section des supports de a et 1' (proposition 27, p. 124), on a la formule de
dérivation du produit (proposition 28, p. 125). Si a et T sont des fonctions,
le produit est la fonction a (à) ®î:T(â') (proposition 29, p. 125); moyennant
des conditions convenables, le produit scalaire de la proposition 4 s'exprime
comme intégrale d'un produit multiplicatif: (p»i ;T== j ^ (cpT)^ , formule

»/R
(II, 5; 7), proposition 31 (p. 126). On en déduit la légitimité des notations
fonctionnelles, a(^) (g)r T(^) pour le produit multiplicatif (p. 125), et
j n((p(rc) ®nT(a?)) dx pour le produit scalaire (p. 127).

i7 R
II existe, à côté du produit multiplicatif élémentaire précédent, un produit

multiplicatif général (a l / te^^E @i F); il est au produit élémentaire ce
qu'est le produit scalaire général du § 4 au produit scalaire élémentaire du § 3,
et à son sujet on peut faire les mêmes remarques. Il est étudié à partir de la
page 127. On le définit à la proposition 32 (p. 127). qui s'appuie sur la propo-

(1) Les questions de commutativité ne seront étudiées que pour la convolution
(p. 152).
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sition 10. Les cas les plus importants sont énumérés au corollaire 1 (p. 133).
On en donne ensuite des exemples intéressants : produit multiplicatif, sur
X"1 X Y", d'une distribution semi-régulière en x et d'une distribution inté-
gralement semi-régulière en y (exemple 1, p. 138) ; sections-distributions des
espaces fibres à fibre vectorielle topologique (exemple 2, p. 140).

§ 6. Produit tensoriel.

Si S^e^E), Ty€=^)y(F) leur produit tensoriel ~Ss (g)(g), îyë^^E g, F) est
défini à la proposition 33 (p. 145). Sa valeur sur <p e 3)̂  y se calcule par
la règle de Fubini, formule (II, 6; 2). Si S et T sont des fonctions, le produit
tensoriel est la fonction S(î) 0 T(?/), dans les conditions énoncées à la propo-
sition 33 bis (p. 149). Le produit tensoriel sera utilisé dans la convolution
(proposition 39).

§ 7. Convolution,

Pour Seê'(E), Te^D'(F), on peut définir un produit de convolution
S*TCTe3)'(E ®T: F). La proposition 34 (p. 151) fixe des conditions générales
d'existence d'une convolution de <%(E) X ^(F) dans ^(E^F); c'est une
conséquence immédiate de la proposition 3. Cette convolution est asso-
ciative (p. 152), commutative (p. 152); S*^T ne dépend pas de 9€ et Ji
dans les conditions fixées à la proposition 35 (p. 155). Si les supports de S
et T sont A et B, celui de S *„; T est contenu dans A -j- B (proposition 36,
p. 155). La proposition 37 (p. 156) donne la relation entre produit scalaire et
produit de convolution, et son corollaire 1 (p. 158) traite de la régularisation.

A côté du produit de convolution élémentaire que nous venons de voir,
il y a un produit de convolution général <x*i Te^D^E §i F), qui est au
produit élémentaire ce qu'est le produit scalaire général du § 4 au produit
scalaire élémentaire du § 3, et sur lequel on peut faire les mêmes remarques.
Il est donné à la proposition 38 (p. 159), conséquence de la proposition 10,
et à la proposition 39 (p. 167), à partir du produit tensoriel. De nombreux
exemples sont donnés. La proposition 39 fait tout de même du produit de
convolution général un produit différent des autres, il y a intérêt à la connaître
même pour des non-spécialistes, à côté des produits élémentaires.

Si S et T sont des fonctions, à quelle condition leur produit de convolution
peut-il se calculer par l'intégrale usuelle ( n(S(^ '—() (g) T(()) dt? C'est là un

t7 B.
problème difficile à traiter dans sa généralité. On en donne une solution
valable à la proposition 40 (p. 179). Plus généralement, si S et T sont des dis-
tributions, la distribution §(î-—î) (g)(g)i T(î) existe toujours; quand le produit
de convolution en est-il l'intégrale partielle en (, au sens du § 5 du chapitre i
(p. 130)? C'est ce qu'indique la proposition 41 (p. 184).
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Les propositons 42 (p. 185) et 42 6is (p. 186) relient la multiplication et la
convolution par la transformation de Fourier, la proposition 43 (p. 186) les
relie par la transformation de Laplace. Ces propositions sont essentielles
pour les applications.

§ 8. Étude de trois contre-exemples.

Souvent dans cet ouvrage, les théorèmes n'ont été énoncés que moyennant,
des conditions très restrictives. Le présent paragraphe montre, par des
contre-exemples, que de telles restrictions sont nécessaires (voir § 1, Intro-
duction). Ce paragraphe n'est donc pas indispensable à la compréhension du
reste ni à. son utilisation pratique. Néanmoins les restrictions indiquées dans
les énoncés étaient toujours considérables, le caractère nucléaire des espaces
ou des applications était essentiel, et il n'est pas mauvais de constater que les
3 contre-exemples de ce paragraphe n'ont rien de tératologique et que des
opérations qu'on croirait, naïvement, possibles sur des distributions vectorielles,
ne le sont en aucune manière.

L'exemple 1 (p. 188) donne une fonction indéfiniment dérivable ae3)(E)
et une distribution T e ̂ '(F), dont le produit de convolution a*i T e ̂ '(E g, F)
est une distribution d'ordre infini, et non une fonction indéfiniment dérivable,
comme on pourrait s'y attendre.

L'exemple 2 (p. 190) donne une fonction continue ae3)°(E) et une mesure
(îe^^F) (E, F, espaces de BANACH), dont le produit de convolution a*^p.
n'est pas une fonction, mais seulement une mesure.

Le troisième exemple (p. 194) donne deux mesures à supports compacts
à valeurs dans des espaces de BANACH, dont le produit de convolution est
une distribution d'ordre ^ 1.



CHAPITRE II

Rappelons que, sauf mention expresse du contraire, tous
les espaces vectoriels localement convexes considérés sont
séparés quasi-complets.

§ 1. Introduction.

Position du problème.
Dans le chapitre i, nous avons étudié le produit T. o, le pro-

duit multiplicatif aT, le produit de convolution S * T, lorsque
l'un des deux facteurs du produit est à valeurs vectorielles,
l'autre à valeurs scalaires. Le but de ce chapitre est d'étudier
le cas où les 2 facteurs sont à valeurs vectorielles. Soient par
exemple S, T, 2 distributions sur R71, à valeurs dans E et F
respectivement. Peut-on définir un produit de convolution
S*T? On devra naturellement supposer d'abord que les sup-
ports de S et T vérifient certaines conditions restrictives,
ou que le comportement de S et T à l'infini sur R71 satisfait
à certaines conditions. On devra d'autre part se donner une
application bilinéaire 0 de E X F dans un troisième espace
vectoriel G, et définir le produit S*oT relativement à 0, qui
sera une distribution sur Rn à valeurs dans G; si par exemple S
et T sont des produits tensoriels S ® ^ , T®/', S et T dans
a) ' , îeE,^eF,$*6Î devra être égal à (S*T)0(Î, f) e aV(G).
Dans les applications pratiques, 6 sera donnée une fois pour
toutes (par exemple E, F, G, seront confondus, et l'espace
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vectoriel considéré sera une algèbre); on pourra alors ne pas
l'écrire, et noter simplement S*T au lieu de S*oT.

On pourra aussi supposer qu'aucune application 0 n'est
donnée, mais que le produit est à valeurs dans un produit
tensoriel topologique quasi-complète de E et F.

Par exemple, si ^*T est à valeurs dans E ®^ F (resp. E ®s F),
et si ensuite 0 est une application bilinéaire continue (resp.
s-continue (*)) de E X F dans G, donc définit une application
continue 0 de E §7; F (resp. E ®g F) dans G, et par suite une
application 1^0 de ^(E^F) (resp. ^(E^F)) dans âV(G),
alors S *o T ne sera autre que (l €)0)(S * Ï). On voit qu'il peut
y avoir intérêt à traiter la question sous cet angle, et à chercher
dans quel produit tensoriel topologique quasi-complète S * T
prend ses valeurs, de façon à savoir quelles applications
bilinéaires 0 pourront être utilisées.

Selon que S * T prend ses valeurs dans E §)^ F, E ®g F,"
on le notera ^*^T, S *s T, etc.; naturellement, si S*T est
susceptible d'être à valeurs dans E ®^ F, il sera à fortiori
susceptible d'être à valeurs dans E ®s F, et S*gT sera l'image
de $ ̂  T par l'application 1 00 de SD^E ̂  F) dans 3V (E ®, F),
où 0 est l'application canonique de E ®^F dans E §, F associée
à l'application bilinéaire continue 0 de E X F dans E ® g F ;
rappelons que cette application 6 n'est pas nécessairement
iniective (du moins la question n'est-elle pas résolue), aussi^ - ^ ' , -^
S *^ T et S *g T devront-ils être distingués avec soin.

Naturellement ce cas général que nous venons de traiter,
et qui a comme corollaire le cas d'une application 6 donnée
de E X F dans G, est aussi un cas particulier de ce corollaire :
S*^T (resp. ^*sî) n'est autre que $*oT, lorsque 0 est l'appli-
cation canonique de E X F dans G == E ®^ F (resp. E®sF) .

(1) Une application bilinéaire de E X F dans G est dite e-continue si l'applica-
tion qu'elle définit de E (g) F dans G est continue quand on munit E <g) F de la
topologie e. Si G est le corps des scalaires, cela revient à dire que cette forme bili-
néaire est intégrale (Grothendieck [4], page 124). Pour des formes multilinéaires
sur un produit d'espaces, il n'y a pas d'inconvénient à employer le mot « intégrale »,
parce que toute forme linéaire continue sur un seul espace E est e-continue et est
bien intégrale; mais pour des applications multilinéaires dans G, il y aurait confu-
sion car toute application linéaire continue d'un seul espace E dans G est s-continue
et n'est pas une application linéaire intégrale au sens de Grothendieck.
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Si S = S 0 <?, T == T 0 /r, alors S * T prendra même ses
valeurs dans E ^ F non quasi-complète, car on aura

S*î.y == ( S * T . y ) ^ f e E 0 F;

mais c'est là une circonstance très particulière.
Nous venons de traiter l'exemple du produit de convo-

lution. La convolution * est une application bilinéaire hypo-
continue de 3)7 X ë' dans 3)'$ on peut s'attendre à ce que,
pour $ e 3V (E), T e ê'fF), $^T ait un sens. Nous verrons qu'il
en est bien ainsi (Proposition 34) : on peut dé finir une convolu-
tion *, application bilinéaire, hypocontinue par rapport aux
parties bornées, de ^(E) X ^(F) dans ^(E^F). Dans
les applications pratiques, on considérera un produit déterminé,
la convolution * par exemple. Mais il peut y avoir intérêt à
introduire 3 espaces de distributions Î6, .Tt, 3;, non nécessai-
rement sur le même espace euclidien, et à considérer une appli-
cation bilinéaire u : (S, T) -^ S u T de 3ë X 3Î dans Ï, hypo-
continue par rapport aux parties compactes par exemple.
On pourra alors essayer de définir une application bilinéaire
@, î )^Su^T de 3ë(E) X ^;(F) dans Ï(E^F), et chercher
si cette application est hypocontinue par rapport aux parties
compactes. Le cas de la convolution examiné ci-dessus corres-
pond à u = = * , ^ = = 3 ) ' , .lî^ê', Ï=ay , espaces de distri-
butions sur le même espace euclidien R".

Mais alors on pourra considérer à la fois toutes les applica-
tions bilinéaires telles que u en introduisant un produit
tensoriel topologique quasi-complète de 96 et 3î. Appelons
y(1) la topologie localement convexe la plus fine sur U ^ V,
pour laquelle l'application canonique (U, V) —^ U (^ V soit
hypocontinue par rapport aux parties compactes. Alors on
cherchera à montrer l'existence d'une application bilinéaire
canonique de 3€{E) X 3î(F) dans (3-ê ®^3î)(E ®^F), que nous
noterons 1̂ . Alors si u est une application bilinéaire de
36 X 3Î dans ^, hypocontinue par rapport aux parties
compactes, elle définit une application linéaire continue u

(1) Ne pas confondre la topologie f sur un produit tensoriel U (g) V avec la topo-
logie y sur un espace localement convexe quelconque L, définie page 17 au chapitre i,
identique à (Lç)ç.
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de 96 ê-^Sî dans Ï, donc une application linéaire continue
u 0l de (X®^TÎ)(E^F) dans Ï(E®^F), et l'on aura

S u , T = ( u 0 l ) r ^ ( S , T ) .
Si ensuite on se donne une application bilinéaire continue 0
de E X F dans G, on aura

(II, 1; 1) §uoT=( ( I^9)o (u0I ) ) ( l \ . , (S ,T) )e ï 1 (G) ,
qu'on pourra aussi écrire

(II, 1; 2) S u e T = ( ù 06)(r,.,(§, î)).
Inversement d'ailleurs le cas général sera un cas particulier:
FYJ; (S, T) n'est autre que S U ( ) T lorsque u est l'application
bilinéaire hypocontinue canonique de X X «Tî dans ^ = 3€ §^3Î,
et 6 l'application bilinéaire continue canonique de E X F
dans G == E ̂  F.

L'intervention des distributions et des espaces nucléaires
est ici inévitable. Si pi. e 3)^°(E) est une mesure à valeurs dans
un espace de Banach E, y e 3)°(F) une fonction continue à sup-
port compact à valeurs dans un espace de Banach F, on peut
définir (JL • y == f^nfdy. à valeurs dans EâçF mais non dans
E§)^F; si donc 6 est une application bilinéaire continue, mais
^-discontinue, de E X F dans un espace de Banach G (par
exemple si 6 est une forme bilinéaire continue mais non intégrale
sur E X F), p. -0 <p n'aura en général pas de sens.

Il semble difficile de donner les théorèmes les plus géné-
raux relatifs à cette théorie, il semble même difficile de faire
rentrer les cas les plus importants de la pratique (produit
scalaire, produit multiplicatif, produit tensoriel, produit de
convolution) dans un seul grand théorème d'aspect agréable.
C'est pourquoi, sans chercher la plus grande généralité,
nous donnerons les théorèmes qui nous paraissent les plus utiles.
La proposition 3 donne un cas général très important.

Applications bilinéaires @-®-hypocontinues.
Soient @, S, deux familles saturées de parties de L, M respec-

tivement (L, M, espaces vectoriels topologiques localement
convexes séparés, non nécessairement quasi-complets). Nous
dirons qu'une application bilinéaire de L X M dans un espace
localement convexe séparé N (non nécessairement quasi-com-
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plet) est @-S-hypocontinue, si ses restrictions à A X M et à
L X B sont continues, pour toute A es @ et toute B e Ç. Si les
parties A e @ et B e 6 sont bornées, c'est bien équivalent à
la définition usuelle (').

Si @ est formée de toutes les parties de L, @ == ^ (L),
et S quelconque, ou si @ est quelconque et S = ̂ (M),
©-6-hypocontinue veut dire continue. Si 6 est formée de
toutes les parties bornées de dimension finie de M, on dira
seulement ©-hypoçontinue ; si @ (resp S) est la famille de
toutes les parties bornées de dimension finie de L (resp M),
(S-S-hypocontinue veut dire séparément continue. Rappelons
que « hypocontinue », sans spécification de @ et 6, veut dire
hypocontinue par rapport aux parties bornées.

On a des définitions analogues pour les ensembles
@-S-équihypocontinus d'applications bilinéaires.

Produits tensoriels topologiques quasi-complètes.
On montre, par des méthodes analogues à celles qui sont

utilisées pour la topologie T: (2), qu'il existe sur L 0 M une
topologie localement convexe et une seule, notée L < g ) ^ ç M ,
telle que les applications linéaires continues, pour cette topo-
logie, de L 0 M dans tout espace localement convexe N (non
nécessairement quasi-complet), soient exactement celles qui
sont définies par les applications bilinéaires (S-S-hypocon-
tinues de L X M dans N. Dans ces conditions L 0<g M veut
dire L0<gçM, lorsque S est l'ensemble des parties bornées de
dimension finie de M. On a de plus les propriétés suivantes :

1° Les ensembles équicontinus d'application linéaires de
L ® ^ ç M dans N sont exactement ceux qui sont définis par
les ensembles (S-S-équihypocontinus d'applications bilinéaires
de L X M dans N.

2° Un système fondamental de voisinage de 0 de L ®^ç M
s'obtient en prenant, dans la dualité entre L ® M et l'espace

(1) BOURBAKI [2], chapitre ni, § 4, n° 2, proposition 4, page 39. La ê;-S-hypo-
continuité, lorsque les parties de ^ et Ç ne sont pas nécessairement bornées, paraît
avoir été employée pour la première fois par F. BRUHAT dans [1].

Rappelons qu'une application ne peut être appelée hypocontinue par rapport
à une famille de parties de l'un des deux espaces L, M, que si elle est séparément
continue sur L X M.

(2) En ce qui concerne la méthode utilisée pour la topologie TC, voir CROTHEN-
DIECK [4], § 1, et SCHWARTZ [2], exposé 1.
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des formes bilinéaires sur L X M, les polaires des ensembles
@"6-équihypocontinus de formes bilinéaires.

3° L®^çM est la topologie localement convexe la plus
fine sur L 0 M, qui rende F application bilinéaire canonique
de L X M dans L 0 M @-6-hypocontinue.

4° Soient L,, Mi, Lg, Ma, quatre espaces localement convexes
séparés (non nécessairement quasi-complets), u (resp. ^) une
application linéaire continue de Li (resp Mi) dans Li2 (resp. Mg),
Soient d'autre part @i, ©i, ©2? ®2? des familles saturées de
parties de Li, Mi, Lg, M^, respectivement.

Supposons que pour tout A, e @i, u{A.^) soit dans (82? et î^?
pour toute Bi e t5i, ^(Bi) soi^ Ams 62. Alors u <8) ^ est continue
de LI^^MI dans Lg^^^Mg.

Supposons maintenant que u parcoure un ensemble équi-
continu °tl de i£(Li$ La), tel que, pour toute Ai e @i, (J u(Ai)

/ "6^
soit dans ©2 ; et supposons de même que v parcoure un ensemble
équicontinu ï) de Ï (Mi$ Mg), tel que, pour toute Bi e S^, (J ^(Bi)
soit dans Sg. U€T)

Alors l'ensemble des u 0 ^, u e ^ll, ^ e ï), est une partie
équicontinue de l£(Li ^(g^Mi; Lg^^.^Mg).

Considérons le cas particulier suivant. Si, sur l'espace
localement convexe L (resp. M), l'ensemble de parties @i
(resp. Si) est contenu dans l'ensemble de parties ©2 (resp. ©2)5
alors la topologie L 0 ^ ^ M est plus fine que la topologie
L®<g^M: il suffit en effet d'appliquer ce qui précède à
l'application identique u(resp. v} de Li == L(resp. Mi == M)
dans Lg = L (resp. Mg == M) et aux ensembles de parties
@i? ®i? @2? ^2» considérés.

5° Le quasi-complète (resp. complété) de L0(gçM sera
noté L ®(g.çM (resp. L §<g.çM). Si nous nous trouvons dans les
conditions de 4°, u 0 v se prolonge en une application linéaire
continue, encore notée u 0 v si aucune confusion n'est à
craindre (1), de Li ®@,.ç,Mi (resp. Li §@,.ç,Mi) dans L2 ̂ .ç^
(resp. L^^^M^).

(1) II faudrait en effet théoriquement une notation où ûgurent non seulement u
et p mais 'Si, 61, Sg, Ça* P211' exemple, plus bas, l'application canonique de L ®@i, Ci M
dans L §^2, Ç2 M n'est que bien peu définie par le symbole 1 0 I, surtout si l'on
se rappelle que cette application canonique n'est pas nécessairement injective
(voir page 12) !
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En particulier, si dans L(resp. M), l'ensemble de parties
@i(resp. ©i) est contenu dans l'ensemble de parties ©2 (resp. Sg),
alors l'application identique de L 0 M se prolonge en une
application linéaire continue de L §<g^ ̂  M (resp. L §<g,,ç, M)
dans L §@,.ç, M (resp. L §^ ç. M). Il ne faudrait pas
croire que cette application soit nécessairement injectée (1).

Si maintenant on a 3 couples d'espaces L.i, Mi, L^, Mg,
1,3, Mg, des applications linéaires continues avec des diagrammes
de commutativité

L,

L.
L,

et des familles de parties ®i, S>i, ©2? ^2? @3? ®3» satisfaisant aux
conditions voulues (indiquées page 7, 4° dans le cas de deux
couples), alors le diagramme de commutativité

L I ^ M , ^
^ ^L,0M,

L^M,^
donne le diagramme de commutativité

LI ®@ ç M, \
(11.1; 3) ^ ' 1 "4®^ M,

L^A
et un autre analogue, où ® est remplacé partout par §.

Les topologies À sur un produit tensoriel.
Les cas les plus importants dans la pratique sont les suivants :
1° @ ou © est formé de toutes les parties. On note L ®^ M

la topologie correspondante sur L ̂  M.
2° @ et C sont constituées par toute les parties bornées.

On notera L (8)3 M la topologie correspondante.
3° @ et S sont constituées par toutes les parties contenues

dans des parties convexes équilibrées compactes. On notera
L (^ M la topologie correspondante.

4° @ et S sont constituées par toutes les parties bornées

(1) On doit du inoins considérer comme peu probable qu'elle soit injective, mais
il n'y a pas de contre-exemple connu.
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de dimension finie. On notera L < ^ i M ( 1 ) la topologie corres-
pondante.

La topologie £ sur L 0 M ne rentre pas dans les catégories
précédentes. Désormais X, (A, etc... seront des lettres choisies
parmi les 5 lettres £, TÎ, (î, y, i. On a, par ordre de finesse crois-
sante pour les topologies sur L <E) M : £, TC, (î, y, i. Aussi établi-
rons-nous sur l'ensemble de ces 5 lettres la relation d'ordre
£ < T I < P < Y < 1 .

Si L et M sont tous deux métrisables, jl'un d'eux étant
complet, ou tous deux des duals d'espaces de Fréchet distingués,
les topologies TC, [i, y, i, sont identiques sur L 0 M; s'ils sont
tous deux des espaces DF, les topologies TT, (î, sont identiques;
s'ils sont tous deux tonnelés, les topologies (î, y, i, sont iden-
tiques (2). Si L ou M est nucléaire, les topologies £ et T: sont
identiques, et nous noterons L § M (resp. L 0 M), sans autre
indication, le produit tensoriel quasi-complète (resp. complété)
pour cette topologie £ ou TI. Nous dirons d'une application
bilinéaire de L X M dans N qu'elle est X-continue, si l'applica-
tion qu'elle définit de L 0 M dans N est continue lorsque
L 0 M est muni de la topologie X.

Si X == £, et si L et M sont des duals, L == V'c, M = V^,
il ne faut pas confondre « £-continue » (c'est-à-dire telle que
l'application correspondante de L 0g M dans N soit continue) avec
« £-hypocontinue » (c'est-à-dire hypocontinue, sur Uc X Vç, par
rapport aux parties équicontinues de U7 et V $ chapitre i, page 18).

D'autre part, nous définirons plus loin (page 15) les X-parties.
Il ne faut pas confondre « X-continue » avec « @-S-hypocontinue »
pour @ = 6 = ensemble des X-parties, c'est-à-dire « hypocontinue
par rapport aux X-parties »; pour X = it, (en-continue » veut dire
continue, alors que « hypocontinue par rapport aux it-parties »
veut dire « hypocontinue par rapport aux parties bornées ».

En conclusion, les expressions « X-continue », « X-hypoconti-
nue » (pour X = £, L==U' , M==V) , « ©-S-hypocontinue »
ou « hypocontinue par rapport aux parties appartenant à
@ ou S » (lorsque @ et S sont l'ensemble des X-parties) doivent
être soigneusement distinguées.

(1) L 0 i M est ce que GROTHENDIECK appelle le produit tensoriel inductif
(GROTHENDIECK [4], § 3, page 73).

(2) BOURBAKI [2], chapitre m, § 4, n° 2, proposition 2 page 38, proposition 6
page 40; GROTHENDIECK [2], théorème 2 page 64, et théorème 7 page 73.
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Examinons de plus près la relation d'ordre dans l'ensemble
des 5 lettres £, TC, p, y, i.

Xi ̂  Xa exprime simplement que la topologie L (8)5^ M est
plus fine que la topologie L (E)^ M $ il existe alors une appli-
cation continue canonique (non nécessairement injective) de
L ®^ M (resp. L §)^ M) dans L ®^ M (resp. L §)^ M), prolon-
geant l'application identique de L <S) M. Si enfin L,, Mi, Lg,
Ma, sont quatre espaces, si u (resp. v) est une application
linéaire continue de L, (resp. M,) dans Lg (resp. Mg), et si
^i ̂  ^2? ^es propriétés 4° page 11 montrent que u 0 v est
continue de L, 0^ Mi dans Lg <^, Mg, et se prolonge en une
application linéaire continue, encore notée u 0 v si aucune
confusion n'est à craindre, de L»i §^ Mi (resp. Li §5^ M,) dans
La ®^ Mg (resp. Lg §^ Mg) (pour pouvoir appliquer le résultat 4°
page 11, il faut que \^^ et il faut alors vérifier que l'image
par u (resp. ^) d'une Xi-partie de L, (resp. Mi) est une
Xg-partie de Lg (resp. Mg). Mais c'est automatiquement vrai en
vertu de la continuité de u et v et de l'inégalité \ ;> Àg. Pour
Xg === £, la propriété énoncée ne résulte pas de 4° page 11
puisque la topologie 0g n'est pas une topologie du type <^@,ç,
mais résulte de la proposition 1 du chapitre i).

Supposons maintenant que u (resp. P) parcoure un ensemble
équicontinu 11 (resp. ï)) d'opérateurs de L, dans La (resp.
de M, dans Ma), et qu'en outre la réunion des images par u e U
(resp. v e °0) de toute Xi-partie de L i (resp. M,) soit une Xg-partie
de Lg (resp. Mg) (La 2e condition résulte automatiquement
de la 1̂  pour \ == (S, 71 ou £ (1)).

Alors les u 0 ^, pour u e ̂  et p e Ï), forment un ensemble
équicontinu d'opérateurs de L^ ®^ Mi (resp. L, 0^ M,) dans
L^ ®^ M^ (resp. Lg §)^ Mg) (cela résulte de 4° page 11 si ̂  ̂  'ÎT;
de la proposition 1 du chapitre i pour Xg == s).

Si on a 3 couples d'espaces, L,, Mi, L^, M.^, Lg, Mg, 3 lettres
^i ̂  ^2 ̂  ^3? et des applications continues avec des dia-
grammes commutatifs

L,-. M,.
j ^L, ( ^M,
1̂  M^^

(1) BOURBAKI [2], chapitre iii, § 3, n0 6, proposition 7, page 20.
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alors d'après (II, 1; 3) on a le diagramme commutatif

L^M^
(11,1; 4) \ "L^X

L,^M^

et un autre où ® est remplacé par §).

Les X-parties et les parties cr-T-décomposables des produits
tensoriels quasi-complètes.

Nous appellerons X- partie d'un espace vectoriel localement
convexe (non nécessairement quasi-complet) une partie bornée
contenue dans un sous-espace vectoriel de dimension finie,
pour X -== i; une partie ayant une enveloppe compacte pour
X = = Y ; une partie bornée pour X = = [ î , T:, ou £.

Soit ensuite L ®^ M (ou L §^ M) un produit tensoriel
topologique quasi-complète (ou complété), L et M non
nécessairement quasi-complets. Nous appellerons partie (T-T-cîe-
composable de cet espace, une partie bornée (!) 3 ayant
la propriété suivante :

a) Si or == i, y, ou p, et si T = i, y, ou (î (a- et T non néces-
sairement identiques), 3 est contenu dans l'enveloppe du
produit tensoriel d'une o--partie de L et d'une ^-partie de M.

&) Si (T = ii ou s, T == i, y, ou (S, alors, quel que soit le voisi-
nage disque 1-t' de 0 dans L, il existe une T-partie W de M
telle que l'image canonique 3* de 3 dans L^ §^ M soit contenue
dans l'enveloppe de lF 0 'Tîl, iT étant la boule unité de L^ ou
encore l'image de ^ dans L^. En d'autres termes, quel que
soit li, l'image -i* de 3 dans L^ <^\ M est ^-r-décomposable.
Ou encore : quelle que soit l'application continue L -^ Li de L
dans un espace de Banach L^, l'image de 3 dans Li 0^ M est
P-ï-décomposable.

c) Si cr == i, y, ou [i, et T == T; ou £, quel que soit le voisinage
disque W de 0 dans M, l'image de 3 dans L §^ ÎVL)^ est
or-p-décomposable.

d) Si G- = T: ou £, T == it ou £, 3 est bornée quelconque.
La proposition suivante résume les principaux critères

(i) II semble désirable qu'une partie d-T-décomposable soit toujours bornée, or
une condition telle que b) ou c) ne semble pas à elle seule l'impliquer.
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connus, permettant d'affirmer que certaines parties de L 0^ M
sont or-T-décomposables (L et M quasi-complets) :

PROPOSITION 1. —— 1° Si Œ == 71 OU £, et T == TT OU £, tOUtê

partie bornée de L§)^M est (j-^-décomposable.
2° Si L etM sont des espaces de Fréchet, toute partie relative-

ment compacte de L §\ M est ^-décomposable, pour \ = i, y, (3
o^ TT.

3° Si L e( M sont des espaces (DF), toute partie bornée de
L 0^ M est ^'^-décomposable, pour X = ? ou 11 (e( X == i, y, [3, TC
si L e( M soy^ eyi outre tonnelés).

4° 5i L^ ^ nucléaire, toute partie compacte (et toute partie
bornée si Le == U) de LsM == L ® s M e5< ^-^-décomposable.

Si L et M sont des espaces de Fréchet, et si L est nucléaire,
toute partie bornée de L 0 M est ^-^-décomposable.

Les affirmations 1°, 2°, 3°, résultent de la définition ou de
critères connus (1); démontrons donc 4°.

Pour la première affirmation, on peut supposer que M est
un Banach.

Par ailleurs, pour la deuxième, si L est un Fréchet nucléaire,
Uc == L& est nucléaire (2).

Tout revient donc à montrer que si L et M sont des espaces
de Fréchet, L nucléaire, ou si L est quelconque mais L^ nucléaire
et M un espace de Banach, toute partie 3 compacte (ou seule-
ment bornée si L^ == L&) de LeM est y-jî-décomposable.
Dans chacun de ces cas, son image S dans Ï(Lc; M) est une
partie équicontinue de Ï(L^$ M) (chapitre I, proposition 4,
donc équibornée (3).

(1) GROTHENDIECK [4], corollaire 1 du théorème 1, page 52, pour l'affirmation 2°)
(compte tenu de ce que nous avons dit page 13 sur l'identité des topologies i, y, j5, TC
dans ce cas) GROTHENDIECK [4], proposition 5, 2°), page 43, pour l'affirmation 3°)
(compte tenu de ce qui est dit ici page 13 pour l'identité des topologies P et 7î).

(2) Le dual d'un Fréchet nucléaire est nucléaire : GROTHENDIECK [5], théorème 7,
page 40, ou SCHWARTZ [2], exposé 18, théorème page 3. Si un espace quasi-complet
quelconque L est nucléaire, toute partie bornée est relativement compacte, donc
L^ == L^ : GROTHENDIECK [5], corollaire 1 du théorème 6, page 38, ou SCHWARTZ [2],
exposé 17, proposition 3, page 5.

(3) Tout ensemble équicontinu H de ^ (L^; M) est évidemment équiborné si M
est un Banach; il en est de même si L et M sont des espaces de Fréchet, L nucléaire,
car alors L^ == L^ (note (2), et alors H définit un ensemble équihypo-continu de
formes bilinéaires sur L^ X M^, donc équicontinu (GROTHENDIECK [2], théorème
2 page 64), ce qui revient, à dire que H est une partie équibornée de
^(4; M).
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Alors (1) il existe une partie Ï de (Lc)^==L, équicontinue
sur Le donc relativement compacte dans L, et une partie
bornée lit de M, telles que tout S; e 3 puisse s'écrire :

^ = ̂ (^ (g) m,), ^ e Ï, m, e W, S N < 1.
v v

Alors S est dans l'enveloppe de Ï <g) ITÏ, donc y-jî-décomposable.
Voici enfin une propriété dont nous aurons souvent besoin :

PROPOSITION 1 bis. — Soient X^, Y7", des espaces euclidiens.
3)^ y est identique à 3)^ ê,3)y = 3)^ S, 3) y, et toute partie bornée
de 3)^y est ^-^-décomposable.

En effet, toute application linéaire continue de 3)^ y dans
un espace localement convexe séparé (non nécessairement
quasi-complet) E induit une application bilinéaire séparément
continue de 3)^ X 3)y dans E. Réciproquement, une telle
application bilinéaire est hypocontinue par rapport aux parties
bornées puisque 3) est tonnelé (2), donc se prolonge en une
application linéaire continue de 3)^ y dans Ê (voir chapitre i,
page 125 en bas; cela résulte du théorème des noyaux qui
dit que 3)'^ y = 3)^3) y). Cela signifie que la topologie induite
par 3)^ y sur 3)^ 0 3) y est précisément la topologie i (identique
d'ailleurs à y ou ^); comme 3)^ y est complet et que 3)^^3)y
est strictement dense dans ®a;,y, cela montre bien qu'on
peut identifier ®^y, à 3)^ g^ 3)y ou 3)^ ̂  3)y, pour X = i, y, ou p.

Quant au fait que toute partie bornée de 3)^ y est dans
l'enveloppe d'un produit tensoriel de parties bornées de 3)^
et de 3)y, nous nous en sommes servis pour démontrer le
théorème des noyaux, c'est équivalent à l'identité des topo-
logies de 3)^ y et 3)'^3)y.

COROLLAIRE. — Toute partie H de 3)^ y (E), bornée sur
tout élément de 3)^ <^) 3)y, est bornée dans 3)^y(E). Tout filtre de
3)^ y (E), ayant une base de filtre bornée ou dénombrable^
convergeant vers 0 en tout point de 3)^ ^ 3)y, converge vers 0 dans
^ (E).

(1) SCHWARTZ [2], exposé 19, théorème 1 ter, page 2.
(2) Voir note (2), page 13. 2) est tonnelé, comme limite inductive d'espaces (de

Fréchet) tonnelés (Bourbaki [2], chapitre ni, § 1, n° 1, corollaire de la proposition 1,
et n° 2, corollaire 2 de la proposition 2).
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En effet, si H est simplement bornée sur ®a. X 3)y, elle
est séparément équicontinue puisque 3) est tonnelé (1), donc
équicontinue sur 3)^y == 3Yp0^3)y, et par suite bornée dans
3)̂  (E). Si un filtre 9 sur H converge vers 0 simplement
sur 3)̂ . 0 3)y, il converge vers 0 uniformément sur toute partie
compacte de 3)^y, donc dans 3)^y(E), d'après Ascoli (2). Soit
maintenant 9 un filtre à base dénombrable, convergeant
simplement vers 0 sur 3Xp 0 3)y ; s'il ne convergeait pas vers 0
dans 3)̂  y, on pourrait trouver une suite plus fine que îî qui
n'y convergerait pas vers 0; comme une suite convergeant
vers 0 simplement sur 3)̂ . 0 3)y est bornée simplement sur
3)̂ , 0 3)y, ce serait contradictoire.

On en déduira que toute fonction sur un espace euclidien V
à valeurs dans 3)^y(E), m fois continuement différentiable quand
on munit 3)^y(E) de la topologie ^(3)^ 0 3)y; E), e6?( au,95i m
fois continuement différentiable pour la topologie 3)^y(E).

§ 2. Les théorèmes de croisement.

PROPOSITION 2. — Soient L, M, U, V, des espaces localement
connexes séparés (non nécessairement quasi-complets). Il existe
une application bilinéaire canonique F^\: (E, Y])—^!^,^? Y])
de (L 0), U) X (M&V) dans (L 0p. M) £ (U è), V), pour X '̂ UL < y.
£H<° coïncide sur (L 0 U) X (M 0 V) avec Inapplication bili-
néaire canonique de cet espace dans (L 0 M) 0 (U 0 V) ; elle
applique (L ®^ U) X (M 0 V)o ((M 0 V)o == adhérence stricte de
M0V dans M&V) dans (L@^M)@s(U®^V) , et c'est la seule appli-
cation du premier espace dans le second qui, sur (L 0 U) X (M 0 V),
soit l'application bilinéaire canonique dans (L 0 M) 0 (U 0 V),
et soit en outre continue en ̂  sur L ê\ U pour Y] <= (M 0 V)o fixé, et
continue en ïj sur (M 0 V)o pour E e L 0 U fixé. Les applications
I\ ), sont compatibles avec les applications linéaires continues
de L, M, U, V, et avec le raffinement des topologies X et a.

1° Si L, M, U, V, sont quasi-complets, si S converge vers 0 dans
L S\ U, et que Y] parcoure une y-partie de M£V(V == sup (À, a)),
r«^(E, Y)) converge vers 0.

(1) Voir note (2), page 17, et BOURBAKI [2], chapitre ni, § 3, n° 6, théorème 2.
(2) BOURBAKI, chapitre ni, § 3, n" 5, proposition 5.
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2° Si Y] converge vers 0 dans MeV, et que S; parcoure une
partie ^-\-décomposable de L @ ^ U , r»^(^, Y]) converge vers 0.

3° 5i X et a «^ TÎ, r ^ x e^ continue.
4° Pg g e5( e-continue, c'est la restriction de Inapplication

bilinéaire canonique de (LeU) X (MeV) c (L&U) X (M&V) ^an5
(L£M)£(Û£V).

5° 5i L, M, U, V, sont quasi-complets, [^ g est [^-continue,
Fg^ est ^-continue.

On a des résultats analogues aux précédents, en remplaçant
partout - par ^, ® par 0, adhérence stricte par adhérence.

D'une façon générale, si u est une forme bilinéaire séparé-
ment continue sur un produit H X K d'espaces vectoriels
topologiques, nous appellerons ù (resp. ^u) l'application linéaire
qu'elle définit de H dans K' (resp. de K dans H'). De même si
Y] e MeV, nous appellerons (1) •?) (resp. ^) l'application linéaire
qu'elle définit de M' dans V (resp. de V7 dans M).

1° L'application trilinéaire I\ \ de L x U X (M&V) dans
( L ^ M ) £ ( U ® x V ) .

Soient l e L, u e U, Y] e M&V. A ces éléments nous allons
faire correspondre un élément Fu^ {l, u, Y)) de (L §u. M)&(U ê\ V),
c'est-à-dire une forme bilinéaire e-hypocontinue sur

(L®,M);X(U@,V) ; .
Le dual de L@u.M (resp. U â ^ V ) est l'espace des formes
bilinéaires a-continues (resp. X-continues) sur L X M (resp.
U x V).

Soit a(resp. ^) un élément de ce dual. Pour définir Fn \ (l, u, Y)),
nous devons définir sa valeur ( r^( î ,u ,Yj)) (a, jî) sur l'élément
(a, p) de (L®^.My X (U^V/. Nous poserons

(II, 2; 1) r^(Z, u, Y))(a, p)=Y](a(Z), p(u)),
expression qui a bien un sens puisque a^eM', [5(u) e V7, et
que Y] est une forme bilinéaire sur M' X V ; on peut ici prendre
(A = i, y, (î, -n, ou £, et X = i, y, (ï, il, ou £.

Pour que F^\ {l, u, Y]) appartienne à (L ®aM) £ (U ê\ V),
il faut que la forme bilinéaire qu'il définit sur (L §^ M)c X (U ê\ V)^
soit e-hypocontinue.

(1) Au § 1 du chapitre i, nous avons appelé MX l'élément de ^(L^; M) associé
à XeLeM.
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a) Supposons que a parcoure une partie équicontinue de
(L @^ M)7 ; cela veut dire qu'il parcourt un ensemble pi-équi-
continu de formes bilinéaires sur L X M; alors, pour l fixé,
a(Z) parcourt une partie équicontinue de M'. Supposons d'autre
part que (S converge vers 0 dans (U§^V)c; comme le produit
tensoriel d'une partie réduite à un point de U par un compact
de V est compact dans U ê\ V, ?(u) converge vers 0 dans V^.
Comme alors Y] est c-hypocontinue sur M'ç X V^, Y)(a(Z), ?(u))
convergera vers 0.

b) On démontre exactement de la même manière que, si a
converge vers 0 dans (L ®^ M)^, et que (î parcoure une partie
équicontinue de (U S\ V)', Y](a(Z), p(^)) converge vers 0.

Donc Fn\ {l, u, Y]) est bien un élément de (L ®u.M)£(U ®^V).
Naturellement F^\ définit une application bilinéaire, que

nous noterons encore P^ \ de (L 0 U) X (M £ V) dans
(Lg^M)£(U®xV) .

Soient l e L, u e U, m e M, v e V; posons Y) == m 0 (\
Alors ^a(Z), p(u))=(m, a(^, ?;(u)) == a(Z, m)p(u, ^), ce

qui prouve que F^ (Z 0 u, m 0 (/) == (Z 0 m) 0 (u 0 ^) : sur
(L 0 U) X (M 0 V), r^\ se réduit à l'application bilinéaire
canonique de cet espace dans (L 0 M) 0 (U 0 V).

2° L'application bilinéaire V^\ de (L ê\ U) X (M&V) dans
(L ®,jL M) £ (U S\ V). Désormais X et UL sont <; y.

Nous allons montrer que l'application trilinéaire r^
définit, pour Y) fixé dans M£V, une application bilinéaire
(Z, u)^[\^(l, u, Y]) de L X U dans (L 0^M) £ (U ®^V),
X-continue.

Cela revient à dire que, si a' (resp. %') est une partie équi-
continue de (L@u.My (resp. U @ ^ V ) ' , c'est-à-dire un ensemble
a-équicontinu (resp. X-équicontinu) de formes bilinéaires sur
L X M (resp. U X V), l'ensemble des formes bilinéaires
(?, u)—^([\^{l^ u, Y))) (a, (ï), pour Y) fixé, aea', ^ (^e^ , est
X-équicontinu.

(1) La même lettre ^ désigne une forme bilinéaire sur U X V et l'une des 5 topolo-
gies \ considérées sur un produit tensoriel; aucune confusion ne risque d'être faite
ici. Ainsi ? est employé dans les deux sens, en haut avec X ̂  p dans le deuxième
sens, en bas dans ^(u) dans le premier sens.
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a) Supposons, pour X ̂  jî, que l converge vers 0 dans L,
et que u parcoure une X-partie 11 de U. Alors, €L' étant a-équi-
continue donc y-équicontinue puisque u. ̂  y, a(Z) converge
vers 0 dans M^, uniformément pour aea'. Ensuite, S)' étant
X-équicontinue, ^(u) parcourt une partie équicontinue de V
lorsque ^ parcourt %' et que u parcourt U. Comme enfin Y]
est e-hypocontinue, Y)(a(Z), ?(u)) converge bien vers 0, uni-
formément pour aedi', (ï e S)' ue^U, quand î converge
vers 0.

a!} Supposons, toujours pour X ,> ^, que î parcoure une
X-partie Ï de L, et que u converge vers 0 dans U.

Si X == y, il n'y a aucune difficulté. Car alors a(^) parcourt
une partie équicontinue de M7 pour l e Ï, a <= a7 puisque a' est
a-équicontinue donc y-équicontinue ; p(u) converge vers 0
dans V^, uniformément pour ^ e ̂ / ; donc ^(a((), [S(u)) converge
encore uniformément vers 0.

Pour A == p, la chose est un peu plus délicate à voir.
L'ensemble a' est alors borné sur tout produit d'une partie
bornée de L par une partie convexe équilibrée compacte de M,
puisque BL' est y-équicontinue ; donc l'ensemble des a(Z) est
borné dans Mç pour aea7 , îeÏ. Ensuite |S(u) converge vers 0
uniformément sur toute partie bornée de V, autrement dit
dansV^, et non seulement dans V^, uniformément pour (Ïeâî'.

Nous pouvons enfin écrire

(II, 2; 2) (r,,x(;, u, ri))(a, (i) = ï)(a(f), P(u)) = <îi(a(l)), P(u)>,

produit scalaire pour la dualité entre V et V ; ^(S(Z)) est borné
dans V pour a e BL', î e Ï, et ?(u) converge vers 0 dans V^ uni-
formément pour (î e S)' ; donc ce produit scalaire converge bien
vers 0 uniformément pour aea7 pe%' , î e Ï, quand u
converge vers 0.

a et a! montrent bien que, pour Y] fixe, (I!, u)—^ r^(iî, M, Y])
est X-continue sur L X U, pour X ̂  p.

b) Soit X == TT, et supposons que l et u convergent vers 0
dans L et U respectivement.

Comme €L' est y-équicontinue, a(î) converge vers 0 dans Me,
uniformément pour a e a' ; donc ^(a(Z)) converge vers 0
dans V, uniformément pour aeca/.
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Comme alors W est équicontinu sur U X V, et que

(II, 2; 3) (I\,^ u, /)))(a, p)=Y)(a(f) , jS(u))
=?(0), P^^K^^))).

cette expression converge bien vers 0, uniformément pour
a ea/, ^e%'.

Ceci montre que (l, u) -^ F^ (l, u, Y]) est continue sur L X U.
c) X = £. Nous allons directement montrer que l'application

bilinéaire 1 ,̂ de (L 0 U) X (M&V) dans (L g^M) £ (U g^V)
se prolonge en une application, bilinéaire, que nous appellerons
r0^,, de (L£U)X(M£V) dans (L g^ M) £ (ÛeV), séparément
continue, ce qui entraînera la conclusion cherchée. Soient
en effet S; e L&U, Y) e MeV. Ç et Y] définissent des applications
linéaires continues ^ et ^ respectivement de V'c dans L et de
V^ dans M. Alors ils définissent une application bilinéaire
(u', ^^(u')^^) de U ^ X V ^ dans L 0 M; notons
^ 0 ̂  cette application. Si u' converge vers 0 dans U^, et
que v ' parcoure une partie équicontinue convexe équilibrée
faiblement fermée de V, ^(u7) converge vers 0 dans L et
^(^') parcourt une partie convexe équilibrée compacte de M.
Comme p. ̂  y, l'application bilinéaire canonique de L X M
dans L 0^, M est hypocontinue par rapport aux parties convexes
équilibrées compactes, donc ^(u') 0 ^((//) converge vers 0
dans L0^.M donc a fortiori dans L®u,M. On voit donc, en
raisonnant de même dans le cas où les rôles de u et v sont
échangés, que ^ 0 ^ est une application bilinéaire e-hypo-
continue de U^ X Vc dans L ® a M ; c'est donc un élément de
e(U, V; L @^ M), et comme cet espace est un sous-espace de
e(U, V; L ®^ M) et que ce dernier peut être identifié à
£(U, V, L ®^. M) (corollaire 1 de la proposition 4 du chapitre i)
donc à (L ®^ M) £ (ÛeV) (proposition 7 du chapitre i), on peut
identifier ^ 0 ^ à un élément F!̂ , ï]) de (L ®^M) £ (ÛsV).

Montrons maintenant que cette application générale est
séparément continue.

Soit Y) fixé. Si Ç converge vers 0 dans LsU, %{u'} converge
vers 0 uniformément lorsque u' parcourt une partie équiconti-
nue ̂  de U' ou (Û)'. D'autre part, si D' est un partie équiconti-
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nue convexe équilibrée faiblement fermée de V7, ^fC') est
une partie convexe équilibrée compacte de M. Comme alors
l'application canonique de L X M dans L â ^ M est toujours
Y-continue, pour a < y, ^(u') ^) ^(^ /) converge vers 0 dans
(L@^M) , uniformément pour u'e'll/, ^'eï7. Donc r^,g(E, Y))
converge vers 0 dans (L ®^ M) £ (Ù&V), quand ^ converge
vers 0 pour Y] fixé; comme ici S et Y] jouent le même rôle,
r ^ g est bien séparément continue [Remarquons que P^g
peut se définir même pour a = i, si Uc et Vç sont tonnelés.
Car ^ 0 ^ est de toute façon séparément continue de Uc X V^
dans L ® i M ; comme Uç et Vc sont tonnelés, elle est hypo-
continue par rapport aux parties bornées (voir note 2, page 13) ;
elle est alors £-hypocontinue d'où le résultat. Mais P^g ainsi
définie n'est pas séparément continue de (LsU) X (M&V) dans
(L®,M)s(Û£V)1.

Montrons maintenant que cette nouvelle application F^s,
restreinte à ( L 0 U ) X ( M £ V ) , coïncide avec l'application
F^ définie antérieurement, pour \ == £. Soient l e L, u e U,
Y) e MeV, Ç = Î 0 u e L < ^ U . Avec la nouvelle définition,
r^,Y]) est l'élément de (L ®^M)£(Û£V)^£(Û, V; L ̂  M)
définissant l'application bilinéaire £-hypocontinue

(u', ^) — ^(u') 0 ̂ /) = (u7, u) l 0 ̂ /)

de (Û)c X (V)^ dans L @ ^ M . Donc F^g (^, Y)) définit la forme
trilinéaire e-hypocontinue sur (L ®^ M)^ X (U)c X (V)^ :

(^^.^^-(u', u)a(î,^))
= (u^u) <a(Z), ̂ (^)) = <u', u)<Y)(a(0), ̂ );

il définit donc l'application linéaire continue de (L ®^ M)c
dans U ^ g V c Û e V : a-^ u ^ ^ (&(?)). Cela prouve d'abord
que r^.g applique ( L ( ^ U ) X (MeV) dans (L ®^M)£(UggV).
Si alors ( S e ( U @ g V y , (r^(^,Y)))(a, p) = p(u, •?l(a(î))), ce qui
est identique à l'ancienne définition F^g d'après (II, 2; 3).

Nous venons donc de montrer que, dans tous les cas, pour Y)
fixé, l'application (Z, ù)-^r^\{l, u, Y]) de L X U dans

( L ^ M ) £ ( U @ x V ) ,
espace quasi-complet, est ^-continue (pour ^ et X<;y). Elle
se prolonge donc, de manière unique, en une application
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linéaire continue, que nous noterons ^—>- F?.^^, Y)), de L§^U
dans ( L @ ^ M ) £ ( U ^ V ) , avec [\^{l^u, Y j )==F^( f , u, Y)).
Ainsi [\^ : (^ T))-»- t\^(E, Yj) est bien une application bilinéaire
de (L è^ U) X (M£V) ' dans ( L @ ^ M ) £ ( U ® 5 , V ) ; elle est tou-
jours séparément continue en S; pour Y) fixé.

REMARQUE. — Si L, U, ne sont pas quasi-complets; il importe
de ne pas confondre [\ g, application de (L ®g U) X (MeV) dans
(L @^ M) £ (U ®g V), avec l^g, application de (L&U) X (MeV)
dans (L ®u. M)£(U£V); car L ®g U et L £ U n'ont pas de rela-
tion d'inclusion. Mais si L et U sont quasi-complets, F^g
est un prolongement de Fp^g, et on pourra, par abus de langage,
le noter encore l\g. D'autre part, si L ou U à la propriété
d'approximation stricte, L ®g U D L&U (proposition 11 du
chapitre i), alors c'est F ^ g qui prolonge F?^g. Pour a == i,
F^s a été défini, mais non [\ g.

3° Compatibilité de F^ ^ avec les applications linéaires continues
et le changement des topologies \ et pi.

Soient 2 systèmes de 4 espaces, et des applications linéaires
continues L, —^ Lg, M, —^ M^, U, —^ U^, Vi -^ Vg ; et soient
4 lettres, Ai ̂  À^, ^i ̂  u^ (avec À, ̂  y, uii ̂  y). Nous devons
démontrer la commutativité du diagramme :

(L^UQ x (M,£V,) — (L,^U,) x (M,£V,)
(II, 2; 4) (r,,^ (r,,,.

(L, ̂  M,) £ (U, ®x. VQ — (L, ®^ M,) £ (U, ®x. V,)
II suffit naturellement de montrer la même formule, dans

laquelle L, ®^ U^ et L^ ®^ Us sont remplacés par L, X U,
et La X Ug; car alors —i^ et ^ ^ seront, pour Yji e M^Vi fixé,
deux applications linéaires continues (voir 2°) de L, §5^ Ui
dans (La ®^ M^) £ (Ug ®^ Vg), qui coïncideront sur le sous-espace
dense L, 0 U^ donc sur L^ ®^^ U^

Soient alors ^ e L,, u^ e U,, Yji e M^V,, et soient ^ e L^, Ug e Ug
r^eM^Va leurs images. Soient d'autre part o^ e (La â^Mg)',
63 e (U^ ®^ Vg)' ; comme Xi ̂  ^2 et ^i ̂  a?? leurs images réci-
proques sont des éléments a, e (L, ®^ Mi/, (rli e (Ui @^^ Vi)'.
II faut alors montrer la formule :

(II, 2; 5) r.,(a )̂, P,(u,)) = yj,(a.^), ?.(u.)),
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ce qui résulte de la définition de ,̂ u^ Y]a, o^, [Si, à partir
de ^, Ui, Y)i, a,, ps.

Dans le cas spécial X === £, nous laissons au lecteur le soin de
montrer que F0 g, application de (L £ U) X ( M s V ) dans
(L ®« M) £ (Û £ V), est ôompatible avec les applications linéaires
continues et le changement de pi.

4° Continuité partielle de F^\ par rapport à S;; L, M, U, V,
quasi-complets.

a) Soit pi == y. Une partie relativement compacte % de
M £ V est aussi £-équihypocontinue sur Mç X Vç (proposition 2
du chapitre i); si Y] parcourt une telle partie, Y] parcourt
une partie équicontinue de Ï(Mç; V), donc aussi bornée dans
Ïe(Mc; V)( 1 ) ; toutes les convergences démontrées dans le 2°)
sont donc uniforme pour Y] <= %, de sorte que les applications
(^ u)-^ F ̂ \{l, u, Y]) forment un ensemble X-équicontinu
sur L X U pour Y] e U, et que par conséquent les applications
S;—î-Fv^? Y]) forment un ensemble équicontinu sur L ê\ U
pour Y j e U ; donc I\,x(^ ^l) converge vers 0 si Ç converge
vers 0, uniformément lorsque Y) parcourt une y-partie de M £ V.

[On voit même qu'on peut seulement supposer que ?| par-
court une partie équicontinue de Ï(M,; V), donc, si M^ est
tonnelé, que ^ parcourt une partie bornée de Ïe(M^; V), ou Y)
une partie bornée de M£V],

En réalité, il faut une mention spéciale pour le cas \ = £.
Montrons dans ce cas que, si S; converge vers 0 dans L£ÏJ,
et que Y] parcourt une partie relativement compacte % de M£V,
t^.e(£, ^l) converge vers 0 dans ( L @ ^ M ) £ ( U £ V ) . Or, si W
et ï)' sont des parties équicontinues de U' et V, ^(u') converge
vers 0, uniformément pour u' €:°ll/, ^(W) parcourt une partie
relativement compacte de M (corollaire 1 de la proposition 4
du chapitre i), donc ^(u') 0 ^(^') converge bien vers 0 dans
L @^ M, uniformément pour Y; e %, u' e %', v ' e °D' ; alors [̂  s(^, Y])
converge vers 0 dans (L ®^ M) £ (U£Y) quand S; tend vers 0,
uniformément pour Y] e U.

La symétrie entre les rôles de S; et Y] montre alors que F^g,
donc a fortiori Fvg , est y-continue.

(1) BOURBAKI [2], chapitre ni, § 3, n° 6, proposition 7 page 26.
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b) Soit (Ji== (S. La compatibilité de Fn\ avec le raffinement
de (JL (3°) montre que Fp ^ est composé de F^ et de l'applica-
tion canonique (L ®^M) e (U ®^ V)-^(L §p'M) £ (U ®xV). On
est donc au moins sûr que V^\{Ï, Y)) converge vers 0 si S;
converge vers 0 et que Y) parcoure une partie relativement
compacte de M&V. Pour X == y, il ne semble pas qu'on puisse
obtenir mieux.

Mais supposons X ̂  j3. Nous allons montrer que dans ce
cas, si S; converge vers 0 et que Y] parcoure une partie bornée
% de M&V, P f t ^ ( E , Y)) converge vers 0. Nous reprendrons
pour cela toutes les convergences démontrées dans 2°, et
montrerons qu'elles sont uniformes pour Y) e îb. Cela entraînera,
comme dans 4° a), la conclusion cherchée. Reprenons les hypo-
thèses 2° a) pour X == (î : l converge vers 0 dans L, u parcourt
une partie bornée H de U, Y) une partie bornée de % de M&V.
Comme €i' est p-équicontinu, Sc(^) converge vers a dans M^,
uniformément pour a e a1 ; comme %' est j^-équicontinu, ?(u)
parcourt une partie équicontinue de V lorsque p parcourt %'
et que u parcourt ^ ; et comme une partie bornée de M&V
est e-équihypocontinue sur Mi, X V^ (proposition 7 fci5 du
chapitre i), 7](a(Z), ?(u)) converge bien vers 0, uniformément
pour a e a', (S e %', u e ^tl, Yj e %.

Reprenons ensuite les hypothèses 2° a') pour À == p : Z par-
court une partie bornée S de L, u converge vers 0 dans U,
Y) parcourt une partie bornée % de MeV. Alors a(F) parcourt
une partie équicontinue de M' pour a e a', î e Ï; p(u) converge
vers 0 dans Vî,, uniformément pour ^ e 3^ ; et % est e-équihypo-
continue sur M(, X V^, d'où la conclusion.

Reprenons maintenant les hypothèses 2° b) pour X = = < I T $
^ et u convergent vers 0, Y) parcourt une partie bornée % de
M&V. Alors a(?) converge vers 0 dans M/,, uniformément pour
a e <fl' ; comme Y) parcourt une partie % £-équihypocontinue
sur M^ X V^ (proposition 2 fci5 du chapitre i), Y] parcourt une
partie équicontinue de t-l(Mi,; V), donc Yj^a( î ) ) converge vers
0 dans V, uniformément pour aedi', Y j e T b ; comme %' est
équicontinue sur U X V, la formule (II, 2$ 3) prouve que
r'6.7^, u, y;) converge vers 0, uniformément pour Y) e %.

Enfin pour À == £, nous allons directement montrer que,
si ^ converge vers 0 dans LsU, et que Y) parcoure une partie
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bornée % de M&V, Va g (E, Y]) converge vers 0 dans (L®u.M)z(U£V).
Soient 11' et V des parties équicontinues de U' et V7. Alors
^(u1) converge versO, uniformément pour u' e W ; % est bornée
dans Ïg(V^; M), donc ^(V) reste dans une partie bornée de
M pour Y je îb ; alors ^(u') ^) ^Y)^') converge vers 0 dans
L ® p M , uniformément pour u'e 'U' , ^eï)', Y j e U ; d'où la
conclusion.

La symétrie des rôles de S; et Y), pour X === £, montre même
que F f t g , donc a fortiori [ ^ g , est ^-continue. On voit aussi
que, si L, M, U, V, ne sont pas quasi-complets, l ^g est toujours
(3-continue de (LsU) X (M&V) dans (L @a M) £ (Û&V) ; mais
il n'est pas certain que l a g soit aussi p-continue, car il n'y a
plus ici de symétrie entre les rôles de S; et de Y).

c) Soit pi == it. Si X == y, on peut seulement dire que, si S;
converge vers 0 et que Y) parcoure une partie relativement
compacte de M&V, l\v(£, Y]) converge vers 0. Si X == JÏ, on peut
seulement dire que, si Ç converge vers 0 et que Y) parcoure
une partie bornée de M&V, l \ p ( E , Y j ) converge vers 0. Mais
supposons X <^<n:* Nous allons montrer que l\ \ est continue
même si L, M, U, V, ne sont pas quasi-complets. Soit d'abord
X=TT. Soit W un voisinage de 0 dans (L ®^ M) £ (U ®^V),
qu'on peut supposer défini comme l'ensemble des formes
bilinéaires s-hypocontinues sur (L ®^ M)^ X (U ®^ V)c majo-
rées en module par 1 sur a' x S>', où a' (resp. %') est une partie
équicontinue de (L^M/ (resp. (U^V)'). Comme a' est un
ensemble équicontinu de formes bilinéaires sur L X M, il
existe un voisinage Ï de 0 dans L tel que a(îi) parcoure une
partie équicontinue de M', pour aea'. Pour la même raison,
il existe un voisinage ^U de 0 dans U tel que ^ll) parcoure
une partie équicontinue de V, pour (i e %'. D'après la définition
de la topologie de M&V, topologie de la convergence uniforme
sur les produits de parties équicontinues de M' et V7, il existe
un voisinage % de 0 dans M&V tel que |^(a(Z), ^(u))|^ 1 pour
aea', [îe^, Y]eîb, l e Ï, ue^. Cela revient à dire que

I\̂ , u, Y i )eW

pour l e Ï, u e ̂ , Y) e= %. Par passage à la limite, W étant disque,
on en déduit que [\ ^ (?, Y)) e W, pour E dans l'enveloppe de Ï ̂  11
dans L ®^ U et Y) e % ; comme cette enveloppe est un voisinage
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de 0 dans L®^U( 1 ) , F^ est bien continue. Enfin, pour X == £,
nous allons voir que F^g est continue de (L £ U) X (MeV)
dans ( L @ ^ M ) £ ( Û £ V ) . Soient en effet 'IT, ï)', des parties
équicontinues de U7, V respectivement. Si S; converge vers 0
dans LeU, ^(u') converge vers 0 dans L, uniformément
pouru ' e^U ' ; si Y) converge vers 0 dans M & V , ^(^') converge
vers 0 dans M, uniformément pour v ' e T)' ; donc ^(u')^^(^)
converge vers 0, dans L @ ^ M , uniformément pour u ' e W ,
v ' eT)\ donc PS; g est bien continue de ( L & U ) X ( M e V ) dans
(L @jrM) £ (U £ V) ; alors [\̂  g est continue de

(L 0g U) X (M £ V) dans (L §„ M) £ (U 0g V),
donc, par prolongement, de

(L 0g U) X (M £ V) dans (L ̂  M) £ (U ®£ V).
d) Soit enfin [L = £; L, M, U, V, non nécessairement

quasi-complets. Si X ^> i:, on peut seulement avoir les mêmes
conclusions que pour a == ir.

Mais, pour X == a == £, F^g est £-continue de
(L £ U) X (M £ V) dans (L ®g M) £ (Û £ V),

et c'est l'application bilinéaire canonique de cet espace
dans (L ®g M) £ (Û £ V).

Soient en effet ^ e L £ U, Y) e M £ V. Fg, g(^, Y]) définit une appli-
cation de U^ X V^ dans L ®g M c L £ M, qui est définie par
(u', ç/)-^(u') 0 ^(^ /); donc, si Pon identifie ( L £ M ) £ ( Û £ V )
à £ (L, M, U, V), il définit la forme quadrilinéaire sur
L' X M7 X U7 X V7 :

(f, m', u', ^)-^, ̂ ^(m^W)^^, u1)^, p');

or c'est aussi la même forme que définit l'élément Ç 0 Y) de
( L £ U ) £ ( M £ V ) , identifié à £(£, M, Û, V), ce qui prouve
notre affirmation.

Alors l\g est £-continue de (L 0g M) X (M £ V) dans
(L ®g M) £ (U @g V), donc, en prolongeant par continuité, de
(L ®g U) X (M £ V) dans (L ®g M) £ (U @g V).

En conclusion: si L, M, U, V, sont quasi-complets, I\^(S:,Y))
converge vers 0 si $ converge vers 0 et que Y] parcoure une

(1) GROTHENDIECK [4], proposition 2, page 30; SCHWARTZ [2], exposé 1, proposi-
tion 1, page 2.
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partie relativement compacte de MkV, X et pi quelconques <; y $
si E converge vers 0 et que Y) parcoure une partie bornée
de M&V, pour X et p.^^. Même si L, M, U, V, ne sont pas
quasi-complets, r^(E, Y)) converge vers 0 si S; et Y) convergent
vers 0 (autrement dit l\^ est continue) pour X et pi^ir;
r'uL.x es^ £-continue pour X == pi == £. C'est bien ce qui est
indiqué dans l'énoncé (1°, 2°, 3"). De plus, si L, M, U, V, sont
quasi-complets, Pu. e est pi-continue, ce qui est la moitié de 5°.

5° Continuité partielle de F^x par rapport à Y]; L, M, U, V, non
nécessairement quasi-complets.

D'après 4° c et d, il n'y a pas lieu de considérer les cas où X
et p. sont <^ T;.

Soit alors S une partie pi-X-décomposabïe de L ® ^ U ;
montrons que, si E parcoure S et que Y) converge vers 0 dans
MeV, Fu.,^? ^l) converge vers 0. Soit donc W un voisinage
de 0 de (L ®« M)£(U S\ V), défini comme l'ensemble des formes
bilinéaires e-hypocontinues sur (L 8^. M)'c X (U S\ V)^, majo-
rées en module par 1 sur €L' X %', où €L' (resp. dî') est un
ensemble pi-équicontinu (resp. ^-équicontinu) de formes bili-
néaires sur L X M (resp. U X V).

a) Soient \ et a ̂  (ï.
Il existe alors une pi-partie Ï de L une X-partie H de U

telles que 3 soit dans l'enveloppe de Ï 0 ̂  Alors a(Ï)
reste dans une partie équicontinue W de M' pour a e a7, R^)
dans une partie équicontinue ï' de V7 pour (Ïe^.

Si alors U est le voisinage de 0 de M&V, formé des Y) tels
que KY^m'.^Kl pour m' eW, ^ e0^, on a |Y)(a(î), ^(u))|<l
pour îe Ï , aea', ue^, ^e^ , Y) e U, donc r^x(S , / ) )^W
pour E e Ï <8) ̂  YJ^U; et comme 1«^ est séparément continue en
Ç pour Y) fixé, et que W est disque, on a aussi r^.x(H, c^) c0^,
et notre assertion est démontrée.

b) Soient pi ̂  ^, X <; IT.
Comme %' est X-équicontinu sur U X V, X = 11 ou £, il existe (*)

(1) Pour X == TC, c'est trivial : si ̂  est équicontinu sur U X V, il existe un voisi-
nage disque U de 0 dans U et un voisinage disque ^) de 0 dans V tels que ̂  soit
majoré par 1 sur ̂  X ̂ \ alors chaque (SeîB7 provient d'une forme bilinéaire continue
de norme <; 1 sur Uq. X Vq^ donc prolongeable en une forme bilinéaire continue
de norme <1 sur (Ua.)° X fV^)0. Pour X = £, voir GROTHENDIECK [4], lemme 13.
page 130,
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un voisinage de 0 disque U de U tels que %' soit l'image réci-
proque de S>o, ensemble X-équicontinu de formes bilinéaires
sur (U(yJ° X V, par l'application canonique U—^UcyJ0. Si donc
Wo c^ le voisinage de 0 sur (L S^M) £ ((Uo^)0 ®^ V) défini par
les ensembles équicontinus a ' c (L®^M) ' , ^ c ((Uc^)0 ®^ V)',
la relation F^. ^(S, Y)) e W est équivalente à la relation
(lV.x(E, ïi))-^U\, où (1V.^, il))' est rimage de I\x(S, Y)) par
(L ®^M) £ (U^ V) — (L ^M) e ((IV ̂  V). l

Mais d'après la compatibilité de F^\ avec les applications
linéaires continues, (l\x.x(S, Y)))" == lV.x(S', ^l), où ^ est l'image
de E par l'application canonique L S\ U -^ L ê\ (Uc^)0, le
dernier P^ étant relatif aux 4 espaces L, M, (U^)°, V.

Comme ^ est supposée m-X-décomposable, étant donné U
il existe une pi-partie iî de L, telle que l'image 3' de 3 dans
L S\ (Uc^)0 soit contenue dans l'enveloppe de ^ 0 11', ̂  étant
la boule unité de U^.

Comme a' est a-équicontinue sur L X M, a(Ï) parcourt
une partie équicontinue W de M' pour a e= a' ; comme â% est
équicontinue sur Û^ ^ V, pCU) = poC11') parcourt une partie
équicontinue V de V pour p e ̂ / ; si alors % est le voisinage
de 0 de M&V constitué par les formes bilinéaires e-hypocontinues
sur Me X Vc majorées par 1 en module sur W X W, on a bien
r,.^^, U)cW,, donc (IV^(3, %))•== lV.x(3-, %)cW,,
d'où F^^(Li, Tl^cW, et notre assertion est démontrée.

c) Soient À ̂  p, a <; 71.
Démonstration analogue à celle de b).
Ceci achève ce qui est indiqué dans l'énoncé II de la propo-

sition 2.

6° Restriction de F^ à (L^U) x (M^V)o(1) (L, M, U, V, non
nécessairement quasi-complets).

Cette restriction est bien séparément continue en S; pour Y)
fixé, séparément continue en Y) pour E fixé dans L 0 U ; elle
coïncide sur (L ̂  U) X (M ® V) avec l'application canonique
de cet espace dans (L 0 M) ® (U (E) V) ; alors l'image de
(L <8) U) X (M ^ V)o, par continuité, est dans

((L <8^ M) ̂  (U ̂  V))0 c (L ̂  M) g, (U ®x V),

(1) Voir page 18 : (M (g) V)o désigne l'adhérence stricte de M 0 V dans MeV.
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et par suite il en est encore ainsi de l'image de (L ê\ U) X (M ̂  V)o.
Cette application bilinéaire de (L S\ U) X (M 0 V)o dans

(L ®u.M) ®g (U ê\ V) est la seule à posséder ces propriétés,
car une application qui la possède coïncide avec Pp..^ sur

(L 0 U) X (M 0 V), donc par continuité, sur

(L ̂  U) X (M 0 V)o,

puis sur (L ê\ U) X (M 0 V)o. Cela donne une caractérisation
de P«^ indépendante de tout procédé particulier de définition.

Dans le cas X = £, P°^g applique ( L ^ U ) o X ( M £ V ) dans
(L®u.M) £ (U ®gV) (page 22); comme Ç et Y) jouent des rôles
symétriques, elle applique aussi (L£U) X (M 0 V)o dans

( L ^ M ) £ ( U ® g V ) ;
et nous venons de voir qu'elle applique (L 0 U)o X (M 0 V)o
dans ( L @ ^ M ) ® g ( U ® g V ) .

7° X-contmuité de Pg,^ (L, M, U, V, quasi-complets).
Nous avons vu dans 4°) la pi-continuité de P^g.
Nous allons voir ici que Pg^ peut se calculer par l'inter-

médiaire d'un I\g d'où résultera sa X-continuité.
(L ®^ U) X (M£V) est isomorphe à (V£M) X (U ê\ L) ; celui-ci

a une application continue canonique dans (V£M) X ( U @ g L ) ;
alors P^g applique cet espace dans (V ê\ U) £ (M ®g L)
(d'après 6°), isomorphe à (L ®g M) £ (U ê\ V). Nous définissons
ainsi une application Ag^ de (L ê\ U) X (M&V) dans
(L ®g M) £ (U ê\ V), X-continue; on peut même dire plus :
Ag,x se factorise en (L ̂  U) X (MkV) -^ (L ®g U) X ( M £ V )
suivie d'une application X-continue de cet espace dans
( L ® g M ) £ ( U ^ V ) .

Nous allons voir que Pg^ == Ag,^.
Pour Y) fixé dans M£V, \-^ Ps,x(S^) et ^ -^ Ag^(^,yj) sont

toutes deux continues sur L ê\ U. Il suffit donc de montrer que
Pg^ et Ag,x coïncident sur (L ^ U) X (M^V).

Soient donc l e L, u e U, Y] <= M&V.
Soient d'autre part a e= (L ^g M)7, pt e (U ®^ V)7. D'une part

on a (Pe,x(^ 0 ^î '^i)) (a? ?) = ̂ (^(^î PÇ^))- D'autre part, d'après
ce qui a été vu page 22 (en échangeant les rôles des divers
espaces), Ag^ (l ^ u, Y)), considéré comme application linéaire
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continue de (U ê\ V)^ dans L ®g M, est (î ->- l ̂ t ̂  (?(u)); donc
(A..̂  ̂  u, ri))(a, (î) = a(î, ̂ (?(u))) == <a(^, ̂ (R(u)))= ri(a(î), ?(u)) ;
ce qui prouve bien notre assertion.

Remarquons que, si L, M, U, V, ne sont pas quasi-complets,
on peut toujours définir une application Ag^, symétrique de
H,g, de (L&U) X (M£V) dans (L£M)£(U ®^ V); cette application
est X-continue, si X ̂  (S. Mais L ®^ U ne s'applique pas
dans L&U; il n'y a pas de relation simple entre Ag^ et I\^.

Hypocontinuité de r«x(L, M, U, V, quasi-complets).
Une partie réduite à un point de L ê\ U n'est pas néces-

sairement [x-X-décomposable, donc nous ne pouvons pas
affirmer que F^\ soit séparément continue (sauf pour p. ̂  TT,
X <; ir, ou pour p. = £, ou pour X == &). Mais si elle Pest, alors
les résultats I, II, III, IV de l'énoncé montrent que [\ ̂  est
hypocontinue (1) par rapport aux parties ^^-décomposables de
L S\ U et aux ^-parties (y = sup (X, p.)) de M&V.

Dans ce cas la restriction de Fu^ à (L ê\ U) X (M ®g V) est la
seule application bilinéaire de cet espace dans (L ®p. M) ®g (U ê\ V),
qui soit séparément continue, et qui se réduise, sur (L® U) X (M <^ V),
à Inapplication bilinéaire canonique dans (L ® M) ^ (U ® V).

Cas où certains des espaces sont identiques au corps des scalaires.
Nouvelles formules.

Soit U == C, corps des scalaires. Alors V^\ est une applica-
tion de L X (MeV) dans ( L @ u . M ) £ V , indépendante de X $
nous l'appellerons F». Cette application est a-continue, si L, M,
V, sont quasi-complets, comme on le voit en appliquant la
proposition 2, V, pour X == £. Elle définit donc une application
linéaire continue Pp. de L®^.(M£V) dans ( L ® ^ M ) £ V .

Explicitons I n . Soient l e L, Y) e M£V. D'après la formule
générale (II, 2; 1), si a est une forme bilinéaire pi-continue
sur L X M, et si p == v ' est une forme linéaire continue sur V,
on a

/Ii 2 . 6 ^ (r ,( / ,y])(a,p ')=^(a(Q,^)==<ïi(a(^,p '>
( ' ' / ( =<a(Q,W)=a(^(P')),

(1) Rappelons que « hypocontinu » implique d'abord « séparément continu ».
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ce qui montre que :

f i l 2.6^ ^W^)]^^-^^))"^^ i , z , o ; )t[r^l^)Y^)=l^^)^L^M.

On peut aussi interpréter ces formules comme suit. L'appli-
cation Mu. i : m —>• l ̂  m, est linéaire continue de M dans
L ® « M ; elle définit donc une application linéaire continue
Mn ̂  ® 1 de M&V dans ( L ® n M ) £ V ; on a justement

r^, ï i )=(M^0i)( ï i ) .
La première égalité (II, 2; 6) coïncide en effet avec celle
qui définit M^. i 0 I, soit (I, 1; 1), compte tenu de ce que
^.,(a)=a(î).'

Si maintenant on fait U = V == C, V^\ est une application
bilinéaire de L X M dans L ® u M , qui n'est autre que l'applica-
tion canonique, puisque sa restriction à

(L 0 C = L) X (M ^ C = M)

a cette propriété.
Si maintenant nous revenons au cas général, l'application

trilinéaire [\^ de la formule (II, 2; 1) peut s'exprimer comme
composé d'une l\ et d'une [\. Si l e L, u e U, Y) e MeV,
on peut considérer d'abord les 3 espaces L, M, V, et construire
^ == FM, T)) e (L ®a M)£V; identifions ce dernier espace à
Ve(L §„ M). On peut ensuite considérer les 3 espaces U,
V, L®p.M, et construire [\(u, Q e (U ê\ V) £ (L ®p.M); si ce
dernier espace est identifié à (L ®y. M) s (U ê\ V), on a

(II, 2; 7) IV.^, u, ï)) = l\(^ t) = I\(u, IV(f, TI)).

Onaeneffet ,d'après(II ,2 ,6) ,pourae(L®^My,pe(U<g)xVy:

r,(u,r,(^ïi))(a^)=r,(z,ïi)(a,^(u))
==ïl(a(î),p(u))==r,.x(^u,y))(a,p).

Il existe naturellement une formule symétrique; à partir
de U, V, M, on peut construire 0 == l\(u, Y)) e (U ê\ V)£M iden-
tifié à M£(U ê\ V) $ à partir de L, M, U S\ V, on peut construire
r^ ,0)e (L^M)£(U®,V) .
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On a encore

(ii, 2; 7"") r^{i, u, T)) = r^i, 0) = r,(î, i\(u, T))).
Les formules (II, 2; 1, 2, 3) nous ont donné diverses expres-

sions de ([\^(f®M, T]))(a, p); il en existe d'autres. On a

(II, 2; 7'-) (tV,^®u, ï]))(a, p)=ï)(8^), P(u))

=<îi(a(0),p(M))=<a^,^(u))>

-^(W))), ")=<^a(^(u)))>
=a(^(p(u)))==p(u,-?i(a(^))).

Supposons maintenant î; e L §5, U, et Y ] = T O ® ^ e M ® V .
Alors \ a une image ^ dans L ®s U, et on a les formules
suivantes, vraies si \ e L ® U donc par continuité si S e L ̂  U :

(II, 2; 7^"°) (F^, m®p))(a, p) = ^('a(m), '?(?))
=<?(m)),^(.))-<(a(m),^^(p))
=^&(<a(m))),p)=<n^,a(^(p))))

^^oC^^)), ^)=P^.(<a(TO)), p).

Les applications r^y;^,^ et Ay,y;^; L, M, U, V, quasi-
complets.

Soient 9, y, ^, (Q, 4 lettres parmi les lettres y, ?, TC, e. On peut
former plusieurs applications bilinéaires de (L ®ç U) X (M ®y V)
dans (L §4, M) §e (U §^ V), en appliquant la proposition 2.

a) On applique d'abord

(L §ç U) X (M ®y V) dans (L ®ç U) X (M ®, V) ;

autrement dit, dans ce cas, la valeur de y^ n'interviendra plus.
On applique ensuite le dernier espace dans (L ®j, M) ®e (U ®^ V)
par l'une des 2 applications définies par le diagramme commu-
tatif, valable si y ̂  co :

(L@çU) x (Mê.V)-^(L@,U) x (M§,V)

l^.î (r\.
(L ̂  M) ®, (U ®y V) ̂  (L ̂  M) ®, ^U ®<^ V).
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a') On commence de la même manière, mais on continue
par l'une des deux applications définies par le diagramme
commutatif, valable si ç ̂  ̂  :

( L g ç U ) X (M®,V)

(U®çL) x (V®,M)-^(U^L) x (V@,M)
(l\, jl\.

(U ̂  V) ®, (L ̂  M) -^ (U ®, V) ®, (L ̂  M)\
(L^M)g,(Ug,V).

Les deux applications définies par a) et a') coïncident si
elles sont toutes deux définies, c'est-à-dire pour 9^^, 9^^;
en effet, pour l e L, u s U, Y) e (M @y V) d'image Yjç dans M ®g V,
a e (L ®^ M)', p e (U ® ^V)', Pimage, par ces 2 applications,
de ((^0 u), y;), prend pour valeur sur (a, ^) le même nombre
y]o(a(Z), ?(u)); les deux applications coïncident donc sur
(L 0 U) X (M ®y V), et elles sont toutes deux continues en
Ç sur L ®ç U pour Y] e M ®y V fixé.

Il n'y aura donc pas d'inconvénient à désigner les applica-
tions définies par a) et a7) par le même symbole F^y;^^,
défini pour ç ̂  f^ ou 9 ̂  œ.

&) (L ®y U) X (M ®y V) s'applique canoniquement dans
(L S, U) X (M ®y V), lui-même isomorphe à (M ®y^ V) X (L S, U) ;
désormais la valeur de o n'interviendra plus.

On définira ensuite l'une des 2 applications du diagramme
commutatif, valable si y^ ;> co :

(M^V)x (Lg ,U)—(M@,V) x (Lg,U)
(l\, (l\.

(M ̂  L) ®< (V ®y U) -^ (M ̂  L) §, (V §„ U)i
(L^M)@,(U@,V) .

6') On commence de la même manière, mais on utilise
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ensuite l'une des 2 applications définies par le diagramme
commutatif, valable si y^ ̂  ^ :

(M ®y V) x (L ®, U)i
(V^M) x ( U ® , L ) - ^ ( V @ ^ M ) x (U§,L)

(l\x ^,.
(V g, U) g, (M gy L) -^ (V g, U) g, (M ̂  L)i

(L^M)@,(U@,V) .
Ici encore, si l'on a à la fois y^ ̂  co et y ^f^, les deux appli-

cations 6) et &') sont définies et coïncident. On désignera donc
par le même symbole, A^y;^, l'application définie par b)
ou 6'), pour y^ ̂  ^, ou y^ ̂  co.

L'application Fa,x de la proposition 2 n'est autre que
I\.g;^x- L'application Ag^ = I\x de la page 31 n'est autre que
AX.£ :£ ,X définie par le procédé 6').

Il ne paraît pas certain que F^y;^ et A<p,y.^ coïncident
toujours, lorsqu'elles sont toutes les deux définies. Elles coïn-
cident toujours si Vune d'elles est séparément continue. Suppo-
sons par exemple A séparément continue; F et A coïncident
sur (L 0 U) X (M 0 V) ; toutes deux sont séparément conti-
nues en Y] pour Ç fixé dans L 0 U, donc elles coïncident sur
(L 0 U) X (M @y V) ; toutes deux sont séparément continues
en ^ pour Y) fixé dans (M®y V), donc elles coïncident partout.
Inversement d'ailleurs, si F et A coïncident, elles sont séparé-
ment continues et même v-continues, v == sup (f^, eu), puisqu'elles
ont à la fois les propriétés de continuité de F et A.

Remarquons que l'une au moins des deux applications
F, A, existe si sup (9, yj ̂ inf (^, co), et que les deux existent
si inf (y, yj > inf (^ (o).

Remarquons aussi que F et A conïcident toujours sur
(L ®y U) X (M 0 V) et sur (L 0 U) X (M ®^ V), comme le
montrent les formules (II, 2; 6 et 7) pour F et les formules
identiques qu'on trouve aisément pour A.

Il nous semble certain que l'étude que nous venons de faire
du théorème de croisement (proposition 2) et les résultats
de ces dernières pages n'épuisent absolument pas le problème.
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Applications aux distributions.
Nous énonçons la proposition suivante comme elle se pré-

sente dans la pratique avec 3-6, 3Î, Ï, espaces de distributions.
Mais la proposition n'a rien à voir avec les distributions,
3-6, 3î, Ï peuvent être des espaces localement convexes (séparés
quasi-complets) quelconques, alors 3-6(E) désigne 96 £ E.

PROPOSITION 3. — Soient 3-6, 3î, Ï, 3 espaces de distributions,
E, F, deux espaces localement convexes séparés (E et F n'étant
pas nécessairement quasi'complets). On suppose de plus que 9fo
est nucléaire et de dual fort nucléaire, et quil a la propriété d'ap-
proximation stricte.

Soit u une application bilinéaire, (S, T) —>• S u T, de Vo X 3t
dans Ï , y. continue, p. <; y. Il existe une application bilinéaire,
(S, î) -^ § u^ T, de 36{E) X 3î(F) dans Ï(E ®^ F) {et une seule
si 3î a la propriété d'approximation), séparément continue et
vérifiant (SÎ) u^ (T?) = (S u T) ~e ^ f, pour S e 3ê, T e 3Î, ~e ^ E,
?. F.

Ce^e application est alors hypoconttnue par rapport aux
parties bornées de 3-6(E), et aux ^.-parties de 3Î(F); elle est
continue si pi <^ T:.

Supposons d'abord E et F quasi-complets. Il existe d'après la
proposition 2 une application F^ de (3-6 8^ E) X (3Î&F) dans
(Î6 0^3î) £ (E ̂  F). Mais, 56 étant nucléaire, 36 ®^ E = 36 S, E,
et comme 3-6 a la propriété d'approximation stricte,
^§^E=3-6(E) (corollaire 1 de la proposition 11 du chapitre î),
donc r«7î est une application bilinéaire de 3'6(E) X 3Î(F) dans
(3-6 ®u. 3Ï) £ (E ®^ F). Comme u est pi-continue, elle définit une
application continue û de 3€ ®^3Î dans Ï , donc ( û ^ I)°I^.T:
est une application bilinéaire de 3ë(E) X 3t(F) dans Ï(E 0^F).

Comme ^=3-66 est nucléaire (*), toute partie bornée de
^(E) est pi-Tî-décomposable (proposition 1), donc cette appli-
cation est séparément continue; elle est alors hypocontinue
par rapport aux parties bornées de <%(E), et par rapport aux
pi-parties de 3Î(F), et elle est continue pour UI^IT (proposition 2).
Elle coïncide bien sur {36 ̂  E) X (3î ^ F), avec l'application
(S ® ~e, T ̂  f} -^ (S u T) (E) Ce <3) f} ; et elle est la seule à posséder

(1) Comme ^o est nucléaire, Wç = ̂  (vo111 note (2)» P81?® ^^)-
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cette propriété, puisqu'elle est séparément continue, que X> 0 E
est dense dans 36(E), et que 3Î 0 F est dense dans 3î(F), si on
suppose que 3î a la propriété d'approximation (chapitre i,
proposition 11).

Si maintenant E et F ne sont pas quasi-complets, on remar-
quera que ^eSë(E) est a fortiori dans 3ë(È), Te3î.(F) est
dans 3î(F) ; on peut alors définir S u^; T e ï(Ê ®^ F) \ mais
Ê ®^ F = E ̂  F, donc S u^ Ï e Ï(E §„ F), et les conclusions
subsistent.

COROLLAIRE. — Avec les mêmes hypothèses, si 0 est une
application bilinéaire continue de E X F dans G quasi-complet,
il existe une application bilinéaire (et une seule si 3Î a la propriété
d'approximation) : (§, T)^SUQÎ, de 3ë(E) X 3Î(F) dans Ï(G),
hypocontinue par rapport aux parties bornées de 36(E) et
aux ^-parties de 3î(F), continue pour pi^T:, et telle que
(S^Uô^^^SuT^Op,?), pour Se^, T<=3Î, îeE,
f eF .

REMARQUES. — 1° Si 3-6, 3î, Ï, G, sont tous complets, la
proposition et son corollaire subsistent, en remplaçant E @^ F
par E §^ F, sans qu'il soit nécessaire de supposer que <% a
la propriété d'approximation stricte; il a toujours la propriété
d'approximation, puisqu'il est nucléaire.

2° Si, au lieu de 3-ê, c'est 3î qui est supposé nucléaire et
de dual nucléaire avec la propriété d'approximation stricte,
on peut aussi définir S u ̂  T.

Si 3-ê et 3Î ont tous deux les propriétés voulues, on
peut définir deux produits S u ^ T , mais ils coïncident sur
(3-6 0 E) X (3Î 0F), et sont tous deux séparément continus,
donc, 3f) et 3î ayant alors tous deux la propriété d'appro-
ximation, ils coïncident toujours.

On peut donner d'autres formules remarquables relatives
à la proposition 3 et à son corollaire.

Pour Se 36, T — 9 - S u T est une application linéaire continue
de 3î dans Ï. On peut la noter u^. Alors LJ(S) 0 IF est une
application linéaire continue de 3Î(F) dans Ï(F) ; pour T e 3Î (F),
(u / s )0 lp ) (T) est aussi l'élément de Ï(F) qu'on pourra noter
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S u T, cas particulier de S u^T lorsque E est le corps des scalaires ;
mais dans ce cas l'opération (S, T) —>• S u T est élémentaire
(et ne nécessite d'ailleurs aucune hypothèse spéciale sur 3fo
et 3Î), une seule des deux distributions étant vectorielle,
et nous en avons étudié plusieurs cas au chapitre i (multipli-
cation, page 69, et convolution, page 72). Comme alors on sait
(page 32) qu'il existe une application bilinéaire l\ de E X (it £ F)
dans Ï£ (E^F) , on voit que, pour S e î6, îeE, Te=3î(F),
r'7c(^, S u T) est un élément de Ï(E ®^ F) ; montrons que c'est
justement Se u^T. D'après ce que nous avons vu à la formule
(II, 2; 7), on a [^(SÎ, T) = r,p, ^(S, î)) = [\(^ "Q.
D'après la définition même de Se u^T, il est l'image de
r.jL.7î(Se, T) par l'application canonique u (g) I:

(^ ̂  3t) £ (E ̂  F) ̂  Ï £ (E ̂  F) ;

on peut donc dire que Se u^T résulte de e et *( == Fu.(S, T)
par les opérations :

E X [(^®^3Î)£F]

h
(3ë 8^ 3î) e (E §„ F) -^ Ï e (E §„ F).

D'un autre côté S u T n'est autre, d'après la relation
(S u T, f) = S u (î, f), pour tout f e F', et la 2® formule
(II, 2; 66"), que l'élément ( u ® Ip) F^S, Ï) = ( u ®Ip)(C) :

<SuTj')=Su<T,f)=u(S®(T, f»
= u ?,(8, T))V)]
==<(U®IF)IV(S,T), f).

Alors r^(e, S u T) provient de e, '(, par les opérations :

E x [{^ §u.3î) £ F] -"- E X (ÏsF)

hÏ£(E^F).
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Alors l'identité de SÎu^T et de I\: Ce, S u Ï) résulte simple-
ment de la commutativité du diagramme (formule (II, 2; 4)
relative à I\) :

E X [(96 g^3î) £ F] -u^ E x (&F)

(r. ;r,
(3ë^3î)£(E^F)-^£(E^F)

Nous laissons au lecteur le soin d'établir d'autres formules
du même type ; nous les résumons toutes ici :

^1^1=1^, Suî )

(II 2 - 8 ) ^u ,T==SuI \ (^T)("' " " ^gu.T?=r.(SuT,n
lSu,T?=r,(§,/OuT.

Si maintenant 0 est une application linéaire continue de E X F
dans G, on en déduira, puisque S U Q T == (l^ 0 ô) (S u^Ï), les
formules que nous laissons au lecteur le soin d'établir :

S^Uôî=(l^§(e))(Suî)

f i l 2 - 9 ) S^uoT=Su(l^o)r ,Ç,T)
(nî ? y y §,ueTf=(l^^f))(SuT)

SuoT?=(l^^o)r ,(S,?)uT,

où S(î) est^ l'élément de Ï(F; G) défini par f-^0(î, 7), et ^(^)
l'élément de 1Î(E; G) défini par î-^0(î, fi.

Comme îê, supposé nucléaire, a la propriété d'approxima-
"̂  -^ —>• / -^ >i

tion, on voit que S-^-S u ^ T (resp. S uoT) est la seule applica-
tion linéaire continue de ^(E) dans Ï(E ®^ F) (resp. Ï(G))
qui vérifie les 2 premières formules (II, 2; 8) (resp. (II. 2; 9)).
Si 3t a la propriété d'approximation, T-^Su^T (resp. §ueT)
est la seule application linéaire continue de 3Î(F) dans Ï(E §^ F)
(resp. Ï(G)) qui vérifie les 2 dernières formules (II, 2; 8) (resp.
(II, 2; 9)).
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§ 3. Produit « scalaire »
de deux distributions à valeurs vectorielles.

Etude élémentaire.

Dans Renoncé de la proposition 4, nous supposerons 36
espace de distributions normal, pour que 36' soit un
espace de distributions. Mais en réalité la proposition n'a
rien à voir avec les distributions; 36 peut être un espace
vectoriel localement convexe abstrait, ayant les propriétés
énoncées dans la proposition, et W est son dual; 36ÇSL) et ^6l(F)
désignent 96 £ E et W £ F.

PROPOSITION 4. — Soit 36 un espace de distributions [quasi-
complet) normal, nucléaire, ayant la topologie y et la propriété
£approximation stricte, et de dual fort ^6/ quasi-complet et
nucléaire. Soient E, F, des espaces localement connexes séparés
non nécessairement quasi-complets. Il existe une application
bilinéaire et une seule (ç, T)-^y^T de 36(E) X X(F) dans
E ®^ F, qui soit séparément continue et telle que

(II, 3; 1) ^e^Sf=^.^^f,
pour ^€.36, 5e3ë', îeE, ^eF, ^.S==(^, S)C) étant le
produit scalaire défini par la dualité entre 36 et W.

L'application ainsi définie est hypocontinue par rapport
aux parties bornées de 36(TL) et par rapport aux parties compactes
de 36' (F); elle est hypocontinue par rapport aux parties bornées
de 36'{F) si 36 est tonnelé.

Soit 3Î un espace ayant les mêmes propriétés que 36, u une
application linéaire continue de 3Ï dans 36, ^u sa transposée,
application linéaire continue de 36' dans 3î'. Alors

(II, 3; 2) uy^T==y.^uT pour îe3î(E), Te^(F).

Comme 96 est quasi-complet nucléaire, 36'ç = 36'^ (2), que

(1) Nous emploierons toujours la notation (j^.S pour désigner le produit scalaire de
<(»e^ê et de Se^ê7, gardant le symbole (,) pour le produit scalaire ^e, e'^ de eeE
et de ? e E7.

(2) Voir note (2), page 16.
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nous noterons !&' ; comme 3-6 est normal, W est un espace de
distributions. Il suffit alors d'appliquer la proposition 3 à
l'application u : f'^, S) -^ ̂  • S = (^, S) de 3ë X 36' dans C,
corps des complexes; elle est applicable, puisque 3-6 et 36'
sont quasi-complets ainsi que E et F, que 3-6 et W sont
nucléaires, que 3-ê a la propriété d'approximation stricte,
et que 3e', nucléaire, a la propriété d'approximation (1); on
peut prendre u. == y, et UL = p si 3-6 est tonnelé, parce que u
est hypocontinue, d'une part par rapport aux parties bornées
de 3e, et d'autre part par rapport aux parties équicontinues
de 3ë', donc par rapport aux parties compactes de 3-6' puisque
3e a la topologie y, et par rapport aux parties bornées de W
si 3ê est tonnelé.

La formule (II; 3, 2) résulte de ce que les 2 membres sont
égaux pour y e 3î 0 E, T e 3-ê' 0 F, et représentent des appli-
cations bilinéaires séparément continues de 3Î(E) X 3-6'(F)
dans E §„ F.

REMARQUE. — 3ë' = 3^ a les mêmes propriétés que 3e :
il est normal, quasi-complet, nucléaire, a la propriété d'approxi-
mation stricte (préliminaires, proposition 4), et la topologie Y,
ainsi que son dual fort (3^)c = 3-ê (ces conditions entraînent
donc aussi que 3-6 et 3-6' soient tonnelés (2)). La proposition 4
est donc entièrement symétrique, et peut avantageusement
être énoncée pour un couple d'espaces réHexifs en dualité,
'ïp 'ïpi<w, (TV) .

EXEMPLES. — On peut définir y^T pour :

ye3)(E), Te®'(F) ;
îeg(E), îeê^F);

9^(E), îe^F);

et dans les cas obtenus en inversant les rôles de <p et T.
On peut prendre pour u la dérivation D^ la multiplication

<p —^ a y, a convenable, la convolution <p —»- S * y, S conve-
nable, etc...

(1 ) SCHWARTZ [2], exposé 17, proposition 4, page 5.
(s) BOURBAKI [2], chapitre iv, § 3, n° 3, proposition 4.
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Indépendance de y^T par rapport à l'espace 3f>.
Supposons que 3Î soit un sous-espace de 3-ê, muni d'une

topologie plus fine que la topologie induite; alors W est un
sous-espace de 3Î', muni d'une topologie plus fine que la
topologie induite. Prenons pour u l'injection canonique de
3t dans 36. Alors (II, 3; 2) montre que, si y e JÎ(E) et
Te^-ê'ÇF), y-jcT a la même valeur, que l'on considère y comme
élément de 3î(E) et T comme élément de Jî^F), ou y comme
élément de 3ë(E) et î comme élément de 3^ (F).

Soit alors 3€ un espace ayant les propriétés énoncées dans
la proposition 4, et ayant en outre la propriété d'approxima-
tion par troncature et régularisation. On sait qu'alors <%(E)
a la même propriété d'approximation (page 73 du chapitre i).
Soit alors (ay) une suite de fonctions de SD, convergeant vers 1
dans ë pour v — o o et bornée dans %, et soit (pu) une suite
de fonctions de 3), ̂  0, de supports tendant vers l'origine pour
(JI—QO, Cp^x}dx== + 1; on a, pour ^e^(E) et Te^'(F):

i <p == lim | lim <y-v(<p * pu.)| dans ^(E),
^ V^ooL^^ k J

(II, 3; 3) ^donc
^ <p .̂  T == lim lim av(y * pu.) •^ T \ dans E ®^ F.
\ V-^-oo Lt"*"^00 J

Mais, comme nous l'avons vu ci-dessus, on connaît
^(9 *pu) •TtT dès qu'on connaît <p, T, ay, pa, indépendamment
de l'espace 36, car on peut le calculer en considérant ay(ç * pu)
comme élément de 3)(E) et T comme élément de 3)' (F) ; la formule
(II, 3; 3) donne donc un procédé de calcul de ç '^T qui est
indépendant de l'espace 3ë. Ainsi, si 9e®'(E) etÏe^F),
pourvu qu'il existe au moins un espace 3€ ayant les pro-
priétés voulues, et tel que <peî6(E), Teî-ê^F), la valeur de
<p •TC T est indépendante de cet espace Wo.

On peut donc énoncer :

PROPOSITION 5. — U élément y^T défini à la proposition 4
ne dépend que de 9 e 2)'(E) ^ rie T e= 2)'(F) ^ non rfe 3ë, pourvu
que 3^> ait la propriété £approximation par troncature et régula-
risation.
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Problèmes de supports.
Dans tous les cas usuels, la dualité entre 3e et W est telle

que ^ - S soit nul si les supports de ^ e 3e et S e W sont sans
point commun (C'est ce qui se produira en particulier si 3€
a la propriété d'approximation par troncature. En effet, soit
d'abord f^ à support compact; comme 3ë est normal, il existe
des ^j e 3) qui convergent vers f^ ; si a e 3) est égale à 1 sur un
voisinage du support de '^, sans point commun avec le support
de S, OL'^J e 3) converge vers a'^ == '̂  dans X $ mais OL'^j • S = 0,
donc ^. S = 0. Si le support de ^ est quelconque, on consi-
dérera une suite (ay)v^i 3 de fonctions de 3) convergeant pour
v —>• oo vers 1 dans ë en restant bornée dans S>, alors a^^
converge pour ^ —>- oo vers ^ dans 3e, et ay^ - S == 0, donc
^•S=0) .

Alors on a aussi y^T = 0, si les supports de 9 e ̂ (E) et
TeS^F) sont sans point commun.

Appelons en effet 3-ÊA le sous-espace de 3-6 formé des distri-
butions à support dans A, sous-ensemble fermé de B/1; munis-
sons-le de la topologie induite par 3-6. Définissons de même 3%.
Alors (y, T)-^y^T est séparément continue de 3€^{E) XS^aÇF)
dans E ®;t F; elle est nulle sur le produit {36^ ̂  E) X (3ëe ̂  F),
si A n B = ̂ ; mais 3-ÊA ^ E est dense dans 3@A(E) (parce
que 3'êA? sous-espace d'un espace nucléaire, est nucléaire, donc
vérifie la propriété d'approximation (1) ; voir alors la proposi-
tion 11 du chapitre i) et ïfo'e 0 F est dense dans 3ëB(F), donc
y .̂  T = Ô pour y e 3^(E), î e 3^) ; enfin 3ëA(E) (resp. 3ëe(F))
n'est autre que le sous-espace des distributions de 3e (E)
(resp. 3^(F)) de support dans A (resp. B) (car ^{E)wî(E^ 3^),
3ë(E)^î£(E^; 3ê); donc une distribution ye36(E) appartient à
^;6A(E) si et seulement si <y(E /)c3•6A, c'est-à-dire si elle a
scalairement son support dans A, c'est-à-dire si elle a son
support dans A; voir chapitre î, page 61). On peut aller plus
loin. Prenons 3^ == 3). Si y e 3)(E) est nulle ainsi que toutes ses
dérivées sur le support de T e 3)' (F), alors y^T est nul. Soit en
effet B le support de T; appelons %e le sous-espace de 3) formé
des fonctions nulles ainsi que toutes leurs dérivées sur B. Munis-

(1) Voir note (1), page 58 et GROTHENDIECK [5], théorème 9, résultat 1, page 47,
ou SCHWARTZ [2], exposé 19, proposition 4.
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sons-le de la topologie induite par 3). Alors y e UaÇE), espace
dans lequel %e 0 E est dense puisque Up, sous-espace d'un espace
nucléaire, est nucléaire donc vérifie la propriété d'approxima-
tion. L'application (<p, T)-^<p^T est hypocontinue par
rapport aux parties bornées sur ^(E) X ®B(F), nulle sur
(%Q 0 E) X (®B ^ F)(1)? donc identiquement nulle.

Nous pouvons donc énoncer :

PROPOSITION 6. — Si 3^> vérifie les conditions de Vénoncé
de la proposition 4, et si ̂ . S = 0 toutes les fois que les supports
de A e <% et S e ̂  sont sans point commun, alors y^T = 0
tou(e$ ^5 /bis gué îes supports de y e ̂ (E) e( T e 3e'(F) sont san$
pomt commun. Pour 3€ = ®, y-^T = 0 (ou^s ^5 /bi5 çue y e 3)(E)
est nulle ainsi que toutes ses dérivées sur le support de T <= 3)'(F).

Considérons ensuite la situation suivante. Soient <p e ë(E),
TeS&^F), de supports A et B ayant une intersection com-
pacte; montrons qu'on peut donner une définition naturelle
de y^T e E ®^ F. Il suffira pour cela d'appliquer la proposi-
tion 3 (modifiée suivant la remarque page 38) à SA, ^B? et
à la forme bilinéaire (^, S) —>• ̂  • S, hypocontinue par rap-
port aux parties bornées sur §A X S'n (2) [ÊA est complet
nucléaire, comme sous-espace fermé d'un espace nucléaire,
et comme c'est un espace de Fréchet nucléaire, son dual est
nucléaire (3)]. On peut donc définir une application bilinéaire
(^T)-^9^T de ëA(E) X ®B(F) dans E§^F, hypocontinue
par rapport aux parties bornées; elle coïncide sur®A(E) X ^(F)
avec l'application déjà définie sur 3)(E) X 3)'(F) [car ces deux
applications sont séparément continues, et coïncident sur
(®A ^ E) X'(®B ^ F)], et elle coïncide sur ^(E) X ëiî(F) avec
l'application déjà définie sur ë(E) X ë'(F). Soit alors a e 3), égale- > - > - > -> -> ->
à 1 sur un voisinage de A n B. On a y -^ T == a<p •^ T == y «^ aT,
le deuxième membre ayant un sens puisque ay e 3)(E), T e ®'(F),
le troisième puisque yeê(E) , aTeg'(F). Cette égalité résulte

(1) SCHWARTZ [4], chapitre ni, théorème XXXIII.
(2) SCHWARTZ [4], chapitre ni, § 7, dualité entre ê et ê'; première édition, page 90,

ligne 18, deuxième édition page 90, ligne 22.
(3) GROTHENDIECK [5], théorème 7, page 40, ou SCHWARTZ [2], exposé 18, théorème

page 3.
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de ce que les 3 membres sont égaux sur (SA ^ E) X (®B ^ F)
et définissent des applications bilinéaires hypocontinues sur
ë^(E) X ®B(F). Cette égalité montre en outre que y ^ T est
non seulement dans E §^ F? mais dans E ®^ F.

Calcul de y^T par intégration usuelle.
Soient X un espace localement compact dénombrable à

l'infini muni d'une mesure ^ ̂  0, E un espace localement
convexe séparé (non nécessairement quasi-complet). Pour toute
fonction f sur X à valeurs dans E, et toute semi-norme continue
Q sur E, posons (1)

(II, 3; 4) NQ,//O= (f^f{x)}Ydy.{x)y, l<p< oo.

Fixons p une fois pour toutes. Sur le sous-espace vectoriel
A^E) des fonctions f pour lesquelles tous les NQ^(/') sont
finis, les NQ p sont des semi-normes; ces semi-normes défi-
nissent donc un espace vectoriel topologique localement
convexe A^E); on appelle Ag(E) l'adhérence dans A^E)
de l'espace des fonctions continues à support compact; c'est
l'espace des fonctions de puissance p-ième sommable à valeurs
dans E. Cet espace n'est pas séparé. L'espace séparé associé
sera noté L^E) (2), espace des classes de fonctions de puis-
sance p-ième sommable. La classe de f e Aç(E) sera notée
f e L^E) ; mais fréquemment, quand aucune confusion ne
sera possible, nous écrirons, par abus de langage, f e L^E). Si
K est un compact de X, f^ la restriction d'une fonction f
définie sur X au compact K, pip la restriction de a à K, nous

(1) Nous étendons ici à E localement convexe séparé quelconque les définitions
données pour E espace de Banach dans BOURBAKI [6], chapitre iv, § 3; voir par
exemple n° 2, définition 1 (les semi-normes Np) et n° 4, définition 2 (les fonctions
de puissance p-ième intégrable). Nos notations sont différentes de celles de BOURBAKI,
notamment ÏP a des significations très différentes dans BOURBAKI et ici. Nous
énonçons ici les propriétés de L/^E) sans démonstration (ni référence) ; à notre connais-
sance ces propriétés ne sont démontrées nulle part. Notons que, même si E est
complet, L^(E) n'est pas nécessairement complet (mais il est complet si E est un
espace de Fréchet).

(2) Nous écrivons LP(E), parce que LP(E) signifierait L^eE, avec les notations
adoptées dans ce travail. On a L^(E) cLP(E), avec une topologie plus fine que la
topologie induite.
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écrirons /^eLi^E), ou, par abus de langage, f e LK(E), si f^
est de puissance p-ième sommable par rapport à OK..

Une fonction f telle que /" e L/^E) n'est pas nécessairement
mesurable. Elle est mesurable si E est métrisable. Si E —^ Ei
est une application linéaire continue de E dans un espace E^,
l'image /\ de f e L^E) est dans L^E,), donc mesurable si Ei
est métrisable; en particulier toute f e L^E) est scalairement
dans L^ et scalairement mesurable.

Pour que f e L/^E), il faut et il suffit que, quel que soit le
voisinage disque ̂  de 0 dans E, son image rcc^0/' par TT^ : E —^Ec^
soit dans L/^Ec^). Pour que la classe /" de f dans L^E) soit nulle?
il faut et il suffit que, quel que soit le voisinage disque ^U de 0
dans E, l'image de f par E ->- E^ soit presque partout nulle.
Cela entraîne que f soit scalairement presque partout nulle;
donc que f soit presque partout nulle si E est métrisable
(puisqu'alors f est mesurable) ou si E' contient une partie
dénombrable faiblement dense (voir chapitre i, page 66).
Si f e L^E) prend ses valeurs dans un sous-espace vectoriel F
de E, elle appartient à IAF). C'est classique si E est norme,
parce que f es L^E) si et seulement si d'une part elle est mesu-
rable, d'autre part j H/*^)]^ d^{x) < oo (1). C'est encore vrai
pour E quelconque. Soit en effet °D un voisinage disque
de 0 dans F; on peut se borner au cas où °D == F n 11, 11
voisinage disque de 0 dans E; alors on a le diagramme
commutatif

l'application T^ <^ : F(^—^ Ec^ étant injective, et faisant de ¥^ un
sous-espace topologique de E(^; l'image ̂ °f de f e L/^E) par
E—^Ec^ est dans L^Eo^) ; mais comme f prend ses valeurs dans F,
cette image coïncide avec ^c(),%°r^of, et comme F<^ est sous-

(1) BOURBAKI [6], chapitre iv, §5, n° 6, théorème v.
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espace de E<^ norme, cela prouve que Tc^ojf appartient à L^F^);
ceci étant vrai pour tout ^ f est bien dans L^F).

Soit f une fonction à valeurs dans E. Nous dirons qu'elle
est localement de puissance p-ième sommable si, pour tout
compact K de X, ^KeU(E).

Le quotient de l'espace de ces fonctions par le sous-espace
de celles dont l'image dans Li(E) est nulle pour tout K,
est noté ^(E) ou L^c(E); bien qu'il s'agisse d'un espace de
classes de fonctions, nous écrirons encore, par abus de langage,
f eÏ^E), si f appartient à une classe de ^(E), c'est-à-dire si,
pour tout compact K de X, f^ appartient à U.(E). Si alors Q
est une semi-norme continue sur E,

f- NQ,,. „(?) = (fMw)" w Y
définit une semi-norme sur ^(E); la famille de ces semi-
normes fait de .^(E) un espace localement convexe séparé,
dans lequel les classes des fonctions continues à support
compact sont denses. On a ^(E^Ï^E) pour p ̂  q, avec
une topologie plus fine que la topologie induite.

Pour p == oo, nous appellerons A^°(E) l'espace des fonctions
f sur X à valeurs dans E, telles que, pour tout voisinage disque
^ de 0 dans E, l'image de f par E—^Ec^ soit a-mesurable
et bornée.

On le munira de la famille de semi-normes

NQ.^^SUP.ESS.Q^C).
a;ex

L'espace séparé associé sera L°°(E). Nous définirons de même
L^(E), Ï°°(E) avec les mêmes abus de langage que pour p fini.

Si -ï- + 7̂ == 1, si ~e{x) e Î7(E), f(x) e Î7(F), le produit ten-

soriel e{x) 0 f(x)^ à valeurs dans E <^ F et que nous note-
rons pour cette raison e(x) 0^ f{x) ou e 0^ f, appartient à

(1) Rappelons que, si g est une fonction numérique (A-mesurable sur X,
M == Sup. Ess. g(x) est le plus petit nombre tel que g(x) -^ M presque partout pour (JL.
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L^E ̂  F)C)« S81 classe ne dépend que des classes de e et /\
et (î, f)—^^^r.f permet de définir une application bilinéaire
continue de Î7(E) X l7(F) dans L^E^F). Si ^e^(E),
^ea^F), alors î 0,, f e ̂ (E 0^ F), et on définit _ainsi une
application bilinéaire continue de ̂ (E) X ̂ (F) dans ^(E 0^F).

Si f e L^E), on peut définir son intégrale | f(x} d\f.(x) e Ê$
-> /"* •>• —^-^ ^ f{^)d^{x) est une application linéaire continue de L^E)
dans Ê.

Dans la suite, nous supposerons que X == R", et que pi
est la mesure de Lebesgue dx. Alors ^(E) est un espace de
distributions sur R" à valeurs dans Ê.

En effet, pour feÏ^E) et y e ®, on peut poser:

(11,3; 5) f^}=p{x)^x)dx^.

Ceci permet de faire correspondre à j fe i f^E) une distribution;
si cette distribution est nulle, Fimage /\ de f par toute appli-
cation linéaire continue E —^ E, de E dans un espace de
Banach est presque partout nulle (parce que mesurable et
scalairement presque partout nulle), donc la classe de f dans
IX^E) est nulle, et la correspondance précédente permet bien
d'identifier ^(E) à un sous-espace de 3)'(Ê), et l'injection
de ^(E) dans 3V (Ê) est trivialement continue.

Revenons alors à notre étude de y -^T, pour <p e <%(E), T e ̂ '(F).
On a le résultat suivant :

PROPOSITION 7. — Supposons que 9ê soit un espace de
distributions normal sur R", vérifiant les conditions de V énoncé
de la proposition 4. Nous supposerons en outre ce qui suit :

a) 96 a la propriété d'approximation par troncature et régula-
risation9,

b} 9 e 3ë(E) est définie par une fonction appartenant à
^(E)( l<p<oo) ;

(1) On le voit en utilisant le fait que, pour toute semi-norme continue R sur
E ^)it F, il existe des semi-normes continues P et Q sur E et F telles que
R(e 0 /) <^ P (e )Q( / ) . Voir GROTHENDIECK [4], proposition 2, résultat n° 2,
page 31; SCHWABTZ [2], exposé n° 2, proposition 1, formule (2).
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c) T e ̂ '(F) est définie par une fonction appartenant à
ï?(F)^+^l);

d) y<8^T est scalairement intégrable. Alors f ^(y(rc)0^T(<r))<Ar,
a priori dans le complété faible (E ̂  F)'*, est dans E ®^ F,
et est égal à y ̂  T :

(II, 3; 6) y.,T-^,(y^)0,T(^)^.

Nous ne donnerons pas la démonstration ici, car nous en
donnerons une plus générale à la proposition 21 ter. Remar-
quons que b) et c) impliquent que y<^T soit dans ^(E^F),
donc scalairement localement intégrable; elle vérifie donc
automatiquement d) si elle est à support compact. Remarquons
aussi que &, c, d, sont trivialement vérifiées si y et T sont des
fonctions continues, l'une d'elles étant à support compact.

La formule (II, 3; 6) a une grande utilité pratique. Prenons
par exemple 9d> = 3), W = 3)7, E et F étant des espaces de
Banach. Alors y e 3)(E) == 3)(E) (1) a un support compact.
D'autre part T e S)'(F) est égale dans un voisinage du support
de y (et c'est la seule chose qui importe d'après la proposition 6)
à une somme de dérivées de fonctions continues sur R" :
T == SD^p (voir chapitre i, corollaire 2 de la proposition 24).

p
Alors Dp(p 0 fp, fonction continue à support compact à valeurs
dans E 0^ F, est bien scalairement intégrable. Comme ® a la
propriété d'approximation par troncature et régularisation,
on peut appliquer (II, 3; 6) au calcul des D^ ̂ fpï alors, d'après
(II, 3; 2) appliquée à la dérivation Dp continue de 2 dans 3) :

(II, 3; 7) y-.T^-l)1^.^

^^(-lî^'^tD^^)^^^))^.

La même formule est valable pour 3ë = ê [ici D^ n'a plus
un support compact, mais la décomposition T == ̂  D^p est

p
( ' ) SCHWARTZ [l], proposition 9, page 108, ou ici, chapitre i, page 62.
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globale sur R", T e g7 (F) = §'(?) ayant un support compact (1)]
et pour îfo == ^ (ici la norme [[D^HE est une fonction numérique
.̂ 0 à décroissance rapide à Pinfini; nous laissons au lecteur

le soin de montrer que, F étant un Banach, T = ̂  D^p? où
^ . . . p

les fp sont des fonctions continues à croissance lente :
jf

ll??^)!^^! +KV (2); alors chaque fonction D^y 0 ̂
est continue sur R" et sa norme UD^ ^/'pHE^ F est à décrois-
sance rapide donc sommable, alors D^y 0 fp est bien scalaire-
ment intégrable). Dans tous ces exemples D^ 0 fp est non
seulement scalairement intégrable, mais intégrable (c'est-à-
dire appartient à L1 (E (^ F)).

Ces formules nous suggèrent, pour <p e ̂ (E) et Te W (F)
quelconques, la notation.

(II, 3; 8) 'Î^T=f^Q(x)^T{x))dx.

Nous justifierons plus longuement cette notation au §5
(voir proposition 31).

Convolutions.
Bornons-nous, pour simplifier, au cas çe3)(E), Te®'(F).

Soit Se g'. On a:

(II, 3; 9) î-.(S*T)=(y.S).,T=^+ïl)-4S^T,)

(le dernier membre signifie ceci : Sç 0 T\ est une distribution
sin R" X R" à valeurs dans F; <p(^ + Y)) est une fonction
appartenant à ë sur Rn X R"; Pintersection de leurs supports
est compacte, donc il n'y a aucune difficulté à définir leur
produit scalaire à l'aide des résultats de la page 45).

Les 3 membres sont en effet, pour S fixée, des fonctions
bilinéaires séparément continues sur 3)(E) X ®'(F), égales sur
(3)0 E) X (3)7 0 F), donc identiques. La première égalité résulte
d'ailleurs de (II, 3; 2) (voir exemples page 42).

(1) Voir chapitre i, page 62.
(2) La démonstration est identique à celle de SCHWARTZ [5], chapitre vu, théo-

rème VI.
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Liaison avec des résultats du chapitre I.
Considérons ç e <%(E) comme définissant une application

linéaire continue L^ de 3-6' dans E. Alors L^ ^ 1 est une appli-
cation linéaire continue de W ®^ F dans E ®^ F $ mais
W g^ F = 36 ®g F (puisque ^/ est nucléaire) = W (F) (car, 3ë
ayant la topologie y et la propriété d'approximation stricte, W
a aussi la propriété d'approximation stricte, voir préliminaires,
proposition 4). D'où une application bilinéaire (y, T)—»-(L^® I)(T)
de 3ë(E) X W(F) dans E ̂  F.

Cette application est trivialement séparément continue sur
3'6(E) X 3ë'(F) (la continuité séparée en T pour y fixé est évi-
dente, la continuité séparée en y pour T fixé résulte du corol-
laire 3 de la proposition 2 du chapitre i : si y converge vers 0
dans 3ë(E), L^ converge vers î) dans ÏJ^>1; E) donc L^0l
converge vers 0 dans ^{W ^ F; E ̂  F), donc (L^ 0 I) (î)
converge vers 0 dans E §7; F pour T fixée).

Comme cette application coïncide avec (y, ^-^(p^T sur
(3e 0 E) X (<%;' ^ F), elle lui est identique. On a donc

(II, 3; 10) y.,T==(l40l)(T).
On a, pour la même raison :

(II, 3; 11) y. ,T=(Lî0l)(y).
L'application L^ (resp. L?) n'est autre que l'application
T—^<p .^T (resp. y — ^ y - ^ T ) lorsque F (resp. E) est le corps des
scalaires. Elle est de nature élémentaire, et son étude a été
faite au chapitre î. Nous voyons qu'elle sert directement à
définir ç^T pour y e ̂ (E), TeX(F). On peut donc énoncer
la proposition suivante (qui permettrait de retrouver directe-
ment toute la proposition 4) :

PROPOSITION 8. — 96 vérifiant les conditions de V énoncé de
la proposition 4, T —> y -^ T est, pour y e 3ê(E), la seule applica-
tion linéaire continue de W{¥) dans E §7; F qui vérifie

(II, 3; 12) y.S/^L^S)^
pour SeX7 , f e F .
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De même y-^y.^T est, pour Teîê^F), la seule application
linéaire continue de 3ë(E) dans E ®^ F gui vérifie

(II, 3; 13) ^T=^Lî(^)

pour ^ e 9ë, ^ e E.
On a de plus
(II, 3; 10) y ^ T = = ( L î 0 l ) y ,
(II, 3; 11) y^T==(L^I)T.

8 4. Produit u scalaire w. Étude générale.

Dans tout ce paragraphe, (g et S seront des ensembles
saturées de parties bornées de E et F.

Parties du type @, parties S-équibornées ; applications sous-
nucléaires et sous-intégrales.

Les résultats précédents ne sont vraiment utiles que si E
et F sont des espaces de Banach; sinon, en effet, les applica-
tions bilinéaires qu'on trouve dans la pratique sont seulement
hypocontinues, et non continues; il faut donc pouvoir remplacer
E ®;c F par E S\ F, X == i,y, ou P. Cela nécessite alors certaines
hypothèses restrictives sur y ou T.

Dans la suite «Tî et 36 ne seront pas nécessairement des espaces
de distributions ; mais comme ils le seront dans la plupart des
applications, nous emploierons les mêmes notations que s'ils
l'étaient. Ainsi :K(E) voudra dire .̂ E ; si y e 3t(E), L^ sera l'appli-
cation y de X1 dans E. X(F) sera X&F; si T£X(F), Lésera
l'application T de 36 dans F. Si 36 est un espace de distributions,
mais non normal, X n'est pas un espace de distributions.

Soit y e K(E), et soit @ un ensemble de parties bornées de E.
On dira que y est du type @ si L^ applique toute partie équi-
continue de X' dans une partie de E appartenant à @; une
partie a de ^(E) sera du type @ si la réunion des images
par les Lt, y e a, de toute partie équicontinue de 3î' est une
partie de E appartenant à @. Si @ est l'ensemble de toutes
les parties bornées de E, toute ye.l î(E) est du type @ et les
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parties du type @ de 3î(E) ̂ 1^(3^; E) sont simplement les
parties bornées. Nous appellerons 3î(E<g) l'espace des éléments
du type @ de 3î(E) ; nous le munirons toujours de la topologie
induite par 3î(E).

Si maintenant T e ̂ (F), et si S est un ensemble de parties
bornées de F, on dira que T est S-bornée s'il existe un voisi-
nage de 0 de 3e dont l'image par Lî appartient à 6. On dira
qu'une partie S> de 3'6c(F) es^ 6-équibornée, s'il existe un voi-
sinage de 0 de 3e tel que la réunion de ses images par les Ly, T e %,
appartienne à S.

Nous dirons bornée, équibornée, sans spécifier S, si S est
l'ensemble de toutes les parties bornées de F. Dans le cas où
3ë == 2), ces définitions sont conformes à celles du chapitre i
page 84. Nous appellerons 3ê'(F$ 6) l'espace des éléments
S-bornés de <%^(F); la notation 3^(F, S) exprimera qu'il est
muni de la topologie induite par 3^ (F). Nous écrirons 3^ (F, (S)
si % est l'ensemble de toutes les parties bornées de F (1).

Dans les définitions ci-dessus, 3î, 3ë, E, F, ne sont pas
nécessairement quasi-complets.

Toutefois, si F n'est pas quasi-complet, nous supposerons
en général que 6 est un ensemble de parties bornées complé-
tantes de F. L'ensemble de toutes les parties bornées ne vérifie
pas cette conditions. Nous emploierons la lettre po au lieu de (3
pour désigner l'ensemble (non nécessairement saturé) de toutes
les parties bornées complétantes de F (2).

Enfin on dira qu'une application linéaire A d'un espace
localement convexe 3î dans un autre 36 est sous-nucléaire
(resp. sous-Intégrale) si, pour tout voisinage disque °D de 0
dans 3e, il existe un voisinage disque ^ de 0 dans 3Î tel que

(1) La présente notation est regrettable. Il aurait mieux valu appeler JKb(F; ^)
l'espace des Te»TTt(F) telles qu'il existe un voisinage de 0 de OXi'ç dont l'image par
LÇe^pîl^; F) appartienne à Ç. Pour 3Xi == ̂ , on retrouverait l'espace 5^(F; G)
défini ici, seulement si (^)^ == ^ê, c'est-à-dire si 9fo a la topologie y. Dans la notation
introduite ici, i)îl(F; ^) n'est défini que si JH est donné comme un dual ̂ . Nous
nous sommes aperçus de ce défaut trop tard pour le modifier.

(2) Toutes ces distinctions introduisent des subtilités d'un intérêt pratique douteux.
En pratique, F est toujours quasi-complet, Ç toujours saturé. Nous traiterons la
proposition 10 dans le cas le plus général, avec F non nécessairement quasi-complet,
et Ç == po ensemble non nécessairement saturé de parties bornées. Mais nous ne nous
gênerons pas, dans les propositions qui suivent, pour supposer Ç saturé et F quasi-
complet, si c'est plus commode pour la démonstration.
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A^) c ï), et que l'application Ac^ : 3^—^96^ définie par
passage au quotient et prolongement par continuité, soit
nucléaire (resp. intégrale). Cela revient à dire que, quel
que soit le voisinage disque ï) de 0 dans 3€, l'application
composée ?î —^3^—^ 3€^ de A par l'application canonique de
3-ê dans Wo^ est nucléaire (resp. intégrale).

L'application identique de 96 dans lui-même est sous-
nucléaire ou sous-intégrale si et seulement si l'espace 96 est
nucléaire (1).

Il arrivera dans certaines applications importantes (voir
page 99) que nous ayons à considérer J<Î(E) pour E non néces-
sairement quasi-complet. L'espace «^(E) est toujours très
précisément défini comme étant 3Î£ E^^(ï^; E(^^g(Eç; ^).
Mais il peut être délicat à caractériser de façon analytique simple.
Etudions par exemple l'espace ^(E) (m fini ou infini) (2), distinct
de l'espace ë^(E) des fonctions m fois continuement différen-
tiables sur R" à valeurs dans E. Si <p e (^"(E), à fortiori <p e ̂ (E),
donc y est une fonction m-fois continuement différentiable
à valeurs dans E; mais (D^)^), [p| ̂  m, est l'image de
(— l^lD^a;)) eg^ par U, donc elle est dans E lui-même, et
par suite <p est m-fois continuement différentiable à valeurs
dans E lui-même, ^(E^ê^E). Mais cette condition n'est
nullement suffisante. Lorsque x décrit un compact K de R'1,
Dp(f(x) décrit un compact <t>p K de E. A priori l'enveloppe de <I>p K
dans E n'est pas nécessairement compacte, puisque E n'est pas
quasi-complet; comme elle est précompacte (3), elle est compacte

(1) GROTHENDIECK [5], théorème 6 c, page 34; SCHWARTZ [2], exposé 12, défini-
tion 2, page 4, puis exposé 17, théorème 1, 4°, page 3 et page 4 en bas.

(2) Dans SCHWARTZ [1], nous avons toujours supposé E quasi-complet (voir
page 92-93). Nous avons défini ê'"(E) (page 93) comme l'espace des fonctions m
fois continuement différentiables sur R" à valeurs dans E (quasi-complet). Nous
avons alors démontré que ê'"(E) était identique à ê"1 §e E (proposition 10, page 109),
ce qui, puisque ê"1 à la propriété d'approximation stricte (voir ici préliminaires,
corollaire de la proposition 3, et chapitre i, corollaire 1 de la proposition 11), revient
à dire qu'il est identique à ê^sE.

Dans le présent travail, nous sommes liés par nos principes généraux de notation :
même si E n'est pas quasi-complet, ê^E) veut dire, par définition, ^'"eE. Mais
alors il n'est plus nécessairement l'espace des fonctions m fois continuement diffé-
rentiables sur R" à valeurs dans E, que nous noterons ê^(E) : 8'"(E) c8^(E) cê^Ê).
La lettre g est l'initiale de général; un élément de ê^(E) est un objet plus général
qu'un élément de ê'"(E).

(3) BOURBAKI [1], chapitre 11, § 4, n° 1, proposition 2.
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si et seulement si elle est complète; remarquons aussi que
l'enveloppe <î>p^ de <D^K dans Ê est compacte, et que l'enveloppe
dans E est donc compacte si et seulement si ^g^E. Nous
allons montrer que l'hypothèse ç e ̂ "(E) entraîne que <Dp K soit
compacte. Un élément de $p,K peut en effet toujours s'écrire
f^DP<f{x)d^(x), où pi est une mesure portée par K (1); autre-

ment dit cet élément est LDP?(^), ou (—l)^1 Lt {^ pi) (2),
et comme L^ applique ̂ m dans E, $p K est bien dans E lui-même.
Réciproquement, soit <p une fonction m fois continuement
différentiable à valeurs dans E, <p e ê^(E), vérifiant la condi-
tion ^ :

<S>^) Pour tout compact K de R", et tout indice de dérivation p
(Tordre <; m, Vensemble ^p,K== M DP^ÇX) a dans E une
enveloppe complète. a7eR

Alors nous allons montrer que y e (^(E). Nous savons déjà
que y e ê^E). Elle définit une application linéaire continue
L^ de ê^ dans E$ elle appartiendra à ^(E) si et seulement si
14(^)1= E. Soit donc S e ê'7», on a S=SD^p, a? mesures

p
à supports contenus dans un compact K de R". Alors
l4(S)= S (—1)1^ Lî)^{x)d^{x)9, l'ensemble (J D^{x) est

|P|^"» .reK
un compact ^K de E, dont nous savons que l'enve-
loppe ^p K dans Ê appartient à E. Si ^[rfpLp|<;M, alors
FD^X) du..p{x) eM$p,KcE et l4 (S) sera bien dans E lui-

même. En outre, si toutes les parties <Ï>^K appartiennent à
un ensemble saturé @ de parties bornées de E, y e ̂ (E) sera
du type @, car si S parcourt une partie équicontinue de ë^,
on peut, dans l'intégrale ci-dessus, choisir m et M fixes,
ainsi que le compact K de R", alors L^(S) reste dans une
partie M^p^e®. La réciproque est évidente.

Nous avons donc démontré la propriété :

PROPOSITION 9. — Si E est un espace localement convexe
séparé, non nécessairement quasi-complet, Vespace (^(E) == ê^E

(1) BOURBAKI [6], chapitre ni, § 4, n° 3, proposition 7.
(2) SCHWARTZ [1], n0 3, page 116.
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est l'espace des fonctions y m fois continuement différentiables
sur R" à valeurs dans E, vérifiant la condition:

^m) Pour tout compact K de R", et tout indice de dérivation p
d'ordre ^ m, V ensemble (S)p^= M D^ {x) a une enveloppe
complète. xeK

L'espace ê"1 (E<g) est le sous-espace des fonctions y pour
lesquelles tous les $p K appartiennent à @.

Une partie a de ê" (E) es( rfu Q/pe @, si et seulement si, pour
tout p d9 ordre ̂  m, M <I>^R appartient à @.

îe=a _
Nous appellerons toujours ^(E) (qui n'avait été défini

que pour E quasi-complet, chapitre i, page 63) le sous-espace
des fonctions à support compact de ^(E); il sera muni
de la topologie limite inductive des 3)?(E), K compacts de
R". C'est Vespace des fonctions y, m fois continuement différen-
tiables à support compact sur R71 à valeurs dans E, vérifiant:

<t>y Pour tout indice de dérivation? d'ordre ̂ m,^>p= [J ^^{x}
est un compact de E dont V enveloppe est complète. XGRn

Le produit scalaire y -^ T.

PROPOSITION 10. — Soient 3î, 36, deux espaces localement
convexes séparés, non nécessairement quasi-complets; on suppo-
sera ou bien que 3î a un système fondamental de voisinages
disques U de 0 tels que 3î^o ait la propriété d'approximation,
ou bien que 36 a un système fondamental de voisinages disques
V de 0 tels que X^ ait la propriété d'approximation. Soit A un
opérateur sous-nucléaire de 3Î dans 9e. Soient E, F, des espaces
localement convexes séparés, non nécessairement quasi-complets.
On peut définir une application bilinéaire (y, T)—^y-i ;AT
(notée aussi y* iT si aucune confusion n'est à craindre), de
3Î(E) X X(F; ?o) dans E ®, F. Elle vérifie

(II, 4; 1) ^.,AS7==(A^.S)^0f

pour ^e3î,S==X, îeE, ^eF.
La forme bilinéaire (y, T) -^ y -i; AÏ est compatible avec les appli-

cations linéaires continues de E et F, et avec les applications
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linéaires continues de 5î et <?6. L'image par cette application
du produit d'une partie bornée de 3Î(E) par une partie ^o-équi-
bornée de ^(F) est une partie bornée de E §; F.

Rappelons d'abord que, si ^i^o, dual de X^, a la propriété
d'approximation, il en est de même de 3t̂  lui-même donc de
X^; donc de 3î. Si K est un espace nucléaire, il possède toutes
ces propriétés (avec même 3î<^ et ^4l° hilbertiens) (1). Si <TÎ est
un espace de Banach, cette propriété revient à dire que 3î1

a la propriété d'approximation.
Nous démontrerons cette proposition en plusieurs étapes.

Le tait que l'image dey^iÏ dans E ® ^ F soit l'élément ç-^T
défini à la proposition 4 ne sera démontré que plus loin, corol-
laire de la proposition 19.

Existence de y»i;AT.
Soit T une application ^-bornée de 3€ dans F, et soit ï) un

voisinage disque de 0 dans 3e, tel que L-fÇV} soit contenu dans
une partie bornée disquée complétante B de F; alors L^r
définit par passage au quotient une application linéaire
continue Lrç- ̂  ç de 3^o^ dans Fp, donc de S'êo^ dans FB puisque
FB est complet, donc une application linéaire continue L^r ^
de X^ dans F.

Il existe alors un voisinage disque 11 de 0 dans K tel que
l'application A<^,^ : X^—» 96^ soit nucléaire. Soit W le polaire
de %. Alors LÇ-, application linéaire continue de X^ dans
E, définit une application linéaire continue L^c^o de Sî^o,
dual de 3t ,̂ dans E.

L'application nucléaire A^-) peut être définie par un élé-
ment Ç de 3î^o §)^ Ù^. Cet élément est unique si ^4l0 ou ̂
a la propriété d'approximation (2) ; on suppose justement
qu'il existe un système fondamental de voisinages U ou T)

(1) GROTHENDIECK [4], proposition 36, 1, page 167, et lemme 19, page 169; [5],
lemme 3, page 37. Voir aussi SCHWARTZ [2], exposé 14, corollaire page 9, exposé 15;
théorème 7 page 6; théorème 8, page 7; théorème 9, page 7; exposé 17, proposition 4,
page 5.

(2) GROTHENDIECK [4], corollaire page 168, n° 3, où E est remplacé par E' : si
TL1 ou F à la propriété d'approximation, l'application canonique de E7 ç^r. F dans
^ (E; F) est biunivoque. Voir aussi SCHWARTZ [2], exposé 14, théorème 3, B^, page 7,
et proposition, Bg page 8.
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pour lesquels il en soit ainsi; nous supposons, au moins provi-
soirement, cette condition vérifiée pour Xyo ou S .̂

Alors, .îicyo §^ 3-6^ étant identique à ^yo <§^ 9êcç puisqu'il
s'agit d'espaces de Banach,

(II, 4; 2) ^=(LÎ.^ ^L^)CQ
est un élément de E §, F, que nous noterons provisoirement
^ ^y'^u^ 1-

Montrons maintenant que cet élément est indépendant
du choix de 11 et ̂  et qu'en outre il n'est nullement néces-
saire de supposer que ^icyo vérifie la propriété d'approxima-
tions, s'il existe un système fondamental de voisinages de 0
de ^» pour lesquels il en est ainsi ; si l'hypothèse d'approxima-
tion est faite sur 3€ nous supposerons toujours que 3'êc^ à la
propriété d'approximation.

Soient donc ^Ui, ï^, et ^2? ^2? deux choix de tels voisinages.
Appelons ^U, 0, un troisième choix avec V c ̂  n ^g,

U c ̂  n llg, tel que 3i^o ou 3'ê^ ait la propriété d'approxi-
mation, et que A<y^ ̂  : Xy^ -^ S'êo^ soit nucléaire.

On a le diagramme commutatif :

^W'-^ L-^o

On en déduit le diagramme commutatit :

• 3^0 ̂  96^ -^î^c^ 0 L^ ̂

.E®,F
Lî.^0^,^

Désignons par ^l'élément unique de 3î^o§i3-6^ qui définit
l'opération nucléaire ^t<^ -^ 3-6^ (élément unique, puisque .lî^o
ou 3-6^ à la propriété d'approximation); comme 3^—^96^
se factorise en 3t<^-^3t<^ -^ ^c^, C est l'image de tout élément
Ci de 3î^^3êc^ définissant l'opération nucléaire 3ty^^3^? par
l'application canonique ^^o^^^-^ït^o®^^. Le dernier dia-
gramme commutatif signifie que l'élément ^ == (L-^ c^o 0 L^r ,^)(t),
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associé au choix {U, V^) de voisinages, coïncide avec l'élément
^i = (Lt^®L^^) ÇQ associé au choix (^i, ^i, ^).

On a maintenant le diagramme commutatif :

^^^ L^

d'où l'on déduit le diagramme commutatif:

^^ ^W ®i ̂  ̂ ^L^ <yo ® L^ c^

^®,^^^^———^________^E®,F
Lt^o®,L^

Comme 3t<a-^X^ se factorise en X^-^X^-^^, l'élé-
ment *( est image de l'élément Ç de aî^o ®, ̂  définissant
l'opération nucléaire X^-^^, par l'application canonique
3î |̂o ®i Woo^ —^ 3î^ ®^ 3'ê .̂ Alors ^ coïncide avec

^ = (LÎ.^L^CC)
associé au choix (^tl, V). Cela prouve donc que ^ = ^i, et
comme on peut montrer de la même manière que E; = ^,
on a bien ^ = Çg, et cela quels que soient les choix de *(i
et ^2? ce qui prouve bien l'indépendance de S; par rapport
au choix des voisinages.

On peut donc appeler Ç^AÏ, ou y ^ T si aucune confusion
n'est à craindre, l'élément ^ obtenu indépendamment du choix
de U, ï), Ç. Soit A l'image U^0); c'est une partie convexe
équilibrée compacte de E. L'image L^(ï)) de °^est contenue dans
une partie bornée disquée complétante B de F. Alors L^^A est
continue de 3î^o dans EA, L^r^a est continue de 96^ dans
l'espace de Banach FB. L'élément (Lf.^A ^L^^a) CQ appar-
tient à E A ® , F B == EA ^FB (voir page 13); et y- , ;AT est
son image dans E<^F. Ainsi Ç-^AÎ appartient à l'image
dans E ®i F d'un élément d'un EA §^ FB, A convexe équilibrée
compacte, B bornée disquée complétante. Si de plus y parcourt
une partie bornée de 3î(E), T une partie po-équibornée de
X(F), U et V peuvent être choisis indépendamment de ^
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et T, donc aussi Ç; en outre, A reste dans une même partie
disquée bornée Ai de E, B dans une même partie disquée bornée
complétante Bi de F; comme *( est contenu dans l'enveloppe
de k W 0 V, /c> 0 convenable, V image de °0 dans ̂ , son
image dans EA, § ;̂ FB, est dans l'enveloppe de k Ai 0 Bi, donc
reste bornée, et par suite Ç ^ A T reste borné dans E^F.

Si maintenant 9 est une application bilinéaire séparément
continue de E X F dans G quasi-complet, elle se prolonge
en une application linéaire continue 0 de E ®i F dans G, et
on peut définir y^T == 6 (ç*iT). Naturellement si @(resp. S)
est une famille saturée de parties bornées de E (resp. F), on
peut définir 9-@.çT, qui est l'image de ç-^T par l'application
canonique de E @i F dans E ®i <g^ F.

Compatibilité avec les applications linéaires continues de E et F :
Si l'on a des applications linéaires continues E^ —>• Eg,

Fi —>• Fg, on en déduit des applications linéaires continues
yi ̂  ^ de 3Î. (Ei) dans 3Î{E^ T, —Tg de X(Fi) dans X(F,),
cette dernière appliquant X (Fi; Pô) ^9ins X (Fa; [So) parce
que l'image, par une application linéaire continue, d'une
partie bornée complétante est bornée complétante. Alors
ça ^ Ta est trivialement l'image de Ci •, Ti par E^ ®, F^ -^ Eg ê, Fa.
Considérons en particulier l'élément S de 3î (3îc) qui définit
l'application identique de 3î̂  dans 3t^; soit &^ l'élément de
X(^;?o) (ïul défi1111 l'application canonique S^-^^;
^ est supposé choisi de manière que Ly l'applique dans une
partie bornée disquée complétante B de F. Ces données défi-
nissent un élément â^A^ de Ji^®,^. Alors l'image de
cet élément par L^ 0 L^r^ est un élément de E ®i F, qui n'est
autre que L^(â) •i; A L ,̂ ̂ (â^) = y •i; A T.

On peut aussi remarquer ceci. Soient V et B tels que Lç
applique ^ dans B, donc que Ly^B applique 3€c^ dans le
Banach Fn. Alors TB : 9-6 -^ Fa est une application bornée
de 3€ dans Fp, T est son image par FB-^ F; y ^ T <= E ®i F est
l'image de y -^TB e E ̂  Fa par FB —^ F. On peut donc toujours
passer par un intermédiaire où F est remplacé par un espace
de Banach.
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Image de <p^T dans E®eF. La formule (II, 4; 1).
Comme *( e K^ê^cç définit l'application X^-^^^= y^;AT

définit l'appplication composée

E;^Xâ^^^F;

autrement dit l'image ^ de ^ dans E ® g F est tel que l'appli-
cation ^ de E^ dans F soit définie par LpoAo^:

E^aî-^-^F.

De même l'élément ^o est l'application de F', dans E
définie par L^Ao^L^r:

F/ -JT ^û?/ -a *ïi*/ 1J? ir?
c ———^ <Wc ———^ ^c ———^ •^*

Ceci montre que l'image ^ de ^ dans E ®g F n'est autre que
l'image par L^ €) L^r de l'élément de ^ £ 3-6 qui représente
l'application A de ^t dans 3ë, ce que l'on pouvait aussi voir
directement.

Supposons que F soit le corps des scalaires. Alors
E @ , F = E @ , F = E , ^ = = ^ donc si Se3ë', Ç = = y . ^ S
n'est autre que l'élément :

(II, 4; 3) ç.,AS=L^A(S))^E.

Si maintenant F est quelconque, et si f e F, f définit l'applica-
tion continue z -^ zf de C dans F, donc ce que nous avons vu
page 61 montre que < p \ ; A ( S ® ^ ) n'est autre que

(II, 4; 4) î-,A(S^?)=(LîCA(S)))0f.

Si alors y == ^ 0 e, on trouve bien (II, 4; 1), car
^(^(S^^.^S^Î^A^.S)^. Bien entendu, on voit de
la même manière que si E est le corps des scalaires, si ^ e 3î,
etî^(F; pj,

(II, 4; 5) ^;AT==Lf(A^)eF,

et que, si E est quelconque, et si ^ e 3Î, î e E :

(II, 4; 6) ^;AT=î®Lf(A^).
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On voit ainsi que les images, par (y, T) -^ y •c T, de
PZ 0 E) X (X(F; Pô)) et de 3î(E) X (W ^ F) sont dans E 0 F,
produit tensoriel non complété.

La formule qui donne So? image de S; dans E ®g F, montre
aussi que Ço ^t connu quand ^ == A y e ̂ (E) et T e ̂  (F; (îy)
sont connues, sans qu'il soit nécessaire de connaître l'espace 3Î,
l'application A, et l'élément y de K (E) tel que ^ == Ay.

Si en effet y, e ^îi(E), y^ e X^E), si Ai et Ag sont des applications
sous-nucléaires de 3îi et «Kg dans Se, et si Ai(yi) = A2(ya) e ̂ (E),
alors les applications Ai o ̂ L^ et Ag o ̂ L^, de E^ dans 3-6 coïn-

o» •̂  " — -̂ -̂  ^

cident, donc les éléments Ço associés à yi'i;A/T et y2*i;A2T coïn-
cident. Il serait intéressant de savoir si E; lui aussi dépend
seulement de ^ == Ay et de T, et non de 31, A, y ou
seulement de y et de S == ^AT, et non de <%, A, T; nous ignorons
s'il en est ainsi. Voir d'autres développements sur ce sujet
page 65 (formule II, 4; 11 bis et 11 ter) et page 83.

Compatibilité avec les applications linéaires continues de 3î et
de 3e. La formule fondamentale (II, 4; 7).

Soient 3îi, 3ëi, et 3îg, 96^ deux couples d'espaces; chaque
couple est supposé vérifier les conditions d'application de la
proposition 10 (1), relativement à une application sous-
nucléaire, Ai : 3îi —^ 96^ pour le 1er couple, Ag : 3Î2 -^ ̂ 2 pour
le 2e couple. Soient en outre u : 3î, —^ X^, et v : ̂  —>• Sëg,
des applications linéaires continues, telles que l'on ait le
diagramme commutatif :

L'image ( u 0 l ) y i = = u y i de y ie3î i (E) appartient à 3îa(E),
l'image (^ ® I) T, == VT, de T, e (3ë^ (F$ p,) appartient à
(3^ (F, po). On a alors:

(II, 4; 7) ^-t;A,T,=y,.,,.A/^(T,).

(1) Nous n'imposons pas la même propriété dans les deux cas : on pont la supposer
pour X^ dans le 1er couple, pour ̂  dans le 2e.
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Soient en effet T^ un voisinage disque de 0 dans 3ëg, tel que
L^CnO soit bornée complétante dans F, ^ un voisinage
disque de 0 dans X^ tel que AgCHg) c ^25 et q^ (A2)<u,.T),:

(t^2)<U2"~^(^2)(i^ s01^ nucléaire, Ui un voisinage disque de 0
dans 3îi tel que u(U^) c ̂  ; on supposera en outre ces voisinages
choisis de telle manière que la propriété d'approximation
requise dans la proposition 10 soit vérifiée. Soit Çg un élément de
(^2)^8 ®i (^2)^)2 définissant l'opérateur nucléaire (Ag)^,^; alors

(II, 4; 8) uy, .,Aj2 = (L^,^ ̂  L^JCO.
Mais L^==L^o^; de u^cU^, on tire ^fU^c^, et

^'uîi, ̂  == ^îi. US0 tuW. W^ en î1^^^ tU(^^ ̂  l'opérateur de
(^2)^ dans (3ti)^ défini par ^M. Alors

(II, 4; 9) ^•.^T^^.^^L^^^^^I)^).

Mais (Sis. US0 I) (^2) est un élément ^ de (3îi)^ §, (^)^
définissant l'opérateur nucléaire factorisé par

(̂ Ou "̂  (^2)^ "̂  (^2)^,
et alors (L^^^L^^) (Y)i) n'est autre que y-i;(A,ou)Ta. Donc

(II, 4; 10) uy^AT,=y^(A^)T,.
De la même manière, en partant d'un voisinage disque Da

de 0 dans 3ëg te! q116 L^,^) soit bornée complétante dans F,
d'un voisinage disque ^ de 0 dans 3ëi tel que ^i) c Dg,
et d'un voisinage disque ^i de 0 dans 3Î^ tel que Ai(°lli) c ï^,
et que (Ai)<y^,^: (^îi^-^^i)^ soit nucléaire, et de manière
que les propriétés d'approximation requises Soient vérifiées,
on verra que

(II, 4; 11) î<-.A>T,=y,.,(^AA
Mais le diagramme de compatibilité exprime précisément

que A 2 ° u = = ^ o A i , d'où l'égalité cherchée.
Donnons quelques applications de (II, 4; 7) :
A) Supposons que .11 soit un espace de distributions normal

sur R"; alors Xç est un espace de distributions. Supposons
que y e 3Î(E) soit un élément de ®(E), ayant son support dans
une partie fermée A de R" (éventuellement A == R"). Appelons
®A le sous-espace de 3) formé des fonctions ayant leur support
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dans A; munissons-le de la topologie induite par 2). Alors
^(E^C^DA, donc ^e^E^; ®A) donc ye^E). Alors
§ === ^ATeSt^F; pj c ®,(F; po) est une distribution po-bornée à
valeurs dans F; soit ÏA. l'élément de (®A)c(F; j^) tel que L^soit
la restriction de Lf e Ï(3) ; F) à ®A (SA est l'image de S par
l'application canonique 2)' ->- (S^)7 transportée de l'injection
®A--^ ®). Alors 9*1; AT est connu dès qu'on connaît <f e ®A(E),
SA^O^A^F-, po)? 5an5 î^'^ ^o^ nécessaire de connaître les
espaces 3Î, 36, l'application A de 3î dans 3e, îa distribution T ni
même îa distribution ?. On a, plus précisément :

(II, 4; 11 )̂ Î-,AÎ=Î*,I^
le second membre étant appliqué à 9 e ®A(E), SA e (®A)^F; Pc)?
I == identité (l'identité est bien une application sous-nucléaire
de ®A dans ®A? parce que SA? comme sous-espace de ® nucléaire,
est nucléaire; il a bien alors la propriété d'approximation
requise dans l'énoncé de la proposition 10, voir page 58).
Pour montrer notre assertion, il suffit d'appliquer (II, 4; 7)
au diagramme commutatif :

-». ^ 3Î \ ^i

où u est l'injection de ®A dans 3Î, et v = A o u. Alors ^ == 'i^o'A,
où 'u est l'application canonique de 3Î' dans (^A/.

En particulier, si nous prenons A == R", nous voyons que,
si <pe®(E) , ç - i ;AT est toujours égal à y.i^AT, 9e®(E),
^AÎeS^F; po), A = identité de ® dans ®.

B) De la même manière, soit 3ë un espace de distributions
normal sur R", de sorte que 96'c est aussi un espace de distri-
butions normal. Soit T e ®(F; po) 0 === W (F; po) ^ ̂ (F; Pô).
Supposons que T ait son support dans une partie fermée A de R".
Comme L^r est dans (3)')ç(F; po), il existe une partie disquée
bornée B de F dont l'image réciproque (L^'^B) est un voisi-
nage ï) de 0 dans SD7. Le dual (^A/ de ®A peut être identifié

(1) Voir note (1), page 54.
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algébriquement au quotient 3)' /(â)^0 de 3)' par l'orthogonal
(2)A)° de SA dans 3)1. *- 6

Comme 'L^F') c 3)̂  'Lf^F;; ®A), donc Lî^((a)^;F),
donc L^ est continue de <r((®A)', ®A) ou T(®', 3)^) dans cr(F F') (1) •
alors •O est disque dans «r^)', ®A), et absorbant puisque
voisinage de 0 dans 2»', donc il est voisinage de 0 dans (®A.)'
fort = W, (2) ; donc T appartient à ((3)^X (F, Pô).

D'autre part, ^ = Ay appartient à 3ë(E) c ®'(E); soit ̂
l'image de ^ par l'application canonique 3)' ->- (S^'c, de sorte
que L^ est la restriction de L^-e^®; E) à ®A. Alors y.^î
^( connu rfâs que l'on connaît ÎA«S(®A^(E) e( îe®(F), sans.epA^(K) e( Te;

-> •>çu^7 50^ nécessaire de connaître 3t, 3ë, A, y, î. Plus préci-
sément, on a :

(ii, 4; ii'-) î.^î=4^î,
le deuxième membre étant relatif à

ÎAe(2)^(E), îe((®^(F; p.),

1 identité (I est sous-nucléaire, si (3)^ est nucléaire; or la
topologie de (3)^)' est celle de la convergence uniforme sur les
parties bornées de ®A, donc sur les parties bornées des 3)^
K compactes cA; donc cette topologie est la limite projec^
tive de celle des (&^)' ; comme les ®K sont des espaces de Fréchet
nucléaires, les (®s)' sont nucléaires, donc (3)̂  est bien
nucléaire (')).

On utilisera, pour le voir, le diagramme commutatif:

w^
,> We

w> ^• î

où v est l'application factorisée 96 -^ 3)' -^ {3)^ et u = p o A -
alors 'p est l'injection de ®A dans 36',. '

()) BOUHBAKI [2], chapitre iv, § 4, n» 2, proposition 6, implication a -*- ï.
( ) V étant faiblement disque, est le polaire D° d'une partie de 3>s- <V étant

absorbant, D est faiblement borné, donc borné (BOURBAKI [2], corollaire du théo-
rème de MACKEY, chapitre iv, § 2, n» 4), et par suite <0 = D° est un voisinage fort
de u.

(3) Voir note (8), page 45; voir ensuite GROTHENDIECK [5], corollaire 2 du
théorème 9, page 48, et SCHWARTZ [2], exposé 17, corollaire 1, page 3.
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C) Plaçons-nous dans un autre cas. Supposons que 36i,
36g, 3îi, 3îa, soient des espaces de distributions normaux sur
le même espace R" (les deux couples 3îi, 36i, et Sîg, 36g, veT1'
fiant toujours la propriété d'approximation requise pour l'appli-
cation de la proposition 10).

Supposons qu'on ait des inclusion 3îi c .Ttg c 36g, 3îi c 36i c 362,
les injections correspondantes étant continues, et les injections
Ai : 3îi —>- 36i et Ag : .Tîg —>- 562 étant sous-nucléaires.

Alors pour ye.Tîi(E) et Te (36^ (F; po), 1̂  d61^ éléments
9 •i;A,T et <p •i;A,T, où le premier est défini à partir de y e 3îi(E)
et Ï6(3ëi)^ (F; po)? et 1e deuxième à partir de ye^E) et
î e {96^ (F; po), coïncident.

Si maintenant 3îi, ^i, 3îs? 3^2? ^s? ^3? sont ^ois couples
d'espaces ayant les propriétés de la proposition 10, et si
l'on a des inclusions 3îi c ̂ 3 c 3ëg, 3î^ c îë^ c 3^3, X^ c ^3 c 363,
3Î2 c 363 c 363, les injections correspondantes étant sous-nucléaires,
alors, pour ye3t,(E) n 3t,(E), et Te (^ (F; po) n (^),(F; po),
les éléments ^•iT définis à partir des injections St,-^^ et
3Î2 -^ 362 coïncident, puisqu'ils coïncident tous deux avec
y.iÏ défini à partir de l'injection ^3-^363.

D) Si on a seulement les inclusions 3îic36i, «Tîg c 36a, et
si les injections correspondantes A, et Ag sont sous-nucléaires,
si d'autre part la dérivation partielle D^ ou la multiplication
par a e g, ou la convoi ution avec S s ê', opèrent continuement
de 3Î, dans 3îa et de 3^ dans 3 ,̂ donc de (3î^ dans (3Î^
et de (3^ dans (3ë^, on a, pour ye^(E) etîe (36^ (F; (3o) :

D4-lT=(—l)lp ly• ,D^T
(II, 4; 12) ay,T=y.,aT

(S4).,T=ç^(S*T)

Cas où l'application est A nucléaire.
Lorsque A est non seulement sous-nucléaire mais nucléaire,

il n'est pas nécessaire de supposer T bornée :

PROPOSITION 11. — Soient 3t, 36, deux espaces localement
convexes séparés, non nécessairement quasi-complets', on suppo'
sera ou bien que 3t a un système fondamental de voisinages
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disques ^ de 0 tels que 3t^o ai^ la propriété d'approximation,
ou bien que 3ë a un système fondamental de parties connexes
équilibrées compactes H telles que 96a ait la propriété ^approxi-
mation. Soit A un opérateur nucléaire de 3t dans 36. Soient
E, F, des espaces localement convexes séparés, non nécessairement
quasi-complets. On peut définir <p •i;AT e E @i F pour <p e 3t(E),
T e ̂ (F) (^ pZus généralement pour L^r application de 9ê
dans F transformant toute partie convexe équilibrée compacte
de 96 en une partie bornée de F). On à la formule (II, 4; 1).
Inapplication bilinéaire ainsi définie coïncide avec celle de la
proposition 10 si cette dernière a un sens9, elle est compatible
avec les applications linéaires continues de E et de F, et avec
les applications linéaires continues de 3t et de 96. Si y reste dans
une partie bornée de 3t(E), et si T reste dans une partie de ^(F)
telle que, pour toute partie convexe équilibrée compacte H de 96,
L^(H) reste dans une partie bornée complétante de F, alors y'i^T
reste dans une partie bornée de E @,. F.

Remarquons d'abord que 36 vérifie sûrement la propriété
d'approximation requise si 36'c est nucléaire, puisqu'alors les
parties telles que H sont des parties W, Vi voisinages disques
de 0 dans ̂  (voir note (*) page 58).

Puisque A est nucléaire, il existe une partie convexe équili-
brée compacte Ho de 36 tel que A se factorise en 3t—"2- ̂ Ho-^^?
A^ nucléaire ( t).

Si les hypothèses d'approximation sont relatives à 56,
il existe une partie convexe équilibrée compacte H contenant
HQ, telle que S^a ait la propriété d'approximation; et AH:
3t —>- Wo^ est a fortiori nucléaire. Si les hypothèses d'approxi-
mation sont relatives à 3Î, nous prendrons H == Ho. Mais
si T e: ̂ (F), la restriction de L-f à S^s définit un élément TH de
(^^(F) (image de T par l'application X-^G^H^, transposée
de l'injection ^-^36). Mais S^n est complet, donc toute appli-
cation continue de ((^H)^= 3€a dans F est bornée, et l'image
de la boule unité H, partie complétante de 9&a, est complétante
dans F. Donc TH s (9(o^(V \ po)* La même conclusion subsiste si

(1) GROTHENDIECK [4], définit 4, 3. page 80, et page 82; SCHWARTZ [2], exposé
12, proposition 3, page 4.
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on part simplement d'une application linéaire L^r de îfo dans E
transformant toute partie convexe équilibrée compacte H de 96
en une partie bornée de F (nécessairement complétante puisque
H est complétante). Alors à partir de 9 s 3t(E), TH e (^^(F ; ?o)?
AH : St—^^H nucléaire, et compte tenu des propriétés d'approxi-
mation supposées vérifiées par 3t ou 96^ on peut d'après la
proposition 10, définir un élément y - i sA^Tn de E®iF.

Montrons que cet élément est indépendant du choix de H.
Soient H^ et Hg deux tels choix. Soit Ho l'enveloppe de H^ u Ha;
elle est équilibrée compacte (1), et 3t ->- ̂ ir, est nucléaire,
puisqu'elle se factorise en 3t —>- S^n, -^ ^Ho- Choisissons H
à partir de Ho comme ci-dessus. Alors Hi, Hg, H, sont 3 choix
possibles. Mais la compatibilité avec les applications linéaires
continues de 36 (formule (II; 4; 7), relative au diagramme

et à la proposition 10) montre que le choix H et le choix H,
donnent le même élément de E §^ F : y* i ;A TH == y- i ;AmTH,«
Mais alors H et Hg donnent aussi le même élément, donc
H, et Hg donnent le même élément, que l'on peut donc noter
y ^ A ^ E ®,F.

Supposons que 3t, 3ë, A, T, vérifient à la fois les conditions
d'application des propositions 10 et 11. Alors les éléments
<p* i ;AT définies par ces deux propositions coïncident. Soit en
effet H une partie convexe équilibrée compacte de î6 utilisée
pour la définition de ç-i;AT d'après la proposition 11: le
<p -(;A T de la proposition 11 est le y •(..AH TH de la proposition 10.
Mais la compatibilité avec les applications linéaires continues
de Sfo (formule (II; 4: 7) relativement au diagramme

et à la proposition 10) montre que le y .̂ A nT de la proposition
(1) BOURBAKI [l], chapitre n, § 4, n° 1, proposition 1.
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10 est égal à y »i; A T de cette même proposition 10, ce qui prouve
notre assertion. Nous laissons au lecteur le soin de montrer
la compatibilité avec les applications linéaires continues de E
et de F, ou de 3î et de 3ë.

Si T reste dans une partie de 3^ (F) telle que, pour toute
partie convexe équilibrée compacte H de 36, L^r(H) reste dans
une partie bornée complétante de F, alors TH) définie précé-
demment, reste dans une partie po-équibornée de (3^H)c (F).
Si alors y reste dans une partie bornée de 3t(E), la proposition 10
nous montre que y*i;A TH reste dans une partie bornée de->• *̂
E §i F, donc il en est de même de y\.AT.

La plupart des propriétés que nous démontrerons dans la
suite pour le y \ ;AT défini à la proposition 10 sont valables
pour le y ^ A ^ défini à la proposition 11. Pour ne pas rendre
fastidieux un ouvrage qui ne F est déjà que trop, nous nous
contenterons en général d'énoncer et de démontrer les proprié-
tés relatives à la proposition 10, qui semblent d'un intérêt
plus général.

Continuité séparée en T pour y fixée.
Il ne semble pas que l'application bilinéaire (y, T)-^y^T

soit séparément continue. Mais on peut énoncer ce qui suit :

PROPOSITION 12. — Soient 3t, 3ë, E, F, des espaces vérifiant
les conditions énoncées dans la proposition 10, A une applica-
tion sous-nucléaire de VI dans ïfo. Soit ® un ensemble saturé
de parties bornées de E, et soit y '@;AT l9 image de y ' i ;AT dans
E@<gF, pour ye3t(E), Te3^(F; po)- Lorsque y parcourt
une partie du type @ de 3Î(E), et que T converge vers 0 dans
3ë^(F$ po), en restant dans une partie ^-équibornée, y^;AT
converge uniformément vers 0. Si A est non seulement sous-
nucléaire mais nucléaire, il est inutile de contraindre T e îê^F; ?o)
à rester dans une partie ^Q-équibornée.

Il existe en effet un même voisinage ï) disque de 0 dans 3ë,
tel que L-^<^ parcoure une partie équicontinue de Ï(56<ç; F).
Mais puisque T converge vers 0 dans 3ëc(F)> LÎ.<Ï) converge
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vers 0 simplement sur un sous-espace dense de 96^ donc uni-
formément sur toute partie compacte de 3^^)- Choisissons
alors U tel que Jt<^-^^^ soit nucléaire; l'image de L^W)
reste contenue dans une partie fixe A e @, pour toutes les y
considérées qui forment une partie du type @ de 3t(E). Suppo-
sons en outre U ou ^ choisi de façon à vérifier la propriété
d^approximation requise dans l'énoncé de la proposition 10.
Il existe un compact de H de 2^ tel que Ç soit contenu dans
l'enveloppe de W ® H dans Xyo ®i^(2) ; ̂ iT est donc contenu
dans l'enveloppe de A ® L^r^(H) dans E ®i F, et par suite
9*@T est contenu dans l'enveloppe de A 0 L^(ç(H) dans
E §@ F, donc converge vers 0 dans E @<g F, puisque A e @ et
que L^^(H) converge vers 0 dans F.

Supposons maintenant A nucléaire (en nous plaçant toujours
dans les conditions de la proposition 10). ^ étant choisi comme
plus haut, on choisira une partie convexe équilibrée compacte
HI de 3-6 et un voisinage disque U de 0 dans 3t tels que
9lc^ —>- Sën^ soit nucléaire (3). Alors, si Ç, est un élément de
3t̂ o @i S^H, qui définit cette application, l'unique élément ^ qui
définit l'application St^—^î^ est image de ^ par l'application
3ën< -^ ^>^ En modifiant au besoin H, par homothétie, on
peut toujours supposer que ^ est contenu dans l'enveloppe
de W 0 H, ; alors on peut prendre pour H (voir ci-dessus)
l'image de Hi dans 3 .̂ Alors L^C|-)(H) = L^r(Hi) convergera
vers 0 dans F, quand T convergera vers 0 dans ^(F), sans
rester nécessairement dans une partie équibornée.

REMARQUE. — Si 3t, 96 vérifient les conditions de la proposa
tion 11, et si A est nucléaire, alors y •@; A T est défini pour <p e 3t(E),
T e 3^'cÇF) ; alors si <p parcourt une partie du type @ de 3t(E) et
que T converge vers 0 dans îê^F), y - @ T (défini par la propo-
sition 11) converge vers 0.

(1) BOURBAKI [2], chapitre in, § 3, n° 5, proposition 5.
(2) GBOTHENDIECK [4], corollaire 1 du théorème 1, page 52, ou SCHWARTZ [2],

exposé 6, corollaire D, page 4.
(3) GROTHENDIECK [4], définition 4, 3. page 80, et page 82 ; SCHWARTZ [2],

exposé 12, proposition 3, page 4.
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La démonstration se fait comme ci-dessus. On choisit U,
voisinage disque de 0 dans 3t, et H partie convexe équilibrée
compacte de 3ë, tels que A^H; Sï^—^SCa soit nucléaire, que
3t^o ou ^H ait la propriété d'approximation, et que l'élément ^
de 3t^o 0i3ëH qui définit A^H soit dans l'enveloppe de U0 <8) H.
Alors L^ll0) reste dans une partie A e @, L^-(H) converge
vers 0, donc y * @ ; A T = = ( L ^ c ^ o 0 L ^ H ) ( Q ? qui est dans
l'enveloppe de A 0 L^r (H), converge vers 0 dans E ê^ F.

Revenons au cas de la proposition 10. Si T est fixé dans
3^ (F; po), et que y converge vers 0 dans 3t(E) ou 3t(E<g), on ne
peut pas affirmer que y '@ T converge vers 0 ; donc (^, T) ->• <^@ T
ne semble pas séparément continue. Toutefois bien évidemment,
en vertu de (II, 4$ 4), si T est fixé dans 3e' <8) F et que y converge
vers 0 dans 3t(E), y"@T et même y - iT converge vers 0.

On en déduit la caractérisation suivante :

PROPOSITION 13.
a) Supposons que 3€ ait un système fondamental de voisi-

nages disques ï) de 0 tels que 9&o^ ait la propriété ^approxima-
tion métrique^ et soit A : 3t —>- 36 une application sous-nucléaire.
Alors (y, T) —>- y •^5 A T, où @ est un ensemble saturé de parties bor-
nées de E, est la seule application bïlinéaire de 3t(E^) X 5^c(F; po)
dans E ®^ F, çui vérifie (II, 4$ 4) ^ 501( continue en T 5ur
^5 parties ^Q-équibornées pour y /îrrée.

6) Si en outre Si a la propriété d9 approximation, cette appli-
cation bïlinéaire est la seule qui vérifie (II, 4; 1), et soit continue
en y pour T fixée dans 9^' 0 F, ̂  continue en T ^w toute partie
^Q-équibornée pour y ĵ r^e dans 3t(E<g).

Rappelons que tout espace de Hilbert a la propriété
d'approximation métrique; donc, si 3€ est nucléaire, il a la
propriété ci-dessus (1). Remarquons d'autre part que l'hypo-
thèse faite sur 3e entraîne les conditions requises pour appli-
quer la proposition 10, donc il existe bien une application
bilinéaire ayant les propriétés énoncées. Il n'en existe qu'une,
car dans a), telle est connue sur 3î(E@) X (<%' ® F); dans 6),
elle est connue sur (3t 0 E) X (^ 0 F), donc aussi sur
3î(E^) X (Wo' 0 F), à cause de la continuité séparée en y pour

(*) GROTHENDIECK [4], corollaire 2, page 181; et [5], lemme 3, page 37.
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T fixée dans W 0 F et du fait que, 3t ayant la propriété
d'approximation, 3t ® E est dense dans 3t(E<g) (chapitre I,
proposition 11). Alors elle sera connue sur 3î(E<g) X 3ëc(F; ?o)?
(ce qui démontrera la proposition), en vertu de la continuité
en T sur les parties po-équibornées pour <p fixée dans 3t(E^),
si nous montrons la propriété d'approximation suivante, que
nous énoncerons en lemme :

LEMME. — 5i 3e a un système fondamental de voisinages
disques °Q de 0 tels que S^c^ ait la propriété d) approximation
métrique {en particulier si 96 est nucléaire)^ et si S est un ensemble
{non nécessairement sature) de parties bornées de F, tout élément
Ï ^'borné de 3^(F) est adhérent dans X(F) à une partie ^-équi-
bornée^ contenue dans W ^ F.

Démontrons donc ce lemme.
Remarquons d'abord que, si ̂  a la propriété d'approxi-

mation métrique, il en est de même de 3^(^{1). Alors, si
Te^(F; ®), il existe un voisinage Ï) disque de 0 dans 36 et
une partie disquée bornée B e S tels que L^ ̂  B soit continue
de Woo^ dans FB. On peut choisir V tel que 36^ ait la propriété
d'approximation métrique. Alors L^ c^ B est adhérente, dans
Ïc(^); Fa), à une partie équicontinue contenue dans (îë^)' ^FB.
Cette partie définit une partie S-équibornée de X(F), contenue
dans W ® F, et T lui est adhérente dans Ï,(3ë; F) c X(F).

-> ->•
Continuité séparée par rapport à y pour T fixée.
Soit S un ensemble saturé de parties bornées complétantes

de F. Supposons que <p converge vers 0 dans 3t(E), et que T par-

(1) D'après l'hypothèse faite sur ^6(y\, il existe une constante N>>0 telle que 1
soit adhérente, dans ^c(^a-); ^c^)» à l'intersection de (^c^)1 <g) ^o^ avec la boule de
rayon N de ^(^a-); ^a-))- Soi1 0 < e < 1, et soît K un compact de 5 .̂ Il existe

Me^(^î 5^), |M|<N, u = = ^ / i i < g ) ^ . ^e(^)', ^e^, telle que

||(I — u) K|| < £. Posons h== Sup~ (|<^, /f>|; ||̂ ||). Il existe des ^e^ tels
•»== 1 2,... {
^6K

quelle— ̂ || <-^. Posons P== ^ h^h^ on a pe (^l^^JHKN 4-£<N+1.
-" •» = l

||(I—P) K|| < 2e. Donc 1 est bien adhérente, dans îfct^^î 5^(^), à l'intersection de
(^Y (g) ̂  et de la boule de rayon N + 1 de ^(3^; ̂ ).
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coure une partie 6-équibornée de 3^(F). Nous allons montrer
que, si les conditions d'application de la proposition 10 sont
satisfaites, y *ç; A T converge uniformément vers 0 dans E ®g F.
Il existe en effet un même voisinage disque ^ de 0 dans 5ê
tel que L^ï)) soit contenu dans une partie disquée B s Ç,
pour toutes les T considérées. Choisissons U tel que Acn (M :
X^ ->- S^ soit nucléaire ; U ou V est en outre choisi de façon
que 3t̂ o ou 36cQ ait la propriété d'approximation, et que l'élé-
ment Ç de 3t^o ®i ̂  qui définit A(^ soit dans l'enveloppe
de U° ® ̂  ÏT étant la boule unité de 3^<^ (ce qu'on peut toujours
réaliser en transformant au besoin U par homothétie). Alors
l'image ^AÏ de Î-I;AÎ== (L^o 0 Lf^) (î:) dans EgçF
est dans l'enveloppe de L^U0) <8) B ; comme B e S et que
L^{U°) converge vers 0 dans E, cet élément converge bien
vers 0 dans E ®ç F. Ainsi :

PROPOSITION 14. — Soient 3t, 3ë, E, F, des espaces vérifiant
les conditions énoncées dans la proposition 10, A une applica-
tion sous-nucléaire de 3t dans 3ë. Soit S un ensemble saturé
de parties bornées complétantes de F, et soit Ç'^AÎ l'image de
y.,.. AÏ dans E@çF, pour îe3t(E), îe^(F; S). Lor5çw T
parcourt une partie î>-équibornée de 9ê'c(F), et que © converge
vers 0 dans 3t(E), y"ç;AT converge uniformément vers 0.

REMARQUE. — 5i 3t, 3e, vérifient les conditions énoncées
dans la proposition 11, et que A soit nucléaire, alors si T par-
court une partie du type S de <%c(F), S e(an( un ensemble saturé
quelconque de parties bornées de F, et que y converge vers 0 rfan5
3t(E), y-g; AT converge uniformément vers 0.

Si en effet T parcourt une partie du type S, l'image par
L^r de toute partie équicontinue de (S^)7, c'est-à-dire de
toute partie convexe équilibrée compacte H de 3ë, reste dans
une partie bornée de F. On peut alors employer la même
démonstration que ci-dessus, en remplaçant partout T) par H,
WÛOQ par Wa. Si maintenant y est fixée dans 3t(E), et que Ï
converge vers 0 dans 3^ (F; C), même en restant dans une
partie S-équibornée, il n'est pas certain que y^AT converge
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vers 0; l'application bilinéaire (y, T)->-y»ç;AT ne semble
pas séparément continue. Mais bien entendu si y est fixée
dans 3Î 0 E, et si T converge vers 0 dans 3ê^(F), même
sans rester dans une partie S-équibornée, y^;AT et même
Ç'i:AT converge vers 0, en vertu de (II, 4$ 6). Alors :

PROPOSITION 15. — Supposons vérifiées les conditions requises
pour Inapplication de la proposition 10.

a) Si Si a la propriété (Kapproximation, (y, T)-^y»ç;AT»
où î3 est un ensemble saturé de parties bornées complétantes
de F, est la seule application bilinéaire de 3t(E) X <%^(F;S)
dans E ®ç F, qui vérifie (II, 4; 6) et soit continue en y pour T
fixée.

b) Si en outre 96^ a la propriété d9 approximation, c^est la
seule application bilinéaire qui vérifie (II, 4: 1), et soit continue
en T pour y fixée dans 3t ® E, et continue en y pour T fixée
dans ^(F;S).

Dans a), l'application est connue sur (3t 0 E) X 3^(F; S);
dans b) elle est connue sur (3t 0 E) X {W 0 F), donc sur
(3t ®E) X 3^(F$ S), à cause de la continuité en T pour y
fixée dans Si 0 E, et du fait que 3^ a la propriété d'approxi-
mation (chapitre i, proposition 11). Ensuite elle est connue
sur 3t(E) X X(F; ©) à cause de la continuité en y pour T
fixée et du fait que 3t a la propriété d'approximation.

Calcul de y"ç;AT lorsque A est seulement sous-intégrale.

PROPOSITION 16. — Soient 3t, 3ë, E des espaces localement
convexes séparés non nécessairement quasi-complets, A une
application sous-intégrale de 3Î dans 9fo. Inapplication canonique
A 0 I: 3t 0 E-^96 0 E est continue de 3t 0g E dans Wo 0^ E.

Soit î8(3t, E) l'espace des formes bilinéaires continues sur
3t X E$ nous le munirons de la topologie â^ (31, E) de la
convergence simple sur 31 X E, topologie qui n'est autre que
o-(âî(3t, E), 3Î0E). Un système fondamental de voisinages
de 0 de 3t0gE est constitué par les polaires (U°^ê0)0 des
produits tensoriels de parties équicontinues W, ê°, de 31', E7.
Mais CU0^0)0 est aussi le polaire (^^ê0)000 de (W^ê0)00,



76 LAURENT SCHWARTZ

enveloppe de W^ê 0 dans âîg(3t, E) (1); une partie contenue
dans une partie telle que (°ll0 0 ë°)00 est appelée un ensemble
équi-intégral de formes bilinéaires sur 3î X E, et la topologie
de 3t 0g E est donc celle de la convergence uniforme sur les
parties équi-intégrales de %(3t, E).

Par ailleurs un système fondamental de voisinages de 0
de 3e 0,; E est constitué parles polaires des parties équicontinues
de %(5ê, E). Tout revient donc à montrer que, si ^VL est une
partie équicontinue de âî(3ë, E), son image réciproque par
A 0 1 est une partie équi-intégrale de %(3t, E). Comme W est
équicontinue, il existe des voisinages disques °Q et ê de 0
dans 56 et E tels que toute forme p appartenant à W soit
majorée par 1 sur ï) X ë; alors chacune de ces formes ?
définit une forme bilinéaire continue (Ï<^ sur 36^ X E, majorée
par 1 sur ^ X ë, V étant la boule unité de 36^ adhérence de
l'image V de ï) dans 3"6(ç$ l'ensemble lîï^ des ̂  est une partie
équicontinue de % (^ç; E).

Comme A est sous-intégrale, il existe un voisinage disque
U de 0 dans 3t tel que A^cç: 3t<^~^3ê<^ soit intégrale, c'est-
à-dire limite dans ï(^t<v,; 3^)? muni de la topologie
^(Jî^; ^)=Œ(ï(3t<^; ^), 3t^03i^o) de la convergence
simple faible, d'un produit tensoriel d'une partie équicontinue
de 3t^o par une partie bornée de 3^(2); en changeant au
besoin U par homothétie, on pourra supposer que Acy^ est dans
l'enveloppe de W^^, ou encore de ^(g)^'.

Soit p e W. Son image réciproque A*p par A 0 1 est la forme
bilinéaire (A-, e) —^ ^(A/c, e) = (^((A/c)', e) (où (A/c)' est l'image
de A/c e ̂  dans 5^) == p^(A^ ^)(A''), e) (où /c' est l'image de k e 3Î
dans XyJ. Nous allons montrer que A*jÏ est dans la partie
équi-intégrale (^^ë0)00 de %(3t, E), pour ? e W, et cela
prouvera notre proposition.

Ce serait trivial si A était de la forme u' 0 ^, u' e W, v e °0 ;
car alors on aurait A*(Ï(/c, e) =(u/, ^ (3(^, e) ==(u', A-^p(^), ^
(notations de la page 19), donc A*(i = u' 0 R(^) ; or u'e^0,
et p(P) e Ê° puisque p est majorée par 1 sur V X ë. Si maintenant
A est de la forme ^ ^v^v ̂  ^v? avec Uy e W, ^ e ̂  ̂  |Xv| ̂  1,

v v

(1) BOURBAKI [2], chapitre iv, § 1, n° 3, proposition 3.
(a) GROTHENDIECK [4], définition 7, 2, pages 126, 127.



THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 77

auquel cas A<y^ === S XyUy 0 py est dans l'enveloppe convexe
v

équilibrée de W ® ̂  c'est encore évident, car alors
A*p==^^v^v 0 P(^v) est dans l'enveloppe convexe équilibrée de

v
W 0 ë°. Soit maintenant A quelconque, telle que A(^(Ç soit
dans l'enveloppe de W 0 ̂  II existe alors un filtre de (Aj)c^,
appartenant à l'enveloppe convexe équilibrée de U° 0 V dans
^(3t<a; ̂ )» et qui converge vers A(^ dans ̂ (Jt^; ̂ ) ; (A^y^
est nécessairement de la forme S ̂ v.y^v.j 0 ^.^ S l^v! ̂  l?

v ' ' v
Uvje0^0, ^e^, donc on peut supposer que chaque (Aj)^^
provient d'une application continue Ay == S^v.^v.y0 ̂ j d11

vj * *
type ci-dessus. On a vu que AJ[Î est dans l'enveloppe convexe
équilibrée de W 0 ê° ; si donc nous démontrons que AJjî
converge vers A*p dans âî<j(3î, E), nous aurons bien démontré
que A*jÏ e (UQ 0 ë°)00 pour ^ e W, et la démonstration sera
terminée. D'après la définition même de la topologie ^{31, E),
nous devons montrer que, pour tout k e 3t, et tout e e E,
limA^(/c, e)=A^(/c, e).

Or cela revient à écrire lim (^((A^^'), e) = ̂ (A^^Â-'), ô),
ou encore j

lim((A,)<u^(/c-), <^)>=<A<U^(^). ^(^

ce qui résulte précisément de ce que (A^c^ converge vers
Au<ç dans Ïa(3t<a;^)? c.q.f.d.

Remarque. — La démonstration montre même que, si A
varie de telle manière que A<y^ reste définie et reste dans
l'enveloppe de^tl0^' dans ^a(3î<a; ^)? alo^s A*(î reste dans
(W^ë0)00 pour peW.

On en déduit que, si A parcourt un ensemble équi-sous-inté-
gral cT applications linéaires de 3t dans W> (ce qui signifie que, pour
tout ̂  on peut choisir le même °ll pour tous les A considérés),
A*Û parcourt une partie équi-intégrale quand ^ parcourt une
partie équicontinue, donc A parcourt une partie équicontinue
de Ï(3t0gE; 3ë^E).

PROPOSITION 17. — Soient 3t, 3ë, E, F, des espaces localement
convexes séparés {non nécessairement quasi-complets) ; suppo-
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sons que 3t ait la propriété (Kapproximation stricte. Soit A une
application sous-intégrale de 3t dans M). Soit S un ensemble
saturé de parties bornées de F. Alors on peut définir uneapplica9

tion bilinéaire (y, Ï) -^y •Ç;AÎ de 3t(E) X X(F; S) rfayw E ®ç F,
qui vérifie (II, 4; 1), (II, 4; 4), (II, 4; 6). *Si T parcourt une
partie î>-équibornée de ^(F)? et que y converge vers 0 ctarw 3t(E),
? •ç; A T converge vers 0. Cette application bilinéaire est compatible
avec les applications linéaires continues de E et F, ou de 96
et 3Î(1).

Cette application bilinéaire est la seule qui vérifie (II, 4; 6)
et soit séparément continue en <p pour T fixée', si en outre Wç
a la propriété dî'approximation, c^est la seule qui vérifie (II, 4$ 1)Î -̂ . -̂ ,
et 5oi( continue en pour ç ^ree dans 3t 0 E ^ continue en <p
pour î /̂ À? Am^ X(F; ®).

5i fe5 conditions requises pour Inapplication de la proposition 10
(ou de la proposition 11) et de la présente proposition sont simul-
tanément vérifiées, les éléments y *ç; A T définis par ces deux
propositions coïncident.

D'après la proposition 16, A applique continuement 3t 0g E
dans WS) 0^ E. Si Te^ë^F; S), il existe un voisinage disque °Q
de 0 dans 36 et une partie bornée disquée B e 6 tels que L^ ̂  B
soit continue de 3^o^ dans FB$ alors ( L ^ - ^ B ^ I ) applique
continuement 3ë^ 0^ E dans FB 0^ E, donc a fortiori 36 0^ E
dans FB 07t E, que nous identifierons à E 0yç FB. Mais l'appli-
cation canonique de E 0 FB dans E 0 F est continue de
E 0^ FB dans E 0ç F ; si en effet W est un voisinage disque
de 0 dans E 0çF, il existe un voisinage ë de 0 dans E tel que
80B c W, puisque B e Ç ; alors l'enveloppe convexe équili-
brée de ê0B, qui est un voisinage de 0 de E 0^ FB, est bien
contenue dans W. Alors finalement l'application L^r 0 1 :
36 0 E -^ E 0 F est continue de 36 0^ E dans E 0ç F, puis-
qu'elle se factorise en 3ë0^E-^3ë^ 0^E-^E 0^FB-^-E0çF.

La composée (L^r 0 I) o (A 0 I) == {(L-fo A) 0 I) est donc
continue de 3Î 0g E dans E 0ç F. Elle se prolonge en une

(1) Naturellement si F, ->- Fg est une telle application linéaire continue (^ et si
^ (resp. Çg) est l'ensemble de parties bornées considéré dans F^ (resp. Fg), on doit
supposer que, pour toute A,e^, A^ = (/(AJ appartient à Çg. Nous laissons au
lecteur le soin de démontrer cette compatibilité.
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application linéaire continue de 3t ®g E dans E ®ç F ; comme 3t
a la propriété d'approximation stricte, 3t(E) == 3SŒ est
contenu dans 3t@gE (chapitre i, proposition 11), on a donc
bien défini une application bilinéaire de 3t(E) X 3ëc(F; S)
dans E §ç F. On pourra noter y .ç; A Ï l'élément ((L^r o A) 01) (y)
ainsi obtenu. Si T parcourt une partie S-équibornée de 3ëc(F),
on peut choisir ^ et B fixes dans la démonstration précédente,
donc les {(L-f o A) 0 I) parcourent une partie équicontinue de
Ï(3Î0,E; E0çF), donc aussi de Ï(3t(E); EgçF); si alors y
converge vers 0 dans 3Î(E), y *ç; A î convergera uniformément
vers 0. D'après sa définition même, l'application bilinéaire
vérifie (II, 4; 6), donc (II, 4$ 1); elle est la seule à vérifiée
(II, 4$ 6) et à être séparément continue en y pour Ï fixée,
puisque Si 0 E est dense dans 3t(E). Cela prouve, d'après
la proposition 15, qu'elle coïncide avec l'application définie
par la proposition 10 si celle-ci existe. L'application vérifie
aussi trivialement (II, 4; 4). Elle est la seule à vérifier (II, 4; 1)
et à être séparément continue en T pour y fixée dans 3t 0 E
et en ^ pour Ï fixée dans X(F; S), lorsque 3t et ^ ont la
propriété d'approximation, puisqu'elle est alors connue sur
(3Î0 E) X {W 0 F), donc sur (3Î0 E) X X(F; S) donc partout
(voir proposition 15).

REMARQUE. — 1° L'énoncé de la proposition 17 n'est ni
plus fort ni plus faible que celui des propositions 10 ou 14;
il suppose une propriété d'approximation sur 3t seulement
(alors que la proposition 10 supposait ces propriétés sur tous
les 3t^o (ou les 3'ê^)), mais c'est une propriété d'approximation
stricte (alors qu'il ne s'agissait dans la proposition 10 que
d'approximation simple) ; A est ici sous-intégrale, alors qu'elle
devait être sous-nucléaire dans la proposition 10; mais nous
ne définisssons y'ç;AT que si T est S-bornée, alors que la
proposition 10 supposait seulement Ï po-bornée et définissait
même y*i;AT.

2° Bien entendu, si X vérifie seulement la propriété (Ï approxi-
mation^ on aura seulement que 3teE est un sous-espace dense de
3t§gE, et la démonstration précédente, convenablement
modifiée, montre qu'on peut quand même définir un élément
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? •ç; A T ; mais il appartient seulement à E §ç F $ les autres
propriétés sont conservées.

3° La formule (II, 4$ 11 bis) est encore valable, avec la
même démonstration. Cependant ici y •ç;i SA (avec SA e (®A)^(F;t3)
pour T s 3ë^(F ; S)) est seulement, a priori, un élément de E §g F,
car ®A a la propriété d'approximation, mais peut-être pas la
propriété d'approximation stricte. C'est sans importance pour
la démonstration, et finalement, puisqu'il est égal à y-ç A^,
il est dans E@çF.

Continuité par rapport à l'ensemble des variables y, Ï.
PROPOSITION 18. — Supposons vérifiées les conditions énoncées

dans la proposition 10. Soit @ (resp. S) un ensemble saturé de
parties bornées .de E (resp. bornées complétantes de F). Alors
Inapplication bilinéaire (y, TJ—^y-^ç^T est continue {resp.
uniformément continue) sur tout produit de 3î(E^) (resp. d'une
partie du type @ de 3t(E)) par une partie ^-équibornée de
X(F).• • /">" "^ "> •~ "̂

5i F est quasi-complet^ (y, T) ->- y •p;A T e E @p F e5( continue
{resp. uniformément continue) sur tout produit de 3t(E) (resp.
d'une partie bornée de 3t(E)) par une partie équibornée de Së^F).

Si les conditions énoncées dans la proposition 11 sont vérifiées,
et si @ (resp. S) est un ensemble saturé de parties bornées de
E (resp. F), Inapplication bilinéaire (y, T)-^y^ç^T de
3t(E@) X ^(Fç) rfan5 E@^çF est hypocontinue par rapport
aux parties du type @ de 3t(E) et aux parties du type 6 de <%c(F).
L'application bilinéaire (y, ^-^y-BiA^ ^ô 3t(E) X 5^c(F)
dans E @ p F e^ hypocontinue par rapport aux parties bornées.

Il suffit (en remarquant, comme toujours, que

T-®.ç;AT—yo*<g;,ç;ATo==(y—To)^.ç;AT+yo*@.ç;A(T—'î 'o))
d'appliquer successivement les propositions 14, 12 et les
remarques qui les suivent.

Propriétés de y-;:; AÏ pour A sous-intégrale.
PROPOSITION 19. — Soient 31, 3ë, E, F, des espaces localement

convexes séparés (non nécessairement quasi-complets) ; suppo-
sons que 3t ait la propriété d'approximation stricte. Soit A une
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application sous'intégrale de 3t dans 96. On peut définir une

application bilinéaire (y, Ï^Î^AÎ de 3t(E) X ^(3ë; F) dans
E ̂  F, qui vérifie (II, 4; 1), (II, 4; 4), (II, 4; 6). Si L^ parcourt
une partie équicontinue de Ï(Wo\ F), et que y converge vers 0 dans
3t(E), y - îcAT converge vers 0. C^te application bilinéaire est
la seule qui vérifie (II, 4; 6) ^ soi( séparément continue en y
pour T fixée. Si en outre Wç a la propriété £approximation,
c^est la seule qui vérifie (II, 4$ 1) et soit continue en T pour y
fixée dans Si ® E et continue en y pour T fixée dans Ï(3ë; F).
Si T est î>-bornée y -^AT est l'image dans E®^F de l'élément
y.ç;^T de la proposition 17.

5i les conditions requises pour l'application de la présente
proposition et de la proposition 10 {ou de la proposition 11
ou 17) sont simultanément vérifiées, les éléments y^;AT définis
par ces deux propositions coïncident.

La démonstration est la même que celle de la proposition 17,
mais plus simple : (A 0 I) applique continuement 3t (E)ç E dans
Se ̂  E, (L^r ® I) applique continuement Wo (^ E dans F ®^ E
identifié à E ®^ F, d'où le résultat.

REMARQUE. — Si y parcourt une partie ^-^-décomposable
de 3Î(E), ou plus généralement une partie dont l'image par A ̂  1
soit ^-r.-décomposable dans îfo ®^ E, et que T converge vers 0
Am5 Ïc(^;F), afor^ y •7:, AT converge vers 0.

Nous laissons au lecteur le soin de le montrer. Bornons-nous
au cas particulier où 3-6 a la topologie y. Alors ^(Î6; F) == X(F)
(corollaire de la proposition 5 du chapitre I). L'application
Fv^ (proposition 2) définit, à partir de (A^I )ye3 -6®^E,
îe^eF, un élément [\^((A 0 I)y, î) de (3ë ®^) £ (E ̂ F).
Soit u la forme bilinéaire définissant la dualité entre 96 et Sëç;
elle est hypocontinue par rapport aux parties convexes équi-
librées compactes de 3^, et aux parties équicontinues de îê7,
donc par rapport aux parties convexes équilibrées compactes
de Ï&c puisque 3e a la topologie y; alors elle définit une forme
linéaire continue u sur W> @^X. Donc ( û 0 I) I\^((A 0 I)y, Ï)
est un élément de E ®^ F. Cet élément n'est autre que y -^ ̂ T ;
car les deux applications bilinéaires définies ainsi, l'une par
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la proposition 18, l'autre par la proposition 2, vérifient (II, 4; 6)
[posons l = A^s ^ <= 3t, u = ^, Y) == T, a = u donc a = I, ?
quelconque; L=3ë, M =5^, U = E, V==F; la formule de
définition (II, 2; 1) donne

(u ®p)r,,^((A®I)(^®;), T)=î(A^, PC))
=<Lt(A4.), ?(;))=??, Lf(A^));

comme c'est vrai pour ? arbitraire, cela revient bien à dire que
( u 0 I)I\.,((A 0 I) (^ 0 9, î) = î 0 Lf(A^),

ce qui est (II, 4$ 6)] et sont continues en y pour T fixée. Alors
la proposition 2 indique bien que, si (A 0 I)y parcourt une
partie y-iT-décomposabIe de 96 §^ E, et que T converge vers 0
dans XeF, Fv^ ((A 0'I)y, Ï) converge vers 0, d'où le résultat.
En particulier, la proposition 1 montre que, dans les conditions
de la proposition 19, si 96 et E ou 3t et E sont des espaces de
Fréchet, ou si Wç ou S&'ç est nucléaire^ (y, T)-~^y*^^T est hypo'
continue par rapport aux parties compactes de 3î(E) et aux
parties équicontinues de ^c(3ë; F).

COROLLAIRE. — Soient Si == Wo nucléaire^ A == I, les condi-
tions de la proposition 4 étant réalisées. Alors Isolément y •7^ T
défini à la proposition 4 coïncide avec celui qui est défini à la
proposition 19; il coïncide avec ceux qui ont été définis aux
propositions 10 ou 11 ou 17 si ces derniers existent.

Les conditions de la proposition 4 entraînent celles de la
proposition 19 ; comme 36 a la topologie y, Ïç{3€ ; F) = 3^(F)
(corollaire de la proposition 5 du chapitre i). Les applications
bilinéaires définies aux propositions 4 et 19 coïncident alors
sur {36 0 E) X {W 0F), et comme elles sont toutes deux. ^ ^. ^ ^
séparément continues en T pour y fixée dans Wo 0 E et en y pour
Ï fixée dans X(F), elles coïncident partout sur ?6(E) X <?6'(F).
Si en outre on peut appliquer, soit la proposition 10, soit la
proposition 11, nous avons vu à la proposition 19 qu'on trouve
nécessairement le même résultat.

Remarquons qu'en tout état de cause la proposition 19
est plus forte que la proposition 4. Nous aurions pu éviter
d'écrire le § 3 et nous contenter du § 4; mais le § 3 est plus
élémentaire, et c'est pour cette raison qu'il est écrit.
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Indépendance de Ç^AÎ et Ç-Ç;AÎ par rapport à l'application
A et aux espaces 3t, 36. Problèmes de supports.

PROPOSITION 20. — Supposons vérifiées les conditions de
la proposition 10 (ou celles de la proposition 17 dans a)). Alors
Ç'i A^ es^ connu dès que <p et S == ^AT sont connus, sans qu'il
soit nécessaire de connaître 96, 3t, A ni même T, pourvu que
ye3)(E) et que 3t soit normal', de même il est connu dès que
^ === A© et T so nt connus, sans qu'il soit nécessaire de connaître
96, 3t, A, ni même y, pourvu que Te3)(F; po), et que 36 soit
normal. D'autre part :

a) Si 3t est un espace de distributions normal sur R", ayant
la propriété d'approximation par troncature et régularisation,
si S est un ensemble saturé de parties bornées complétantes de F,
et si © e •'K(E), T e 36c{F', 6), y *Ç;A T est entièrement connu quand
on connaît y e ®'(E), S == ^AT e= 3V (F), san5 çu'iî ^oit nécessaire
de connaître T elle-même, ni les espaces Si, 36, et l'application A.
Z?n outre y •c; A T est nuî si ÎC5 supports de y et rfe S sont sans
point commun.

b) Si 36 est un espace de distributions normal sur R", ayant
la propriété d'approximation équicontinue par troncature et
régularisation, si @ est un ensemble saturé de parties bornées
de E, et sii y e 3t(E@), T e X(F; Pô)? T •@;A^ ̂  entièrement connu
quand on connaît ^ = Ay e ®'(E), T e ®'(F), sans qu'il soit néces'
saire de connaître <p elle-même, ni les espaces 3t, ^6, et l'applica-
tion A. En outre y '@;AT ^t nu^ 51 îe5 supports de ^ et de T
so nt sans point commun.

c) ç -i; A T est nul si les supports de y et de S = ̂ T sont sans
point commun, et si y e 3)(E) ; ou 51 îe5 supports de ^ = Aç
et rfe T 5ont san^ point commun, et si T e 3)(F; ^) $ ou 51 3t == 36
est normal nucléaire et a la propriété d'approximation par tron-
cature et régularisation, A == identité, et si les supports de <p et
T sont sans point commun.

Ce qui est indiqué au début de l'énoncé n'est autre que ce que
nous avons vu aux applications A (page 64) et B (page 65).
Nous avons vu d'autres cas à l'application C (page 67).
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Plaçons-nous maintenant dans la condition a (proposition 10
ou 17); 3t est normal, donc aussi 3 .̂

Alors $ = 'AÏ est un élément de 3)'(F). On a, pour 9 e 3t(E)
et îcs^(F;©):

y==limriimav(y*p«)1 dans 3Î(E), donc
(II, 4; 13) ^ v^ooL^oo ' J

î•e;AÎ==liIn^lim(av(?*P^)•€;AÎ^ dans E®gF,
V-^ooL^oo J

en vertu du chapitre I, page 73, et de la proposition 14 ou 17.
Alors, puisque [av(o*p^)] e 3)(E), [a/y*p^)].ç Ï et même
[av(9*ppL)Li T est connu dès qu'on connaît a/y*p^) e ®(E), et
S = 'ATeâ^F; S), sans qu'il soit nécessaire de connaître Ï,
3Î, Î6, A (page 65).

Alors 9-ç,AT est lui-même connu, par passage à la limite,
dès qu'on connaît ye®'(E) et $= 'AÎe 2)'(F), sans qu'il
soit nécessaire de connaître les espaces 3t, 3ë, l'application A
et la distribution î tels que ye3t(E), îe^(F;S), ^AÎ^S
(pourvu que ces espaces 3t, 3e, cette application A et cette
distribution T existent et possèdent les propriétés énoncées
dans la proposition 10, et que 3t ait la propriété d'approxima-
tion par troncature et régularisation).

Si y et S == 'AT ont des supports A et A' sans point commun,
î-ÇîAT est nul. En effet, soit d'abord ye 3)(E). On sait alors
(formule II, 4; 11 bis) que y.ç;^Ï== y.^ii^.

Mais comme S a pour support A', Lf est nulle sur 3)^
d'après la définition même du support de S; donc ^==0.
Par suite Ç^AT est nul.

Reprenons alors la formule (II, 4; 13); pour v fixée, on peut
affirmer que av(y#p^) e ®(E), et que, pour pi assez grand, son
support et celui de S sont sans point commun; donc, pour v
fixé, (Xy (9 * pp) .ç. A T == 0 pour pi assez grand, donc ^ •ç; A î = 0.

Considérons maintenant la condition (&). Elle veut dire
que, si (ocy)^,^ est une suite de fonctions de 2), tendant pour
v -^ oo vers 1 dans ê en restant bornée dans %, et si (p^^g est
une suite de fonctions > 0 de 3), de supports tendant vers
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l'origine quand UL->- oo, tandis que Km j o^(x)dx= 1, alors
la suite d'opérateurs |p^|, et la suite [ocy], sont équicontinues
et convergent vers l'identité dans ̂ (^î ^)- Cette propriété sera
toujours vérifiée si 3-6 à la propriété d'approximation ordinaire
par troncature et régularisation et s'il est tonnelé; en effet,
la suite \^\ et la suite [y-y] seront alors équicontinues (1).

Alors, si T parcourt une partie équibornée de ^(F), pa*T
parcourt une partie équibornée, parce que L(^f) == L-po^p^ ;
pour toute T, Le ^î converge pour a ->- oo vers L? dans
^(3-6; F); donc p^*î converge pour jx-^oo vers T dans
^(F), en restant dans une partie équibornée si T reste dans
une partie équibornée. On peut en dire autant pour les opéra-
teurs [ûCy].

Alors on a, pour îe3^(F; ̂ ) et y€:3t(E^):

î=limriimav(î*pp.)L donc
/ T T f A r\ V>°° LP-->-OO J
(II, 4; 14) ^ ^ ' r /^ ,̂  v\-|

9-@;AT=lim lim^y.@;Aav(J*p^; h
V->-oo L {•».•>• oo -1

d'après la proposition 12. Mais ay(T » p^) e (2)')^ (F ; po)
(et cela même si on a seulement Te 3)'(F; po); car
L^ (^F ) = L^o | p^| o [ay], or [ay] et | p^ sont continues respecti-
vement de 3)' dans ë' et de ë' dans ®, et L^ est po-b01'1166

de 3) dans F). Alors y •@;A ay(T* pçx) est connu dès qu'on connaît
A y = y e ® ' ( E ) et a/î»p^) <s (^^(F; ^), sans qu'il^ soit
nécessaire de connaître y, 3t, Se, A (page 66); et y-<g;AT lui-
même sera connu par passage à la limite, dès qu'on connaîtra
^<=®'(E) etTeS^F), sans qu'il soit nécessaire de connaître
y, 3t, ?6, A. Quant au fait que y-@; AÏ soit nul si les supports
de ^ et Ï sont sans point commun, il résultera, par un raison-
nement analogue à celui qui est fait plus haut, de la formule
(II, 4; 11 ter).

Démontrons maintenant c). Les deux premiers cas résultent
trivialement de (II, 4$ 11 bis) et (II, 4; 11 ter). Supposons

(1) BOURBAKI [2], chapitre in, § 3, n° 6, théorème 2.



86 LAURENT SCHWARTZ

alors 3t = 3€ normal nucléaire, A == identité. Soit 5^ le sous-
espace de 3e formé des distributions de support dans A, muni
de la topologie induite par 3@. Alors, si Ï€E^(F; po), on peut
appeler ÎA l'image de î dans (^A)^(F; po). On a le diagramme
commutatif :

et comme 9d>^ sous-espace d'un espace nucléaire, est nucléaire,
il vérifie les conditions requises dans la proposition 10. On a
donc 9-iT = 9-1 TA. Mais, si 96 a la propriété d'approximation
par troncature et régularisation, le produit scalaire relatif à
la dualité entre 3e et W est nul toutes les fois que l'intersection
des supports est vide. Alors TA === 0 si Ï a son support dans f A
(car, p^ur tout f es F', et 9 e 3 ,̂ (TA • ?, f) = (TA, f) • 9 = 0,
donc T A - < P = = O ) et alors y^ Ï= ?.

Supposons en particulier 3t = 3ë = 3), A = identité. Si
çe®(E), et si Teay(F) est localement ^-bornée, on pourra
définir y ^ a T e E ®^ F, pour toute a e 2).

Cet élément est indépendant du choix de a, pourvu que a
soit égale à 1 sur un voisinage du support de y. On pourra
Rappeler y-iT.

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 20 bis, — Soient E, F, deux espaces locale-
ment connexes séparés, non nécessairement quasi-complets. On
peut définir un élément 9 .1 Ï de E ̂  F, pour 9 e1®(E), Ï e ®'(F)
localement ^-bornée', y - iT e5( nuZ 51 Zê5 supports de ç ^ Ï son<
sans point commun', on a les égalités (II; 4,1), (II, 4; 4), (II, 4; 6),
aper; A = identité. La forme bilinéaire (y, Ï) -^ y ^ T 6w( compa-
tible avec les applications linéaires continues de E e^ cfc F. Si @
e^ un ensemble saturé de parties bornées de E, 6 UM ensemble
saturé de parties bornées complétantes de F, y'çÏ converge versO,
quand y converge vers 0 rfar^? 3)(E) tomù*5 yue T r^te Am5 une
partie localement ^-équïbûrnée de ^'(F^y'^Ï converge vers 0,
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quand y reste dans une partie du type @ d'un ®K(E), K compact
de R", tandis que T converge vers 0 dans 3)'(F) en restant dans
une partie localement ^-équibornée', (ç, T)—y^çÏ est la seule
application bilinéaire définie pour y e 3)(E) rfu (ype @, T e 3)'(F)
localement C- bornée, qui vérifie (II, 4; 1) (a^ec A == identité),
et qui soit continue par rapport à V ensemble des variables y, T,
lorsque T parcourt une partie localement î)-équibornée de 3)'(F).

La seule nouveauté ici, nécessitant une légère adaptation
de la démonstration de la proposition 14, est la continuité
par rapport à y compte tenu de ce que 3)(E) a la topologie
limite inductive des ®K(E).

Soit donc % une partie localement S-équibornée de 3)'(F),
Nous devons montrer que, lorsque T parcourt %, les applica-
tions linéaires continues y ->- <p *çT sont équicontinues de 3)(E)
dans E ®ç F.

Comme 3)(E) est la limite inductive des 3)K(E), il suffit
de montrer que les restrictions de ces applications à S^(ïL)
sont équicontinues, ce qui résulte de la proposition 14, en
remplaçant T par aT, a e= 3) égale à 1 sur un voisinage de K.

REMARQUE. — Plus généralement, si y e ê(E), T c= 3)'(F) locale-
ment po-bornée, et si l'intersection des supports de y et T est
compacte, on pourra définir y ̂  T comme égal à y •( aT, a e 3)
égale à 1 sur un voisinage de l'intersection des supports de y
et T; il sera nul si les supports sont sans point commun.

De la même manière, si y e 3Y(E), T e ê(F) localement po-bornée,
ont des supports d'intersection compacte, on pourra définir
y *i T comme égal à y \ aT, a e 3) égale à 1 sur un voisinage de
l'intersection des supports de y et T ; il sera nul si les supports
sont sans point commun.

Calcul de y ' @ ; A T et y*ç ;AT par une intégrale usuelle.

PROPOSITION 21. — Supposons vérifiées les conditions de la
proposition 10, et en outre les conditions suivantes (où S est
un ensemble saturé de parties bornées complétantes de F) :
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a) 3t est un espace de distributions normal sur R", ayant la
propriété d9 approximation par troncature et régularisation'^

b) y e 3l(E) est une fonction appartenant à ̂ (E) ((wr page 48);
c,) (si pi=.l): îe3^(F;S), ^ È^AÎe^F;®) est une

fonction ; pour tout compact K cfe Jî", il existe une partie disquée

complétante B e S telle que Ê e L^Fa), -̂ - + -1- = 1 ;
^ P P

c,) (si p==l, p '==oo) : Te9^(F; S), $==^1 ^ une
fonction mesurable à valeurs dans F ; pour tout compact K de R/1,

S(K) = U S(^) est une partie de F appartenant à 6 (1).
•ceK

rf) fa fonction y 0çS : a;-^ (p(;r) 0çS(a;), a valeurs dans E 0ç F,
C5( scalairement intégrable (condition toujours réalisée si elle
est à support compact),

Alors J^(ç (x) ̂  S(x)}dx, a priori situé dans le complété
faible (E 0ç F)'* de E 0ç F, est dans E ®ç F, e( il est égal à
î - Ç î A ^ î

(II, 4; 15) î^;AÎ==jHn(î^)^^(^))^ S^^î.

Cette propriété sera très importante dans les applications,
puisqu'elle donne un procédé explicite de calcul de y «g; ̂ Ï
par une intégrale usuelle. Nous savions déjà que, si 3t à la pro-
priété d'approximation par troncature et régularisation, y*g;AÎ
est connu dès que y et S sont connus, sans qu'il soit nécessaire
de connaître 3t, 36, A, T (proposition 20, a). Remarquons
que les conditions &, Cg, d, sont trivialement satisfaites si y
et S sont des fonctions continues, l'une des deux au moins
à support compact, et si, pour tout compact K de R", S(K) e 6.
Les conditions b et ^ entraînent que y ^çS soit dans LK(E ®^ Fa)
Mais E ̂  FB est aussi E 0^ FB, où 61 est la famille de toutes
les parties bornées de FB, et comme B e C, l'application cano-
nique FB ->• F définit une application continue canonique

(1) Mais nous ne supposons nullement l'existence d'une partie disquée BeÇ telle
que S soit mesurable à valeur dans Fg, ce qu'entraînerait la condition sTe L^| (F^)
de c^ si l'on y ait faisait p1 == oo.
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E 0 ^ F B — ^ E 0 ç F (voir page 11), donc y^SeUÇE^çF) ,
donc finalement y ^ S e l-i'^E 0ç F). Cette fonction est en
particulier scalairement localement intégrable à valeurs dans
E 0ç F.

Montrons que b) et Cg), pour p === 1, p ' = oc, entraînent la
même conclusion. Soit G un espace norme, et considérons
une application linéaire continue de E <8)ç F dans G, définie
par une application bilinéaire S-hypocontinue 0 de E X F
dans G. Nous allons montrer que 0(y(rc), S(^)) est dans ^(G);
en prenant en particulier pour G des espaces (E0çF)<vy associés
aux voisinages disques W de 0 dans E 0ç F, on en déduira
que y^ç^e^E 0ç F).

Soit K un compact de R/1. Comme S(K) est contenu
dans une partie disquée B e S, il existe un voisinage disque ̂
de 0 dans E tel que O^, B) soit dans la boule unité de G.
Si P est, sur E, la semi-norme jauge de ^ on a donc
||o(y(aQ, ^))HG<P(Î(^)); alors de l'inégalité rPQ{x))dx< oc,
on déduit l'inégalité f J0(y(^), S(a;))|cte< oo. Pour montrer
que 0(y(rc), 6(x}) e L&(G), il reste à montrer que cette fonction
est mesurable sur K.

Soit ec^ l'image canonique de e e E dans E<^; et soit Fi le
sous-espace de F engendré par B, mais toujours muni de la
topologie induite par F. On peut définir une application
bilinéaire 0<^ de E<^ X Fi dans G, telle que 0<^(^, f,} = û(^, ̂ ),
pour tous e e E, /\ e F,. En outre Oc^est hypocontinue par rap-
port aux parties homothétiques de B dans F^. Alors l'image y^
de y par E -^ E<^ est mesurable sur K, puisque E<^ est norme $
S est mesurable sur K à valeurs dans l'espace (non vectoriel)
topologique B c F^ ; 0(^ est continue sur Ec^ X B, donc la fonction
composée Oc^(y<^(^)î S(rc)) == û(y(^), S(x)) est bien mesurable
sur K (1). On a donc toujours finalement y ^çSe^^E^çF).
A fortiori cette fonction est scalairement localement intégrable ;
c'est pourquoi nous avons écrit que d) était automatiquement
réalisée si y 0 S était à support compact.

(1) BOURBAKI [6], chapitre iv, § 5, n° 3, théorème 1 (appliqué pour n == 1).
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-> . •>
a) Démontrons d'abord (II, 4; 15) pour y = ^e e 3)<8)E.

On a d'une part

y .ç^T = ~e <8) Lî(A^) === <? 0 Lî(^)

d'après (II, 4; 6); d'autre part

JiJÎ(^) ̂ (^O) ̂  == f^Ç ̂  ̂  W^)) dx
=~e^ f^W^{x) dx (1) = î 0 Lî(^).

b) Démontrons ensuite (II, 4; 15) si y e 2)(E). On peut
trouver un filtre de fonctions (py e 3) 0 E, à supports contenus
dans un compact fixe K de R^ convergeant vers y dans ®(E).
Alors <pv •Ç.AT converge vers <p •Ç,AT, en vertu de la proposition 1.
D'autre part, si p-=f=-14, <pv converge vers y dans L/(E), et comme
il existe BeS, telle que SeL^Fs), Ç v ^ S converge vers
y 0 ^ dans L^E^^Fn), donc a fortiori dans U(E0çF);
par suite l'intégrale de Çv^çS converge vers celle de y 0g S
dans E §ç F. Cette conclusion subsiste trivialement pour
p = 1, p ' = oo, puisque Çy converge uniformément vers y
et que S(K)eS, donc que (py,0S converge uniformément
vers <p0S. Notre résultat étant démontré pour les y y e ® 0 E
l'est donc pour <p e ®(E).

c) Démontrons maintenant (II, 4$ 15) pour

ye^^(E)n][7(E)ng 7 (E) .

Soit (pv)v=i,2 une suite de fonctions ^>0 de 3), dont les supports,
contenus dans la boule |^|^1 tendent vers l'origine de R",
avec |̂  ç^(x)dx = 1.

On a <pv:= ?*pv e ®(E). On a donc

(II, 4; 16) îv-ç.AÎ==/K"îv(^^S(^)^.

Lorsque v-^oo, (py converge vers <p dans 3t(E), puisque 3Î

(1) Cela résulte de BOURBAKI [6], chapitre iv, § 4, n° 2, théorème 1 (au inoins
pour les espaces de Banach), appliqué à l'application linéaire continue /—>-e0/
de F dans E§çF.
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a la propriété d'approximation par régularisation (chapitre i,
page 73); alors le premier membre de (II, 4; 16) converge pour
v-^oo vers y*ç.AT d'après la proposition 14.

Soit d'abord p =^= 1. Soit Ko le support de y, K l'ensemble
des points de R" dont la distance à Ko est ^ 1, B la partie
de F appartenant à 6 telle que Se L^(FB). Les Çy convergent
pour v-^ oo vers y dans L^E), si p ^f=- oo, et leur support
reste dans K; alors Çy 0 S converge y 0 S dans L^E 0^ Fa),
donc à fortiori dans L^E^çF), et le second membre de
(II, 4$ 16) converge vers L^{x) ̂ S{x)} dx dans E 0ç F.
Les deux membres de (II, 4; 16) étant égaux pour tout v,
sont donc encore égaux lorsqu'on remplace <pv par y, pourvu
que p =/=- 1, p ̂  oo, ce qui démontre donc (II, 4; 15) dans ce
cas. Montrons que c'est encore vrai pour p = oo ( p ' == 1).
Posons Sy == S * pv. On a, dans E 0^ FB :

(II, 4; 17) f^{x)^{x))dx

= f.[ (/K^-^fe ̂ ) 0 ̂ )] ̂

= /AXKPV^-^ÎOO 0 ̂  ̂  dx

(comme ç(^) e L°°(E) a son support dans Ko, que S{x) e LK(FB),
et que pv est borné, cette intégrale double a un sens). Alors,
d'après le théorème de Fubini usuel, ce dernier terme vaut

(II, 4; 18) /jy(S) ^(f^(x-^{x)dx)]d^

-JK/Î^)^^))^-

Comme le montre la définition de Sy par une intégrale, les
valeurs de Sy sur Ko ne dépendant que de celles de S sur K,
et SV^L^FB). Quand v-^ oo, Sy tend vers S dans L^(FB),
donc y 0 Sy tend vers y 0 $ dans LK,(E 0^ Fa) mais garde
son support dans Ko, donc y 0 Sy tend vers y 0 S dans
L^E 0^ Fe) et a fortiori dans L1 (E 0ç F) ; l'intégrale du
dernier membre de (II, 4; 18) converge donc encore vers
L(î(^) 0 ̂ (^)) dx dans E @ç F.
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Regardons enfin le cas p = 1 {p' == oo), et montrons qu'ici
encore, à cause de Cg, <py 0ç S converge vers © 0ç $ dans
Lj^E^çF), ce qui entraînera encore (II, 4; 15) dans ce cas.
Soit Q une semi-norme continue sur E 0ç F ; nous devons
montrer que J^Q[(ïv(^)—î(^))^ç^)]^ tend vers 0 pour
v ->- oo. Or, comme S(K) e 6, il existe une semi-norme continue
P sur Estelle qw Q[(îv^)—î(^)^^)]<P[y,(^)—y(a;)].
EtJ^P[yv(^)—f(x)~\dx tend vers 0 pour v-^ oo, puisque Çy
converge vers y dans LK(E), d'où le résultat.

d) II reste à prouver (II, 4; 15) dans le cas le plus général.
Soit (ay)v^i g . une suite de fonctions de 2), tendant pour v->- oo
vers 1 dans ê en restant bornée dans %. Alors, si nous posons
(pv = ayÇ, on a encore (II, 4; 16).

Pour v—^oo , <pv converge vers y dans 3t(E) puisque 31 a la
propriété d'approximation par troncature, donc y^ç^T tend vers
î •6;A T d'après la proposition 14, dans E ®ç F donc dans (E 0ç F)'*.
Mais, si w' e (E ®çF)', comme y (à) ®ç$(â) est supposée scalai-
rement intégrable, les fonctions (y y (;r)0ç$(ai), w7) convergent
simplement pour v-^oo vers la fonction /y(^) ^çS(ai), ^P),
tandis que leur module reste borné par le module de cette
fonction, à un facteur près; d'après le théorème de Lebesgue,
jRn((yv(^) ^çS^)), w'^dx converge donc, pour v-^oo, vers
J^n^Çx) ^çS(rc)), ^w'^dx. D'après la définition même de
l'intégrale d'une fonction à valeurs vectorielles scalairement
intégrable, cela signifie que les intégrales Ln^{x)^Ï(x))dx
convergent pour v^oo vers l'intégrale f^n{f{x)^^(x))dx,
dans (E0çF/* (toujours muni de la topologie o-((E0rF)'*
(E^F)').

Cela démontre finalement (II, 4; 15) dans tous les cas.

Remarque. — Seule a été utilisée la proposition 14: y-^y^.AÏ
est continue de 3t(E) dans E®çF. On peut donc supposer
réalisées, non les conditions de la proposition 10, mais celles de
la proposition 17, S étant un ensemble saturé de parties
bornées quelconques de F, et en outre a, 6, c, ou Cg, rf, et la
conclusion subsiste.
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COROLLAIRE. — Supposons vérifiées les conditions de la
proposition 10, et en outre les conditions a, 6, q ou c^ de
la proposition 21 ; soit 0 une application bilinéaire Z-hypo'
continue de E X F dans G quasi-complet^ 0 Inapplication quelle
définit de E 0ç F Am^ G, et supposons vérifiée la condition:
do) 0(ç, S) : a?-^ô(<F(rc), S(a;)) est scalairement intégrable (à valeurs
dans G).

Alors f 0(<p(n;), S(rc)) d!̂ , À priori dans le complété faible

G'* de G, e5( rfan^ G et égale à y-6;AÎ=~0(î-ç;AÎ) ;

(II, 4; 18 6^) y.e;AÎ= ^0(y(;r), t(x))dx.

Il suffit de remarquer que, lorsque y est à support compact,
seules les conditions a, fc, Ci ou Cg sont nécessaires. Le passage
du support compact au support quelconque se fait par multi-
plication avec utilisation du théorème de Lebesgue (raisonne-
ment d page 92) : on fera ce raisonnement directement sur
ô((p, S) en utilisant d^ au lieu de d.

PROPOSITION 21 bis. — Supposons vérifiées les conditions
de la proposition 10, et en outre les conditions suivantes,
où @ est un ensemble saturé de parties bornées de E :

a') 96 est un espace de distributions normal sur R", ayant
la propriété d9 approximation équicontinue par troncature et
régularisation ;

b[) (Si p=^=oo) : Aç === '̂  e ̂ (E) est une fonction, et, quel que
soit le compact K de R", il existe une partie disquée A e sg telle
que ^ e U(EA) ;

62) (Si p==oo) Ay==^e^ ; 6(E) est une fonction mesurable à
valeurs dans E ; quelque soit le compact K de R71, ̂  (K) == ^J ^ (x)
est une partie de E appartenant à @; •KeK

^ _ 1 1
c ' ) T e 3ë,(F ; (So) ̂  une fonction appartenant à^'(F), — + --7== 1 ;

_^ ^ j, i"^ i
(T) ^®@T, fonction à valeurs dans E0^F, e5( scalairement

intégrable (condition toujours réalisée, si cette fonction est
à support compact).

Alors L(^(^) ®@ T(a;)) cte, a priori élément de (E^F/*,
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complété faible de E <S)^ F, est dans E ®@ F, e( coïncide avec

Î-^A^

(II, 4; 19) y@;AT==^(î(a;)0Î(a;))^ î=Ay.

La démonstration se calque exactement sur celle de la
proposition 21, en échangeant les rôles de y et T. Toutefois
on applique la proposition 12 au lieu de la proposition 14,
et on a alors besoin de Ty convergeant vers T en restant dans
une partie équibornée, C'est ce qui se passera avec Ty == T * py
ou TV == ayT, si 3e a la propriété d'approximation équicontinue
par troncature et régularisation (voir page 85). De même, au
début de la démonstration, siîe®(F; (^)==®(F)n (âY^F; po),
T est la limite d'éléments Ty de ® 0 F (dont on peut supposer
qu'ils gardent leur support dans un compact fixe) qui restent
dans une partie équibornée de 3)(F$ p^), parce que 2)' est nuclé-
aire (lemme page 73).

PROPOSITION 21 ter. — Supposons réalisées les conditions de
la proposition 19, et en outre les conditions a, &, rf, de la proposi-
tion 21 (ou © est remplacé par -n), et

c'} T e Ï(3-6 ; F), et S == ^AT est une fonction appartenant àï'^'^+î=i•^
Alors ^ (y(^) ^TC S(^)) dx est dans E ®^ F, et il est égal à <p •^A T.
Ceci contient la proposition 7 comme cas particulier. La

proposition 21 ter se démontre comme la proposition 21.

Cas où E n'est pas quasi-complet.
On peut faire disparaître partiellement la difficulté signalée

page 55 (proposition 9). Soit S un ensemble saturé de parties
bornées complétantes de F. Appelons Fo l'espace F muni
de la topologie localement convexe la plus fine pour laquelle
les parties appartenant à S soient encore bornées; Fo est
plus fine que F. Un ensemble convexe équilibré est voisinage
de 0 dans Fo si et seulement s'il absorbe toute partie B e S.
Fo est aussi la limite inductive des FB, pour les parties B
disquées appartenant à S; les FB sont des espaces normes
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donc bornologiques, donc ¥ç est bornologique (1). Une
application linéaire de F^ dans G localement convexe est
continue si et seulement si u(B) est bornée, pour tout B e S ;
une partie H de Ï(Fo; G) est équicontinue si et seulement siy u(B) est bornée pour toute B e 6. S est encore une famille
; i
saturée de parties bornées complétantes de Fo.

Pour f e Fo fixé, considérons l'application e—^e^f de E
dans E <^ç F ; elle est continue, donc elle se prolonge en une
application linéaire continue de E dans E @ ç F $ on définit
donc ainsi une application bilinéaire Y) de Ê X Fo dans
E ®çF. Montrons que cette application est S-hypocontinue(2).
D'abord, si f parcourt B e S, les applications e —^ e 0 f
sont équicontinues sur E; donc leurs prolongements à E sont
encore équicontinus. Ensuite soit e^ e Ê ; et soient ej des éléments
de E convergeant, suivant un filtre 9, vers e^ Alors r\{e^ f)
est limite des e^ f; les ej formant un filtre de Cauchy de E,
^.—~e^ converge vers 0 suivant 9 X S, donc { e ^ — e ^ ) ^ f
converge vers 0 suivant 9 X ^ uniformément quand f par-
court B e S, donc ej ^ f converge vers Y](eo, f) uniformément
pour f e B ; alors les fonctions f —>• ej ̂  f convergent, suivant ^,
vers la fonction f—^^}{e^ f), uniformément sur B; donc cette
dernière fonction, limite uniforme de fonctions continues,
est continue sur B. A fortiori cette fonction linéaire est continue
sur FB, donc sur la limite inductive Fo. Et ceci montre bien
que r^ est S-hypocontinue sur Ê X Fo. Donc Y] définit une
application linéaire continue Y) de Ê <âç Fç dans E ®ç F.
On en déduit un diagramme commutatif :

Ê0çFo—————Ê0çF

^EgçF^
où les applications autres que Y) sont les applications canoniques
naturelles qui, rappelons-le, ne sont pas nécessairement injec-
tives (comme les 3 applications sont continues, la commu-

(1) BOURBAKI [4].
(2) Rappelons que l'hypocontinuité implique la continuité séparée.
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tativité résulte de la commutativité des restrictions des appli-
cations à E 0 FQ, dense dans Ê ®ç Fp).

Supposons alors que 36 et 3î vérifient les conditions énoncées
dans la proposition 10. Et soit y une distribution de 3t(Ê),
T une distribution S-bornée de 96'cÇF}. Elle définit donc aussi
une distribution ©-bornée Tç de ^(Fg). Il en résulte alors qu'on
peut définir 9 "çTp e Ê ®ç F^. Son image par Y) est un élément
9 • ̂  de E ®ç F, dont l'image dans Ê ®ç F est 9 • çÏ. On voit
donc que, si E n'est pas quasi-complet, ce procédé définit
quand même une application bilinéaire de 3î(Ê) X 3ëc(F;S)
dans E ®ç F.

Si T parcourt une partie 6-équibornée de ^(F), donc de
^c(Fo),et que 9 converge vers 0 dans 3t(Ê), 9'çTo converge
vers 0 dans Ê ®ç Fo (proposition 14), donc 9 •y, Tç converge
vers 0 dans E ®ç F.

Tous ces résultats vont donc plus loin que ceux que nous
avions obtenus avant, valables seulement pour 9 «ç T e Ê ®ç F.
Nous les appliquerons page 99.

Il peut arriver que Fç soit identique à F (par exemple si S
est l'ensemble de toutes les parties bornées de F quasi-complet,
et si F estbornologique). Alors l'existence de Y] : E ®çF-^E ®çF,
prolongeant l'identité E <^) F—^E ® F, montre que Ê ®çF = E ®çF.
Dans ce cas, ces espaces sont en outre identiques à Ê®^çF,
où @ est l'ensemble de toutes les parties bornées de Ê [car
l'application Y) définie plus haut est telle que yj(A, B) soit
bornée pour A bornée dans E et B e S, donc l'ensemble H des
applications u? : f—^^[e, /*), pour e e A, est tel que H u?(B)

u-^6H

soit une partie bornée de E §ç F ; donc, F = Fo étant borno-
logique, H est équicontinue, et YJ est @-®-hypocontinue. Elle
définit donc une application continue T) : E @ ^ ç F — ^ E ® ç F ,
prolongeant l'identité E 0 F —^ E 0 F $ comme il existe aussi
une application continue E §ç F -^ Ê ®^ ç F prolongeant
l'identité E 0 F -^ E 0 F, les deux espaces Ê @^ç F et E §ç F
sont bien confondus]. Dans ce cas, évidemment, toute diffi-
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culte disparaît, on peut définir y -^ ç T e E @ç F pour
ye3î(Ê)=3î(Ê^), et T<=3^(F; S), et on a les propriétés de
continuité de la proposition 18.

Interversion des rôles de E et de F, de y et de T.
Soit 3t = Wo, A == identité.
Si 96 est nucléaire (donc A sous-nucléaire), et si 96 a un sys-

tème fondamental de voisinages U de 0 tels que 96^ ait la
propriété d'approximation, ou tels que 96c^ ait la propriété
d'approximation, si y e ̂ (E), Te?(%(F; po), la proposition 10
nous permet de définir un élément y - ^ T de E @i F.

Si maintenant 9&c est nucléaire (donc ^A sous-nucléaire)
et si 96 a un système fondamental de parties K convexes
équilibrées compactes telles que Sep ait la propriété d'approxi-
mation ou tels que {W}^ ait la propriété d'approximation,
si Ïe^(F), ye(^(E; po) (c'est-à-dire si l'application L^
est ^-bornée de 96'c dans E), alors la même proposition 10,
où les rôles de y et T, E et F, sont renversés, nous permet
de définir un élément que, pour ne pas le confondre avec le
précédent, nous noterons T \ y e F ®^ E.
Supposons alors que toutes les propriétés ci-dessus soient
vérifiées à la fois, et montrons que y \ T et T \ y sont iden-
tiques, à la symétrie canonique près entre E ®^ F et F ®i E.

Soient U, ï), U c ̂  des voisinages disques de 0 dans 3ë,
servant à la première définition; nous supposerons de plus 96^
hilbertien, ce qui est possible puisque 96 est nucléaire (1).
Soient îft, tf, ai c tf, des voisinages de 0 dans 9&c, servant à la
deuxième définition, 96'^ hilbertien.

On a les factorisations :
Hpl H0l Hpl ffûl HffI ______^. 17
o\)oça —>" <WQIO —>' Wç —>" uv)(û —>" ov)(0 T -»• /a 1-j

^o-^^ë^o-^S^-^îê^-^^^ L-Ç^ F.

Soit Ç, l'élément de Së^o ®c 96cç qui définit l'application
nucléaire 96^ —>- S^^ $ il a une image 2^ dans

^/ ^ ^ ^^/ ^/' ^ 'ÎPyb^ 0i (Wo^ === \/w^ ®i ̂ ^ï

(l) Voir GROTHENDIECK [5], § 2, n0 1, lemme 3, page 37, et SCHWARTZ [2], exposé
17, proposition 4.
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qui définit l'opérateur nucléaire a^o-^^ factorisé à la
deuxième ligne. Soit ensuite ^ l'élément de ^ ̂  3^o qui
définit l'application nucléaire ^-^^; il a une image ^2
dans Xf §i 3-6^ = ̂  ®^ (^V? qui définit l'opérateur nucléaire
^cpo-^Xf factorisé à la première ligne. Mais les 2 opérateurs
nucléaires Xço-^Xf et ^o-^^ sont transposés l'un de
l'autre, donc les éléments ^ et^g sont identiques; les éléments
9 •E T définis par les 2 procédés, étant les images respectives
de ^ et Çg par (L^^^L^r^) , sont donc bien identiques.

Si alors on considère l'application
(?, Î)—Î-^T de (X)c (E; @) X X (F; S) dans E @^çF,
elle peut se définir par deux procédés différents, et possède
donc les propriétés de continuité des 2 procédés: elle est
hypocontinue par rapport aux parties @-équibornées de
(X)c(E;@) et aux parties S-équibornées de 3ë,(F;S).

Cas où toute application continue de Wo dans F est bornée.
a) Si 3ë est un espace de Frechet, F un espace (DF), on sait

que toute application linéaire continue de 3ë dans F est bornée,
et que tout ensemble borné de ^(3-6; F) est équiborné.
Comme 3ë a la topologie y, X(F) = a,(3ë; F) (1). Donc
î6e(F) ==X(F; p), et toute partie bornée de 3ë,(F) est équi-
bornée.

b) Si 5% est le dual fort d'un espace de Frechet distingué,
F un espace de Frechet, on sait que toute application linéaire
continue de Vo dans F est bornée, et que tout ensemble borné
de ^(^ë; F) est équiborné. Comme ici encore 36 à la topo-
logie y( 2 ) , 3^(F)=3^(F; p), et toute partie bornée est équi-
bornée.

b') Si ffo est le dual fort d'un espace de Frechet, F un espace
de Frechet, toute application linéaire continue de 96 dans F

(1) Voir chapitre i, note (a), page 62. Un espace de Frechet a la topologie T,
donc la topologie y.

(2) Si H est une partie bornée de ^,(^6; F), elle est équicontinue, parce que
^ê est tonnelé (GROTHENDIECK [2], théorème 7, page 73), alors elle définit un
ensemble équihypocontinu de formes bilinéaires sur ^6 X F^, donc équicontinu
(GROTHENDIECK [2], théorème 2 page 64), donc H est équibornée. On peut aussi
appliquer le théorème 9, page 96, de DIEUDONNE-SCHWARTZ [1], en l'étendant
à un ensemble d'applications. ^6 étant tonnelé a bien la topologie Y.



THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 99

est bornée, et tout ensemble équicontinu de ^(Sê; F) est équi-
borné (1). Mais on ne peut pas nécessairement en déduire que
tout élément de ^(F) soit dans Së^F; (i), car 3€ n'a pas
peut-être pas la topologie y, donc ^(3^; F) est peut-être un
sous-espace strict de ^(F). D'autre part une partie bornée
de ^(F), même contenue dans ^(S^; F), n'est peut-être pas
équicontinue donc peut-être pas équibornée, car 96 n'est pas
nécessairement tonnelé.

Exemples et applications de la proposition 40.

EXEMPLE 1 (2). — Soient F, G deux espaces localement
convexes séparés quasi-complets. Nous prendrons pour E
l'espace Ïfe(F;G), espace des applications linéaires continues
de F dans G, muni de la topologie de la convergence bornée.
Soit @ l'ensemble des parties équicontinues de Ï(F, G), ®
l'ensemble des parties bornées de F; alors ô : (i^, /y-^^v)?
est une application bilinéaire de E X F dans G, @-®-hypocon-
tinue. Elle définit donc une application 0 de E ®@.çF dans G.
En prenant 3t = 3-6 === 3), A == identité, nous nous proposons
de définir (p^T === O(y^çT) e G, lorsque y est une fonction
indéfiniment dérivable à support compact à valeurs dans
Ïft(F$ G), T une distribution localement bornée à valeurs
dans F.

Remarquons, entre parenthèses, que si y est une fonction
indéfiniment dérivable à valeurs dans Ï,(F$ G), espace Ï(F$ G)
muni de la topologie de la convergence simple, elle est aussi
indéfiniment dérivable à valeurs dans Ï&(F; G). En effet
chaque dérivée D^ est bornée dans Ï,(F; G) sur tout compact
de P.". Or on peut écrire, l'intégrale étant prise sur le chemin
rectiligne (a?o, x), dans ^(F; G) :

(II, 4; 20) DW - D4(^) = C l i ̂ - D^(E) dî\
Jx^\^iOCk /

donc Dp<f{x)—DP(f(Xo) est contenu, pour \x—Xo ̂  1, dans

(•) Voir la note précédente. ̂ 6 n'est plus nécessairement tonnelé, mais on suppose
d'emblée H équicontinue.

(2) C'est l'exemple fondamental utilisé dans BRUHAT [I],
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l'enveloppe (dans ^(F$ G)) de rensemble x—x^p, où
Yp=V^ U ®'î(^- L'enveloppe ^ de Vp est bornée,

IS-a-oKl
|7|=|p|4-l

dans ^(F; G) donc aussi dans ^&(G; F) puisque F est quasi-
complet (1).

Alors D^x) — D^^o) converge vers 0 dans ^(F; G)
quand x tend vers rCç; D^, pour tout p, est une fonction
continue sur R" à valeurs dans Ïfr(F$ G). On sait alors que
Z^y est aussi la dérivée de y pour la topologie Ï&(F; G) (2)].

Une fonction y, indéfiniment dérivable à support compact
à valeurs dans E, n'est pas nécessairement dans ®(E), parce
que E==^(F; G) n'est pas nécessairement quasi-complet (il
l'est si F est tonnelé (3)). Nous pourrons appliquer le résultat
de la page 86 si y e ̂ (E), c'est-à-dire si y vérifié <Ï>^(page 57).

Comme ici E = Ï&(F ; G), on sait que toute partie équicontinue
de Ï(F; G) a, dans Ï,(F$ G) et même dans ^(F; G), une
enveloppe complète, puisque G est quasi-complet (4).

On voit donc que y vérifiera sûrement <!>„) si elle vérifie :
^f/) Pour tout indice p, M D^a;) est une partie équicontinue

de Ï(F;G). •E6Rn

Alors y appartiendra même à ®(E<g) ; la réciproque est évidente.
U espace 2)(E@) est Vespace des fonctions y, indéfiniment dérivables
sur R" à valeurs dans E A support compact, et qui vérifient la
condition <I>".

La proposition 20 bis est donc applicable :
I I existe une application bilinéaire et une seule, (y, T)-»-y»eT,

définie pour y e= 3)(E@), Te 2)'(F) localement bornée, qui vérifie

(II, 4; 21) ^u.Sf=^.S)u(f)^G,

pour ^ e 3), S e ®', u e Ï(F ; G), f e F, et qui soit continue en y, T,
lorsque T parcourt une partie localement équibornée de 2)'(F).

(1) BOURBAKI [2], chapitre in, § 3, n° 4, corollaire 1 du théorème I.
(a) D'après le lemme 1 de SCHWARTZ [1] (voir l'application signalée au cas 1°).
(3) BOURBAKI [2], chapitre ni, § 3, n° 7, corollaire 2 du théorème IV.
(A) Cette enveloppe est en effet fermée dans ^,(F, G), et équicontinue

(BOURBAKI [2], chapitre ni, § 3, n° 5, proposition 4), donc complète (ibidem, chapitre
ni. § 3, n° 7, théorème IV).
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Sur un voisinage borné du support de y, T est dérivée d'une
fonction continue à valeurs dans F, Ï = D^ (corollaire 1 de
la proposition 24 du chapitre i). La formule (II, 4; 12) donne
d'abord

Î^AÎ^—I^ÎW-
On peut alors appliquer la formule (II, 4; 18 bis), avec les

conditions trivialement réalisées a, b {p = 1), Ça (page 88),
^e {Paëe 93) ; pour tout compact K de R", f(K) est en effet une
partie bornée de F, et 0(D^(â), ^(^)) est continue à support
compact. On en déduit la formule intégrale :

(II, 4; 22) î.eî=(- t^f^^f^dx.

On peut définir ^•eT e G même si y ne vérifie pas 0", donc
appartient seulement à ®(Ê). Il suffit d'introduire l'espace Fo
défini page 94, relativement à l'ensemble S de toutes les parties
bornées de F. On sait qu'on peut alors définir un élément
y ̂ Ïo de E §ç F associé à ̂  e ®(Ê ), Ï localement bornée à valeurs
dans F ; son image par 0 : E ®ç F -^ G donne le résultat cherché.
En utilisant les raisonnements A et B page 90, on peut étendre
(II, 4; 22) au cas où ye®(Ê) est une fonction indéfiniment
dérivable à valeurs dans E lui-même, T = D^, f fonction
continue à valeurs dans F.

EXEMPLE 2. — Dual de 96{E).
Soient E un espace localement convexe, 96 un espace

nucléaire, 96 et E non nécessairement quasi-complets. Alors,
96 ayant la propriété d'approximation puisque nucléaire (1),
on a W) 0g E c 3e (E) c 96 §g E (chapitre i, proposition 11).
D'autre part 96 <^s E = 96 0^ E, 96 §g E == X 0^ E. Le dual de
96 ®g E, comme de 36ÇE) ou de 96 §^ E, est alors l'espace des
formes bilinéaires continues sur 96 X E, et les parties équicon-
tinues de (96(E))' sont les ensembles équicontinus de formes
bilinéaires sur 96 X E.

Appelons s l'ensemble des parties équicontinues de E'.
Une forme bilinéaire continue sur 96 X E est de la forme

( ( ) Voir note (1), page 58.
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Lf, où T est une application e-bornée de 96 dans le dual fort
E' : T e S-ê^E' $ s), et réciproquement. Il y a identité entre les
ensembles équicontinus de formes bilinéaires sur 96 X E et
les parties e-équibornées de ^(E'). On a donc l'identité
algébrique (3^(E))' w ^(E'; e), et les parties équicontinues
de (^(E))' sont les parties e-équibornées de ^(E'; e). La
topologie forte sur (^(E))' est évidemment plus fine que la
topologie de la convergence uniforme sur les produits tensoriels
de parties bornées de 56 et de E ; cette dernière est la topologie
induite par ^(56; E'). La topologie forte de (^(E))' est iden-
tique à la topologie induite par ^(Së; E') si et seulement si
toute partie bornée de 3ë(E) est ji-p-décomposable.

La topologie (^(E))^, si 96 et E sont quasi-complets, est
plus fine que la topologie de la convergence uniforme sur les
produits tensoriels de parties compactes de Wo et de E, c'est-
à-dire ̂ (E^; s); (56(E))c et X(E^$ &) coïncident si et seulement
si toute partie compacte de 96(E) est y-y-décomposable.

Soient <p e 56(E), T e= ^:(%(E/ ; s) ; comme les parties équicontinues
convexes équilibrées faiblement fermées sont faiblement
compactes, elles sont complétantes, E' est s-quasi-complet,
et on peut appliquer la proposition 10, avec 3t == 3ë, A == iden-
tité (comme 96 est nucléaire, il a un système fondamental
de voisinage disques U de 0 tels que 36^o soit hilbertien (1),
donc ait la propriété d'approximation). On peut donc définir
<p ^ T e E ®i E' $ si ? est la famille des parties bornées de E, on en
déduit l'existence de y^ .TeE^gE ' . Comme alors la forme
bilinéaire 9 qui définit la dualité entre E et E' est hypocontinue
par rapport aux parties bornées de E et aux parties équicon-
tinues de E', elle définit une forme linéaire 0 sur E^çE',
et ô(y •^g T) == y •9 T est un nombre complexe. Comme 0(^, ^)
se note aussi /e, e\ y - o T se notera aussi (<p, T), et
^,/ç(^), T{x)^dx si les conditions de la proposition 21 le
permettent. La forme qui définit la dualité entre 3^(E) et son dual,
et la forme (y, T)-^<(^, T) coïncident sur (56 0 E) X ^(E'; &)
à cause de (II, 4; 6); ces formes sont continues en (pe^E)
pour T fixée d'après la proposition 14, donc elles coïncident.

(1) Voir note (1) page 58.
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Ainsi :

PROPOSITION 22. — Soient E un espace localement convexe
séparé, 96 un espace nucléaire, 96 et E non nécessairement quasi-
complets. Le dual de ^(E) est îë^E' $ £), les parties équicontinues
de (3ë(E)y sont les parties s.-équibornées de Së^E7). La topologie
forte de (^(E))' est plus fine que la topologie induite par ^(3-6: E7),
et lui est identique si et seulement si toute partie bornée de 96(E)
est ^-f^-décomposable, si 3e et E sont quasi-complets, la topologie
(^(E))^ est plus fine que ^(Ec; &), et lui est identique si et
seulement si toute partie compacte de ^(E) est ^{-décomposable.
La forme bilinéaire qui définit la dualité entre ^(E) et îê^E' ; &)
est (y, T)—^ (y, Ï) === y *o T, où 0 est la forme bilinéaire
définissant la dualité entre E et E7.

COROLLAIRE 1. — Si 96 et ÎL sont des espaces de Fréchet,
W> nucléaire, (^(E))' et W(E7) sont identiques, algébriquement et
topologiquement', (3'6(E))c etWÇE'c) sont identiques, algébriquement
et topologiquement (1).

Il suffit d'appliquer la proposition 22, compte tenu de a,
page 98 (avec F = E' ; £ est alors aussi l'ensemble de toutes
les parties bornées), et de la proposition 1, page 16, 4° et 2°.

COROLLAIRE 2. — Si 9ê est le dual fort Sun espace de Fréchet
nucléaire, E un espace (DF) tonnelé, (3ë(E))' et 3ë'(E') sont
identiques, algébriquement et topologiquement

On appliquera ici b, page 98 {36 est bien nucléaire; un
espace de Fréchet nucléaire Ï est réflexif donc distingué,
on peut donc appliquer les résultats énoncés à M) == Ï ' (2) ;
ensuite F == E7 est un espace de Fréchet; enfin £ est aussi la
famille des parties bornées de E' puisque E est supposé ton-
nelé), et la proposition 1, 3° page 9.

Le dual de 3)(E) est le sous-espace de 3)'(E') formé des
distributions £-bornées. C'est cet espace que Bruhat appelle,
dans [1], l'espace des E-distributions.

(1) Si ^ê et E sont des espaces de Fréchet, K nucléaire, le fait que ^ê(E) == 5^0 E
ait pour dual fort ^(E7) === ^ê^E7, résulte aussi de GROTHENDIECK [5], § 3, n° 2,
théorème 12, page 76, et SCHWARTZ [2], exposé 19, théorème 3.

(2) Le dual d*un espace de Fréchet nucléaire est nucléaire (GROTHENDIECK [5],
§2, n°l, théorème 7, page 40, et SCHWARTZ [2], exposé 18, théorème page 3). Un
espace nucléaire quasi-complet est semi-réflexif, d'après SCHWARTZ [2], exposé 17,
proposition 3, donc réHexif si c*est un espace de Fréchet.
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Cherchons le dual de 3)(E).
Soit u une forme linéaire continue sur 3)(E). Sa restriction

à ®K(E), K compact de R71, est continue. Donc elle définit
une forme bilinéaire continue sur ®K X E, c'est-à-dire une
application linéaire e-bornée de ®K dans E ' . Donc u définit
une distribution T à valeurs dans E', telle que, pour tout
compact K de R", L^r soit £-bornée de ®K dans E'. Donc Ï est
une distribution localement e-bornée à valeurs dans E'.

Réciproquement, soit Ï une telle distribution. Elle définit
une forme bilinéaire continue sur 2)^ X E, donc une forme
linéaire continue sur 2)&(E) c 2)^ ®^ E, et comme ®(E) est
la limite inductive de ®K(E), elle définit une forme linéaire
continue u sur ®(E). Comme par ailleurs les parties bornées
(resp. compactes) de ®(E) sont celles des ®K(E), le corollaire 1
permet d'énoncer :

COROLLAIRE 3. —Le dual de 3)(E) est l'espace des distributions
localement e-bornées à valeurs dans E'. Les parties équicontinues
de ce dual sont les parties localement équibornées de ^(E').
la forme bilinéaire définissant la dualité est (©, Ï) -->- /y, T), ce
dernier étant défini comme égal à ̂ y, aÏ\ pour a e 3) quelconque
égale à 1 wr voisinage du support de y. Si E un espace de
Fréchet, (®(E)V == ^(E7), (®(E))^ == ©'(E;), algébriquement et
topologiquement.

Soit T une distribution localement e-bornée à valeurs dans
E'. Alors, dans tout ouvert borné Q de R", T coïncide avec
une dérivée D^ d'une fonction continue f à valeurs dans
E^, telle que f((î} soit une partie équicontinue de E7 (chapitre i,
corollaire 1 de la proposition 24). Si û contient le support de y,
on a, d'après (II, 4; 18 bis)^ avec les conditions trivialement
réalisées a, b {p == 1), c, (page 88), d^ (page 93), 0 étant
Y-£- hypocontinue sur E X Ee :

(II, 4;23) î.eî=<î, Î^)=(—1)IPI^<D^), f{x))dx.

Rappelons que, si E n'est pas quasi-complet, une fonction y
n'appartient à ®(E) que si elle est indéfiniment dérivable



THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 105

sur R" à valeurs dans E, à support compact, et vérifié (î>l

(page 60). Si y est indéfiniment dérivable à support compact
mais ne vérifie pas $', elle appartient de toute façon à 3)(E);
comme (Ê)7 = E', que les parties équicontinues de (Ê/ et E'
sont les mêmes, et que sur ces parties équicontinues les
topologies (Ê)c et Eç sont les mêmes et identiques à cr(E7, E) (1),
(II, 4; 23) reste applicable, en considérant y comme élément
de ®(Ê), T comme élément de ^((Ê)^; e), et f comme fonction
continue à valeurs dans (Ê)^, prenant ses valeurs dans une
partie équicontinue de (Ê/ ; le second membre restant inchangé.

EXEMPLE 3. — Produit scalaire d'une fonction m + n + 1
fois continuement différentiable et d'une distribution d'ordre <^ m.

Nous énoncerons d'abord un lemme qui complète certains
résultats du chapitre i, puis des propositions préliminaires.

LEMME. — 1° Dans R", S est somme de dérivées d'ordre
^ m + n + 1 de fonctions m fois continuement diftéren-
tiables, qu'on peut choisir de manière que leurs supports soient
contenus dans un voisinage donné de l'origine. Si n == 1, on
ne peut pas remplacer m + n + 1 par m + n; si n > 1, nous
ignorons si on peut ou non remplacer m + ^ + 1 par m + n,
mais on ne peut sûrement pas le remplacer par m 4" ^ — 1-

2° Dans R", si n est impair, ou si n est quelconque mais m == 0,
S est somme de dérivées d9 ordre <; m + n de fonctions bornées,
ainsi que leurs dérivées d'ordre <: m, qu'on peut choisir de manière
que leurs supports soient contenus dans un voisinage donné
l'origine. Si n est pair, et m > 0, nous ignorons si ce résultat
subsiste. On ne peut pas remplacer m + n par m + n — 4 .

3° Dans R", toute distribution dont les dérivées d'ordre <; n + 1
sont des mesures est une fonction continue. On peut remplacer
n + 1 par n, pour n impair ̂  3; on ne le peut pas pour n == 1;
nous ignorons ce qu'il en est pour n pair. On ne peut pas remplacer
n + 1 P^ ^ — !•

4° Dans R", toute distribution dont les dérivées d'ordre ^ n
sont des mesures est une fonction localement bornée. On ne peut
pas remplacer n par n — 1.

(1) BOURBAKI [2], chapitre ni, § 3, n° 5, proposition 5, appliquée aux espaces E,
et F == C.
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1° Le résultat énoncé n'est autre que le lemme du chapitre i,
page 86, formule (I, 3; 23) ou (I, 3; 24). Le support des fonc-
tions trouvées, Lp ou Mq, est contenu dans celui de y, donc
peut être pris dans un voisinage donné de l'origine. L'impossi-
bilité de remplacer m + n + 1 par w + n ou w + n — 1
est indiquée à la remarque page 89, au moins pour m = 0,
ou plus loin à 3°; mais si une telle propriété est vraie pour w,
elle est vraie pour m' <; m, car une dérivée D^, |p| = m + s,
Le g"*, s'écrit aussi D^D^L), avec |ç| = m' + s, D^Leg^;
alors l'impossibilité d'une telle propriété pour m = 0 entraîne
son impossibilité pour tout m.

2° Démontrons d'abord le 2°, pour n impair. En reprenant
les notations des formules ci-dessus du chapitre i, la solution
élémentaire E de A\ k == m + n + i ou m+n selon que

2i 2
m + M + 1 est pair ou impair, est proportionnelle à r^""" = r^*
ou r"*; donc ses dérivées d'ordre <; 2A- — n == m + 1 ou m
sont bornées au voisinage de l'origine, et celles de la fonction
yE sont bornées partout ; alors § est somme de dérivées d'ordre
< ; 2 À * = m + ^ + l o u m + ^ d e fonctions dont les dérivées
d'ordre ̂  m + 1 ou m sont bornées, et de supports arbitraire-
ment voisins de l'origine, ce qui donne de toute façon le résul-
tat cherché, en prenant pour fonctions certaines dérivées
d'ordre 1 des précédentes dans le cas où m + n + 1 est pair
(d'ailleurs nous venons de voir que si on peut démontrer une
telle propriété pour une valeur de m, elle est a fortiori démontrée
pour les valeurs plus petites; on peut alors se contenter de
montrer la propriété pour m + n + 1 impair, avec k == m > r ) .

2 I
L'impossibilité de faire le même raisonnement pour n pair résulte
de ce que E est proportionnelle à r^'^logr, dont les dérivées
d'ordre 2k—n ne sont pas des fonctions bornées au voisinage
de l'origine. Cela ne prouve pas que le résultat ne soit pas exact.

Mais dans le cas particulier m = 0, nous remarquerons que
si un tel résultat est exact pour les dimensions n1 et n", il est
exact pour la dimension n == n' + n". En effet on a alors
R» = R"' x R^ ^ == ^ <g) §̂  en appelant x, Ç, Y], les variables
canoniques de R", R"', R^ respectivement. Si alors on sait que

âç= S D (̂Q, §,= S D (̂ïi),
\P\<n' \g\^n"
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on aura S == S DfD^Lp(^) M^Y)), ce qui est le résultat cherché
IPI<n'
lîKra"

pour la dimension n\ le résultat étant vrai pour les dimensions
impaires (ou même simplement pour n == 1), est alors vrai
pour m == 0, et toute dimension n.

L'impossibilité de remplacer m + n par m + n — 1, pour
m === 0, résulte du même contre-exemple que pour 1°, donné
au chapitre i, page 89, ou plus loin à 4°$ on en déduit la même
impossibilité pour m quelconque.

3° Soit S une distribution dont les dérivées d'ordre ̂  n 4- 1
sont des mesures. Alors, si â== S I^Lp, I^e®0 (voir 1°),

|P|-$n-+-l

on a S=S*S=SDPLp*S=SLp*DPSeêo , S est bien une
fonction continue.

Si l'on peut remplacer n + 1 par n dans 1°, alors on le peut
aussi dans 3°; si on ne le peut pas dans 1°, cela ne prouve pas
qu'on ne le puisse pas dans 3°. Les conclusions de 1° ne nous
permettent donc pas de savoir si on peut ou non remplacer
n + 1 par n dans 3°.

Mais on peut démontrer par une voie directe que, dans 3°,
on peut remplacer n + 1 par n, si n est impair .̂ 3 $ comme
nous n'utiliserons pas ce résultat assez spécial dans le présent
ouvrage, nous ne donnerons pas la démonstration. Cela ne
donne aucune indication pour 1°.

Mais pour n = 1, on ne peut sûrement pas, dans 3°, remplacer
n + 1 par n (car Y, fonction d'Heaviside, a pour dérivée une
mesure, et n'est pas une fonction continue), et pour n quel-
conque, on ne peut pas remplacer n + 1 par n — 1 (car

4
-j-ï 0 < X < 1, a pour dérivées d'ordre ̂  n—1 des fonctions,

et n'est pas une fonction bornée au voisinage de l'origine);
d'où la même impossibilité pour 1°.

4° En utilisant 2° pour m == 0, on démontre 4° comme 3°.
Le même contre exemple que dans 3° montre l'impossibilité
de remplacer n par n — 1, dans 4° donc aussi dans 2°.

PROPOSITION 23. — Soient K un compact de R/1 d'intérieur
non vide et H un voisinage compact de K. Soit L une distribu-
tion de support assez voisin de l'origine pour que la convolution
|Lj opère de es. dans en- Pour que |Lj soit un opérateur
nucléaire (resp. intégral) de 3)̂  dans 3)§, il faut et il suffit
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que L soit une fonction m fois continuement différentiable (resp.
une fonction mesurable bornée ainsi que ses dérivées £ ordre ̂  m).

1° Soit d'abord L une fonction m fois continuement diffé-
rentiable, de support assez voisin de l'origine pour que la
convolution L\ : T-^T*L, opère de SK dans SH. Montrons
alors que | L est un opérateur nucléaire ®SL -^ 3)§. En effet
cette convolution est définie par le noyau L(x — y) (voir
chapitre i, page 47), qui appartient à ë?.y c ^(ê?) (1).

L'opérateur \L\ de ®j[ dans ®S est défini par le noyau
N(â, y) = L{x—y), xe H, ye K, par la formule

(L*o)(rÈ)=^N(rr, y) î(y)A/, ^H,

et on a N e (e(K))y((®S)^)(2). Mais une fonction continue sur
le compact K, à valeurs vectorielles, est a fortiori sommable
(pour la restriction à K de la mesure de Lebesgue). Donc
N és T^^iW _ T * $» ^m

6 ijK^H; —— •L'K^îi^H.

Comme L^ê^S admet une application canonique dans
W§^®5, l'opération ^ L j de 3)^ dans 3)g provient d'un
élément de (Sa/ 0^ ®S, donc est bien nucléaire.

Réciproquement, soit d'abord L une distribution telle que
la convolution ^ L j définisse un opérateur nucléaire de 3)^
dans 3)^ (cas particulier m == 0) ; montrons que L est une
fonction continue.

La convolution ^L | est en effet définie, si elle est nucléaire,
par un élément N^y de {S^y §^ (S°a)^ Cet élément N peut s'écrire
comme une série SXv(uiy 0 Ay), les [Ay étant des éléments de la

v
boule unité de (3)^)^, les h^ étant des fonctions de (3)^), bornées
en module par 1, et Ï|Àv|<oo. Les Oy, d'après le théorème
de Hahn-Banach, se prolongent en formes linéaires continues
sur (3)°)y donc en mesures sur R/1, qu'on peut supposer de
support dans K et de normes bornées par 1; appelons-les
encore p.v. Soit a une mesure ̂  0, de support dans K, majorant
toutes les uiy, et majorant aussi la restriction de la mesure
de Lebesgue dx au compact K; on peut écrire p-y = gyUi,
dx == Œ(A, gy et o- de support dans K, avec gy e L^i, Œ e L^. -, et

(1) SCHWARTZ [l], proposition 12, page 113.
(2) (° (K) est l'espace des fonctions continues sur le compact K; ne pas confondre

avec 3)̂  ou ê^, espace des fonctions continues sur R", à support dans K (donc
s*annulant sur la frontière de K).
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(IgvIL < 1, H < 1. On a alors N == S^vgv^®Av = î^, ?)^,
_____ V

où l(x, y) e (LjjL)y(2)î;). Mais N, étant la convolution avec L,
peut aussi se représenter, en tant que noyau sur R" X R",
comme L(x—y). En particulier, si K est l'intérieur de K,
on voit que les distributions l{x, y) u.y et L{x — y) doivent
coïncider dans R" X K. Pour tout x e R11, les distribution8

l{x, y) uiy et L(a?—y) doivent coïncider dans K$ donc L(a?—y)
o

est une mesure de base UL dans K pour tout x e R71, et alors L
elle-même est une mesure sur R71; mais toute les translatées
de L(— y} devant être de base a dans K, L est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue, ou encore est
une fonction (1). De plus, puisque, sur K, dy == o-(y) piy, L(o;—y)
peut se remplacer par L(x—y)^{y)y-y, pour r c e R ^ y e K ;
mais si les noyaux l{x, y) u.y et L(rc—y)^(y) y-y coïncident dans
R" X K, cela implique que l(x, y) == L ( r c — y ) ^ ( y ) ï pour

o

pL-presque toutes les valeurs de y e K (2). Mais, pour tout y e K,
l(x, y) e Q9^ ; « [x-presque partout » implique « presque partout
sur K pour la mesure de Lebesgue »; enfin (j{y) -=/=.Q sur K,
presque partout pour la mesure de Lebesgue. Retenons fina-
lement que, pour au moins un y e K, la distribution L{x—y) e ®^
coïncide avec une fonction de 3%, donc la distribution L coïn-
cide elle aussi avec une fonction de ®°.

( ') Pour montrer que L est une fonction, nous devons montrer que tout ensemble
compact F, négligeable pour la mesure de Lebesgue, est [L [-négligeable. Il suffit
de le voir lorsque F est assez petit pour qu'un de ses transformés par symétrie et
translation, Ta;çF, soit dans l'intérieur K de K; il existe alors r\ >• 0 tel que tjcFCK
pour |a;—XQ\ ̂ i\. Soit / la fonction caractéristique de F, presque partout nulle.
La théorie classique de la convolution dit alors que le produit de convolution
(JL*/ est lui aussi presque partout nul, et que l'on a, pour presque toutes les
valeurs de x: 0 == f f(x—y)dy.(y). Cela prouve que f(x—îf) == Ta;/ est, pour

presque toutes les valeurs de x, (JL-négligeable. Donc Ta;F est ^négligeable pour
presque tout x, donc pour au moins une valeur de [a? telle que \x—XQ\^I\;
mais alors Ta;F est |L|(a;—^-négligeable ou Ta, |L|-négligeable, puisqu'il est dans K
et que TapL est de base [JL dans K. Donc F est aussi |L (-négligeable.

(2) Les mesures l(x, ^) (Ay et L(x — ?) (T®) ̂  sur (K:)y, à valeurs dans E == %,
coïncident, donc leurs densités î(^, §) et L(x — y) <r(§) sont scalairement (A-presque
partout égales, donc p-presque partout puisque E^ = 3).c est séparable (chapitre i,
note (1) page 66). Autrement dit, pour iJL-presque tout y, les distributions l(x^ y)
et L(î — y) v(y) coïncident.
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Pour terminer la démonstration de la réciproque, nous
prendrons m quelconque, et nous supposerons que ^ L j est
nucléaire de 3)̂  dans 3)5. Si alors Dp est une dérivation
d'ordre < m, JD^ : ®K JL^ ®5-^ ®H est nucléaire, donc D^
est une fonction continue $ cela prouve bien que L est une fonc-
tion m fois continuement difîérentiable.

2° Soit L une fonction mesurable bornée ainsi que ses
dérivées d'ordre <; m, de support assez voisin de l'origine
pour que la convolution ^ L ^ opère de ÊK dans en. |L^ est
alors un opérateur intégral de 3)̂  dans 3)3. Il se factorise en
effet en: 3)^-^ L^-^ LK-^ ®g, et on sait que LS-^LK est
intégrale (1).

Réciproquement, soit L une distribution telle que |L|
soit intégrale de 3)̂  dans 3) .̂ Soit Hi un voisinage compact
fixé de H. Soit f une fonction sommable, de support assez
voisin de l'origine pour que ^ / * j opère de en dans ë^. La
convolution ^ est évidemment continue de o- (LS, L1)
dans (7(3)», (3)°H,y) [car (3)°H )', est un quotient de ê'0, et, si p. e g'0,

v v

on a (/** <p) • [A = y • (/** pi), avec /** a e L1; donc, si y converge vers 0
dans a(L5, L1), /**<? converge vers 0 dans cr(3)^, (3)H,y)j. Mais
la boule unité de L^ est compacte dans O-(LS, L1); donc î / ' j
est un opérateur faiblement compact de Lg dans 3)^, et a
fortiori de 3)̂  dans 3)^.

Alors le composé |L*/^ : 3)^-^3)^ -l/l3)^ est nucléaire (2),
donc, d'après ce que nous avons vu en 1°, L*/*est une fonction
continue dès que /*e L1 est de support assez voisin de l'origine;
donc L (qui a un support compact) est dans L°°(3).

Si enfin ^ L ^ est intégrale de 3)̂  dans 3)g, on voit, comme
dans la fin de 1°, que les D^, |p| <; m, sont dans L08, et
la proposition est complètement démontrée.

REMARQUE. — Pour la dimension n = 1, si L une est fonc-
tion m fois continuement difîérentiable (resp. mesurable
bornée ainsi que ses dérivées d'ordre <ç m), et de support
assez voisin de l'origine, ^ L j est nucléaire (resp. intégrale)
de 3)t dans 3)g- .̂

(1) GROTHENDIECK [4], § 4, n°3, page 127, et SCHWARTZ [2], exposé 16, proposi-
tion 6.

(2) GROTHENDIECK [4], § 4, n°3, théorème 10, 1, page 132.
(3) SCHWARTZ [5], chapitre vi, § 7, remarque 1° page 49, pourp ==1, p' = oo.
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En effet L est alors somme de dérivées d'ordre <^ k de fonc-
tions m + ^ fois continuement différentiables (resp. mesurables
bornées ainsi que leurs dérivées d'ordre ̂  m + A*), de supports
voisins de l'origine : L == ^ D^p.

1 P 1 ̂ k

Alors |D^Lpj : a)^-0^®^-^®^ est nucléaire (resp. inté-
grale).

Pour une dimension n quelconque, cette conclusion ne semble
pas valable pour k > 0. On peut, semble-t-il, seulement
affirmer que L est somme de dérivées d'ordre <; k + 1 de
fonctions m + k fois continuement différentiables, si L est
mesurable bornée ainsi que ses dérivées d'ordre <^ m; on pourra
seulement dire que, si L est de support assez voisin de l'origine,
et mesurable bornée ainsi que ses dérivées d'ordre <; m, Î L j
est nucléaire de 3)^ dans Ê&S4-*.

PROPOSITION 23 bis. — Soient K un compact de R", H un
voisinage ouvert ou fermé de K. U infection canonique de â)^""'1
{resp. â)^4'") dans ®S C) ^st un opérateur nucléaire {resp.
intégral, si n est impair ou m=0).

1° Si HcH' , l'injection â)^"4-1-^®^, se factorise en
®^+»+i-^3)g-^2)^ donc on peut se borner, pour la démons-
tration, à supposer H compact; alors ®3 est un espace de
Banach.

Mais on sait que S est somme de dérivées d'ordre
<; m + n + 1 de fonctions de 3)" (voir lemme, 1°), dont on
peut supposer les supports assez voisins de l'origine pour
qu'elles opèrent, par convolution, de ê^ dans en :

S= S D^Lp.
IPKm+n-H

Alors l'injection canonique de SD^4""4"1 dans 3)g est somme
des opérations de convolution ^D^p^, qui elles-mêmes se
factorisent en Sï^1-^ S^^S^ et comme les opérations
^Lp\ sont nucléaires, d'après la proposition 23, l'injection
^+n-n_^3)g ^ y^ nucléaire.

2° Si n est impair ou m == 0, on a vu (lemme, 2°) que S est
somme de dérivées d'ordre <; m + n de fonctions qui sont

(1) Nous montrons que l'injection de â)^"4"1 dans 3){} est nucléaire. L'image
de CSy^+n+i par cette injection est en fait dans 3)̂ *» mais cela n'entraîne pas que
l'injection de â) '̂1"''1 dans 3)£ solt nucléaire, et nous ne pensons pas que cette
propriété soit exacte.
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bornées ainsi que leurs dérivées d'ordre <^ m, et de supports
assez voisins de l'origine pour opérer par convolution de 8^
dans en; alors la même méthode que ci-dessus montre que
l'injection 3)^"-^2% est intégrale.

Nous ignorons si cette conclusion subsiste pour une dimension
n paire et m=^0.

Remarques. — Cette proposition ne peut pas être très amé-
liorée. Elle montre que l'injection 2)^1 ->- 2)n est nucléaire.
Nous allons voir réciproquement que, si l'injection 2)^-^-3)^
est nucléaire, l'intérieur de K n'étant pas vide, alors toute
distribution S, dont les dérivées d'ordre <^ k sont des mesures,
est une fonction continue; d'après le lemme, 3°, cela n'est
donc possible que pour k ̂  n, et k >. n + 1 == 2 si n === 1.
Ainsi l'injection 2)S~1 ->- % n'est pas nucléaire, et l'injection
2)i[->- % n'est pas nucléaire si n = 1; nous ignorons si l'injec-
tion S^ —>- ®H est ou n'est pas nucléaire pour n > 1.

De même 2)^ —>- 2)^ est intégrale. Nous allons voir réciproque-
ment que, si l'intérieur de K n'est pas vide et si 2)j[ -^ 2)n
est intégrale, toute distribution S, dont les dérivées d'ordre ̂  k
sont des mesures, est une fonction localement bornée. D'après
le lemme, 4°, cela n'est donc possible que pour k ̂  M; donc
2)^~1 —>- 2)n n'est pas intégrale. En résumé :

2);L4-1-^ 2)°H est nucléaire;
2)1 —^ 3)a est intégrale, et pour n = 1 n'est certainement

pas nucléaire;
2)1-1 -^ 2)°H n'est pas intégrale.
Donnons la démonstration dans le cas nucléaire, l'autre étant

analogue. Supposons donc l'injection 2)^ —>- 2)^ nucléaire,
l'intérieur K de K n'étant pas vide. Soit S une distribution
dont les dérivées d'ordre ^ k sont des mesures. Le problème
étant purement local, on peut, en remplaçant au besoin S
par aS, a e 2), supposer que le support de S est compact; on peut
même, par translation, supposer que ce support est assez voisin
de l'origine pour que la convolution iS{ opère de @K dans ë^,
Ri étant un compact d'intérieur non vide contenu dans K.
Alors ^ opère continuement de 2)^ dans 2)^, du fait que les
dérivées d'ordre <; k de S sont des mesures; donc Î S { :
2)°K, ̂ 2)^2^ est nucléaire. D'après la proposition 23, cela
prouve bien que S est une fonction continue.
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COROLLAIRE 1. — Quels que soient le compact K de R'*
et rentier m, Vinjection canonique de S^^1 dans 3)"* et
r injection canonique de ®K dans 3^ sont nucléaires.

COROLLAIRE 2. — U injection canonique de g^""1 dans 8"* c5(
un opérateur sous-nucléaire.

Soit en effet ^ un voisinage disque de 0 dans &"; il existe
un compact K de R" tel que l'image f de fe^ dans d% ne
dépende que des valeurs de f et ses dérivées d'ordre <; m
sur K. Soit alors a e 3), de support H, égale à 1 sur un voisinage
de K, et soit [a] l'opérateur de multiplication par a. L'appli-
cation canonique g"14-"^-1 .-^gm—^ë^ peut se factoriser en

gm^lj^^g-n^l^^m^gm^g^

comme ©g-'""1 -—à)"1 est nucléaire (corollaire 1), ê^""1 -^ë% est
bien nucléaire, et êm+n+i-^êm sous-nucléaire, c.q.f.d.

Appliquons maintenant la proposition 10 à 3t=2)£4""^1,
K compact de R", 36 = ®3, H voisinage compact de K.
Nous prendrons pour A l'injection canonique, nucléaire, de
g)^+n4-i jg^g g)g Pour pouvoir appliquer la proposition 10,
nous avons besoin d'une certaine propriété d'approximation
relative soit à 3t, soit à S6. On ne sait pas si 3t la possède
(si U est la boule unité de ^+ft^1, il faudrait que
3t̂ o = (SDS4-"4-1)' fort ait la propriété d'approximation; on ne sait
pas s'il en est ainsi). Montrons que 9^ la possède. V étant la
boule unité de 3)3? nous allons montrer que 96^ a la propriété
d'approximation :

LEMME. — ®3 a la propriété d'approximation stricte, pour
H compact de R\

Considérons d'abord le sous-espace Ï°(®S; ®S) = |j W;^)
KCH

de Ï,(2)S; ®5); et montrons qu'il est strictement adhérent à
l'identité I. Soit c î>0 ; on sait qu'on peut prouver une
fonction a^ de ®, de support intérieur à H, égale à 1 en tous
les points de H dont la distance à [ H est ;> d, et vérifiant

(II, 4; 24) iDP(a,-l)|<—,
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où C est une constante absolue (ne dépendant que de m
et n) (1).

Soit [aj l'opération de multiplication par a^. Elle appar-
tient bien à ^°(3)S;®5)? et nous allons montrer que [aj]
tend vers 1 dans Ïc(2)S ; ®S) lorsque d tend vers 0, ce qui
montrera notre assertion ci-dessus (en prenant pour d les

, 1 1 1 \nombre -^-9 -o-> • • • —> • • • 12 3 v /
Soit W un compact de 2)S. D'après le théorème d'Ascoli (2),

les dérivées D^, ç e W, |p|<^ w, forment un ensemble équicon-
tinu de fonctions numériques sur R". Si donc, pour tout d > 0,
on pose

Y) (d, W) = sup | D^ {x1} — DP^X") |,
|p|<m,ye;)îl
|a-'-.c'|<d

Y](rf, W) converge vers 0 quand d converge vers 0. Comme y
et ses dérivées sont nulles sur la frontière H de H dans R'1,
on voit que, si x e R" est à une distance <^ d de ( H, on a
ID^^KY)^, W;) pour|p|<m, çem.

La formule d'intégration

(II, 4; 25) D^) = F i (^ D^(S))^,
Jx^i=i\^i /

•
(intégrale prise sur un chemin rectiligne de x^ à x^ x^ e H)
montre, de proche en proche, successivement pour |p|== w—1,
m—2,..., que l'on a la majoration

(II, 4; 26) |D^(o:)|< ((Vn^-Hï^, m),
pour |p| <^ m, <p e ̂ 5 rc à une distance ̂  d de j H.

On a alors, d'après la formule de Leibniz :

(II, 4; 27) |D^p-y)|< S ( p ) [D^-l)[ |D^ç|
^Aî/

< Sup C21PI (A^)""^1 ̂ (d, m) < C(2v/yl)m^m-lpl^(rf, W),
q<p d^

pour (peW, |p|^m.
(1) Soit Hi l'intersection de f H et d'une boule de rayon assez grand pour contenir

un voisinage de H. H^ est compact. On peut relativement à Hp construite une fonc-
tion 04 vérifiant les formules (III, 7; 15 et 16) de SCHWARTZ [4]. On pourra alors
prendre ici o.d == 1 — 04 dans H, == 0 dans (^H.

(t) BOURBAKI [3], chapitre x, § 4, n° 1, proposition 1, au moins pour m == 0.
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Puisque r^d, W) converge vers 0 avec d, on voit bien que
[aj — 1 converge vers 0 uniformément sur W, donc dans
^(a)^$®S), lorsque d tend vers 0.

Pour montrer que ®S a la propriété d'approximation strictey
il suffit donc de montrer que (2)g/ 0 ©g est, dans ^(3)g;
®g), strictement dense dans ^(3)5; 3)3). Soit donc K un
compact de H, et ueÏ (®S; ®S). On sait que 3)7" a la propriété
d'approximation stricte (préliminaires, corollaire de la pro-
position 3). Donc ue^(2)g;3)S) est strictement adhérente,
dans ^c(®3; 3)"*)? à l'espace des applications linéaires continues
de rang fini. Soit a e ®H une fonction égale à 1 sur un voisinage
de K. La multiplication [a] est continue de 2)"1 dans ®3;
donc p-^[a]o(/ est continue de ^(2)g; 3)"1) dans ^(®3; ®3);
alors [a] o u = u e ̂  (®g ; 3)^) est strictement adhérente,
dans ^c(®H; 2)5)? à l'espace des applications linéaires
continues de rang fini, ce qui finalement démontre la pro-
position.

Appliquons alors la proposition 10. Soient 9 es ©^""^(E),
Teâ^F), E et F non nécessairement quasi-complets.

Choisissons un compact K contenant le support de <p, alors
y^= op e ̂ """^(E), et choisissons aussi un voisinage compact
H de K. Appelons TH l'image de T par Q^-^ÇQÎ)1 (TH n'est
pas une distribution, car ®S n'est pas normal). Par hypothèse,
Tu est dans (®S)^(F$ ^o) (puisque ®H est un Banach (1)). Soit A
l'injection nucléaire Qî^^1-^^ On peut alors calculer
î&'iîATii6 E@iF.

D'après la méthode indiquée à la page 58, ÇK^.ATH
n'est autre que (L^L^K.H, où ^.n e (Sr-714-1/ ®.®H est
l'élément qui définit l'injection nucléaire A. A priori cet
élément dépend non seulement de y et T, mais encore de K
et H.

Nous allons voir qu'il n'en dépend pas. Soient H(, K(,
et Hg, Kg, deux couples possibles ; posons K = K, n Kg,
H == H, n Ha, H est encore un voisinage compact de K,
et yeSîr^E).

(1) L'image de la boule unité, partie bornée complétante de 3)3, doit en effet
être bornée complétante dans F.
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On a alors le diagramme commutatif:

où toutes les opérations sont les injections naturelles, u et v
continues, A et A, nucléaires. La formule (11,4; 7) donne alors

^ ^ t ^VK, -i; A, 1 H, = ÇK •i; A 1 H.

Le même raisonnement montre que
-> 7p ^ 7py&.-tîA,1!!^ yK-iîA1^

ce qui prouve bien l'indépendance démandée. De manière
analogue, on voit que l'élément obtenu est indépendant de m,
pourvu que yea^-^E) et que Ï soit dans ^(F); et
si yes2)(E), y.iT est l'élément défini à la proposition 20 bis.
On peut donc noter y^î l'élément y&^A^H de E @ i F calculé
avec m, K, H, quelconques. De plus nous voyons que y^Ï==0,
si les supports de y et T sont sans point commun, car alors on
peut choisir K contenant le support de y, et H voisinage
compact de K sans point commun avec le support de T, de
sorte que TH = 0.

Etudions les propriétés de continuité. Soit S un ensemble
saturé de parties bornées complétantes de F. La proposition 14
montre que y *ç T converge vers 0 dans E §ç F, si y converge
vers 0 dans un ^^"^(E), tandis que î parcourt une partie
localement S-équibornée de ^(F) (car alors ÏH parcourt
une partie C-équibornée de (®S)c (F)). Comme 3)g est un
Banach, une partie S> de ̂ (F) est localement S-équibornée si et
seulement si, quelle que soit la partie bornée D de 3)"1, M L^r(D)

î<=^
appartient à 6, si S est l'ensemble de toutes les parties bornées
de F, cela signifie simplement que % est bornée dans ^(3)'"; F),
ou dans 2)^(F) =^(®7"; F), puisque 3)"1 est complet (1).

(1) BOURBAKI [2], chapitre ni, § 3, n° 4, corollaire 1 du théorème Ï.
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Un raisonnement analogue à celui de la page 87 montre
alors que y »çT converge encore vers 0 dans E ®çF, si y converge
vers 0 dans ^^"^(E) (muni de la toplogie limite inductive
des ©S^^^^E)) et que T parcoure une partie localement S-équi-
bornée de ©^(F).

[Mais si T est dans ^"'(F; ^) ^t q116 l'o11 cherche seulement
y » ç T e E @ ç F , on peut appliquer la proposition 17 au lieu de
la proposition 10; car on sait (proposition 23 bis) que l'injec-
tion canonique de 3)2^" dans 2)g est intégrale, pour n impair
ou m = 0. Si y converge vers 0 dans ©"^"(E) et que T reste
dans une partie localement S-équibornée de ©^(F), y-gT
converge encore vers 0.]

Soit maintenant @ un ensemble saturé de parties bornées
de E. La proposition 12 (compte tenu de ce que A est non
seulement sous-nucléaire de î&g^"^1 dans 3)g mais même
nucléaire) montre que ^ •<g T converge vers 0 dans E ®<g F,
quand y parcourt une partie du type @ de ^^^(E) (ce qui
veut dire du type (S dans un 3)2"^ "^(E)), et que Ï converge
vers 0 dans 2)^(F). ^

D'après la proposition 24 du chapitre i, T e 2)^(F) est égale
à une somme de dérivées d'ordre <; m + n + 1 de fonctions
continues: Ï= S D^p-

IPKm-m+i . ̂
On peut tou]ours supposer, si T est localement S-bornee,

que l'image ^p(H) d'un voisinage H du support K de y appar-
tient à S. Alors on aura

(II, 4; 35)0 y.çî= r S {-i^W(x)^(x))dx,
.^Ipl^m-t-n-H

la fonction à intégrer étant continue à support dans K (puisque
^ ?)—>^ <8)çf est continue sur le produit de E pa*r une partie
de F appartenant à S). La formule (II, 4; 35) ne peut pas se
démontrer par application mécanique de la formule (II, 4; 15).
Il faudrait en effet passer par l'intermédiaire de

(II, 4; 36) y.çî= S (-l^y.^.
IPj^m-hn+l

(1) Pour des raisons techniques tenant à des corrections de dernier moment,
les formules (II, 7; 29 à 34) n'existent pas.



118 LAURENT SCHWARTZ

Or la théorie précédente ne donne pas directement un sens
àD^.ç^ pour D^2)°K(E), fpeg°(F), car ê°(F) = (ê^(F), et
l'injection 3)^—^^° n'est pas nucléaire (elle est par contre
intégrale, puisqu'elle se factorise en

€f\ 0 T oo T 1 OfO
«^/K —>- J..JK. —>" •'-'K. —>" °c ?

et que L£ -^ U est intégrale (1)).
Démontrons donc directement (II, 4; 35). Comme les deux

membres dépendent seulement de T et des fp au voisinage du
support de y, on peut toujours supposer Ï e êc(F; ^)? fp e 2)°(F),
avec /^(R") e C. Pour T et les fp ainsi fixés, les 2 membres de
(II, 4$ 35) dépendent continuement de y e ©^""^(E) (nous
l'avons vu plus haut pour le premier membre; c'est trivial
pour le deuxième, car si y converge vers 0 dans un ^^^(E)?
D^ converge vers 0 dans 3)^(E), et (fpK) e S, donc D^â) ̂ çfp{x)
converge vers 0 uniformément sur R" en gardant son support
dans K, donc son intégrale converge vers 0), et sont égaux
sur le sous-espace dense â^^^E de ^-^-^(E) (pour•̂  -^ •̂  •^•
( p = = ^ 0 ^ ^eS^^^eE, le premier membre vaut e 0 L^r(^)
d'après (II; 4$ 6), le deuxième membre vaut

^ f S (—l^D^^fJa;)^.
jR»|p|<m+n-+-l

Or il est équivalent d'écrire T = SD^p ou d'écrire

L^)= f ^(-^^D^^a;)^JR'* p
pour toute ^ e 2), donc aussi pour toute ^ e 3)"»-^-^ p^p passage
à la limite), donc ils sont égaux toujours.

[Remarquons que nous n'avons pas supposé E quasi-complet.
Alors une fonction y, m + n + 1 fois continuement différen-
tiable à support compact, appartient à ©"^""^(Ê), mais
n'appartient pas nécessairement à (S)m^n^i(E) (à moins de véri-
fier la condition ^>m+n+i de la page 57). Mais la méthode de

(1) Voir note (1) page 110.
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la page 94 permet toujours de définir un élément y •0 To de E ®ç F,
si T est localement S-bornée],

On peut finalement énoncer:

PROPOSITION 24. — Soient E, F, des espaces localement
convexes séparés, non nécessairement quasi-complets. On peut
définir un élément y.,Ï A? E §, F, pour y e ©^"^(E), T e ©^(F)
{m fini). Inapplication bilinéaire ( y , T ) — » - y » T est compatible
avec les applications linéaires continues de E et F. Si y parcourt
une partie bornée de ©"'^""^(E) et T une partie localement
^Q-équibornée de ©^(F)? y* iT rô^te rfan^ une partie bornée de
E ®i F. Le produit y \T ̂  nuî 51 ̂ s supports de ^ etT sont sans
point commun. Si ye2)(E), y^T coïncide avec Isolément défini
à la proposition 20 bis. Si @ (resp. S) est un ensemble saturé
de parties bornées de E [resp. bornées complétantes de F) y y'@T
converge vers 0 dans E ®<g F quand y parcourt une partie du
type @ cTuyi ©^""^(E), tandis que T converge vers 0 doyis
©^(F) ; y -çT converge vers 0 dans E @ç F quand y converge vers 0
dans ©"^"^(E), tandis que T »wte Am5 uyie partie localement
î>-équibornée de de 3)^(F) [on peut même définir y-çTe E ®çF
pour yea^-^E), Te 3)̂  (F) localement ^-bornée, n impair,
ou n pair et m = 0; la dernière propriété de continuité subsiste
dans ce cas, avec m + n au lieu de m+ n-\-1]. L'application
bilinéaire (y, TJ-^y-ftT (^i F est quasi-complet^ de sorte que
toutes les parties bornées sont complétantes) de ̂ '^'^(E) X ©^(F)
dans E §B F est la seule qui vérifie (II, 4; 1) {avec A = identité)^
et qui soit hypocontinue par rapport aux parties bornées. Si T est
égale, sur un voisinage du support K de y, à une somme finie
de dérivées de fonctions continues, T == ^ ^Tp» û^c
"̂  fJZ\ y / T T / OC\ IPl-^m+n+lfp{K.) eî>, on a (II, 4; 35).

On peut démontrer partiellement cette proposition d'une
autre manière sans employer le lemme de la page 113. Soient
ye^'^^E), Ï e ®^(F) localement S-bornée. Soit a e 3) égale
à 1 sur un voisinage du support de y. Alors aTe^"?(F; S),
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et comme yeê^^^E) et que l'injection de g"1"'1"1 dans g"*
est sous-nucléaire (corollaire 2 de la proposition 23) donc
sous-intégrale, on peut calculer y-çaT d'après la proposition
17 (ê^71^'1 a la propriété d'approximation stricte, préliminaires,
corollaire de la proposition 3). Le résultat ne dépend pas du
choix de a. Il est identique à celui qui est obtenu par la méthode
précédente [car c'est vrai si y e ©m "'"'*'10 E, et les deux résultats
dépendent continuement de <p pour T fixée; mais ici S n'a
pas besoin d'être formée de parties bornées complétantes, de
sorte que, pour 6 == p, il est inutile de supposer F quasi-
complet].

Mais cette nouvelle méthode ne permet pas d'obtenir y »i T
ni même y •© T (1).

Remarques. — 1° Soit <^€= ê^-^E), Teg^F). Soit a e ®
égale à 1 sur un voisinage du support de T. Alors ay e ̂ "^^(E),
T e ÈD^F), on peut donc appliquer la proposition 24, et
calculer a y * i T e E ® i F ; le résultat est indépendant du choix
de a, on peut l'écrire y «i T. Nous laissons au lecteur l'énoncé
des propriétés de ce produit scalaire.

Plus généralement si yeê^^E), ÏeâV^F), et si l'inter-
section des supports de y et T est compacte, on pourra définir
y \ T comme ay ^ T, a e 2) égale à 1 sur un voisinage de l'inter-
section des supports de y et T ; y -i T sera nulle si l'intersection
des supports est vide.

2° La possibilité de remplacer m + n + 1 par m 4- n ou
m + n — 1 sera discutée au § 8, 2èlne contre-exemple.

§ 5. Produit multiplicatif.

PROPOSITION 25. — Soient 3ë, 3î, Ï, 3 espaces de distribu-
tions^ 9fo et 3î normaux'^ E, F, 2 espaces localement convexes
séparés^ non nécessairement quasi-complets. On suppose de plus
que 96 est nucléaire et de dual fort nucléaire^ et qu^il a la propriété

(1) Ou alors il faudrait démontrer que g*»» •4-'* •*• 1 a la propriété d'approximation
exigée par la proposition 10; c'est probable mais nous ne l'avons pas cherché.
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(Kapproximation stricte. Soit (S, T) —>- ST une multiplication
de Vu X 3î dans Ï(1), u^-continue, (JL^Y. On peut définir une
multiplication (S, T) -^ (S T)^ {et une seule si 'Si a la propriété
cC approximation)^ application bilinéaire de 3ë(E) X 3t(F) dans
ï(E ®^ F), séparément continue et vérifiant:

(II, 5; 1) ((SÎXT/O^ST;®/;

pour S e 3^, T e 3t, e e E, /r e F. Cette multiplication est en outre
hypocontinue par rapport aux parties bornées de 96 (E), et aux
[^•parties de 3t(F); elle est continue si RI^TC. Cette application
est compatible avec les applications linéaires continues de E,
F ou de W>, 3t, Ï.

Il suffit d'appliquer la proposition 3 à la multiplication
de M> X 3t dans Ï.

EXEMPLES. — On peut définir des multiplications, hypo-
continues par rapport aux parties bornées, de ë(E) X S ' ( F }
dansa) /(E@^F),de0M(E)X^(F)danstf /(E^F),detf(E)x^(F)
dans 0c(E@;çF) (et même dans 0M(E§^F)) (2).

On peut aussi définir une multiplication, hypocontinue par
rapport aux parties bornées de ë(E) et aux parties compactes
de ^(F), de ê(E) X ^(F) dans ^(E^F).

On peut aussi appliquer les formules (II, 2; 8).
Alors S-^(ST)^ est la seule application linéaire continue

de 3ê(E) dans Ï(E ®^ F) qui vérifie

(il, 5; 2) [(S;)ÎL=S[\Ç, î)=r,Ç, sî).
Si 3t a la propriété d'approximation, T-^(ST)^ est la seule

application linéaire continue de 3î(F) dans Ï(E ®^ F), qui
vérifie

(ii, 5; 2 bis) (XT ̂ )L = r,(?, S)T = r,($ T, f).
(1) Rappelons (chapitre i, page 70) qu'une multiplication de ^6 X 3i dans Ï est

une application bilinéaire séparément continue, coïncidant sur 3) X 3) avec la multi-
plication usuelle.

(a) Les espaces ê, 3)7, 9', îT, ô^, ô^, sont normaux, et ont la propriété d'approxi-
mation stricte (préliminaires, corollaire de la proposition 3). Ils sont nucléaires et
de dual nucléaire, d'après GROTHENDIECK [5], § 2, n° 3, théorème 10, page 55.
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Remarque. — Si, au lieu de 3e, on suppose que c'est Si qui
est nucléaire et le dual nucléaire, et a la propriété d'approxi-
mation stricte, on peut aussi définir (S Ï)^ eÏ(E g^F), pour
S e ̂ (E), T e 3t(F). Pour le définir, on appliquera la proposi-
tion 25. à la multiplication de 3t X î6 dans Ï déduite par
symétrie de la multiplication donnée; à l'élément obtenu
(T S)^eÏ(F §^ E), on appliquera la symétrie canonique
F^E—E^F.

Si alors 96 et 3î ont tous deux ces propriétés, on peut définir
deux produits; mais il coïncident sur {96 0 E) X {3i 0 F),
et sont séparément continus, donc coïncident partout. On
peut donc employer la même notation (Sî)^ pour ces deux
produits.

Associativité de la multiplication.

PROPOSITION 25 bis. — Soient 3ë, 3t, Ï, jlk, % des espaces
de distributions normaux. Supposons qu^il existe des multipli-
cations de 96 X 3Î dans W, de X. X Ï dans Tb, de TO X Ï dans ®',
de 36 X % dans 3)', et qu^on ait la relation d^associativité

(11,5; 3) (RS)T=R(ST), pour Re^, Se3l, TeÏ.
Supposons £ autre part vérifiées les conditions énoncées dans

la proposition 25, pour que ces diverses multiplications puissent
s'étendre aux distributions vectorielles^ et supposons que 3ë, 3î,
Ï, aient la propriété d'approximation. Alors on aura aussi :

(II, 5 ; 3 bis) ((^§).ÎJ. = (îî^TU ^ (E 0 F 0 G)ï,

pour ]R e Siê(E), § e 3Î(F), î e Ï(G) (en identifiant (E ̂  F) §„ G ̂
E^(F^G)à(E0F0G)s) .

En effet les 2 membres de (II, 5; 3) définissent des applica-
tions trilinéaires sur ^(E) X 3l(F) X ^(G), hypocontinues
par rapport aux parties compactes, et qui coïncident sur
(î6 0 E) X (3t 0 F) x (Ï 0 G), produit de sous-espaces denses
(proposition 11 du chapitre i); donc elles coïncident partout.

Cas où l'un des facteurs est une fonction indéfiniment dérivable.
Il existe des produits multiplicatifs de 2 distributions sca-

laires, dont aucune n'est une fonction indéfiniment dérivable.
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Par exemple on peut définir une multiplication de &" X 3)^
dans 3) .̂ Mais nous voulons ici que 96 soit nucléaire; dans
tous les cas pratiques, 3e est ou bien un espace de fonctions
indéfiniment dérivables, ou bien un espace de distributions
d'ordre non borné, auquel cas 3Î est un espace de fonctions
indéfiniment dérivables.

Nous ne restreindrons donc pas la généralité pratique des
résultats obtenus en supposant que 3-6 ou 3t est un sous-espace
de ê, muni d'une topologie plus fine que la topologie induite.
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 26. — Si 96 est un sous-espace de ê, muni
d'une topologie plus fine que la topologie induite, le produit
(a T)^e2)'(E®^F) est le même, que l'on considère î comme
élément de 3ë(E) et T comme élément de 3t(F), ou que l'on consi-
dère a comme élément de ë(E) et T comme élément de 2)'(F).
Résultat symétrique si c'est 3t qui est un sous-espace de ë.

Remarquons d'abord que la chose est évidente si E et F
sont le corps des scalaires. 3ë et 3t sont en effet normaux;
on peut donc trouver des a, e ® (resp. des T\ e 3)) convergeant
vers a e ̂ ;6(resp. T e 3t). On a, pour chacun des deux produits :
aT===lim/limajTfc\, et sur ® X 2) les deux produits coïncident
avec la multiplication usuelle.

Mais alors le cas vectoriel en résulte aussitôt, puisque le
produit est compatible avec les applications linéaires continues
de 3ë et 3î. Le diagramme commutatif

^ XÎÎ-^Ê X 2)'\^/
donne naissance au diagramme commutatif :

3ë(E) X 3t(F)———^ë(E) X ®'(F)

'®'(E^F)'
ce qui démontre la proposition.

Remarques. — 1° Même si l'on n'a ni 36 ce, ni 3tcê, le
produit ($î)^ ne dépend que de ^eS^E) et Te®'(F) et
non de Wo et 3t, pourvu que l'un de ces deux espaces ait la
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propriété d'approximation par troncature et régularisation.
Nous laissons au lecteur le soin de le montrer en s'inspirant du
raisonnement de la page 43.

Il en est de même, sans rien supposer sur 3e ou 3t, si S e 2)(E)
ou si T e ®(F), d'après le raisonnement déjà utilisé page 123
(parce que 3) est un sous-espace de 36 et de 3t, avec une topo-
logie plus fine que la topologie induite).

Si l'on ne fait pas d'hypothèse spéciale sur 3e et 3t, mais si
l'on sait que S e ë(E), peut on dire que (S T)^ soit nécessaire-
ment le même, pour S consédéré comme élément de ^(E),
T considéré comme élément de 3t(F), et pour S considéré comme
élément de ê(E), T considéré comme élément de 3)' (F)?
Nous ne le pensons pas.

2° Si M) et 3t sont tous deux contenus dans §, avec une
topologie plus fine que la topologie induite, la multiplication sur
3^(E) X 3t(F) est induite par la multiplication sur ë(E) X ë(F),
car, d'après la proposition 26, toutes deux sont induites par
la multiplication sur ë(E) X 3)'(F); la multiplication de
ë(E) X ë(F) dans 8(E @^ F) est par ailleurs la multiplication
triviale (a, p) ->- a(^) ®^p(^), comme on le voit immédiatement
(c'est aussi un cas particulier de ce qui sera démontré à la
proposition 28).

Problèmes de support.

PROPOSITION 27, — Si a e ê(E), T e 2V(F), le support de
(aT)^ est contenu dans Vintersection des supports de oc. et de T
{donc la valeur de (a T)^ ne dépend que de la valeur de a sur un
voisinage arbitraire du support de T).

Soient A et B les supports de S et T, A n B = K.
Alors la multiplication induit une application bilinéaire

séparément continue de ^(E) X ®B(F) (*) dans ©'(E^F);
mais l'image de (ÊA ® E) X (®B ^ F) est dans ®K(F), fermé
dans 3)' (F); comme ÊA et 3)^ sous-espace d'espaces nucléaires,

(l) Rappelons que, si A est une partie fermée de R", ^Ô un espace de distributions
sur R", Sfê^ est le sous-espace de !f€ formé des distributions sur R" de support dans A;
il est donc toujours considéré comme muni de la topologie induite par ^6. Alors
^(E) === 5^eE est le sous-espace de 5^(E) formé des distributions de 3^(E) de
support dans A.
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sont nucléaires, donc ont la propriété d'approximation (l),
SA ^ E est dense dans ^(E), ®B ® F est dense dans ^(F),
donc l'image de ^(E) X ®B(F) est aussi contenue dans ^(F).

Formule de dérivation du produit.

PROPOSITION 28. — On a la formule

/ T T K /\ ô f^\ f^^\ 1 /^Ô 1 T Î^
(I][î 5; 4) ^^^""l^1^) +ta^ ^î \^f A \ ô /̂

pour îeê(E), îe3y(F).
Les 2 membres définissent en effet des formes bilinéaires

séparément continues sur ë(E) X 3)'(F), et qui coïncident sur
(ë0E) X (3)'0F), produit de sous-espaces denses, donc partout.

Cas où ^ et T sont toutes les deux des fonctions. Notation
fonctionnelle du produit.

PROPOSITION 29. — Si feë(E), et si ge®'(F) est une fonc-
tion localement intégrable, alors {f g)^ est la fonction localement
intégrable f{x} <^ g{^} (<^ ^ut dire quSon la considère comme
prenant ses valeurs dans E ®^ F).

Les deux applications : (f, g)-^(f, g)r. et^f, g}-^f(x)^^g(x),
sont des applications bilinéaires de ë(E) X ^(F) dans ^(E §„ F)
séparément continues, qui coïncident sur (6 0 E) X (Ï1 0 F),
donc partout.

C^est pourquoi nous emploierons dans tous les cas la notation
fonctionnelle: pour Se3-6(E), Te3t(F), dans les conditions
^application de la proposition 25, nous noterons toujours par
Ï{x) ̂  î(^) le produit @T% (2) :

(II, 5; 5) @î), == S(x) ̂  T(a;).
(1) ê et ̂  sont nucléaires (note (2), page 121). Un sous-espace d'un espace nucléaire

est nucléaire (GROTHENDIECK [5], § 2, n° 2, théorème 9. l, page 47, ou SCHWARTZ [2],
exposé 18, proprosition 4). Tout espace nucléaire a la propriété d'approximation
(voir note (1) page 58).

(2) Cette notation pourra donc se trouver contradictoire : si S et T sont des fonctions
/ et g, si l'on a les conditions de la proposition 25 mais non celles de la proposition 29,
il se pourra que (i?î)n, que nous aurons noté S(^) (g), T(^), ne soit pas défini par la
fonction x ->• f(x) (g) ^(x}. Mais cela ne risque pas de se produire souvent dans la
pratique.



126 LAURENT SCHWARTZ

Relation entre produits scalaire et multiplicatif. Notation fonc-
tionnelle du produit scalaire.

PROPOSITION 30. — Pour Seê(E), îe2)'(F), 9 e ®(G),
on a:

(II, 5; 6) (;î)^^=ÇÎ),^î=î^(îî^e(E®F®G)s,
fc^ produits scalaires étant ceux qui sont définis à la proposition 4,
respectivement pour les couples d'espaces (3)', 2)), (3), 3)'), (ë, ê').

En effet, les 3 membres sont séparément continus et
coïncident sur (ë ® E) X (2)' 0 F) X (3) 0 F), donc partout.

Il est évidemment intéressant d'étendre cette formule à
des espaces 3e, 3î, autres que ê, 3Y, 3).

Par exemple on pourra supposera e ê(E), T e ê'(F), <p e ê(G),
ou bien S e ÔM(E), Ï e y'(F), ̂  e ̂ (G), etc... On peut donner uiïe
proposition générale, dans le style de la proposition 25 bis.

PROPOSITION 31. — Soit 2e un espace vérifiant les conditions
de la proposition 4. Supposons en outre qu^on puisse définir
une multiplication de 96 X W dans 2)^) hypocontinue par rapport
aux parties compactes. Alors on peut définir, diaprés la propo-
sition 4, un produit/scalaire (^c, Ï)-^î^T de 36(E) X X(F)
dans (E ®^ F), et diaprés la proposition 25, un produit multi-
plicatif (S,Î)-^(ÎT)^ de 3ë(E) X 3ë'(F) dans ®L(E g^F). On a
la relation :

(II, 5; 7) ^T=^ÇT),,

Les deux membres définissent en effet des applications
bilinéaires de 56(E) X W(F) dans E ®^ F, séparément continues
(propositions 4 et 25; et proposition 36 du chapitre i), et qui
coïncident sur (S ® E) X (3)0 F), donc partout ((2) 0 E) est
dense dans 96 ®g E, puisque 3ë est normal, et que 3ë ® E est
dense dans Î6(E) puisque 3ë, nucléaire, a la propriété d^approxi-
mation; de même 3) 0 F est dense dans W (F)).

C'e^ pourquoi^ toutes les fois que les conditions énoncées dans
la proposition 31 seront réalisées, nous pourrons, conformément
à la notation (11, 5; 5), écrire sous la forme

f^Gw^w)^
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le produit y -^ T :

(II, 5; 8) î.,T=^(î(o;) ̂ (x))dx.

Cette formule est justement celle qui avait été annoncée
à (II, 3, 8); elle est maintenant justifiée.

On pourra l'employer en particulier pour Wo ==== 2), ê, {^;
les multiplications sont en effet hypocontinues de S X 3)',
8 X ê', ^ X if' dans ê', ê7, Oc respectivement, donc dans 3)^.

Produit multiplicatif général.
Il est utile de généraliser le produit multiplicatif, comme

nous avons généralisé le produit scalaire au § 4. Il serait trop
long de faire une théorie complète; nous nous bornerons
aux cas les plus utiles. Le principe de la méthode va consister
à ramener le produit multiplicatif au produit scalaire par la
formule (II, 5$ 6), et à appliquer ensuite les résultats du § 4.

PROPOSITION 32. — Soient 3ë, 31, Ï, Wf*) des espaces de
distributions normaux sur R/1, E et F des espaces localement connexes
séparés, ces espaces n^étant pas nécessairement quasi-complets.
Soient @ {resp, S) un ensemble saturé de parties bornées de E
(resp. de parties bornées complétantes de F). On suppose que
5i c 3ë et que V injection A de 3t dans îfo est sous-nucléaire ;
on suppose £ autre part que Si ou 96 à la propriété d^ approxima-
tion requise dans Vénoncé de la proposition 10, et que î est
bornologique.

Enfin on suppose donnée une multiplication de W X 96'c dans ^5
provenant, par transposition, d^une multiplication de "VU X Ï
dans 3t, hypocontinue par rapport aux parties compactes de Ï.
Alors on peut définir une « multiplication »(2) de ̂ (E) X S&c(F ; Pô)
dans ^(E®iF), notée Ç, î) -^ pî),, vérifiant:

(II, 5; 9) ÇÎ),.9=^.,ATeE^F,

pour toute ye Ï ; le second membre est celui qui est défini à la
proposition 10, pour ^cye3t(E), Ïe3^(F; Ro).

(1) Observer le changement de notation entre les propositions 25 et 32.
(2) Nous avons mis multiplication entre guillemets. C*est une opération bilinéaire

de JTl(E) X ̂ (F; Pô) dans ^(E g^F), qui est évidemment apparentée à une multi-
plication, mais qui, par exemple, n'est pas nécessairement séparément continue !
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On a

(II, 5; 10) [(aî)(Tf)l=(aT)^7,

pour a 6 W, Te W, îeE, f s F.
Cette multiplication est compatible avec les applications linéaires

continues de E, F, ou de 3ë, 31, ^, TO.
5i fe5 conditions ^application de la proposition 25 sont aussi

vérifiées pour W, ,̂ Ïc, limage <fo ÇT), rfan^ Ï(E®^F)
coïncide avec le produit (aT)^ défini à la proposition 25.

5i a parcourt une partie du type @ de ^(E), ^ çae T converge
vers 0 cîan5 3^(F) en restant dans une partie ^-équibornée,
(aT)@ converge vers 0 dans Ïc (E@<gF) ; si V injection A ^
non seulement sous-nucléaire^ mais nucléaire^ il est inutile de
contraindre T à rester dans une partie ^-équibornée.

Si T est 'G-bornée, on peut définir (aT)ç même si î n^est pas
bornologique, pourvu que la multiplication de W X Ï dans 3Î,
déjà supposée hypocontinue par rapport aux parties compactes
deÏ, soit en outre hypocontinue par rapport aux parties compactes
de W. Dans chacun de ces deux cas (Ï bornologique, ou multi-
plication hypocontinue par rapport aux parties compactes de W),
si a converge vers 0 dans ^(E), et que T reste dans une partie
ï-équibornée de X(F), (^î)ç converge vers 0 dans Ïc(E <§ç F).

Nous partons d'une multiplication de ITC X Ï dans 3Î;
d'après la proposition 21 bis du chapitre i, elle définit une
application bilinéaire, encore notée multiplicativement, de
^(E) X Ï dans 3t(E). Alors, pour ^eTî^E), çeï, ^o est un
élément bien déterminé de 3î(E); comme T e ̂ (F; (îç), le
second membre de (II, 5; 9) a bien un sens, d'après la propo-
sition 10. Alors (a T^ est défini comme application linéaire
ç—(aî) , -9==^9.( ;AÎ de Ï dans E <g, F.

Nous devons montrer que cette application est conti-
nue; alors (aT^ sera une distribution, et on aura même
(aî), e Ï(Ï; E ®, F)(1) c Ï,(E @, F). Comme Ï est bornologique, il

(1) Les deux SC n'ont pas ici le même sens; le premier est celui qu'on emploie dans
^(A; B), espace des applications linéaires continues de A dans B, le second est
l'espace ^ introduit dans l'énoncé.
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suffira de montrer que si 9 parcourt une partie compacte
L de Ï, (aT)r y parcourt une partie bornée de E @ i F (1).
Or, lorsque y parcourt L, les multiplicateurs [9] forment une
partie équicontinue de Ï^îï; 3t), donc aussi une partie équi-
tinue de ^(^(E); 3Î(E)) (proposition 1 du chapitre i); alors,
pour a fixée, aç reste bornée dans 3Î(E) pour <p e Ï, et comme T est
fixe, la fin de la proposition 10 exprime justement que ay-i^T
reste bornée dans E ®, F. On a donc bien (^T)^ e Ï, (E S, F).

Supposons que a parcoure une partie du type @ de ^(E).
Si y parcourt une partie compacte L de ^, ay parcourt une
partie du type @ de 3t(E) (en effet, pour tout k' de 3t', on a
Lîy(A') == Lt^y] - (k'}}\ si k' parcourt une partie équicontinue
de 3t', ^y]"^') parcourt une partie équicontinue de W pour
y e L, puisque L définit une partie équicontinue de Ï^TI; 3t) (2) $
donc L^y] • (k1)} décrit une partie de E appartenant à @
puisqu'a est du type @, et ay décrit bien une partie du type @
de 3t(E)). Si alors î converge vers 0 dans 3^(F; Ro)? en restant
dans une partie po-éq111!301'11^ (condition inutile si A est
nucléaire), ay-^T converge vers 0 dans E ®<g F d'après la
proposition 12, donc (aT)<g converge bien versO dans Ïc(E®<gF).

Supposons maintenant T S-bornée. Définissons toujours
(aT)ç-y par aç*çT. Montrons que Papplication linéaire
<p-^(aT)ç-y de î dans E ®ç F est continue, même sans
supposer Ï bornologique, pourvu que la multiplication de
°KL X Ï dans Si soit hypocontinue par rapport aux parties

(*) Soient L, M, des espaces localement convexes séparés. Soit u une application
linéaire de L dans M, transformant toute suite convergeant vers 0 dans L en une
partie bornée de M; alors elle transforme toute partie bornée de L en une partie
bornée de M, donc elle est continue si L est bornologique (BOURBAKI [4], théorème 3,
page 11). A fortiori, si L est bornologique, toute application linéaire de L dans M,
transformant toute partie compacte de L en une partie bornée de M, est continue.

(2) Soient JTl et Jî, des espaces localement convexes séparés, L une partie équi-
continue de ÎCpîl; 5t). Soit K un voisinage de 0 de Jt; de la formule ^(K0) c (^(K))°,
on déduit que [ J ^(K0) c [ J ( u (K)} c ( ( [ u (K) ̂  ; comme L est équicontinue,
— - i "€L "€L \"€L /
[ j M(K) est un voisinage de 0 dans c?U, et son polaire est bien une partie
nÇL
équicontinue de tW.
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compactes de W. Si 9 converge vers 0 dans Ï, ay converge
vers 0 dans 3Î(E), en vertu de la proposition 21 bis du
chapitre i, et alors aç «ç T converge bien vers 0 dans E <§ç F,
en vertu de la proposition 14. Supposons alors que a converge
vers 0 dans ^(E) (Ï bornologique, ou multiplication de
'ïïï X 3t dans Ï hypocontinue par rapport aux parties
compactes). Si <? parcourt une partie compacte L de Ï, nous
venons de voir que les [9] sont équicontinus de Ifl^E) dans
3Î(E), donc aç converge vers 0 dans 3t(E); si alors T parcourt
une partie S-équibornée de ^(F)? ^"çT converge vers 0
d'après la proposition 14, et (aT)ç converge bien vers 0 dans
Ïc(E ®ç F).

Nous devons voir maintenant pourquoi l'application bilinéaire
ainsi définie de m(E) X X(F; po) dans Ï,(E ̂  F) mérite le
nom de multiplication.

Remarquons d'abord que, « par transposition » de la mul-
tiplication de W X Ï dans 3t, donc dans 3e, on peut définir
une application bilinéaire de W X Wc dans ^. Elle se définit
(si on la note aussi multiplicativement) par (m h', l) = (ml, A')
pour m e W, l e î y h ' eW 'yh1 -^ mh' est transposée de î-^ mL 111 et
96 sont normaux et cette application bilinéaire coïncide sur 3) X 3)
avec la multiplication usuelle ; c'est donc elle-même une multipli-
cation si elle est séparément continue. Or si m e ITC est fixé,
h' —>- mh1 est continue de Jî^ dans î^ comme transposée
d'une application linéaire continue de ^ dans 36 ; si h' e W est
fixé, et que m converge vers 0 dans ^Kï, on sait que Im converge
vers 0 dans 3e, uniformément lorsque l décrit une partie
compacte de Ï; donc on sait que mh1 converge vers 0 dans Ï'c.
Il est donc exact de dire, comme nous le faisons dans l'énoncé,
qu'une multiplication de 1TC X Ï dans 3t, donc dans 3ë, hypo-
continue par rapport aux parties compactes de Ï, définit
« par transposition » une multiplication de W X îfo'c dans Ï'c.

Alors on a la formule (II, 5; 10), où aT est précisément le
produit multiplicatif de ITC X 9&c dans Ïç, ce qui justifie le
nom de produit multiplicatif pour (aT)^; (II, 5; 10) résulte
en effet trivialement de (II, 4; 1), et de la définition même de
aT par transposition : aT • y == ao • T. Supposons maintenant
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qu'on puisse aussi définir (ÎÏ)^ d'après la proposition 25 : TO, 36c,
Ïc, E, F, sont quasi-complets; TO est nucléaire et de dual
nucléaire, et a la propriété d'approximation stricte; la multi-
plication de ITl X Ï6'c dans Ï'ç est hypocontinue par rapport
aux parties compactes. Montrons alors que cet élément
ÇeT)^ est l'image de l'élément (<ÎT% défini ici, dans
^(E®^F). Les deux produits sont continus en SellT^E),
pour Te^F; po) fixée; W est nucléaire, donc a la propriété
d'approximation; l'égalité des deux produits résultera de
leur égalité pour a e lîï 0 E. Soit donc ^ == a^, a c= W,
^ es E. Le produit de la proposition 25 vérifie (II, 5; 2), donc
(aT)^-çp = I\(e, aT)-ç == e ^ (aT*<?) d'après la 2e formule
(II, 2; 66is). Mais, d'après la formule (I, 3; 6), aT.y =T.ay;
alors finalement (ÎT).^ ==î<8) L^(a(p), ce qui, d'après (II, 4; 6),
est açe-^T, image dans E ®^ F de aç^-iÏ défini à la propo-
sition 10; ce qui prouve l'identité des deux produits considérés.

On pourrait aussi supposer qu'on puisse définir (ÎT% d'après
les conditions symétriques de celles de la proposition 25 :
3e nucléaire et le dual nucléaire, vérifiant la propriété d'ap-
proximation stricte; nous laissons au lecteur le soin de vérifier
(la démonstration comporte quelques difficultés supplé-
mentaires) que le produit ainsi défini coïnciderait aussi avec
celui de la proposition 31.

Remarques. — 1° Supposons que 96 et 3t, au lieu de vérifier
les conditions de la proposition 10, vérifient celles de la propo-
sition 11, et que l'injection A de 3t dans 96 soit nucléaire
(Ï étant toujours bornologique). Alors on peut définir
(Sî), e ̂ (E g, F) pour î e m(E), î e 3^(F) non nécessairement
bornée. On a encore (II, 5; 9 et 10). Si a parcourt une partie
du type @ de ^(E), et que T converge vers 0 dans 3ëc(F)»
(aT)@ converge vers 0 (remarque page 71). Si S est un
ensemble saturé de parties bornées quelconques de ^(F), et
si T est du type 6, on peut définir (aÏ)ç même si Ï n'est pas
bornologique, pourvu que la multiplication de lîl X S dans 3t soit
hypocontinue par rapport aux parties compactes de •ÎTC et de Ï;
en tout cas, si a converge vers 0 dans ^(E) et que Ï reste
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dans une partie du type S de ^(F), (^Ï)ç converge vers 0
(remarque page 74).

2° Supposons que 3t et 3-6, au lieu de vérifier les conditions
de la proposition 10, vérifient celles de la proposition 17
(autrement dit, 3t a la propriété d'approximation stricte),
et que l'injection A de 3t dans Se soit sous-intégrale. Soit 6 un
ensemble saturé de parties bornées quelconques de F. Alors on
peut définir pî)ç e Ï,(E @gF), pour ^eW(E), îe^(F; S),
soit si Ï est bornologique, soit si la multiplication de lîï X Ï
dans 3t est hypocontinue par rapport aux parties compactes
de W et Ï; si a converge vers 0 dans ^(E), et que T reste
dans une partie S-équibornée de î6c(F), (aT)ç converge vers 0.

3° Si 3î vérifie les conditions de la proposition 17, A sous-
intégrale (voir 2°), on peut définir (^cÏ)^ e^(E @^F), pour
îeW(E) , ÏeÏ,(î6;F), soit si S est bornologique, soit si la
multiplication de W X Ï dans 3î est hypocontinue par rapport
aux parties compactes de W et Ï.

Si a converge vers 0 dans ^(E), et que L^r reste dans une
partie équicontinue de î(96'y F), (aT% converge vers 0.

5i deux quelconques des produits (a T) définis, soit à la propo'
sition 32, soit aux remarques 1°, 2°; 3°, ont un sens, ils coïncident
(propositions 11, 17, 19 .̂

4° Le produit multiplicatif défini à la proposition 25 est
de nature différente; on ne définit pas (a T)^ • <p par aç *^ T, en
se ramenant à une définition antérieure de produit scalaire.

Quoi qu'il en soit, si le produit défini soit à la proposition 32,
soit à l'une des remarques 1°, 2°, 3°, à partir des espaces 96,
3î, tf, W, existe, et si en même temps la multiplication de
W X Vû'c dans Ï'c satisfait aux conditions de la proposition 25
(W nucléaire et de dual nucléaire, etc...), alors le produit
(aT)^, défini par l'une ou l'autre des méthodes, est le même
(on le voit encore d'après le raisonnement de la page 31).

5° Bien que la proposition 32 soit une généralisation de la
proposition 25, certaines de ses hypothèses, relatives aux
espaces de distributions qui interviennent, sont en fait plus
fortes que celles de la proposition 25. Par exemple toute
<p e 2) est dans Ï donc est un multiplicateur de 'Td dans 3t;
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il n'y a rien d'analogue dans les hypothèses de la proposition 25.
On en déduit certaines propriétés du produit multiplicatif
de la proposition 32, qui ne semblaient pas pouvoir être démon-
trées pour le produit de la proposition 25, sans supposer
des propriétés supplémentaires d'approximation par tronca-
ture et régularisation. Par exemple : si a e ê(E), alors (aT)i est
le même, que Von considère a comme élément de TT^E) et T comme
élément de ^(F; Pô)? ou î^6 ^on considère a comme élément
de ê(E) et T comme élément de®'(F; ^) (proposition 32 appli-
quée à 3^ = 3ti == ®, Ïi === ®, Wi = ê). Soit en effet ç e 3). Le
produit ay est le même dans les deux cas (car le multiplicateur [<p],
de W ou de ê dans à)7, est défini par un passage à la limite à
partir du multiplicateur [<p] de ® dans 3)', et est donc induit
par le multiplicateur [9] de 2)' dans 2)' $ donc le multiplicateur
[ç] de ^(E) ou de ê(E) dans ®'(E) est induit parle multipli-
cateur [<p] de ®'(E) dans ®'(E))$ alors îy.T est le même,
que l'on considère 09 comme élément de 3t(E) et T comme
élément de 3^(F; (îo), ou que l'on considère aç comme élément
de 3)(E) et î comme élément de ®'(F; Ro) (proposition 20)
page 83), alors qu'une telle affirmation n'était sans doute
pas valable pour le produit de la proposition 25, sans hypo-
thèse supplémentaire sur 3-6 ou 31.

Mais si îeê(F; ?o) =(ê^(F; po), pcî), est-il le même que
Fon considère î comme élément de ^(E) et T comme élément
de ̂ (F; po)? ou a comme élément de 3)'(E) et T comme élément
de ë(F$ po)? Nous l'ignorons.

6° Pour connaître pî), e ®'(E ®,F), il suffit de connaître
S, T, et les espaces 9fo et 3t, mais non tf et ^ÎL En effet îç est
alors connu pour y e 3) (le multiplicateur [<p] de ^(E) dans 3t(E)
étant la restriction du multiplicateur [9] de 2)'(E) dans ©'(E),
voir remarque 5°), donc ^cy^T est connu, et par suite (ST)r
Nous laissons d'ailleurs au lecteur le soin d'établir les princi-
pales propriétés de ce produit multiplicatif (généralisation des
propositions 26, 27, 28, 29) à partir des résultats du § 4.
Nous nous contenterons d'énoncer ce qui suit :

COROLLAIRE 1. — Soient E et F des espaces localement
convexes, non nécessairement quasi-complets. On peut définir
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unproduit multiplicatifÇÏ), e ®'(E §, F), danslescas suivants :
1° aeê(E), î<=a)'(F) focatewenf P,-6ornee;
2°Î6®'(E), îeg(F) localement ^-bornée;
3o^eg——(E), Te2);'»(F); afors (ÎT),e^ (E®,F);
4<>îe0».(E), îe^'(F;po); alors (îî) e tf'(E ̂  F).
On a (II, 5; 9), pour <p e ® (cas 1 et 2), a» e a)'»*'"--1 (cas 3)

y e ïf (cas 4), e( (II, 5; 10). On a aussi

(II, 5 ; 11) (ST),.<?=^yT,

pour <p 6 ® (cas 1 et 2), ce®"" (cas 3), ç e tf (cas 4). On a par ai7teurs

(II, 5; 12) ppî)^((p;)T).=(%î)),

pour pe 3) (cas 1 et 2), ? <= ê'» '̂ (cas 3), ? e ÔM (cas 4).
Soit <S{resp. S) un ensemble saturé de parties bornées de E

(resp. rfe parties bornées complétantes de F). Si î converge vers 0,
et que T reste rfans une partie localement 'Q-équibornée de <3)' (F)
(cas 1), localement 'îo-équibornée de ê(F) (cas 2), localement
^équibornée de ®^(F) (cas 3), ï-équibornée de tf'(F) (cas 4),
(«T)^ converge vers 0. 5i î reste aans une partie du type @,
et si T converge vers 0, en restonf aans une parde localement
^-equibornée de ®'(F) (cas 1), oe g(F) (cas 2), sans condition
spéciale {cas 3), ou en restant dans une partie ^-équibornée
de ïf' (F) (cas 4), (î Ï)^ converge vers 0.

On a la formule de dérivation du produit (II, 5; 4) (ou
•^ est remplacé par i), pour Seê(E) (cas 1), îe2)'(E) (cas 2),
aeê'—^E) (cas 3), ï^O^E) (cas 4). Le support ae pî),
esf contenu dans l'intersection des supports de î et T; aonc fa
pateur de (aï); ne dépend que des valeurs de î aans un voisi-
nage arbitraire du support de Ï.

Dans te cas 2, si î e ̂ (E), e( si Ï es( localement fa-bornée dans
ê(F), et d'ans tes cas 1, 3, 4, si Ï es( une fonction, et si, quel
que soit le compact K ae R", i7 existe une parde disquée B e Ç
telle que T e U(FB), afors (îî)ç est la fonction localement
intégrable ^)®gÏ(^).
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Dans les cas 1, 3, 4, si^ pour tout compact K de R",
^^Ja(^)^e@, et si TeÏ^F), et dans le cas 2, si a est une
\a-6K /
fonction^ et si, pour tout compact K de R", ^ existe une partie
disquée A e @ telle que a e LK(EA),alors (aT)@ est la fonction
localement intégrable a(rÉ) 0<gT(rc).

Dans les cas 1, 2, 4, 5i Ï e ̂ (F), e< rfarM? fc ca5 2, ^ S <= ^(E),
(aT)^ ̂  ̂  fonction localement intégrable a(rc) 0^T(rc).

Le cas 1 ne résulte pas directement de la proposition 32
(avec 3t = 96 = ®, Ï = 3), m == ë), car celle-ci exigerait
Te® 7 (F; po)? c'est-à-dire globalement po-bornée. Mais on
pourra, pour tout ouvert borné Q de R", appliquer directement
la proposition 32. (avec 96 = 3Î= Ï = ®Q, W == 8^) ; on trouve
ainsi, pour chaque Q, une distribution (a T)i:Q == (a^TQ) de
®Q(E ®, F); si QI c Û2, on voit aussitôt que (^Î),;Q, et (^Ï)i;û,
coïncident dans Qi (c'est tout simplement la compatibilité du
produit scalaire du § 4 avec les applications linéaires continues
de 3Î et î6; ici il s'agit de l'application canonique ®û,-^3)Q,);
alors l'ensemble des (a T)i;Q définit une distribution (a T)^
qui vérifie bien (II, 5; 9) pour ce®. On pourra aussi directe-
ment appliquer une proposition analogue à 31 s'appuyant
non pas sur la proposition 10, mais sur la proposition 20 bis.

On voit aisément que ces 2 méthodes donnent le même résul-
tat, puisque précisément la proposition 20 bis se déduit de
la proposition 10 par localisation. Le cas 2 se traite de même.
Le cas 4 découle directement de la proposition 31 (avec
3t == Se == tf, lÏ = ïf, CÏÏL= OM) ; le produit du cas 4 est une
restriction de celui du cas 1 (compatibilité avec les applications
linéaires continues de 3e, 3t, Ï, ITC).

Le cas 3 est un peu plus subtil. Si nous posons (II, 5; 9),
on est obligé de supposer o e 2)"»-^-^ pour que ay e ©^^(E),
T c= S^F), et qu'on puisse appliquer la proposition 24.
Comme nous voulons obtenir (aT)i e ©^(E 8^ F), il faut
pouvoir prendre ç e S)"1. Nous poserons alors, par définition,
pî),.(?==(^oî; comme Se g^^E), çîeê^F), î.,çT a
un sens d'après la remarque qui suit la proposition 24$ nous
laissons au lecteur le soin de montrer, comme dans la propo-
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sition 31, que (aT), ainsi définie est bien une distribution de
^(E ®, F).

La formule (II, 5; 9) résulte de la définition, sauf dans le
cas 3. Dans ce cas spécial, (II, 5; 9) résulte de (II, 4; 12),
pour çe®"1^"1. Au contraire c'est (II, 5; 11) qui résulte
de la définition dans le 3, et de (II, 4$ 12) dans le cas 1, 2, 4;
(II, 5$ 10) est trivial. La possibilité d'une double définition
grâce à (II, 5$ 9) et (II, 5; 11), montre que, si îeê(E), le
produit du cas 3 coïncide avec celui du cas 1.

Pour démontrer (II, 5; 12), on doit démontrer

(II, 5; 13) î(P9)..T=(^)ç.,î=^.^T

pour ce®. La première égalité est évidente, car elle résulte
de ce que, pour tout ? e E7, on a <^, ?>(??) = (fî < S, ? > )y.
Pour voir la deuxième, nous remarquons qu'elle exprime sim-
plement la compatibilité du produit scalaire du § 4 avec les
applications linéaires continues de 3e et 3î (formules (II, 4; 12).

La formule de dérivation du produit revient à

/ T T ^ 4/\ ^ô? 7? ôa ^ i "> ^(II, 5; 14) —a^ . ,T= .—y. ,T+aç .—,
ÔXi ÛXi ôa?(

pour ce®. Mais la formule (II, 4; 12) montre que

•> ôî ô /- \ ^
^^ï^-ôÏ/^^-

Nous sommes donc ramenés à montrer
->

/ T T K 4K\ "> ô? ôa ô f^ \(11 , 5; 15) —-a—=—0—--—(aç) ,/ ô^ ô^ * ô^v l / î

ce qui, en faisant le produit scalaire avec tout e' e E', est la for-
mule habituelle de dérivation du produit, pour (a, e'} o.

La propriété des supports résulte de la proposition 20 c,
et de la proposition 24. Les propriétés de continuité résultent
des propositions 12 et 14.

Quant aux cas où a et T sont des fonctions, comme il s'agit
d'une propriété locale, on peut se borner aux cas 1, 2, 3,
avec a et T à supports compacts.
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II suffit alors d'appliquer la proposition 21, ou 21 bis ou ter,
et on voit que, pour ce®, dans les conditions indiquées dans
l'énoncé :

(II, 5; 16)
î? -e î = f^n (^)î(^) ®e W)dx = f^ Ç.[x) 09 î(^) <p(̂

ce qui donne bien (îî)e = ~v.(x) ̂ ^{x} e¥{E 09 F), ô étant
l'une des lettres @, S, TT.

COROLLAIRE 2 {relation entre produit scalaire et produit multi-
plicatif). — Dans les conditions de la proposition 31, suppo-
sons que %c soit contenu dans Ï avec une topologie plus fine
que la topologie induite. Alors, si î e TC(E) c 3t(E), Ï e= 3^c(F; Pô)?
on peut d^une part définir (aT)i diaprés la proposition 32,
S autre part définir a^T diaprés la proposition 10. Alors (aT)i
est sommable ((îî)i es ©^(E ®, F)), et on a

(II, 5; 17) ^Î=J^(ÎÎ),

II suffit d'appliquer la proposition 32 et (II, 5; 9) avec
ç = 1 e %, e Ï. Le fait que W c 31 (et ̂ (E) c 3t(E)) résulte de ce que
1 est multiplicateur de W dans 31; le fait que (îT), e 2)L(E®,F)
résulte de ce que Ï'e c (%^ = 3)̂  avec une topologie plus fine
que la topologie induite.

Dans la pratique, on aura souvent W == 3t. On aura
parfois î = ̂  mais alors il n'est pas bornologique ; on devra
donc supposer Ï S-bornée, et la multiplication de 111 X $c
dans 3t hypocontinue par rapport aux parties compactes;
on aura seulement (II, 5; 17) où i est remplacé par 6 (voir
proposition 32). Remarquons que de toute façon, dans le cas
Ï = %<;, le sous-espace %" de % est un espace de Fréchet,
donc bornologique. On peut donc affirmer, d'après la proposi-
tion 31, que pî), est dans (%•), (E ê, F) = (®L.)c (E ®, F) (donc
scalairement sommable), même si T est seulement po"bornée.

La formule (II, 5; 9) est alors seulement valable pour o e %\
En fait on sait qu'alors (aT)^ se prolonge par bitransposition
en une application linéaire de % dans (E @, F)" (chapitre i,
page 128), donc le second membre de (II, 5; 9) a encore une
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signification pour 9 es % ; le premier a, aussi directement une
signification, puisqu'on a toujours a e ̂ (E), ç e âS, donc
Sç€:3t(E), et Ïe3ë,(F; (io). Mais rien ne dit que les deux
membres soient égaux. La proposition 31 montre seulement
que leurs images dans E ®ç F coïncident, si T est S-bornée.

Le corollaire 1 nous suggère (F adopter toujours la notation
v.{x) 0i T(â) pour (aT)i, même si a et T ne sont pas des fonctions',
alors il devient légitime, dans les conditions du corollaire 2,
de noter ^{^W ®iT(a;))(te le produit scalaire <p* iT :

(II, 5; 18)
\(îî)i=^)^î(â), Se^E), îe^(F;po)

(^^=f^Q{x)^7T(x))dx, ye3t(E) îe^(F;po),

la première formule étant une définition du symbole du 2e membre,
dans les conditions générales de la proposition 32, et la 2e for9

mule étant une propriété, valable dans les conditions du corollaire 2.

EXEMPLE 1. — Soit S e S^y une distribution semi-régulière
en x, Te 3)^y une distribution intégralement semi-régulière
en y(1). Nous allons montrer qu^on peut définir un produit
multiplicatif ST.

On a Seê^§2)^; S définit donc sur X.1 une distribution
Seê^(E), si E == S ' y , si B est un ouvert borné de Y"1 et si
EB == ®B est l'espace des distributions sur B, la restriction SB
de S à X1 X B définit une distribution ÈB e ̂ (Èa). D'autre
part T est en particulier semi-régulière en y; on a donc
Teâ^ggy; elle définit sur X^ une distribution îe®^(F), si
F = ëy; si B est un ouvert borné de Y" et si FB = ëa est
l'espace des fonctions indéfiniment dérivables surB, la restriction
TB de T à X' X B définit une distribution îa <= ®L(FB). Mais on
peut dire plus : dans tout ouvert borné A X B de X.1 X Y"1, A
ouvert borné de X^, TB est distribution d'ordre fini en x à
valeurs dans êa; donc Ta est localement bornée à valeurs
dans FB (corollaire 1 de la proposition 23 du chapitre i).
Le corollaire 1 nous permet donc de définir un produit multipli-

(1) SCHWABTZ [7]. Voir en particulier le corollaire 1 page 116 et la remarque
page 115.
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catif (SBÎB^ <= ®!,(EB §B FB). Mais, si os désigne le produit
multiplicatif de ®B X SB dans ®B, il est hypocontinu par
rapport aux parties bornées, donc il se prolonge en une appli-
cation linéaire continue 0 de EB^FB dans EB; alors
(L ® ô) (SBÏB^ est un élément de 3)^(2)^), qui n'est autre que
(^B^QB- Si Ri c By, la compatibilité du produit multiplicatif
avec les applications linéaires continues de E, F, montre que
(îyy? est l'image de (^B.ÎBJS par EB, ^F^—EB^FB^
et alors (^ÎB^OB* est lui-même l'image de (^B.ÎBJÔB. P^
2)g -^ 3)̂ . Alors finalement l'ensemble cohérent des (^BTB)eB
définit un élément de 2^(2)y), c'est-à-dire une distribution
de 3)̂  y. C'est cette distribution que nous noterons ST et
que nous appellerons produit multiplicatif de S et T.

Ce produit est le seul qui coïncide avec le produit usuel pour
S€EÊ^02)y, T<53)^0êy, et qui soit séparément continu en T
(lorsqu'on munit l'espace des distributions intégralement semi-
régulières en y de la topologie induite par 2^§êy) pour S
fixée dans ê^ 0 3)y, et séparément continu en S pour T fixée
quelconque (propositions 15, et 32 corollaire 1). ST coïncide
avec le produit usuel si S ou T est dans ë^y. Supposons par
exemple Seê^y. Soient S; (resp. T,) des distributions de
3)^®2)y qui convergent vers S (resp. T) dans^y (resp. 2)^§êy).
Alors Sy Tj est trivialement le produit usuel (formule (II, 5; 10)].
Par passage à la limite Sj T est encore le produit usuel et
de même ST. Même démonstration si c'est T qui est dans ê^y.
De même, si a e ê ^ y , le produit usuel a(ST) coïncide avec les
produits (aS) T, S (aT), calculés d'après la méthode indiquée
ici; on le voit par passage à la limite S^-^S, compte tenu de
ce que c'est vrai si S/eê^y.

Nous avons appelé (ê.p§3^)L l'espace des distributions
intégralement semi-régulières en y. Si T est dans cet espace
et en outre à support compact, elle appartient au dual (^ § ^'y)'
de ê.c§2)y; on peut alors définir un produit scalaire S.T,
pour Seg^§2)y; montrons que S.T n'est autre que J^^ST,
ST étant le produit défini ici, qui est dans ce cas à support
compact. C'est en effet vrai si Se Q^ y (ST étant alors le pro-
duit usuel, et la dualité entre l'espace normal ê^ § ®j et son
dual devant induire sur 2)^ y la dualité entre 2)^ y et ®^y).
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Mais comme S.T et \ ST sont continus en S pour T fixée,
ils coïncident toujours. On voit donc qu'on aurait pu définir
directement le produit multiplicatif ST en posante par définition,
ST.<p == S.T®, pour y e 2)^y (ceci définit trivialement ST comme
forme linéaire sur 2)^ y, il suffit alors de montrer sa continuité.
Çr si y converge vers 0 dans un 2)^, K compact de X' X Y7",
et si ae2)^y est égal à 1 sur un voisinage du support de K,
S.Tcp = S.aTç == Sç.aT; mais Sy converge vers 0 dans
ê^§ S'y, et aT est dans le dual de cet espace, d'où le résultat).

EXEMPLE 2. — Sections-distributions Sun espace fibre à
fibre sectorielle topologique.

Soit X une variété indéfiniment différentiable de dimension
n (dénombrable à l'infini). Soit F un espace vectoriel topologique
localement convexe (séparé quasi-complet comme toujours).

On suppose donnés un espace topologique fi, une applica-
tion continue p (appelée projection) de Ç sur X, et un atlas,
c'est-à-dire une famille de « cartes » (p^eK? homéomorphismes
de produits 0^ X F (0^ ouvert de X) sur p(O^), ayant les
propriétés suivantes :

1° Les Ofc, A*eK, forment un recouvrement de X;
2° pfcÇy, f) e p( ̂ x\ ), pour x e Ofc, f e F $ il en résulte que, pourrc

fixé dans O^/'-^p^.r, f) est un homéomorphisme qu'on notera
pfc(a?) de F sur p(^). Aussi p(|a?p sera-t-il noté F^ et
appelé fibre au-dessus de x\

3° Si / e K, k e K, et si Oj, ie = Oj n Ojc n'est pas vide, on posera
—i

a^fc(rc) == p^(a?)p^(.r), pour rce0^$ alors o^ ̂ {x) ^st un homéo-
morphisme de F sur F; nous supposerons que a^ ^(a?) est
un automorphisme de l'espace vectoriel topologique F,
ay^(n?)e^(F; F), et que la fonction o^: a?-^0^(0;), est
indéfiniment différentiable de Oy^ dans Ï&(F$ F) (d'après ce
que nous avons vu page 99, il suffit, pour que cette propriété
soit vérifiée, qu'elle soit indéfiniment différentiable à valeurs
dans ^(F; F)).

Dans ces conditions, on peut mettre canoniquement sur
chaque fibre F^, a? e X, une structure d'espace vectoriel topo-
logique localement convexe, en transportant la structure de F
par l'un quelconque des p^(a?) tels que x e 0^. Tous ces espaces
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vectoriels topologiques sont isomorphes à F (non canonique-
ment). L'ensemble de ces données contitue ce qu'on appellera
un espace fibre Ç indéfiniment différentiable à fibre vectorielle
topologique, de base X, de fibre-type F(1).

Une section f de G est une application x-^f{x)e p{ixi)
de X dans G. On voit aisément qu'on peut définir la notion
de section m fois continuement différentiable m^O fini ou
infini : c'est une section telle que, quel que soit k e K, la fonc-
tion fk : x->- ph(x) {f{x)) soit une fonction m fois continuement
différentiable sur 0^ à valeurs dans F. Soit f une section telle
que, pour un k e K particulier, la fonction ^ appartienne à
^(F) sur 0^; alors, pour tout / e K, la fonction fj appartient
à ^(F) sur 0^^ car on a

(II, 5; 19) ^)=a,.^)(^)),

et on suppose, sur 0 ,̂ ^^'"(F) et a./.fc^W; F))(2);
de plus, si on prend une carte locale d'un voisinage de a- dans
Oj, » sur un ouvert de R", on aura, pour tout indice de dériva-
tion p, \p\ ̂  m,

(II, 5; 20) Df/a;)= 2 (^D^^D^f^C).
q<p

(1) On peut naturellement ajouter un axiome exprimant que l'atlas considéré
est saturé ou maximal; nous n'en aurons pas besoin ici.

(2) Voir page 60 l'étude des espaces ê^E) et 8y(E).
(3) Soient E, F, des espaces localement convexes, a, /, des fonctions continues

sur la droite R, à valeurs dans E, F, respactivement. Si 9 est une application bilinéaire
de E X F dans G, hypocontinue par rapport aux parties compactes de F (ou de E),
la fonction a;-»-6(a(.r), f(x)) est continue. En effet 9 est continue sur le produit de E
par toute partie compacte de F (BOURBAKI [2]. chapitre ni, § 4, n° 2, proposition 4) ;
or, si x parcourt un compact de R, f(x) reste dans un compact de F. Si maintenant
a et f sont dérivables, la fonction est dérivable et on a la règle de dérivation du
produit :

6(î(a;), T(x))' = e(î(a;), T(x)) + 6(î(a;), ̂ )).
En effet

9(t(a; + h], ~î(x + h)) — 9{t(x], T(x}}
h

= e(î(. + A), ̂ +^-Tw\ ̂  „/:(.+^-:(^ ̂ \

Dans le premier terme, T[x '— / ' { x ) tend vers f(x}, pour h ->• 0, en restant
h
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On appellera %(Ç) l'espace vectoriel des sections m fois conti-
nuement différentiables. On sera tenté de le topologiser de la
façon suivante. On dira que f <= %(Ç) converge vers 0 si, pour
tout k e K, fk converge vers 0 dans ë^F) sur 0^. Mais, si nous
ne faisons aucune hypothèse supplémentaire sur l'espace fibre,
cette notion est sans intérêt, et il pourra arriver que f^ converge
vers 0 dans ^(F) sur 0^, sans que fj converge vers 0 dans ^"(F)
sur 0,^. Si en effet nous regardons la formule (II, 5; 20),
nous voyons que 'DP~qfk(x) convergera vers 0 uniformément
sur tout compact M de l'ouvert de R/1 défini par la carte locale
considérée, mais il n'y a aucune raison de supposer que
M D^o^(a;) soit une partie équicontinue de Ï(F; F), de sorte
a;€K ^
qu'il n'y a aucune raison pour que ^fjÇx) converge vers 0
uniformément pour x e M, donc pour que fj converge vers 0
dans ^"(F) sur 0^.

Nous ferons donc désormais l'hypothèse supplémentaire
suivante, analogue à (0'7) page 100 :

(^)///) Quels que soient /, A* s K, quelle que soit la carte locale
<Vun ouvert de 0,/c sur un ouvert de R71, quel que soit le compact
M de cette carte, quel que soit Vindice de dérivation q, Vensemble

y D^ocj ̂ {x) es^ une partie équicontinue de Ï(F; F).
i
Cette hypothèse entraîne que o,^ soit dans ê(^(F; F)) et

non seulement ê^(^(F; F)) sur Q .̂ Alors la difficulté précé-
dente ne se produira pas, et nous pourrons donner à %(fî)
la topologie précédente. C'est un espace localement convexe
séparé quasi-complet (parce que ^(F) == &" £ F lui-même est
séparé quasi-complet; chapitre i, proposition 3).

Si M est un compact de X, 3)?i(6) sera le sous-espace de
ê^n(fî) formé des sections à support dans M; on le munira de

dans un compact de F, a(rc + ^) tend vers a (a;); donc le premier membre tend vers
6 (a (a;), f ' ( x ) ) , en vertu de la continuité de & sur le produit de E par un compact de F.

Le deuxième terme tend vers 6 (a'(a;), f(x)) pour/i->0, en vertu de la continuité
séparée de 9.

Ce que nous venons de dire s'étend aisément aux fonctions définies sur R"
et aux dérivées d'ordre quelconque. Ici E = = ^ ( F ; F), et 6 est l'application
canonique de ^(F; F) X F dans Fy hypocontinue par rapport aux parties bornées
de F.
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la topologie induite. Alors 3)̂ c (Ç) sera la réunion des ®S(Ç),
muni de la topologie limite inductive (1).

Essayons maintenant de définir une section-distribution T
de 6. Si G est trivial, c'est-à-dire si c'est le produit X X F
(alors réduit à une seule carte), une telle distribution est sim-
plement un élément de 3 ) ' ( ¥ ) == S' § F, où à7 est l'espace

n
des courants de degré 0 sur X(2). Si 2)' est l'espace des formes
différentielles de degré n et d'espèce impaire sur X, à support
compact, avec la topologie limite inductive usuelle, T est aussi
un élément de ï(®'; F). Une section continue est alors une sec-
tion distribution particulière, car ê^j(X X F) = ë^ § F c à' @g F.
Il existe un théorème de « recollement des morceaux », qui
permet de définir une distribution par des données locales
cohérentes : si (O^es. est un recouvrement de X par des
ouverts, si T\ est une distribution de 2)'(F) sur 0^, et si Tj
et Tfc coïncident sur 0^, il existe une distribution T et une
seule sur X qui, sur chaque 0^, coïncide avec T^.

Nous sommes donc amenés à définir une section-distribution
T d'un espace fibre général fi comme une famille de distribu-
tions (T^Kefc? K étant l'ensemble d'indices définissant les cartes
de Ç, Ïfc étant une distribution de à'(F) sur 0^, î^e â)^® F,
vérifiant la règle de cohérence :

(II, 5; 21) T,=o^T,surO^.
Cette égalité demande à être interprétée. Elle doit généraliser

(II, 5; 19). Sur 0 ,̂ ^eê(^(F;F)), T\eâ'(F), et le second
membre devra être compris comme le produit multiplicatif
de ces deux distributions, associé au produit multiplicatif de
ex®' dans à)7, et à l'application bilinéaire canonique séparé-

(1) Nous notons ̂ m et non 3)̂ , parce que, si Ç == X X F, on trouve ^(F).
(2) Comme on est sur une variété X, il faut distinguer entre courants de degré 0

et de degré n. Pour que les sections-distributions généralisent les sections usuelles,
il faut prendre les courants de degré 0. Nous noterons le degré des formes ou courants
par un nombre placé au-dessus de la lettre indiquant l'espace des formes ou courants
considérés; nous mettrons un point pour les formes ou courants d'espèce impaire.

r r
Ainsi ây"* est l'espace des courants de degré r, d'ordre <^w; <3)l•m est l'espace des
courants d'espèce impaire, de degré r, d'ordre ^ w.
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ment continue (^, f) -^ ̂ •f de ^(F; F) X F dans F. Malheu-
reusement ce produit multiplicatif du second membre n'a aucun
sens, aucun des théorèmes démontrés dans ce paragraphe
ne permet de lui en donner un; et le premier contre-exemple
du § 8 montrera que cette difficulté est inévitable. On ne
peut donc pas définir une section-distribution quelconque Sun
espace fibre non trivial à fibre sectorielle topologique de dimension
infinie.

Mais supposons T\ localement bornée; alors (II, 5; 21) a
un sens d'après le corollaire 1 de la proposition 32, cas 1.
On peut donc définir une section-distribution localement bornée
de Ç. Par ailleurs, si T\ est d'ordre < m dans 0^, T\ e 2)^ (F),
le même corollaire, cas 3, montre que Tj est d'ordre <; m sur
Oy^. On pourra définir une section-distribution d'ordre <^7n
comme un système cohérent de distribution T\ d'ordre <^m;
sur l'espace des sections distributions localement bornées,
il n'y a pas de topologie naturelle bien intéressante. Mais
sur l'espace (2)^)[x](G) des sections-distributions d'ordre <^w,
nous mettrons la topologie suivante : T converge vers 0 dans
(^WÇ) si, pour tout A, T^ converge vers 0 dans â)^(F)
sur Ofc. Comme o^ est du type @ dans ê(^(F; F)) sur Oy^,
où @ est l'ensemble des parties équicontinues de Ï(F; F)
(page 100), et que l'application canonique de ^>(F; F) X F
dans F est @-hypocontinue, alors le corollaire 1 (cas 3) de la
proposition 32 montre que T, converge vers 0 dans ®^(F)
sur 0,^, ce qui donne son intérêt à la topologie précédente.

Dans le cas particulier où F est du type (DF), nous avons
vu que toute distribution à valeurs dans F est localement
bornée (chapitre i, corollaire 2 de la proposition 23). Dans
ce cas il n'y a donc aucune restriction à faire sur les T^. Suppo-
sons même que F soit un espace de Banach$ alors ^(F;F)
est aussi un espace de Banach et l'application bilinéaire cano-
nique de Ïfe(F; F) X F dans F est continue. On peut alors,
pour donner un sens à (II, 5; 21), utiliser simplement la propo-
sition 25$ et alors, pour aj ^ fixé danse ê(Ïfr(F F) sur 0^,
si T\ converge vers 0 dans S' (F) sur 0^, Tj convergera vers 0
dans S ' ( F ) sur Oy^, de sorte qu'on pourra topologiser l'espace
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^x](Ç) des sections distributions de Ç en disant que T converge
vers 0 dans â)[xj(Ç) si, pour tout k e K, Ïj^ converge vers 0
dans à'(F) sur 0 .̂

Naturellement on pourra étendre tous les résultats précé-
dents et définir les sections-courants de degré r localement
bornées de Ç; une telle section est un système (T^K» où T\
est un courant localement borné de degré r à valeurs dans F
sur Ofc (un courant de degré r à valeurs dans F est un élément
de 3)'(F) = 2)' ® F, où ®' est l'espace des courants de degré r),
avec la relation (II, 5; 21) (relative à la multiplication de

r r
ê X ® 7 , dans S)', et à l'application bilinéaire canonique de
Ï(,(F;F) X F dans F). On peut procéder de même pour les
courants d'espèce impaire. Nous laissons au lecteur le soin
de développer les relations remarquables qui existent entre
les espaces de courants, quand on fait varier r, qu'on remplace
F par F', etc...

§ 6. — Produit tensoriel.

PROPOSITION 33. — Soient X^, Y1", des espaces euclidiens,
E, F, des espaces localement connexes séparés, non nécessaire-
ment quasi-complets. Soient ^e®^(E), îye®y(F). Il existe
une distribution et une seule à valeurs dans E @i F, notée
^ 0 0i Ïy (1), et appelée produit tensoriel de S^ et de Ty, vérifiant

(II, 6; 1) ^®^T,.u(^(î/)=(§.u)0(T.^),

pour u e ®a;, P e 3)y.
On a en outre :

(II, 6; 1 bis) S^ <8) 0, T^ = (S, 0 T,)î 0 ?,

pour S^e®,, Tye®;, ^eE, ?6F.
L'application bilinéaire (S ,̂ îy) -^ S^ 0 0i Ty e5( compatible

avec les applications linéaires continues de E et F. *SÏ Von appelle
(l) II aurait été plus conforme à nos conventions générales d'employer simplement

la notation S» 01 Ïy avec un seul symbole 0. Nous nous en sommes aperçus trop
tard!
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S^^^Ty F image de il,0(^îy rfan^ 2)^y(E^F), FappZi-
cafion bilinéaire (̂ , Ty)-^^0 <g^Ty est ^-continue, pour
(x === (S, TC, s, et aussi pour p. = 7 5i E et F 5on^ quasi-complets. Si
S^ et Sly sont des espaces de distributions quasi-complets sur X.1

et Y"*, et si ^e^(E), T^e^(F), $,0^Ty ^ dans
(îë^Sy^E ®{j.F), pour (^^y, ^ au55i pour (JL==I 51 96e et
3t̂  son( tonnelés; l'application bilinéaire (̂ , Ïy)-^i^00«Ï
^ ^-continue de 3^(E) X 3ty(F) da^ (^e3ty)£(E ®^F),
pour p. = (3, ii, £, ̂  au55i pour p. == y 51 E et F ̂ OM( quasi-complets.

Le support de S^ ® ®i Ty e5( le produit des supports de §3.
et îy.

On peu( calculer 83.0 ®iTy par Za ràgfc rfe Fubini:

(II, 6; 2)
^ 0 ®, î, • 9^, y) == ̂ ., (T,. 9^, y)) == ($,. ç(^ y)) ., T,,

pour y e ®a,̂ , fe^ rfeua; derniers membres ayant un sens en vertu
de la proposition 10 (avec ̂  e ®a;(E), et la fonction x^^î y • 9(0?, y)
étant-dans ®,(F ; Ro) == (®,)^(F ; (3o) ; ou î, e ̂ (F) ^ îa /b îon
y-^S.,.y(a;,y) étant dans 3)y(E; po)).

L^ est une application linéaire continue de 3)̂  dans E,
L^r une application linéaire continue de 3)y dans F, donc Lg- 0 L^r
est une application linéaire continue de ®^ ®^ ®y === ®^ y
proposition 1 bis) dans E ®, F, donc définit une distribution de
2)̂ , y(E ®i F), qui est précisément celle que nous appelons ̂  0 0iT ;
on a donc, par définition, S^0 0iÏy.u(o;)P(y) == (^.u)<8)(T.^),
donc a trivialement (II, 6$ 1). La compatibilité avec les appli-
cations linéaires continues de E et F est aussi triviale.

Si §(resp. T) a pour support A (resp. B), i^<g)<^Ïy est
nulle sur ®^ 0 ̂ Y^ donc sur ®pAxY"*» donc ^ ® ®^ Ty a son
support dans A X Y"" ; mais il a aussi son support dans
X1 X B, donc dans A X B. Mais ce support est exactement
A X B ; car si a e A, b e B, pour tout voisinage A, de a on peut
trouver ue^ telle que i3.u^:0, et pour tout voisi-
nage Bi de b on peut trouver v^S^ telle que T.^^=0, alors
S^®iTy*u(a^(y)=^(), donc il^^Ty n'est pas nulle dans
l'ouvert Ai X Bi, donc (a, b) appartient à son support.
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La définition de ̂  ̂  ®i Ty montre qu'il n'est autre que
A^i ($a,, Ïy) [à la page 23, nous avons défini r;g, application,
biïinéaire de (L s U) X (M e V) dans (L@,M) £(ÛeV) , définie
si U^ et V^ sont tonnelés; en échangeant les rôles de L et U,
ainsi que de M et V, on peut, comme nous l'avons fait page 31,
définir A^i, application biïinéaire de (L £ U) X ( M & V ) dans
( L £ M ) £ ( U @ i V ) , pourvu que U et M^ soient tonnelés. Ici
nous prendrons L = ®., M = ®;, U == E, V = F ; alors
L s M =X^==Xy; ^ et ®y sont bien tonnelés (1)].
D'après la définition, A° (̂il,, îy) définit Papplication de
3^ X ®y dans E ®, F : (u(â), (<?)) -^(S.u) ® (î.^), c'est donc
bien ̂  0 0^ Ïy défini plus haut). Alors, pour (A < y, Sa, 0 0^. Ty
n'est autre que A^u.; mais comme L == Sy a la propriété
d'approximation stricte, ®^ ®g E 3 3^ £ E, et A'g. p. est la
restriction de Ag.p., et lui est identique si E est quasi-complet
(voir page 24). La proposition 2 montre alors que A^ est
pi-continue, pour p. = TC, £ (2, III et IV), que A^p est (î-continue
(2, V, cela suppose E et F quasi-complets, mais la remarque
de la page 27 indique que, s'il n'est pas certain que t\p soit
6-continue lorsque E et F ne sont pas quasi-complets, il est
certain que I^p l'est), et que A^ est y-continue si E et F
sont quasi-complets (2, V); A^i n'est même pas séparément
continue.

On peut naturellement remplacer 3)̂  et 3)y par des espaces
de distributions quasi-complets 3 ,̂ 3ty. Si X et Vi'c sont tonnelés,
on peut définir A^i, application biïinéaire de ^(E) X 3ty(F)
dans (3^£3y£(Eéi F); d'après la compatibilité de A avec
les applications linéaires continues (proposition 2) de L et M,
cette application est la restriction à ^(E) X 3ty(F) de l'appli-
cation correspondante définie sur ®^(E) X 3)y{F). On peut
en dire autant de A^. y. pour p. < y, mais alors il n'est plus
nécessaire de supposer 3^ et 3^ tonnelés; A^p. n'est plus néces-
sairemçnt une restriction de Ag,p., car ?6a. et 3ty n'ont pas
nécessairement la propriété d'approximation stricte; comme

(1) 3) est tonnelé comme limite inductive d'espaces (de Fréchet) tonnelés (BOURBAKI
[2], chapitre ni, § 1, n° 1, corollaire de la proposition 1, et n° 2, corollaire 2 de la
proposition 2). Le théorème des noyaux intervient inévitablement dans la démons-
tration; soit pour prouver (page 17) que ®x@t3)y ==3)»,y, soit pour prouver ici que
%€^==%.y.
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nous l'avons vu aux pages 27, 28, 28, 25, A^ y. est (A-continue
pour (A = p, rc, e, et aussi pour (A == y si E et F sont quasi-
complets.

Montrons enfin que Sa;0 <8)iT»y(a;, y) peut se calculer
d'après la méthode de Fubini, pour <pe3)^.y. Pour tout
rceX^, ç(a;, y) == ip(a?) est dans 3)y, donc Ty*ç(a?, y)
est un élément de F; alors ^-^Ty*ç(rc, y) est une
fonction $ sur X' à valeurs dans F. Mais <p est une
fonction appartenant à ®a?(®y) donc 0 appartient à ®a.(F). Mais
cela n'est pas suffisant pour pouvoir continuer : avec S e ®a;(E),
$ e ®a.(F), on ne peut pas définir un produit scalaire, les condi-
tions de la proposition 10 ou 20 bis ne sont pas satisfaites ;
S étant quelconque n'est pas localement bornée. Mais nous
allons voir que <S> est po bornée: $e 3),,(F; po) = (®L)^F; jîo)-
On pourra alors appliquer la proposition 10 à S et $ avec
3i = 96 = 3)^ A = identité, et définir il, ̂ {x) e E ^ F.
Comme $ est l'image par L^r de y, il suffit de montrer que cette
fonction appartient à 3)a,(d)y; po) = ̂ (^y; ?)• Soient alors H
et K des compacts de X^, Y"*, tels que H X K contienne le
support de 9. D'autre part, soit Mp ^ le maximum du module de
DSD^p(a:,y). D'après un théorème de Dubois-Reymond, il existe
deux suites de constantes >0, Pp, Q^, telles que Mp^^PpQ^.
Soit alors Ba. (resp. By) l'ensemble borné de ®a. (resp. 3)y)
formé des fonctions de support dans H (resp. K), vérifiant la
suite d'inégalités [D^I^Pp (resp. |D^|<^Qy). Montrons que Lf
applique le polaire B^ de Ba, dans By, ce qui prouvera bien qu'elle
est bornée. Mais si Sa. e B^, L^(S) est la fonction y->- S.,- ç(a?, y ) ;
alors la dérivée D^ de cette fonction n'est autre que
y—S,.D?y(a:, y); comme |D^D^, y)|<PpQ,, D^, y) appar-
tient à Q^B^. pour tout y, donc] S., •D^(a;, y) |^Q^, donc L^(S) e By,
alors L^(BS?) c By, et nous avons bien la possibilité de définir
Sa,-i$(rc) e E ®iF en application de la proposition 10. Il nous
faut montrer maintenant que Sa."i$(a;) == (Sa,® 0iTy)»ç(rc, y).
C'est évident si ç e ̂  g ®y, en vertu de (II, 4; 1) et de (II, 6; 1) ;
ce sera donc toujours vrai si les deux membres dépendent
continuement de y e 3)^ y. Or il en est ainsi du deuxième. Montrons
donc qu'il en est de même du premier. Comme ®^y est borno-
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logique (1), il suffit de montrer que, si <p parcourt une partie
bornée, le premier membre reste borné dans E ®i F. Or si ç
reste bornée, on peut choisir fixes les compacts H et K, et la
suite Mp^,, donc les suites Pp et Qç et les ensembles bornés
By: et By; alors $ reste dans une partie (îo-équibornée de
3)^(F). Comme S est fixe, la fin de la proposition 10 montre
bien que Sa.-i^.r) reste bornée dans E®iF, c.q.f.d.

Remarque. — Le fait que $(â) e3)a,(F; (3^) peut être précisé.
Soit ® un ensemble de parties bornées de F, et supposons que T
soit dans ^(Fç); alors Ï{x) est dans 3)a,(F; S). En effet,
en reprenant les notations de la démonstration précédente,
L^" applique B^ dans By, et comme L^r applique By dans
une partie de F appartenant à ®, Lç == L^ o L^ applique
l'ouvert Bîp dans une partie de F appartenant à S. Si en outre
Ty parcourt une partie du type ® de 3)^(F), <I>(r£) parcourt
une partie ©-équibornée de ®y(F).

Cas où S et T sont des fonctions.

PROPOSITION 33 bis. — Soit % un ensemble saturé de parties
bornées de F.

Soient S e ®^(E) et T e 3)'y(F) des distributions définies par des
fonctions localement intégrables S(â), T(y). Alors Sa. ® 0^ Ty est
la fonction S(â) 0^ T(y). Si, quel que soit le compact K de Y7",
il existe une partie bornée disquée B e 6 telle que T e LK(FB),
afor5 ̂  0 0ç Ty e5( fa fonction Ï(x) 0ç T(y).

Tout d'abord S(r£) <8 0^ T(y) est localement intégrable, donc
définit une distribution. Cette distribution prend pour valeur,
sur u{x) v(y) e ̂  0 3)y :

J^xî- (̂ ) ̂ ^(y)) ̂  ̂ y) ̂ y
=^^)u(a;)^0j;,T(y) ^(y)^

= @. u) ® fî. ç/) = (§, 0 0^ T,). u(x) ̂ (y),

et par suite cette distribution coïncide avec Sa. 0 ^^ Ty.
(*) Car 3) est limite inductive d'espaces (de Fréchet) bornologiques (BOURBAKI [4],

page 11).
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Si maintenant, quel que soit le compact K de R", il existe
BeS disquée telle que T <= L[(FB), alors $(^)®T(y) est dans
Ï^K(E^FB), donc §(â)0çT(|/) est dans ^xK(E0çF) (voir
page 88), et par suite dans ^(E^çF). Le raisonnement ci-
dessus montre que la distribution définie par Stô) 0çÏ(y) est
^ ̂ r

Produit tensoriel de plusieurs distributions.
Soient ^e^(E), ^e3);(F), î,e^(G), trois distributions

vectorielles (E, F, G, non nécessairement quasi-complets) sur
X', Y"*, Z", respectivement.

On peut alors définir directement une distribution
(l^ 0 0 ̂  0 0 T,), 6 â)^ ̂  ,((E 0 F 0 G)^) (1). Nous laissons
au lecteur le soin de la définir (on utilisera le fait que
(3)^0 2y0 S^ = S^y^) et d'en donner les propriétés principales,
analogues à celles du produit tensoriel de deux distributions.
Ce que nous voulons indiquer ici, c'est la propriété d'associati-
vité. On peut former (^ 0 0^) 0 0,T, e 2)L,y.z((E ®i F) @i G).
Mais il existe une application linéaire continue canonique de
(E 0 F 0 G)F dans (E ®i F) g, G (car l'application trilinéaire
canonique de E X F X G dans (E ̂  F) ®i G est séparément
continue) ; nous allons montrer que l'image de (^0 0$y0 0T^)i
dans 3)^((E ®i F) ®, G) n'est autre que (^ 0 0^ Ï y ) 0 0, î^.
Comme ce sont deux distributions, il suffit de montrer qu'elles
coïncident sur un sous-espace dense de ®a,,y^; or elles sont
trivialement égales sur ®a; 0 2)y 0 3) ,̂ ce qui prouve notre
assertion.

§ 7. — Convolution.

Les méthodes que nous avons développées au § 6 sont
souvent valables si on remplace la multiplication par une appli-
cation bilinéaire u de nature quelconque ; il aurait été possible,

(1) (E (^) F 0 G)i est la topologie localement convexe la plus fine pour laquelle
l'application trilinéaire canonique E x F x G - > E ( g ) F ( g ) G soit séparément
continue.

Nous laissons au lecteur le soin de montrer que (3)a, 0 3)y 0 3),)n == 3)̂  y ,.
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et même plus logique, de traiter d'abord le cas général avec u
quelconque, puis d'appliquer les théorèmes sans nouvelle
démonstration, aux cas particuliers de la multiplication et de
la convolution; nous avons préféré, pour rester plus près du
concret, traiter en détail la multiplication; pour la convolu-
tion, nous renverrons donc, sans nouvelle démonstration, aux
propriétés correspondantes démontrées pour la multiplication.

Convolution élémentaire.

PROPOSITION 34. — Soient 96, 3t, Ï, 3 espaces de distributions
sur R", 96 et 3Î normaux', E, F, 2 espaces localement convexes
séparés, non nécessairement quasi-complets. On suppose de plus
que 96 est nucléaire et de dual fort nucléaire, et qu'il a la
propriété d'approximation stricte. Soit (S, T) -^ S * T une
convolution^) de 96 X 3i dans î, ^-continue, y. <; y. On peut
définir une convolution (S, Ï)-^§*^T (et une seule si 3t
a la propriété d'approximation), application bilinéaire de
96(E) X 3t(F) dans ^(E^F), séparément continue, et vérifiant

(II, 7; 1) S^Tf=(S*T):^,

pour Se96, Te3t, îcsE, ^eF.
Cette convolution est en outre hypocontinue par rapport aux

parties bornées de 96(E) et aux ^-parties de 3t(F) $ elle est continue
si (X^TC. Cette application est compatible avec les applications
linéaires continues de E, F, ou de 36, 3Î, Ï.

Il suffit d'appliquer la proposition 3 à la convolution de
% X 3t dans Ï.

On peut naturellement faire la même remarque que pour la
multiplication, page 122.

EXEMPLES. — On peut définir une convolution, hypocontinue
par rapport aux parties bornées, de g'(E) X 2)'(F) dans
^(E §„ F), de ®(E) X ©'(F) dans ê(E ̂  F), de 0c(E) X ^(F)
dans îf(E ̂  F), de îf(E) X ^(F) dans O^E ̂  F) (et même

(1) Rappelons qu'on appelle convolution de 5^ X ^ dans ^ une application
bilinéaire séparément continue, coïncidant sur 3) X 2) avec la convolution usuelle.
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dans 0c(E ̂  F)), de 0c(E) X ®LP(F) dans ^(E §„ F), pour
p =^= oo etc. (1).

En appliquant les formules (II, 2$ 8), on a des formules
analogues à (II, 5; 2 et 2bis).

Associativité de la convolution.
On peut donner une proposition identique à 25 bis, en

remplaçant partout la multiplication par la convolution.
Contentons-nous de l'application suivante.
Pour Ueg^eê^E^Te^F), ou pour Ue0c, ^60c(E),

îe^(F), on a:

(II, 7; 2) U*(S^T)=(U^)*,T==$*,(U*Î).

Les 3 membres sont en effet séparément continus en U, S, T,
et coïncident sur ê>1 X {ê' <8) E) X (ë' 0 F) donc partout.

Commutativité de la convolution.
Lorsque les espaces 96 et 3t sont distincts, de même que E

et F, il n'y a pas vraiment lieu de parler de commutativité.
Soient, par exemple, S e 3^(E), îe 3Î(F). Alors $^T et T^§,
si l'on peut appliquer la proposition 34, se déduisent l'un de
l'autre par la symétrie canonique E êy: F —>- F @^ E.

Mais supposons que l'on ait E === F; alors la symétrique
canonique de E ®^ E est une opération interne, distincte de
Videntité, et il faudra donc soigneusement distinguer § ̂  T
et T^S, qui seront des éléments distincts de E ®^ E, déduits
l'un de l'autre par la symétrie canonique. Si en outre E a
une structure d'algèbre, donc s'il existe une multiplication 9
de E X E dans E, que nous supposerons continue, alors 0 définit
une application linéaire continue 0 de E ®^ E dans E, et on
peut calculer S*eT et T*eS qui sont des éléments de Ï(E);
ces éléments seront en général distincts. C'est seulement si

(1) Voir note (1), page 130.
Pour p == oo, 3)^<» = ̂  n'est pas normal, on ne peut donc pas dire qu'il existe

une convolution de Oç X ̂ ' dans ^/ ; toutefois il existe une convolution de Oc X ^S1

dans îT, et sa restriction à ÔQ X ̂  est hypocontinue de 0^ X ̂ ' dans ^/. On peut
donc en fait utiliser même le cas p == oo.
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la multiplication 0 est commutative, et que 6 est alors inva-
riante par la symétrie canonique de E 8^ E, que l'on aura

-^ ->• ->• ->•
0 T1 HP Cîb *ô i = i *e o.

Mais il y a une autre difficulté. Ce que nous avons écrit T*S
ou T*^S aurait du, en toute correction s'écrire TÎS ou T^S.
Car il s'agit d'une opération de 3t X 96 dans Ï déduite par
symétrie de la convolution de 96 X 3t dans Ï, mais distincte
de cette convolution en un certain sens : cette opération symé-
trique (T, S) —>- T * S est elle aussi une convolution, car elle est
séparément continue, et se réduit sur 3) X ® à la convolution
usuelle, du fait que cette dernière est commutative, et c'est
donc l'unique convolution possible de 3Î X 96 dans Ï; mais
cette convolution est peut-être distincte de la précédente sur
(96 n 3î) X (96 n 3Î), car il n'est pas certain que, sur ce
sous-espace, la convolution donnée soit commutative (1) ; d'où
la nécessité de notations différentes, * et *. C'est pourquoi nous
n'examinerons la commuta ti vite que si 3-6 = 3t. Alors la convo-
lution donnée de 3e X 96 dans î est sûrement commutative,
puisqu'elle s'obtient par passage à la limite à partir de la
convolution commutative sur 3) X 3). Alors T^S=T*S,etÏÎ^
peut correctement s'écrire Ï*^, et se déduit de S^T par
la symétrie E §„ F -^ F @^ E.

Finalement supposons que 96 soit une algèbre de convolution,
c'est-à-dire qu'il existe une convolution de 96 X 96 dans 96,
et que le couple (96, 96} ait les propriétés énoncése à la proposi-
tion 34. La convolution sur 96 est nécessairement associative
et commutative, puisqu'elle l'est sur 2). Supposons d'autre

(1) Soient Se^ênJt, Te^ênX Pour définir S*T, en considérant donc Se ̂ 6,
Te3î, on pose S==limSj, T = lim TA, Sje3), T\e3), les limites étant prises

j "
respectivement dans ^6 et dans X Pour définir T * S, en considérant donc Te 5 ,̂
Se3t, on pose cette fois S == limS^, T = limT/, S^e®, T;e3), les limites étant

prises dans 3C et dans Sfo respectivement. La convolution donnée sur ^6 X 3t rie
sera donc pas nécessairement commutative sur (^6n3C) X (3^nX), car il n'est
pas sûr qu'un élément de 9€ H Jî soit limite, à la fois pour les topologies de H et 3Î,
d'un même filtre de 3); autrement dit ^ênJC, muni de la topologie borne supérieure
des topologies induites par ^6 et Jt, n'est pas nécessairement normal. Mais il le sera
toujours, et alors il n'y aura aucune difficulté, si ^ê et Jt ont la propriété d'approxi-
mation par troncature et régularisation.
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part qu'il existe sur E une structure d'algèbre (associative)
à multiplication 0 continue. Alors (S, T)-^S*ôT définit sur
3ë(E) une structure d'algèbre (associative), à multiplication
[ji-continue ; si 6 est çommutative, cette algèbre est commuta-
tive.

Dans ses travaux sur les équations aux dérivées partielles,
LIONS, utilise le cas suivant (1). 3ë est l'espace 3)̂  des distri-
butions sur la droite R de la variable temps (, à support limité
à gauche. C'est une algèbre de convolution, à convolution
hypocontinue par rapport aux parties bornées. Soient L, M, N,
3 espaces de Banach, et soit 0 l'application bilinéaire continue
de ^(L; M) X Ï(M; N) dans Ï(L; N) définie par la composi-
tion des opérateurs. Le couple (3e, 36) a bien les propriétés
énoncées dans la proposition 34 (2).

On peut donc définir une application bilinéaire (S, T)-^S*e T

(1) Voir, par exemple, LIONS [l], chapitre n, § 1.
(2) 3)4- est le dual de 3)— (SCHWARTZ [5], page 28). 3)— est muni de la topologie

limite inductive des ê(—oo,c\ (ce dernier est le sous-espace de ê formé des fonctions à
support contenu dans la demi-droite (— oo, c) ; il est muni de la topologie induite
par ê) ; 3)4- ^e ^a topologie forte de dual de 3)-..

Une partie bornée de 3)— est dans un ê(—oo,<;> (BOURBAKI [2], chapitre ni, § 2,
n° 4, proposition 6). On en déduit que ces parties bornées sont relativement compactes,
puisqu'il en est ainsi dans ê, donc que 3)— est semi-réflexif (BOURBAKI [2], chapitre iv,
§ 3, n° 3, théorème 1), et comme il est limite inductive d'espaces (de Fréchet) tonnelés,
il est tonnelé (BOURBAKI [2], chapitre ni, § 1, n° 1, corollaire 2 de la proposition 2),
donc il est réflexif (BOURBAKI [2], chapitre iv, § 3, n° 3, théorème 2), et c'est un espace
de Montel. Donc 3)- est le dual fort de 3)4-. ^- est normal et a la propriété d'approxi-
mation par troncature et régularisation (parce que ses parties compactes sont
dans des ê(—oo, c) et que ces espaces, comme 8, ont cette propriété), et il a la propriété
d'approximation stricte (préliminaires, proposition 3) donc aussi son dual (3)—)^ (préli-
minaires, proprosition 4, applicable parce que 3)—, tonnelé, à la topologie Y)» qui n'est
autre que 3)4-. La convolution de 3)4- ̂  ^4- dans 3)4- a été étudiée dans SCHWARTZ [5]
chapitre vi, § 5. Comme 3)- est tonnelé, toute partie bornée de 3)4- est équicontinue,
d'où on déduit aisément qu'elle est contenue dans un 3\c4,-+-oo); alors, si S reste bornée
dans 3)4. et que T converge vers 0, on voit aisément que S*T converge vers 0 (car, si y
reste bornée dans 3)—, S* y reste bornée dans 3)—, donc S*T«9==T»S*y converge
vers 0), la convolution est hypocontinue par rapport aux parties bornées.

ê est nucléaire, donc aussi ê(—oo,c) (GROTHENDIECK [5], § 2, n° 2, théorème 9,1,
donc aussi 3)_ (ibidem, corollaire 1); comme les parties bornées de 3)— sont dans
des ê(--oo.c» 3)4- est limite projective des (ê(—oo,c))'î ê(—oo,<î) étant un espace de
Fréchet nucléaire, son dual est nucléaire (ibidem, n° 1, théorème 7), , donc aussi
la limite projective 3)4. (ibidem, n° 2 corollaire 2 du théorème 9)., Ainsi on a toutes
les conditions voulues pour appliquer la proposition 34 à <^ê == 51 === ^ == 3)4-. Soit
3)(o,+oo le sous-espace de 3)4. formé des distributions à support dans (0, + °°)î
la restriction de la convolution de 3)4.(E) X 3)4-(F) dans 3)4.(E g, F) donne une
convolution de 3)(o,+oo) (E) x 3){o,+<^F dans 3){o,-4-oo)(E g, F).
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de 2)^(Ï(L; M)) X ®^(Ï(M; N)) dans ®^(Ï(L; N)), hypo-
continue par rapport aux parties bornées. Il n'est pas question
ici de commutativité. Mais, si L == M = N, on voit que
®^.(Ï(L; L)) est, pour la convolution des distributions et la
composition des opérateurs, une algèbre, mais cette algèbre
n'est pas commutative puisque la composition des opérateurs
de Ï(L; L) n'est pas commutative.

Ce que nous venons de voir sur R" peut s'étendre à la convo-
lution des distributions à valeurs vectorielles sur un groupe
de Lie G; mais alors il n'est pas question de commutativité,
puisque la convolution des distributions scalaires n'est déjà
pas commutative

Indépendance de S *„ î par rapport à 96 et 3t.

PROPOSITION 35.— Le produit deconwlution S * :̂T e ̂ (E^F)
ne dépend que de S et T et non de W) et 3t, si Vun des deux
espaces 36, 3t, à la propriété d'approximation par troncature
et régularisation.

Démonstration analogue à celle de la page 43, la convolution
remplaçant le produit scalaire. Si 96 a la propriété d'approxi-
mation par troncature et régularisation, on démontre d'abord
que, si S e 3)(E), S*^T est le même, que l'on considère S comme
élément de 3ë(E) et T comme élément de 3t(F), ou S comme
élément de ®(E) et T comme élément de ®'(F) (compatibilité
de la convolution avec les applications linéaires continues
de 3e, 3t, Ï, relativement au diagramme

® x 3 t — — — ^ ® X 3)'i i-
3ë x3t-^î£-^ay).

Ensuite on utilise un passage à la limite, comme dans
(II; 3, 3).

Si c'est 3t qui a la propriété d'approximation par troncature
et régularisation, on prend d'abord T e 2)(F) puis T quelconque.

Problèmes de supports.
PROPOSITION 36. — 5i, dans les conditions de la proposition

32, 96 ou Si a la propriété d'approximation par troncature et
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régularisation, et si A (resp. B) est le support de Se 38(E) (resp.
îe3t(F)), le support de S*^Ï est contenu dans A + B. Pour
connaître S *^ T cîan^ un ouvert Q <fc R", il suffit de connaître T
dans Q — A.

Supposons d'abord 96 == 3), 3t= 3)7, Ï== ®'. Alors la convolution
induit une application bilinéaire séparément continue de
®A(E) X ®B(F) dans 2)'(E@^F), qui applique le produit de sous-
espaces denses (2^0 E) X (2)^ F) dans le sous-espace fermé
®R(E 8^ F), K = = A + B = A + B (voir raisonnement analogue à
la proposition 27), donc aussi S^(E) X ®B(F) dans S^E g^F),
ce qui démontre dans ce cas notre affirmation. Si maintenant 96
et 3î sont quelconques, mais que 96 ait la propriété
d'approximation par troncature et régularisation, on écrira
S*^Ï = lim I lim (a/S* p«) ) *^ T | ; si Ag est le voisinage d'ordre £

V->oo L(Jt-»-oo ' . J

du support de A, ay(S*pp.) a son support dans Ag pour (JL
assez grand, et appartient à ®(E); son produit de convo-
lution avec T peut se calculer (proposition 34) en le
considérant comme élément de 3)(E) et T comme élément
de 2)'(F), donc le support de (ay(§*p^)) *^T est dans Ag+B;
alors le support de S*^T est dans | [ (Ag + B) c A + B.

6>0.Démonstration symétrique si c'est 3î qui à la propriété
d'approximation par troncature et régularisation.

Quant à la dernière partie de la proposition, elle résulte
trivialement de la première; si T == 0 dans Q—-A, son support
est dans ( (Q—A), donc celui de S*^T dans A+ f (Q—A);
mais A + f ( û — A ) c ( Q (car, si as A, Ç « Q — A , on a
a 4- ̂  û? sans quoi on aurait Ç e Q — A), donc aussi
A + f (Q — A) c f Q; et par suite $^T = 0 dans Q.

Relation entre produit scalaire et produit de convolution.
PROPOSITION 37. — Supposons vérifiées les conditions de la

proposition 34. Supposons en outre que î soit normal, que 3î
ait la propriété d9 approximation, et que 9fo vérifie les conditions de
la proposition 4. Alors on a, pour S e 3-6(E), T e 3t(F), et 9 e Ï' :

(II, 7; 3) (§^î).ç=$.,(T*(p)eEg,F.



THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 157

Si en outre Ï vérifie les conditions de la proposition 4, alors
on a, pour $€s3^(E), îe3t(F), çe^G):

(II, 7; 3 bis) @^î)^y=^( î^ î )e(E®F0G^

en identifiant (E ̂  F) §„ G et E §„ (F ̂  G) à (E 0 F ® G)ï.
Les produits scalaires T; considérés ici sont ceux qui sont

définis à la proposition 4.
Les considérations de la page 130 montrent en effet qu'une

convolution de 96 X 3t dans Ï, hypocontinue par rapport
aux parties compactes, définit par transposition une applica-
tion bilinéaire séparément continue de 3Î X Ï'c dans ̂ ; si Ï,
donc aussi î'^ est normal, cette application peut se noter

T »>.
(T, <p) ->• * y, puisqu'elle a cette forme sur 3) X 2) ; cela revient à
dire qu'il y a une convolution de Si X Ïc dans ̂  (1). Alors on
peut définir (voir chapitre i, § 3; par exemple proposition

^ v

21 bis) une application bilinéaire, qu'on notera (T, U) ->- T * U
^ v

de 3Î(F) X Ï'c dans ^(F) ; pour U fixée, T -^ T* U est continue
de 3t(F) dans 3^(F) == W (F). Si alors les conditions de la propo-
sition 4 sont en outre réalisées (36 a la topologie y, W est quasi-
complet), on peut définir un produit scalaire S ̂  Ï * <p e E ®^ F,
pour <p e ̂ /. Nous devons montrer que l'on a alors (II, 7; 3).
Or, il en est trivialement ainsi si S e ^ 6 ® E et Te3t0F,
d'après la définition même (par transposition) de la convolu-
tion de 3t X ^ dans 3^; les deux membres de (II, 7; 3) étant
alors, pour ç fixée, séparément continus sur 3ë(E) X 3t(F),
coïncident.

Naturellement on peut être tenté de procéder en sens inverse.
La convolution de W> X Si dans S définit une application
bilinéaire séparément continue (à, <?)-^iS*ç de 3ë X Ï'e dans 3 ,̂
donc une application bilinéaire (§, ç)—»-S*<p de ^(E) X Ï'c
dans 3^(E). Mais alors on ne peut pas appliquer la proposition

v ^ v

4 pour donner un sens à S*<p^T ou S*ç^T, car 3t n'est pas
supposé nucléaire. Mais si 3t, au lieu de 3ê, vérifie les conditions

^
(1) Si ^6 est un espace de distributions, son symétrique ^ê est toujours muni de

la topologie déduite de celle de S€ par la symétrie v.
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de la proposition 4, alors on peut calculer S*9-^T; on peut aussi
l'appeler S*y-^T , produit scalaire entre 3t^(E) et 3t(F); mais
alors S *7ç T peut se calculer d'après la proposition 34, non
plus en considérant 96 comme nucléaire, mais en considérant 3t
comme nucléaire (remarque page 122), et le raisonnement
symétrique du précédent donne alors S*^T*<p =S*y^Ï.

Supposons maintenant $ <= 3ë(E), Ï e 3t(F), y e ̂ (G). Si Ï véri-
fie les conditions de la proposition 4, (S *^ T) ̂  y a un sens pour
(^ ̂  î) e Ï(E @^ F), y e ̂ (G) ; c'est un élément de (E §„ F) ̂  G.
D'autre part on peut appliquer la proposition 34 à la convolu-
tion de 3t X Ï ' dans ^'(St, Ï', ^/, sont quasi-complets, 3t et Ï '
sont normaux; Ï a la propriété d'approximation stricte et
la topologie y, donc Ï1 à la propriété d'approximation stricte
(proposition 4 du chapitre i) ; Ï ' est nucléaire et son dual fort
(S'Ye = Ï est nucléaire, donc T*^ a un sens, c'est un élé-
ment de W{V ®^ G); alors S^(Ï*^) a un sens, c'est un élé-
ment de E @^ (F ®^ G). Si l'on identifie les deux espaces
(E ®^ F) §„ G et E ̂  (F §„ G) à (E 0 F 0 G);, on peut
comparer les deux membres de (II; 7, 3 bis). Ils définissent
des applications trilinéaires séparément continues sur
96(E) x3t(F) X^(G),quicoïncidentsur(^0E) X (3Î0F) X (Ï'0G),
donc partout (3t est supposé avoir la propriété d'approxi-
mation, ainsi que Î6, Ï ' - est nucléaire donc à la propriété
d'approximation).

COROLLAIRE 1. — (Régularisation). Si %, 3t, 8°, vérifient les
conditions de la proposition 34, si 96 vérifie les conditions de
la proposition 4, et si 3Î a la propriété d'approximation, alors,
pour SeS^E), ae3t(F), la fonction continue S*^a est donnée,
pour toute valeur de x e R", par la formule

(II, 7; 4) (§^î)(^==S.,T(^S===§ç.,î(a?—E)eE§,F.
En particulier

(II, 7; ^bis) §.J==T,(§^).

Il suffit en effet d'appliquer (II, 7; 3), en prenant pour ç e 8^°
la masse unité au point x. Dans (II, 7; 4 bis), on remarquera
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V

(en prenant ç = ô) que 3Î est donc nécessairement contenu
dans W, et le produit scalaire S-^a s'obtient en appliquant la
proposition 4 à 36.

Dans la pratique, 3t sera souvent un sous-espace de ê,
muni d'une topologie plus fine que la topologie induite. Alors
ï(o;)a est la fonction Ç ->- v.{x—^). D'autre part on pourra
généralement appliquer la proposition 34, non seulement avec
Ï = §°, mais même avec Ï === ê ; il sera alors possible de
prendre pour ç une dérivée de la masse unité au point x, et
obtenir ainsi :

(II, 7; 4ter) (D<$^))(^=^.,((D^)(a;--2;)).
COROLLAIRE 2. — Supposons que 96 vérifie les conditions de

la proposition 4, que Si ait la propriété d'approximation, que Ï
soit normal {resp. vérifie les conditions de la proposition 4), et
qu^il existe une conwlution de Wo X 3t dans 2 et une convolution de
96 X W dans S°, hypocontinues par rapport aux parties compactes.
Alors on a, pour Èe3e(E), îe3î(F), ye^ {resp. îe^(G)) :

(II, 7; 5) (S*,î).?=T,(S^(î.y))eE®,F

[resp. :

(II, 7; 5bis} (S^Î).,y=T,($^(î^î))e(E0F0G)S].

On applique d'abord la proposition 37 à S e ?6(E), Ï e 3t(F),
çe^ (resp. ^6^(G)); puis son corollaire 1 à ^e5^(E),
^==T*çe^ ' (F) (resp. î^e^F ®^G)).

Produit de convolution général.

PROPOSITION 38. — Soient 3 ,̂ 3t, 2, W, ^5 espaces de distri-
butions normaux sur R", E et F cfcs espaces localement convexes
séparés, ces espaces notant pas nécessairement quasi-complets.
Soit @ {resp. 6) un ensemble saturé de parties bornées de E
{resp. de parties bornées complétantes de F). On suppose que
Si c WQ et que V injection A de 3î dans 96 est sous-nucléaire;
on suppose d'autre part que 3t ou Wo à la propriété £ approxima-
tion requise dans V énoncé de la proposition 10, et que Ï est
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bornologique. Enfin on suppose donnée une convolution de W X Wc
dans Ïcj provenant par transposition £'une convolution de W X Ï(1)
dans 3t. hypocontinue par rapport aux parties compactes de Ï.
Alors on peut définir une « convolution »(2) de ̂ (E) X 5^(F; 3o)
dans ^(Eg,F), notée @, î)-^i^î, vérifiant:

(II, 7; 6) (^î).ç=(t*9).,AÎeE^F,

pour toute y e Ï ; fc second membre est celui qui est défini à la

proposition 10, pour S*çe3t(E), Ïe^(F; Ro).
On a

(II, 7; 7) S^Tf=(S*T)^?,

pour S e W, T e 3 ,̂ î e E, ^ e F.
5i Zô5 conditions d'application de la proposition 34 sont aussi

réalisées pour W, 3 ,̂ Ï,, Fimage ^ ^ ̂  Ï dan^ ^(E ̂  F)
coïncide avec le produit S^T défini à la proposition 34.

CWte conmiution est compatible avec les applications linéaires
continues de E, F, ou de 96, 3t, Ï, W.

Si S parcourt une partie du type @ de ̂ (E), et que T converge
vers 0 cîayi5 î6c(F) en restant dans une partie ^-équibornée,
S*@T converge vers 0 Am5 ^(E®@F); 51 V injection A e5(
noM seulement sous-nucléaire mais nucléaire, il est inutile de
contraindre T a rester dans une partie ^o-équibornée.

Si T est "(D-bornée, on peut définir S*çTe^(E@çF) même
si Ï rHest pas bornologique, pourvu que la convolution de TTC X î
dans 3t, déjà supposée hypocontinue par rapport aux parties
compactes de î, soit en outre hypocontinue par rapport aux
parties compactes de W. Dans Vun comme dans Vautre cas (Ï
bornologique, ou convolution hypocontinue par rapport auxv "̂  v ^_
parties compactes de W), si S converge vers 0 dans ̂ (E) et que T
reste dans une partie ÎD-équibornée de ^(F), S*çT converge vers 0
dans ^(E ®ç F).

Démonstration calquée sur celle de la proposition 32. On
peut aussi reproduire les remarques des pages 131 et suivantes.

(1) Voir note (1), page 157.
(2) Voir note (2), page 127.
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Nous laissons au lecteur le soin d'établir les principales pro-
priétés du produit de convolution (généralisation des propo-
sitions 34, 35, 36) à partir des résultats du § 4.

Donnons quelques exemples courants :
1° On peut définir une convolution de g'(E) X à)7 (F; po)

ou 2)'(E) Xg ' (F;p , ) dans 3Y(E @, F) (en prenant pour 36,
3t, Ï, m : 3), ®, 3), ê', ou g, ë, 2), ^ (1)). On a alors (II, 7; 7),
et (II, 7; 6) pour <p e ®. On a aussi (II, 7; 3) (où T; est remplacé
par i) pour ç e 3), car le passage de (§*i y) • T à S •1 (y ^T) n'est
autre que la formule (II, 4; 12) (où S, y, T, sont remplacées
par ç,S,T). On a aussi (II, 7$ 5) (où TC est remplacé par i) ;
appliquons en effet (II, 7; 6) à ̂ =$ e g^î^îi.ç) e g(F;(3o)
et 9^ == S 6 g' (les espaces 3ê, 31, Ï, W, sont alors g7, g', g', g7 (1) ; ou
à§i ==^ e ©'(E),^ =T*ç e 3)(F; j3o), Çi=S e g7 (avec les espaces
3)', 2)', g', à)7); on obtient justement Tr(S*,(T*y)) ==i^î*o.
Enfin on a (II, 7; 2) (où TT est remplacé par i) avec Ueg ' ;
c'est simplement la compatibilité de la convolution de la
proposition 37 avec les applications linéaires continues de 3e,
31, Ï, W. Examinons en détail un des cas. Prenons pour 3ëi,
3ti, Ïi, "Hli, les espaces 3), 2), 3), g'; et les mêmes pour 3^? ̂
^2? ^2* Pour applications, prenons pour 3^ —>- 3Î2, la convo-
lution ^ U | avec U e g', ainsi que pour 3e! -^ 3^2? ^i -^ ^2 ;
et pour Wi -^ ̂ 2 prenons l'identité. Ces applications sont
permises, car on a le diagramme commutatif

^ ^9 \

de la page 63, et le diagramme commutatif de la convolution :

m, x^^^w.x^
L L
i ^ ^Jil ————————> J^2,

(!) Les espaces considérés sont normaux et nucléaires [donc ont la propriété
d'approximation requise dans la proposition 10, voir note (1), page 58]. ^ == 3)
est bornologique [note (1) page 149].

(2) Les espaces considérés sont encore normaux et nucléaires, ê7 est bornologique
d'après le chapitre i, application page 43, conséquence page 44).
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qui exprime Fassociativité de la convolution entre distributions
scalaires: M*(L*Ù) = (M*L)*Ù, pour Me®, Le®. Alors
on aura le diagramme commutatif vectoriel :

^(E)x(3^(F; po)^W,(E)x(^(F; po)• ? VQ) —^ ••^Y^y ^ ^a)^!1 ,
1*1

l x lui (^(E @, F)
^ , \W

^(E) X (^)c(F; (îo)-^ (TOEg,F),

qui s'écrit ^(Î*U) = (i^î)*U.
Si au lieu de cela on prend pour 3t, -^ X^ et 96^ ->• 362 la

convolution ^ Û j , pour Wi-^ ̂  la convolution ÎUL pour
^ ->• ̂  l'identité, on obtient S^ (T * U) = (§ * U) *, Ï. On a
donc bien (II, 7; 2).

Si les supports de S et T sont A et B, le support de $^Ï
est contenu dans A + B en vertu de la proposition 20, c,
appliquée à S*<p*iT : si le support de y e 3) est dans le complé-
mentaire de A + B, celui de $*y est dans (—A) + [ (A+B),
dont l'intersection avec B est vide. On en déduit encore crue•^ —> —^- ^
S *i T est connue dans Q quand T est connue dans Q — A et S
de support A. On déduit de là facilement qu'on peut définir
§^î pour ^eg^E^Ïe^F) localement po-bornée, car, pour
définir S*iT dans Q, ouvert borné de R", on pourra remplacer
î par î, e a)'(F; jîo), égale à î dans l'ouvert Q—A borné, et le
résultat sera indépendant du choix de Ïi. On définit ainsi $*iî
de façon cohérente dans les ouverts bornés de R", donc sur R71.

Nous étendrons cette définition plus loin (voir proposition 39).
2° On peut définir une convolution de 0c(E) X ^'(F; po) dans

^(E®,F), qui vérifie (II, 7; 7), (II, 7; 6) pour y etf, (II, 7; 3)
(où -TC est remplacé par î) pour 9 e tf, et (II, 7 ; 2) (où TC est remplacé
par î) pour U e Oc. Si A et B sont les supports de $ et Ï, le sup-
port de S*iT est contenu dans A+B. Les espaces 36, îî,^,^,
sont ici tf, tf, tf, Oc(1).

(1) Ces espaces sont normaux et nucléaires (GBOTHENDIECK [5], § 2, n° 3, théorème
10, page 55), donc ont la propriété d'approximation requise par la proposition 10
(note (1) page 58). ̂  == ^ est bornologique, comme espace de Fréchet (BOURBAKI [4],
page 11).
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3° On peut définir des convolutions de ®(E) X ®'(F; (ÎJ
ou §(E) X ^(F; po) dans ê(E @, F), de tf(E) X ^(F; po) dans
tf(E ̂  F) (1). Ces applications sont des restrictions de celles
qui sont définies dans 1° et 2°, en vertu de la compatibilité
avec les applications linéaires continues de 3ë, Sî,^,^; donc
elles en ont toutes les propriétés. On a en outre (II, 7; 6), et
(II, 7$ 3) (où il est remplacé par i), pour ye8', g', ^
respectivement.

On a enfin (II, 7; 4) (où ^ est remplacé par i) pour Se ®(E),
§eay(F;po) ou pour Seg(E), $6^(F;po) ou pour aetf(E),
Se^'(F; (^), comme on le voit en appliquant (II, 7$ 6) pour
<p = e(x) ==^ masse unité au point x.

4° On peut définir une convolution de ê'^E) X 3)^(F) dans
^^"^(E^F) (p, ç, finis). Il suffit d'appliquer (II, 7; 6)
et une proposition analogue à 38, mais s'appuyant sur la
proposition 24 au lieu de la proposition 10; les espaces
3e, 3t, Ï, W, seront ici 3)9, â)^"1, a)^"»"1, 8^(2). On a
(II, 7; 6) pour yeâ)^"""1. Pour §€S§^(E), îe3)^(F),
§*iî e ̂ (E ®, F) coïncide avec l'élément S^Ï défini en consi-
dérant S comme élément de §'(E) et Ï comme distribution
localement po-bornée à valeurs dans F (voir fin de 1°), en vertu
de ce qui a été vu à la proposition 24. La présente convolution
a donc toutes les propriétés indiquées à 1°. On a (II, 7; 3) (où
it est remplacé par i) pour (pesâ)^^71^1 (voir remarque page 120) $
les deux membres sont en effet continus en (peâ)^^"^ pour§
et T fixés (puisqu'ils définissent tous deux des distributions de
^"^""(E^F)), il suffit donc, pour qu'ils coïncident, qu'il
en soit ainsi pour y e ® ; mais alors $*iÏ.y est par définition
S*y.iî, avec S*çe®(E), îeSP'(F) localement po-bornée, ou
encore S* y -iT,, $ e 2)(E), Ï, e 3)'(F ; po) à support compact, égale
à T dans un ouvert borné assez grand de R"; le second membre
de (II, 7; 3) est égal au produit scalaire de $c= ̂ (E; po) et de
a(T*y} es2)(F), a e ® égale à 1 sur un voisinage du support

(*) Ces espaces sont normaux et nucléaires, voir note (1), page 162. Ici ^ est 8'
ou îT, qui est bornologique, voir note (2) page 161.

(2) Ici Ï == 3)P+ 9 ̂  " •*•1 est bornologique, comme limite inductive d'espaces (de
Banach) bornologiques (BOURBAKI [4], page 11).
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de S ; il vaut donc aussi S-i (T\*<p ), T, étant la même distribution
que ci-dessus; mais, d'après (II, 4; 12), ceci vaut S*y«iTi ,
S* y est considéré comme élément de ê(E; (3o) et T, comme
élément de §'(?); comme S*y est à support compact, il est
aussi dans 2)(E;(3o)ï et alors on trouve aussi S*9*iT< avec
§*ç e ®(E ; po)? TI e 3)'(F) (voir application C, page 72) ; or on sait
que, si ^*y e ®(E$ po)? îi e ®'(F) et en même temps $*ç e 3)(E)^
TI e 2V (F; po), les deux valeurs correspondantes trouvées pour
S*y\Ti coïncident (voir page 97).

Ce que nous venons de voir montre en outre que
S*iT e ̂ )'(E ®i F) est aussi le produit de convolution défini
en considérant S comme élément de 8'(E; (3o) et T comme
élément de a)'(F).

Nous ne pouvons pas donner un sens à (II, 7$ 5) (où it est
remplacé pari), car, comme nous allons le voir à 5°, le produit
de convolution de ^eg^E) et de T*y e ê^^F) n'est pas
nécessairement une fonction, et n'a donc pas de trace. Toute-
fois les 2 membres de (II, 7; 5) sont bien égaux pour o <= 3),
car alors on est ramené au cas 1°; les développements que
nous allons voir à 5° permettent d'étendre cette égalité à
(pe®?-^-»-"-^ ^

Si S est un ensemble de parties bornées de F, et si T est
localement S-bornée, on peut définir $*çT e ̂ "^"(E gç F),
d'après le résultat correspondant de la proposition 24, si n
est impair, ou n pair et q == 0. On peut alors, dans tous les
résultats précédents, remplacer n + 1 par n. Si d'autre part S
converge vers 0 dans un (ê^)K(E), K compact de R", et que T
reste dans une partie localement ©-équibornée de 3)^(F),
S*çT converge vers 0 dans ^"^"(E gç F).

5° On pourrait être tenté de définir une convolution de
^-^""^(E) X ®^(F) dans ê^E ê, F). Il faudrait pour cela
appliquer (II, 7; 6) pour çeê^ et ensuite la proposition 24.
Mais la méthode de la proposition 38 n'est plus applicable, car
g^ n'est pas bornologique(1), alors î^î, pour Se ̂ """^(E),

(1) ê^ et ê^ ont les mêmes parties bornées (qui sont les parties équicontinues de
ê^, puisque ê^, espace de Fréchet, est tonnelé). Or ê^ a une topologie strictement
plus fine que ê^, donc ê^ n'est sûrement pas bornologique.
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ÏeiSy^F), pourrait bien être défini comme une application
linéaire de ê^ dans E ®i F transformant toute partie bornée de
ê111 en une partie bornée de E ®i F, mais cela ne prouverait pas
que S^îeê^EêiF), et une telle convolution ne nous semble
pas pouvoir être définie. Prenons cependant h= 0. Alors on
peut définir î*iT*9 = a*ç^Ï pour ce g'0 donc pour 9 es L1

à support compact; si nous appelons 3t1 l'espace L/ n ê' de
ces fonctions y, et si nous le munissons de la topologie limite
inductive des topologies induites par L/ sur les L1 n 8^, K
compacts de R", 3ti est complet, normal et bornologique (1), et
le procédé de la proposition 38 s'applique (en la modifiant de
façon à utiliser la proposition 24 au lieu de la proposition 10 $ la
convolution de à"1-^1 x 3ti dans à)1»-4-"-*-1 est bien hyppcontinue
par rapport aux parties compactes, puis qu'elle l'est même sur
^m^n-i ̂  g^ On voit donc que î*iî e S' (E ®, F) se prolonge en une
application linéaire continue de 3t4 dans E ®i F ; si donc nous appe-
lons Ï00 (espace des fonctions mesurables et localement bornées)
le dual de 3t1, et si nous le munissons de la topologie ^°=(3l%
on a î*iÏeÏ^(E@iF). Mais cela ne prouve nullement qu'elle
soit une fonction; ni qu'elle ait une relation quelconque avec
la fonction x^{x—^) -,îç(avec î(^—^) e^^E), îç e âV^F)),
qui n'est peut-être pas continue ni même scalairement
mesurable.

Appelons maintenant (^y""0 l'espace des distributions qui
sont sommes de dérivées d'ordre <; m de fonctions de 3t1, et
munissons-le de la topologie localement convexe la plus fine pour
laquelle les dérivations partielles d'ordre <^ m soient continues
de 3t1 dans (KJ-^, (Jt1)^^ est normal et bornologique (2).

(1) ^K1 est complet, comme limite inductive stricte d'une suite (l'espaces complets
(voir KÔTHE [1]). Tout élément de L1 n ê^ est limite, dans L1, d'une suite de fonctions
de 3) à supports dans un voisinage fixe de K, donc 3Î1 est normal. Enfin Jî1 est
bornologique comme limite inductive d'une suite d'espaces (de Banach) bornolo-
giques (BOURBAKI [4], page 11).

(2) En fait, ces propriétés ne sont pas immédiates. On a trivialement 3) c (Jt1) '̂""1).
L'injection de 3)g, K compact de R", dans L1 n ê^ est continue, donc aussi son injec-
tion dans Jt1, et par suite l'injection de 3) dans 5Î1 est continue; l'injection canonique
de 3Î1 dans (^£l)(-m) étant continue par définition, l'injection de 3) dans (^l)<~m)
est continue. Soit Te (^K1^-'"); alors T = ^ DP/p, /peX1. Les régularisées /p*y,e3)

IpKm
convergent vers fp dans 3Î1, lorsque p^ ^> 0, j pv == 1, et que le support de p,
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Son dual est l'espace (Ï?)^ des fonctions dont les dérivées
d'ordre < m (au sens des distributions) sont dans Ï?; ((^"^Y
est l'espace (Ï?)^, muni d'une topologie qui est plus fine
que celle de la convergence des dérivées d'ordre <w dans
%°; OÇ)^ est normal et complet (*). Alors, pour h > 0, on
peut définir î*,Ï.9 pour 9 e (^^-^ en appliquant (II, 7; 6)
et une proposition analogue à 38 mais s'appuyant sur la propo-
sition 24 au lieu de 10, puisque (Si^-^ est bornologique
(la convolution de <S)m+h^n+i x pt1)^ dans â)"1^1 est
bien hypocontinue par rapport aux parties compactes,
puisqu'elle l'est même sur S^-^n^i ^ g^ Qn en déduit que
S^TCE^ (E@,F) . Mais on a (^ c g71-1, et l'injection
correspondante est continue [la méthode employée pour
démontrer la proposition 24, en prenant k = 1 dans le
lemme, montre que S est somme de dérivées d'ordre <" 1 de
fonctions appartient à 3t1 : ^Lo+S^ L<e3t1 Lo e 3t1.

i ^Xi , . .
Alors toute fonction fe (^h) peut s'écrire /==/*Lo+S( T ^L,}.

i \Ô3?/ /
Mais tout élément de 3t1 est un opérateur de convolution de
Ï? dans 8°; car, si /*e^, et Le3t1, on sait que f*L est la
fonction x—^f^L(x—Ç); alors, si x décrit un compact de R",
L(^ — $) décrit un compact de 3î1, et si f converge vers 0
dans Ï?, (/* L) (x) convergera uniformément vers 0, donc /* L
convergera vers 0 dans g°. Alors, si /e (a;")^ le second membre
de l'égalité ci-dessus est dans ê*"1; et si f converge vers 0

tend vers l'origine; alors DP(/p*p,) tend vers T)Pfp dans (JC1)^'»), donc T*p,e3)
tend vers T dans (^i)(-^ : 3) est dense dans (X1)^1»), qui est bien normal.
On peut représenter T par un système (/p)|pi <^, /peW, tel que ^ DPfp = T; ce

IPl^m
système est déterminé modulo tout système (gp)^p\ <m, gpe5î1, tel que V î)Pgp = 0.

|p|<m

Donc (^îl)(-m) est, algébriquement, un quotient d'un produit TT (^np, (X1)? = 3t1.
Ipl^"»

On voit sans peine que la topologie de (Jî1)^"1) est précisément la topologie de
ce quotient du produit JJ (^')pî comme alors 3t1 est bornologique (note (l),

IPl^m

page 165) J^ (X*)? l'est aussi, ainsi que le quotient (^l)(-m> (BOURBAKI [4]
page 11)., |pi<m

(1) Si ^ê est normal, ̂  est normal (préliminaires, proposition 4). Si ^6 est borno-
logique et quasi-complet, ̂  est complet (un élément du complété est en effet une
forme linéaire transformant toute partie relativement compacte de ̂  en une partie
bornée de G; voir alors note (1), page 129).



THÉORIE DES DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES 167

dans (Ï?)^ ou même simplement si ses dérivées d'ordre <;A
convergent vers 0 dans Ï?, le second membre converge vers 0
dans ê^4].

Donc on a aussi (^^(E g^F) cê^E ®,F), donc

S^îeg^E^F).

Ses dérivées d'ordre <;A—1 pourront se calculer par la formule
usuelle (D^î))^) == (D^) (^—Ç)^Ï^, qui est la formule
(II, 7; 6) pour y=(—l)^D^)eê: / ï- lc((^)<A>):=(^^^^

Si maintenant T e ®^(F) est localement S-bornée, on sait
que la proposition 38 est applicable même lorsque î n'est pas
bornologique ; on peut donc ici définir a*çT eê^E ®çF), et
appliquer la formule usuelle( D^S^Î) ) {x) = ( (D^) {x—^) .çÏç
même pour |p| == h. On pourra même remplacer m + h + n + 1
par m + A + y î ? si n est impair ou si m=0, d'après la
proposition 24. On pourra faire des remarques analogues pour
la convolution S*J, Seg^E), lleg^^^F).

Définition du produit de convolution à partir du produit tensoriel.
Dans la proposition 38, nous n'avons défini S*iT que si

l'une des distributions S, T, est po-bornée. Nous allons voir que
cette restriction n'est pas nécessaire si les supports de S et T
vérifient certaines conditions.

PROPOSITION 39. (1). — Soient A, B, des ensembles fermés
de R" tels que l'application ( S ? y ] ) - ^ Ç + Y l de A X B dans R"
soit continue à l'infini, et E, F, des espaces localement cowexes,
non nécessairement quasi-complets. On peut définir un produit
de convolution de S'^E) X ÊO^F) dans S^^(E @, F), par la
formule :

(II, 7; 8) (^T).9=^00,î,.9(^+ïl),

pour Èe®A(E), Î€E®B(F), ce 3). On a la formule (II, 7; 7),
pour Se®A, TeSOc, ^eE, ^e=F.

Cette conwlution est compatible avec les applications linéaires
continues de E et F. Elle est commutative, à la symétrie canonique

(l) Voir SCHWARTZ [5], chapitre vi, § 5, page 26.
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près entre E^F et F@,E. Si A, B, C, sont trois ensembles
fermés de R71, tels que l'application (Ç, Y], (Q-^+YJ+Ï ^
A X B X C dans R" soit continue à l'infini, on peut définir
un produit de convolution (§ * T * Û)i e ©'((E 0 F 0 G)^),
pour $634(E), îe^F), Ûe^G); ^ images dans
ay((E@,F)®,G) ^ ay((E^(F@,G)) sorK (S^T)^Î et
S*i(T*iU) respectivement (associativité de la convolution).

On a en outre

(II, 7; 9) (^î).<p=(^y).,î=$.,(î*y)
==Tr((^î)*y)=Tr(@*y)^î)=Tr($^(î.y)),

^fcs 3 derniers membres sont des traces de fonctions indéfiniment
dérivables; le 2e est pris au sens de la proposition 10, avec
ÏeS^F), S*ye8(E) localement ^-bornée, l'intersection des
supports étant compacte; de même pour le 3°, avec SeS^E),
T*çeê(F) localement ^-bornée).—^ ^ > ->. ^

5i S *^ T e5( l'image de S *i T Am5 E ®^ F (pi = y, (î, 11, &),
l'application bilinéaire (S,î)-^^^î ̂  ®A(E) X ^(F) daw
®A+B(E ®^ F) (̂ ^-continue^ pour a = p, -rc, £, e( 01^51 pour a = y
si E et F sont quasi-complets.

Si le produit de convolution S^T a déjà un sens d'après la
proposition 34, il coïncide avec l'image dans 2' (E 8^ F) du
produit S *i T défini ici, si 96 ou Si a la propriété d'approxima-
tion par troncature et régularisation; si $ *i T a déjà un sens
d'après la proposition 38, il coïncide avec celui qui est défini ici,
si Si = 96 est nucléaire et a la propriété d'approximation par
troncature et régularisation.

Le support de Êç 0 0^, qui est A X B, et celui de y($ + Y)),
qui est l'ensemble Ç +Y) e K, K support de 9, ont une intersection
compacte; donc le second membre de (II, 7; 8) est bien défini,
et S*iT est donc une application linéaire de 3) dans E ®i F.
Supposons que <p converge vers 0 dans ®R, K compact de R";
alors, si a e ®ç ^ est égale à 1 sur un voisinage de l'intersection de
A x B et de l'ensemble ^ + Y ) e K , a($, r^^+r^) converge
vers 0 dans ®ç ^, et, comme $ç00(T^ est continue sur ®ç^,
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§ç® 0,î^y(Ç +Y)) =$ç0 0,î^.a(Ç, Y))9(Ç+yi) converge vers 0.
Donc S*iT est continue sur 3)^ donc sur 3), c'est bien une distri-
bution. Si K n (A + B) = ̂ , le support de S? <8) 0i T^ et celui de
9($+"^) ont une intersection vide, donc S*iT.<p===0, ce qui
prouve que S*iT a bien son support dans A + B (1). (II, 7; 7)
est une conséquence triviale de (II, 6; 1). La compatibilité
avec les applications linéaires continues de E et F résulte de
la même compatibilité pour le produit tensoriel, indiquée à
la proposition 33.

Naturellement S*iT ne dépend que de S et T et non des
ensembles fermés A et B (contenant leurs supports) que nous
avons choisis, car il en est bien ainsi du 2° membre de (II, 7; 8).

Supposons que <p parcoure une partie bornée de ®K. Alors
la fonction a ci-dessus pourra être choisie fixe, et a($, Y]) <p($ + YJ)
reste dans une partie bornée de ®ç,Tr Les applications
Uç^->- U^-a(Ç, Y]) ç(Ç + Y)) sont alors équicontinues de
2)ç^(E ®^ F) dans E ®p. F; comme alors (§, î) -^ 0 <8^ T^
est (x-continue de ®A(E) X ®B(F) dans 2)ç^(E ®^ F), pour
pi== (3, ii, £, et aussi pour pi==v si E et F sont quasi-complets,
alors les composées (^, T) -^$*^T • <p = §ç 0 <8>p.Ï^ • a(Ç, Y]) ç(^ + Y))
sont pi-équicontinues dans les mêmes conditions; cela revient
à dire que (S, T)-^$*^Ï est pi-continue.

La formule de commutativité est la suivante (voir page 152) :
si les ensembles fermés A, B, ont la propriété voulue, il en est
de même des ensembles fermés B, A; alors, pour SeS&^E),
T e ®B(F), T*iS se déduit de S*iT par la symétrie canonique
E^F-^Fg.E.

Démontrons la formule d'associativité. Si A, B, C, sont
3 ensembles fermés ayant la propriété de l'énoncé, on peut
directement définir un produit de convolution (S * T * U)i,
pour S s ®A(E), î e ®B(F), î e ®c(G), en posant
JH,7jlO)

(§*Î*U), • 9 == (Sç ® 0 î^ (g) ® iy,. yf$ + Y) + Ç) e (E ® F 0 G)F.

(1) Rappelons que, en vertu des hypothèses faites sur A et B, A+B est fermé
(pour toute application d'un espace localement compact dans un autre, continue
à l'infini, l'image directe d'un ensemble fermé, en particulier de l'espace entier,
est fermée).
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Soit Cg le voisinage d'ordre £>0 de C; soit K le support
de 9, Kg son voisinage d'ordre £. Alors les relations S; e A, Y] e B,
^ e Cg, Ç + Y] + Ce K, entraînent, en posant Ç = ^> 4- P» |p |<S £?
Ç o ^ C : Ç e A , Y ) € E B , î:o€sC, Ç+^ l+^Kg ; donc rensemble
des (^ Y], ^) est encore un compact de P^Xï^xR" ; soit
H X H X H un compact qui le contienne, H compact de R",
et soit a e Q^n une fonction égale à 1 sur un voisinage de
H u ( H + H ) . Le deuxième membre de (II, 7; 10) est, par
définition, égal à

(II, 7; 11) (S^^Î^^Û^.a^^^Oy^+ïl+i:).
Son image dans (E§ iF)@,G est (§ 6, page 150) :

((Sç 0 0iTJ <8 <^Ûç) • a(Ç)a(Yi)a(^)9(Ç + Y; + Ç). Calculons cette
quantité d'après ia règle de Fubini (proposition 33); on
obtient :

(II, 7; 12) tç..[(^^^î,)-a(Ç)a(Yi)a(î;)^+Yi+î:)].
Calculons le crochet pour ^ fixé; ce calcul n'est nécessaire

qu'au voisinage du support de TÎ, soit pour Ç e Cg. Alors le sup-
port de ^00^ est A X B, celui de Ç ^ + Y I + O est l'en-
semble des (^, Y)) tels que Ç + Y] + ^ e K; comme Ç e Cg, on voit
que l'intersection de ces supports est dans H X H, donc
a(ê)a(Y]) est égale à 1 sur un voisinage de l'intersection de ces
supports; donc le crochet, d'après la définition de la convolu-
tion, n'est autre que

a(0(â^.ç(x+î:).

Mais le support de (§*iî)^ est contenu dans A + B ; celui
de <p(y,+0 est K — î ^ ; leur intersection est donc contenue
dans H + H (car, si ̂  e A + B, on a ^ = S + Y), Ç e A, Y) e B, et
comme y, e K —^, on a î, + Y] + *( e K, donc Ç e H, Y) e H et
7^ e H + H) ; on peut donc remplacer y(y, + Q par a(yjç(y. + ̂
sans changer le produit scalaire précédent, qui est égal à

(^1%.a(yJa(Qy(y,+î:).

Finalement (II, 7; 12) vaut

(il, 7; 13) Î^K^î^^yJ^Wx+^A
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qui, d'après la règle de Fubini appliquée en sens inverse, vaut

(II, 7; 14) (@^î)^^Ûç)-a(y,)aCOy(y,+î:);

le support de (S * T)^ 0 ®i Ûç est contenu dans (A + B) n C,
celui de 9(7. +t) est défini par y^ + ^ e K; des points de leur
intersection sont de la forme (y^, ^) avec y, == S; + ^l? S; e A,
Y) e B, ^ e C, S; + 1̂ + ^ e K, donc ils vérifient ^ e H, Y] e H,
^ e H, donc y^ e H + H, ^ e H; alors a(yj a(Q est égale à 1 sur
un voisinage de cette intersection, et (II, 7; 14), d'après la
définition même de la convolution, vaut ((§*iT)*iU) -9, ce qui
prouve que l'image de (S *î*'0), e 3)'((E 0 F 0 G)D dans
^((E^F^G) est (i^Ï)^Û. C'est la formule d'associativité.

La formule d'associativité est particulièrement intéressante
dans le cas où G est le corps des scalaires; car alors toutes
les distributions considérées sont à valeurs dans le même
espace vectoriel topologique, (E ®i F).

En particulier, pour ^e^E), îe®B(F), y e 3), on a
(S *i T) * ç = (S * y) *i Ï = S *i (T * y) ; comme le premier membre
est une fonction indéfiniment dérivable, il en est de même des
autres, et leurs traces sont égales. Par ailleurs Tr^(S *i T) *ç)
vaut ^*iÏ-y d'après la formule (I, 3; 12) du chapitre i (où
Ï est remplacée par ^*iÏ, a par ç, et où x est l'origine de R"),
Pour achever de démontrer (II, 7; 9), il suffit donc de montrer
l'égalité des 3 premiers membres. Or ce n'est pas autre chose
que la règle de Fubini (proposition 33). Précisons. Soit K le
support de <p ; soit Ag le voisinage d'ordre £ de A, soit H un
compact de R" tel que l'intersection de Ag X B et de l'ensemble
Ç + Y) e K soit contenue dans H X H, et soit a e S^n une
fonction égale à 1 sur un voisinage de H.

Alors, d'après Fubini, on a

(^.^(^^^jj.a^a^y^+yi)^^^^-^)^)?^^
Bornons-nous à calculer le crochet pour 2; fixé dans Ag. Dans
ce cas, a(Y)) est égale à 1 sur voisinage de l'intersection des
supports de î^ et y(2; + ^î donc le crochet est égal à

a(S)[î,-^+ï])]=a(Ç)[(î*y)(Ç)].
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Alors (S*iT)-9 vaut

^..a(Ç)((î*y)(^)),

produit scalaire au sens de la proposition 10, avec

Se^E), a(f*9)6®(F; ̂ TOF; P.).
v

On peut donc aussi récrire S*iÏ*ç, en donnant à ce produit
scalaire le sens indiqué à la proposition 10, mais modifié
comme dans la remarque page 87: Se3y(E), et T*ye§(F)
localement (îo-bornée, ont des supports d'intersection compacte.
En procédant dans l'ordre inverse, on trouvera S*ç»iT.

Remarque. — Avant de terminer la démonstration de la
proposition 39, notons en passant une importante propriété
de la régularisation, comme conséquence de ce qui est indiqué
aux pages 148-149: si î<= ^(F), y e ®, Ï*y est dans 8(F)
et localement ^-bornée: la régularisée (Tune distribution sectorielle
par une fonction de 2 est non seulement une fonction indéfini-
ment dérivable, mais une fonction indéfiniment dérivable locale-
ment ^-bornée.

On peut dire plus. Si Ç est un ensemble de parties bornées
de F, et si î est du type ®(Te â)'(Fç)), alors la régularisée
T*<p est localement ^-bornée dans ê(F); autrement dit, si a e S,
a(î*9)eâ)(F; î3)=(^(F;^

Pour terminer la démonstration de la proposition 39, mon-
trons que le produit de convolution défini ici, à partir du pro-
duit tensoriel, coïncide avec ceux qui ont été définis antérieure-
ment aux propositions 34 et 38 si ceux-ci existent également.
Mettons provisoirement les indices 1, 2, 3, à ces 3 produits.
Prenons d'abord le cas de la proposition 34, et supposons
que S*^T== (S*^T)i existe en vertu de cette proposition; alors
il n'est autre que l'image (S*^T)s du ^*iî de la proposition 39
dans ®'(E@^F), si Pun des deux espaces 96, 3t, a la propriété
d'approximation par troncature et régularisation. Soit en effet
(ay)v^i^ une suite de fonctions de 3), convergeant vers 1
dans 8 en restant bornée dans î6, et soit (p^.)^i^ une suite
de fonctions >0 de 2), d'intégrale 1, de supports tendant
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vers l'origine. Les deux produits S *„ T. sont limites de pro-
duits (av(S*p(jj) t^T, si 36 a la propriété d'approximation par
troncature et régularisation. Comme, pour p. assez grand,
ay(S*pp.) a son support dans Ag, voisinage d'ordre £ de A,
on voit qu'il suffit de démontrer l'égalité des 2 produits
ï^î, ^=av($*p^)e®(E), îe^F), les supports de ^ et
T étant contenus dans Ag et B.

Mais, en fait, nous venons de voir plus haut que Si est même
dans 2)(E;^); alors (Si *^ T)i, au sens de la proposition 34,
coïncide avec (§1 *„ T)a, au sens de la proposition 38, avec
Sie2)(E; (îo), T e ©'(F), comme nous l'avons vu à la proposi-
tion 38 ; donc finalement nous avons ramené le cas où la convo-
lution à un sens à la fois d'après les propositions 34 et 39,
au cas où elle a un sens à la fois d'après les propositions 38
et 39. Il reste donc à voir maintenant, si, lorsque S*iT a un
sens à la fois d'après les propositions 38 et 39, les deux
produits coïncident; or la formule (II, 7$ 6) et la formule
(II, 7; 9), pour <p e 3), vont nous prouver cette coïncidence
dans les conditions énoncées. Dans (II, 7, 6), [(S*^) • iTja est
défini à partir de t*(p e 3t(E), Te3^(F; ?o), et de la propo-
sition 10; dans (11,7; 9), Li^îO^Js est défini d'après la
proposition 10, avec S*y e ê(E) localement Pô-bornée, T s âY(F),
l'intersection des supports étant compacte. Supposons donc
3t == 3^ nucléaire, A == identité, Vo ayant la propriété d'appro-
ximation par troncature et régularisation. Soit a e 3) égale à 1
sur un voisinage de l'intersection des supports de S* y et de T.
Alors on peut affirmer que [S+ç^TJg est égal à [^^(S*?)^^]^
d'après la proposition 20, c, car les supports de (a—l)(S*ç)
et de T ont une intersection vide. Mais alors a(S*ç) e 3)(E),
donc cette dernière expression peut aussi se calculer en consi-
dérant a(è*9)eS)(E), Te^F; po), (formule II, 4; 11 bis);
mais alors c'est aussi la valeur de a ($* (p ) . iT avec
a(§*y) e^(E; po), îe^F) (page 97); or ceci est précisément
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la valeur de L \ S * y ) * i T j s avec S * < p e ê ( E ) localement
Pô-bornée, T e 3)\F), l'intersection des supports étant compacte.
Les conditions données pour 96 et 3î semblent couvrir tous les
cas usuels, même si ce n'est pas immédiatement apparent.
Prenons par exemple $eg^(E), îe®^(F) (exemple 4°
page 163). On peut définir i^îe ©^^"^(E ®,F) d'après 4°
page 163, et i^Te 3V (E ê^F) d'après la proposition 39.
Y a-t-il coïncidence des 2 définitions? Cela ne résulte pas
immédiatement de ce qui est indiqué dans la proposition 39.
Mais nous avons vu page 163 que le S*i T défini alors coïncidait
avçc celui que l'on obtenait à partir de S e g'(E; po), î€ 3)'(F),
et alors il coïncide avec celui de la proposition 39.

COROLLAIRE. — On peut définir une convolution^ applica-
tion bilinéaire de ê'ÇE) X 3)' (F) (E, F, non nécessairement
quasi-complets) dans 3)'(E@^F), (^===1, y, P/^?£. Pour ^^it,
elle coïncide avec la restriction de la convolution de
^(E) X ^(F) dans ^(E^F) définie par la proposition 34.
Cette application est [/.-continue, pour (A == p, et aussi pour
p, = y si E et F sont quasi-complets.

En effet ^(E) est la réunion des ÊA(E), A compacts de R"$
or, si B == R", on a une convolution de SA(E) X 2>B(F) dans
^(EêiF), d'après la proposition 39.

La pi-continuité, pour (JL = y ou (ï, résulte facilement de
celle de la proposition 39, compte tenu de ce que toute partie
bornée de S^E) est bornée dans un ^(K)? ^(E) étant la limite
inductive des §A(E) (1). Pour p. == TI ou £, il n'y a pas pi-conti-
nuité déjà lorsque E et F sont le corps des scalaires (2).

Cas où les distributions sont des fonctions.
Soient S et T deux fonctions scalairement localement

intégrables à valeurs dans E et F respectivement, et définis-
sant des distributions à valeurs dans ces espaces. Supposons
qu'on puisse définir leur convolution S * T suivant l'une des

(1) BOUBBAKI [2], chapitre m, § 2, n° 4, proposition 6.
(a) La convolution est continue de 8^ X 3)' dans ̂  (SCHWARTZ [5], chapitre vi,

§ 3, théorème v, page 13), mais non de ê' X 3/ dans 3)\
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propositions 34, 38, ou 39. Peut-on dire que $ * T est une fonc-
tion, définie pour presque toutes les valeurs de x par l'intégrale
|^S(rc—() 0 T(() dt? Il est très difficile de donner des conditions
générales, parce qu'il n'y a pas de théorème de Fubini pour les
intégrales vectorielles; on est donc obligé de faire des hypo-
thèses plus compliquées que celles auxquelles on s'attendrait.
Pour traiter à la fois tous les cas tensoriels, nous appellerons
0 une application bilinéaire séparément continue de E X F
dans G; E, F, ne sont pas nécessairement quasi-complets,
mais G est supposé quasi-complet. Nous supposerons que
6(S(rc—î\ T(î)) est scalairement intégrable (en <), pour
presque toutes les valeurs de x. Alors

(II, 7; 15) g(x)=f^(i(x-t), î(())^

a un sens pour presque toutes les valeurs de x\ elle définit
une fonction de x à valeurs dans G'*, dual algébrique de G',
que nous supposerons muni de la topologie faible ^(G7*, G').
Nous supposerons ensuite que g (x) est scalairement localement
intégrable. Si alors ce®, l'intégrale f^g{x)(ff(x)dx a un sens,
et représente un élément y de G'*. Pour tout g' e G', on a

(II,7;16) <î, gt)=f^(x)dxj^{x-t),^{t)\g')dt.

Pouvons-nous écrire cela sous forme d'intégrale double

(II, 7; 17) J^,<0(^-(),T(t)), g')f{x}dxdt?

Il en sera bien ainsi si nous supposons que la fonction de
2 variables 0(S(â—î), T(î)) est scalairement intégrable en
(rc, (), sur tout produit K X R", K compact de R". Cela revient
à dire que la fonction 0(S[ç), T(^)) est scalairement intégrable
sur toute bande S; + Y] e K, K compact de R".

On a alors, d'après le théorème usuel de Fubini :

(II, 7; 18) <?, ?>=^^^<0(^-(),T(()), g')^x)dx.

Dans cette formule, l'intégrale C^ô(S(a?—(), Ï(()), g^^dx
est censée exister pour presque toutes les valeurs de t; les valeurs
de ( pour lesquelles elle n'a pas de sens forment un ensemble
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de mesure nulle, pouvant à priori dépendre de g'. Mais il n'en
est rien. Pour tout t fixé, §(rÉ—() est scalairement localement
intégrable; comme e -^ 0(^, T(^)) est une application linéaire
continue de E dans G, 0(S(^ — (), T(()) est scalairement loca-
lement intégrable (en x) pour toutes les valeurs de (. En outre,
pour tout t et tout g' :

(II, 7; 19) f^)(^{x-t), î(<)), g^dx

=(Q(f^{x-t)^(x)dx, T(()),g')=<o((S*ç)((), T(()), g'),

d'après (I, 3; 12); finalement on aura

^ ̂ -/^((^M ;^(<)), g')dt,
ce qui s'écrit

(II, 7; 20) î=^û((è*9)((), î^eG-.

Supposons alors que S*iT ait un sens d'après la proposition
38, ou la proposition 39. Dans les deux cas, S^T-ç vaut
^ -> .S * 9 *i T, mais ayant des sens différents suivant la proposition
qu'on considère, et S*eT vaut de même (S*ç)*oT. Si alors,
en appliquant au cas considéré la proposition 21 ou son corol-

•̂  ~^laire, ou 21 bis, on peut affirmer que S * < p * Q T est l'intégrale
JRH o((S*î)^), Ï(<)) dt, on voit qu'on aura ^ = ($*oÏ) • ç e G,
et la fonction g définie par (II, 7; 15), supposée au début
scalairement localement intégrable, sera le produit de convo-
lution S*oT.

Supposons d'abord que S *Q T soit défini par la proposition 38.
Si l'on applique la proposition 21 (ou plutôt son corollaire),
on devra supposer (21 a), et (21 c^), avec p ' = 1, et avec
A == identité; (21 b) est automatique, avec p == oo, puisque
S * y e ê ( E ) $ (21 do) résulte de ce qui a été supposé au début
de ce paragraphe, il est en effet impliqué par (II, 7; 20).
D'autre part, pour pouvoir appliquer le corollaire, 0 doit être
supposée S-hypocontinue.
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Si, au lieu de cela, on veut appliquer la proposition 21 bis^
ou plus exactement son corollaire non énoncé, on devra sup-
poser (21 bis a1) et (21 bis 6,), avec p == oo et A == identité
(ce dernier point résultera de l'hypothèse S e ̂ (E^), qui entraî-
nera en effet S*<p e3l(E<g), mais aussi (puisque Se£S)'(E@)),
S*<pe8(E^)) ; ensuite (21 bis c'), qui s'écritÏe3^(F; jîo) n ^(F);
(21 bis do) résulte des hypothèses du début; et 0 doit être
supposée @-hypocontinue.

Si nous supposons la convolution définie à partir de la pro-
v

position 39, les choses sont assez différentes. On a S* 9 e8(E)
localement (îo-bornée, Tcs3y(F), et l'intersection de leurs
supports est compacte. On applique dans ce cas la proposi-
tion 10 à 3t,=3^=®', A, = identité; E, = F, F, = E,
et @i = S, ©i === @ (ce sont donc les parties de @ qui
devront être supposées complétantes), <pi = T e 2' (F) = 3ti(Et),
T,=a(§*ç)e3)(E;^)=(^(F,; po) (où ae'j) est égale à 1
sur un voisinage de l'intersection des supports de S * 9 et T ).
Si alors on applique la proposition 21, on supposera simple-
ment Se 2)'(E<g), Te^F), et 0 (g-hypocontinue; car (21 a) est
vérifiée pour 3t, = a)7, (21 &), pour p = 1, s'écrit Ï€^(F),
(21 Cg) s'écrit a(S*9)e3)(E; @), ce qui est conséquence de
§e®'(E@) d'après la remarque page 172, et (21rfe) résulte
des hypothèses du début. Si on applique la proposition 21 bis,
on supposera que T est une fonction, et que, pour tout
compact K de R% il existe une partie disquée B e S telle que
ÏG.LK^FB)? et que 0 est S-hypocontinue ; car (21 bis a!} est
vérifiée pour 3êi == 3)' (4), nous venons de supposer (21 bis b[)
pour p = 1, (21 bise') est automatique puisque a(S*<p) e 2)(E),
et (21 bis d^) résulte des hypothèses du début.

Supposons enfin qu'il s'agisse du produit de convolution
élémentaire défini par la proposition 34. Alors 0 est supposée
continue. Nous avons vu page 157 que S*<p^T n'a pas néces-
sairement un sens, et ne représente donc pas nécessairement la

(1) Voir note (1), page 85. ^ est bien tonnelé, puisque réflexif (BOURBAKI [2],
chapitre iv, § 3, n° 3, théorème 2).
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valeur de S*^ T • ç. Nous supposerons donc ici que la proposition 34
s'applique non pas directement, mais avec renversement des
rôles de 3t et 3e; c'est 3t qui sera supposé nucléaire et de dual
nucléaire, avec la propriété d'approximation stricte. Alors on
a bien, d'après (II, 7; 3), §*eî.y =^*<p .eÏ, calculé en
appliquant la proposition 4 à l'espace 3t. II restera alors à
supposer que la proposition 7 est applicable à 3^ == 3t, E, = F,
F,=E, î,=îe3t(F)=^(EO, î^è^e^^^FO;
on supposera donc que 3t à la propriété d'approximation par
troncature et régularisation (7a), que Ïeit^F), ce qui est (76)
avec p = 1; (7c) est automatique puisque $*<p e8(E), et (7d)
résulte des hypothèses du début.

Remarquons que, si l'intégrale f^ 0($(a;—t), Ï(())^ existe
scalairement, il en est de même par changement de variables
deJ^ô(S((), TÇx—t))dt, et ces deux intégrales sont égales.

Or si l'on cherche dans quelles conditions cette deuxième
intégrale existe et représente le produit de convolution B *e T,
on est amené à trouver des conditions différentes; on est en
effet amené à représenter S * ô T « y par S - o ( Ï * © ) . Or ceci,
par exemple, est valable dans le cas du produit de convolution
défini directement par la proposition 34, avec 3ë nucléaire, d'après
(II, 7; 3). Alors les conditions de la proposition 7, appliquée

à %, E, F, ^=^e3ë(E), î^î^e^F), sont les
suivantes : Wo a la propriété d'approximation par troncature
et régularisation, SeÏ^E), et 0 continue bien entendu. De
même, dans le cas de la convolution définie par la propo-
sition 39, S et T jouent des rôles symétriques, on a toujours
î ^ ï -̂  ^ -̂S *e T • ç == S * ç •e T == S •o T * y, et on aura des conditions
symétriques de celles qui ont été trouvées plus haut.

Comme les 2 intégrales existent en même temps et sont
égales, l'un ou l'autre des systèmes de conditions entraînera
l'existence des deux intégrales, ce qui laisse un plus grand
choix.

Nous pouvons exprimer l'ensemble des résultats précédents
comme suit :
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PROPOSITION 40. — Soient $, T, des fonctions sur R", scalai-
rement localement intégrables, à valeurs dans des espaces E, F,
localement convexes séparés, non nécessairement quasi-complets.
On suppose quelles définissent des distributions à valeurs dans
E et F. Soit 0 une application bilinéaire séparément continua
de E X F dans un espace G localement convexe séparé quasi9

complet. On suppose en outre que la fonction 0(§(o?—?), T(î)),
ou la fonction 0(S(t), T(rc—î)), est scalairement intégrable en (,
pour presque toutes les valeurs de x, et que son intégrale, fonction
de x définie presque partout à valeurs dans G' * muni de la topo-
logie o'(G'*, G'), est scalairement localement intégrable; les deux
fonctions considérées ont alors cette même propriété, et leurs
intégrales coïncident. On suppose ensuite que la fonction de
deux variables O(S(Ç)T(Y])) est scalairement intégrable sur toute
bande Ç + 'yj € E K, K compact de R".

AlorsS^T est une fonction, définie pour presque toutes les
valeurs de x par la formule

(II, 7; 21) (Ï.,t){x}=f^{x-t), T{t))dt
=^,6($((), ^x-t^dt,

dans Vun quelconque des cas suivants :
A) S*^T a un sens en vertu de la proposition 34; 96 a la

propriété d9 approximation par troncature et régularisation',
Ses^E); 0 est continue.

B) S*iT a un sens en vertu de la proposition 38; 3î a la
propriété d9 approximation par troncature et régularisation; il
existe un ensemble saturé S de parties bornées complétantes
de F tel que: a) T soit dans ^(F; ®)$ b) pour tout compact K
de R", on puisse trouver une partie disquée B e S pour laquelle
T e LK(FB) ; c) 6 soit î>-hypocontinue.

B7) S*^T a un sens en vertu de la proposition 38; 36 a la
propriété d9 approximation équicontinue par troncature et régu-
larisation; il existe un ensemble saturé @ de parties bornées de
E tel que : a) ^ e .ll(E@) ; b) T € ^(F) ; c) 6 soit (ê-hypocontinue.

C) S*iT a un sens diaprés la proposition 39$ il existe un
ensemble saturé S de parties bornées de ¥ tel que: a) Pour tout
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compact K de R", on puisse trouver une partie disquée B e ®
pour laquelle TGL^FB); b) 6 soit ï'hypocontinue.

C') S*i T existe au sens de la proposition 39 ; il existe un ensemble
saturé S de parties bornées complétantes de F tel que : a) Ï e 3)'(Fç)
b) SeÏ^E); c) 0 5oi( "Q-hypocontinue.

C", C" respectivement obtenues par symétrie à partir de
C, C', en changeant les rôles de S et T, E et F.

Notation fonctionnelle du produit de convolution.
Soient S e 3V (E), Ï e 3)'(F), des distributions sur R\ On peut

conventionnellement donner un sens à S(x—î)00iT(?);
on le définit comme identique, pour le changement de variables
x — t = Ç, t == T], à la distribution Sç 0 0i T^.

On peut alors se demander, dans les cas étudiés aux proposi-
tions 34,38, 39, si S* T coïncide avec l'intégrale partielle en ( du
produit ainsi défini : a-t-on (S*,T)(^)= L(t{x—t) 0 <^T(())^?

Nous devons d'abord voir si le second membre a un sens,
c'est-à-dire si SÇx—î) ® 0i T(() est partiellement sommable
en ( (chapitre i, § 5). D'après ce que nous avons vu au
chapitre i, page 131, 2°, nous devons chercher si, pour toute
ye^,(^—î)(g)^î(î)).ç(rc) est dans (®L)<; s'il en est
ainsi, S{x—î) 0 ®^ T(?) sera bien partiellement sommable
en (, et on aura

(II, 7; 22) [f^(x-t) ® ®,î(())<fe] . y(aQ
= f^ [(ÏÇx — t) ® ®, î(t)). ̂ x)]dt.

Mais, d'après la définition même de Ï(x — î) ® <8i Ï(î) par
changement de variables, et d'après la règle de Fubini énoncée
à la proposition 33, on a, pour toute ^ e 3) :

(II, 7; 23) (^c—()®®,î(()).ç(^(t)
= % ® ®, î,). ̂  + Ï])^(Y]) == Ï,., [W(t,. 9(Ç + y]))],

le produit scalaire i du dernier membre résultant de l'appli-
cation de la proposition 10 à '̂ ) ($ç. 9^ + T))) s ̂ (E ; ?,),
T,ea'(F).
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Mais^.9(S+^) n'est autre que ( i^*<p) (-^(formule (I, 3; 12));
alors le produit multiplicatif [(§*y)Ï]^ a un sens d'après le
corollaire 1 de la proposition 32, cas 2, avec (8*9) e 8 (E), loca-
lement po-bornée, Te 3)'(F), et on a précisément (formule
(II, 5; 11)

(II, 7; 24) [ (è .9)T}.^==T. . (^(é .y)) ,

le dernier membre étant relatif à ^ (S*ç)e3) (E$ ^o) et
T<say(F). Alors (II, 7; 23) et (II, 7; 24) donnent
($(a;—/)®0,î(^)).ç(a:)^(()=[(t*y)î1,.^, de sorte que
l'on a

(II, 7; 25) @(^-?)®^î(?)).9(o;)=[(t.ç)T],(î).

Nous devons donc voir si [ (S ' r ç^T j i est dans 3)^; et s'il en
est ainsi, S(rc — î) ® ®i T(?) sera partiellement sommable en t,
et l'on aura, d'après (II, 7; 22) et (II, 7; 25);

(II, 7; 26)[^@(a;-()00,T(())^].î(^)=^[(t*9)T]A

A) Supposons d'abord que S et T vérifient les conditions
v

de la proposition 39. Alors S*ç et T ont des supports d'inter-
section compacte; leur produit multiplicatif a donc un support
compact (corollaire 1 de la proposition 32), donc est bien
sommable ; en outre, si a e 2) égale à 1 sur un voisinage de
l'intersection des supports de S *y et de T, on a, d'après
(II, 5; 12):[(è*ç)T].=a[(t.9)T].=[(a(sv.9))TLavec
a($*9)e3)(E; (3,), îe3y(F). Donc $(^—?)00,T(?) est
partiellement sommable en (, et on a f i l , 7; 26), pour ®e3) ;
par ailleurs on peut appliquer le corollaire 2 de la proposition
32, avec 3^ = 3^ = ̂  = 2Y, ^ = ê, et on aura

(II, 7; 27) ^[(a(J.î))î]^t=(a(é.ç)).,T,

le dernier produit scalaire étant celui de la proposition 10 relatif
à a($»ç) e2)(E; po), Ïe®'(F), ou encore le produit scalaire
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, v .

(S*ç )* iT de la remarque qui suit la proposition 20, avec
S*çeê(E) localement po'bornée, Te® 7 (F), l'intersection des
supports étant compacte; et ce dernier n'est autre que le
produit scalaire (S*iT)*<p, où S*^T est défini d'après la
proposition 39 (formule (II, 7; 9)). On a donc, dans les
conditions de la proposition 39 :

(II, 7; 29)0 f^{x-t)^^T{t))dt
=(^î)(^)€:3)'(Eg,F).

B) Supposons maintenant que l'on se trouve dans les condi-
tions de la proposition 38. Supposons d'autre part qu'il existe
des espaces Wi, Ï^ tels que 3ë, 3î, Ïi, IT^, vérifient les conditions
d'application de la proposition 32, que S^c c Ï,, avec une
topologie plus fine que la topologie induite, et que S*ç e lîï^E).

On a donc, d'après le corollaire 2 de la proposition 32 :

(II, 7; 30) ^[(t*9)î].=(t*ç)..T=@^î).9,

le premier membre étant l'intégrale sur R" du produit multi-
plicatif de ̂ * ç e ̂ (E), T es X(F ; po), défini par la proposition 32
à partir des espaces 96, 3t, 3^, Wi, le deuxième étant le produit
scalaire de S* 9 e 3t(E), T €E ̂ (F; (îo), défini par la proposition
10; le produit de convolution S^T du troisième membre est
celui de Se^E), Ïe^(F; (3,), défini par la proposition 38
à partir des espaces 3f>, 3i, Ï, CWL. En particulier L (S*9 )T j (
défini par la proposition 32 est sommable.

Examinons ce produit d'un peu plus près. Pour ^e®cÏ , ,
on a :

(II, 7; 31) [(i*y)îl.^=(t*9)^..î,

avec (S*y) ^ e3t(E), Te^(F; (3o), le produit scalaire étant
celui de la proposition 10.

Mais on a aussi (^*<p) ^ e ®(E), îe3)'(F; Ro); et le produit
scalaire qu'ils définissent de cette manière est le même (propo-
sition 20) ; et ce produit scalaire est encore celui qui est défini

(1) Par suite d'un oubli, il n'y a pas de formule (II, 7; 28).
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par ($*y) ^ e ®(E ; ?o), î €E 3)'(F) (page 97). Mais alors le second
membre de (II, 7; 31) est égal au premier, défini par le corollaire
1 de la proposition 32, cas 2, avec interversion des rôles de E

v

et F, pour ^*(pe:ê(E) localement (îo-hornée, Tea)'(F); cela
prouve donc que le produit L(S*y)ÎJi défini par la proposi-
tion 32, à partir de i^em^E), Te3^(F$ Ro)? et des espaces
56, 3t, Ïi, Wi, est le même que le produit correspondant défini

v

au corollaire 1 de la proposition 32, à partir de S*çeê(E)
localement po-bornée, Te®'(F); donc ce dernier produit est
sommable sur R". Mais c'est ce dernier produit qui intervient
dans (II, 7; 26) ; donc, dans les conditions où nous nous sommes
placés, S(x — î) 0 0i T(î) sera partiellement sommable en t,
et alors (II, 7; 26) et (II, 7$ 30) redonnent (II, 7; 29).

C) Supposons maintenant que 56, 3Î, soient des espaces
de distributions normaux (quasi-complets); on suppose que 3t
vérifie les conditions énoncées dans la proposition 4. Suppo-
sons qu'il existe une convolution de 36 X 3t dans ®', hypo-
continue par rapport aux parties compactes.

La proposition 34 (où l'on inverse les rôles de 96 et 3t)
permet alors de définir §*,,Ïe ®'(E ̂  F), pour $e3ë(E),
T e 3t(F). Si en outre 96 a la propriété d'approximation,
(II, 7; 3) donne (S*^T)»ç == (S*(p)-^T, le produit scalaire

•ï -^étant celui de la proposition 4, avec S^eSt^E), Te3t(F).
Supposons maintenant qu'il existe une multiplication de

Si X Si' dans ®Li? hypocontinue par rapport aux parties
compactes. Alors, d'après la proposition 31 (formule (II, 5; 7)] :
H(^y)îL=(i^)^î; le produit multiplicatif [(t* y )î]^

v

est en particulier sommable sur R". Mais on a aussi S* y e ë(E) ;
si 3t donc 3i' (proposition 4 des préliminaires) a la propriété
d'approximation par troncature et régularisation, le produit
[(S* ç)îL défmi à P^^ de i^e^E), Te3UF), est le
même que celui qui est défini à partir de S*ye=ê(E) ,
Te3y(F) (voir remarque 1° page 122). Donc ce dernier pro-
duit multiplicatif est sommable.
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Mais ce produit est aussi celui qui est défini par le corollaire 1
de la proposition 32, avec S*9eê(E) localement po-bornée,
T e 3)'(F) (i remplacé par -n) (puisque les propositions 25 et 32,
si elles sont toutes deux applicables, donnent le même résultat) ;
et c'est celui qui intervient dans (II, 7; 26) (où i est remplacé
par n). Donc finalement S(rr—î) 0 0^ T(?) est partiellement
sommable en (, et son intégrale en t est (S^T)^) défini par
la proposition 34; on a encore (II, 7$ 29), où î est remplacé
par TT.

On a donc la proposition suivante :

PROPOSITION 41. — SoientTL.F, des espaces localement convexes
séparés, non nécessairement quasi-complets. Soient Se3)'(E),
Ï e 3)' (F) ; on peut toujours définir Ï(x —Ï) 0 ®,î(^) e 2)^(E ®, F).
Cette distribution est partiellement sommable en t, et on a

(II, 7; 29) ^(^-Q00.Î(^))^-@^T)(^,

dans l'un quelconque des cas suivants :
A) S*iT a un sens d'après la proposition 39;
B) S *i T a un sens d'après la proposition 38, relative à 4

espaces 96, 3t, Ï, W; il existe des espaces Ï<, W,, tels qu'on
puisse définir un produit multiplicatif d'après la proposition 32,
relative aux 4 espaces 36, 3t, î^ W,; %c ^ contenu dans Ïi,
wec une topologie plus fine que la topologie induite ; toute 9 e 3)
^( un opérateur de convolution de lîï dans 'TOr

D'autre part S(x —î) 0 0^ T(î) est partiellement sommable en t,
et on a (II, 7; 29), ou î ̂  remplacé par 11, rfans ^ co5 suivant :

C) 38, 3Î, sont des espaces de distributions normaux (quasi-
complets)^ 96 a la propriété d'approximation, 3t a la propriété
d'approximation par troncature et régularisation, la topologie y,
il est nucléaire, son dual fort est quasi-complet et nucléaire;
il existe une convolution de 96 X Si dans 3)', et une multiplica-
tion de 3t X '3V dans 3)^^ hypocontinues par rapport aux parties
compactes', on a Se3ë(E), Te3t(F), et S*^T est défini par la
proposition 34 (où les rôles de 3t et 96 sont inversés),

EXEMPLES. — On se trouve dans la condition B pour
$eg'(E), Î62)'(F; po) ( 3ë==3 t=^=®, cnï=ê / , ^=3),
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^=ê) , ou ^e0c(E), îe^(F; (io) (avec 96 = 3t = Ï = tf,
•m == 0ç, w, == tf, Ïi = ÔM) (1). On se trouve dans la condition C
avec Seg^F), TeÈD'ÇE), ou Se0c(E), îeîf(F).

Remarques. — 1° Si la condition B ou la condition C est
réalisée, le produit de convolution ne dépend que de S et T,
et non des espaces de distributions qui sont intervenus, puis-
qu'il en est ainsi du premier membre de (II, 7; 29).

2° Contrairement à ce qui se passe pour la proposition 40,
il y a dissymétrie entre les rôles de S et de T dans la propo-
sition 41. Si $(â—î)^<8)iÏ(î) est partiellement sommable
en (, rien ne dit qu'il en soit de même pour S(î) ® 0i T{x — î) ;
et même s'il en est ainsi, rien ne dit que les intégrales en (
soient les mêmes.

Multiplication, convolution, transformations de Fourier et Laplace.

PROPOSITION 42. — Soient $e0M(E), îetf'(F), ye t f (E) ,
(E, F, non nécessairement quasi-complets). On a la formule de
Parsemai :

(II, 7; 32) y^Ï=3?9.^î (avec 1yÏ=9Ï={/^),

et la formule de transformation de la multiplication en conwlu'
tion :

(II, 7; 33) <($T),)=^^^T,

les produits scalaires étant pris au sens de la proposition 4, le
produit multiplicatif au sens de la proposition 25, le produit
de convolution au sens de la proposition 34.

On démontrerait facilement cette proposition par transport
de structure; mais autant vaut dire simplement que les deux
membres de la première (resp. seconde) égalité définissent des
applications bilinéaires séparément continues sur tf(E) X ^'(F)
(resp. 0M(E) X tf'(F)), et coïncident sur (tf ® E) X (^' ® F)
(resp. (0M ® E) X (^/ <3) F)), donc partout.

(1) Tous ces espaces sont bien normaux, et ont les propriétés d'approximation
requises dans la proposition 10 parce que nucléaires (voir note (l), page 58). ^ est
bornologique comme espace de Frêchet; 0^ est bornologique d'après GROTHENDIECK
[5], § 4, n<> 4, théorème 16, page 131.
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PROPOSITION 42 bis. — Soient^ e ÔM(E), T e ̂ (F ; (î,), 9 e ̂ (E)
(E, F, non nécessairement quasi-complets). On a (II, 7', 32 et 33),
où TT est remplacé par i, ^5 produits scalaires étant pris au sens
de la proposition 10, le produit multiplicatif au sens de la pro-
position 32 (corollaire 1, cas 4^, le produit de convolution au
sens de la proposition 38 (exemple 2°, page 162).

L'opération 9 est en effet un automorphisme de l'espace
3t == 3g == ̂  transformant l'identité A = 1 en elle-même.
Par transport de structure, il transforme donc l'application
bilinéaire de la proposition 10 en elle-même. Mais pour faire
ce transport de structure, on doit transformer 3^ == îf en
lui-même par l'opération contragrédiente t9~i de 9\ mais on
sait que t^l~l = 9 (d'après la formule de Parseval dans le
cas scalaire: ^"^T. y = T.^"^ = T. ̂ 9 = ̂ •9, ce qui
démontre (II, 7$ 33) (v. remplacé par i)). On en déduit alors
(II, 7; 33) (î; remplacé par i), par:

(II, 7; 34) <(§T)J.9=($T),.^==^ç).,î
= 3<$(^9))., {yr)' = (̂  * 9^9)., (OT^ == (^S * 9) -, (9^

= ((^S)" * 9) -t ̂ Ï = (â^ *, ̂ Ï) • 9,

pour 9 es ^ (en appliquant les résultats du chapitre i, page 73).

PROPOSITION 43 (1). — Soit F un ensemble ouvert convexe
du dual S" de Vespace euclidien X". On peut définir une
conwlution de (tf'(r))(E) X OW)(F) dans tf '(r)(E^F), hypo-
continue par rapport aux parties bornées. Si A e (^(r))(E),
B e (^(r))(F), et dl(jo) et %(p) 5on( fcur5 images de Laplace^ pour
p e F + i S", afors V image de Laplace de A*^B ̂  <9L(p) 07ç%(p).

On peut être tenté de définir directement la convolution
de (^(r)) (E) X (tf'(r)) (F) dans (^(F)) (E g^F), en appliquant
la proposition 3 à l'opération u de convolution de ^(P) X ^F)
dans y (F). Mais alors il faudrait d'abord montrer que ^'(F)
est nucléaire, ce qui est aisé, mais aussi de dual nucléaire, ce
qui l'est moins.

Procédons donc autrement. Choisissons une fois pour toutes

(1) Voir SCHWARTZ [3]. Pour simpliûer, nous noterons par Ça; le produit scalaire de
Ce S" et de a;eX".
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po e F + iS". Alors, pour $ e (^(F)) (E), T e (^(F)) (F), on peut
définir S ̂  T par

(II, 7; 35) S^T=exp(po^)[(exp(—p^)§)^(exp(—p^)T)1,

avec exp(—p^)i^5Ôc(E), exp (—p,x) TeOc(F), par la
proposition 34 relative à la convolution de Oc X Oc dans tf'.
L'application bilinéaire (S, T) ->- S *^ T ainsi définie, de
(^(r))(E) X (^(r))(F) dans (^(^oj))(E^F), est hypocontinue
par rapport aux parties bornées. Mais ^'(F) est trivialement
normal et a la propriété d'approximation par troncature et
régularisation [car il en est ainsi de tf7. Pour la propriété
d'approximation par régularisation, on remarquera que
exp (—^) (pv*U) = exp (—^) p^exp (— ̂ ) U, pour U e ̂ (P),
Ç e F; et exp(—^)pv(â) a des propriétés analogues à celles de py],
donc il a la propriété d'approximation (préliminaires, proposition
3). Alors la convolution précédente de (^(r))(E) X (^(F))(F)
dans SP'(E ®^ F) est entièrement connue quand elle l'est sur
le sous-espace (^(F) <^) E) X (^'(F) ̂  F); mais sur ce sous-espace
l'opération est indépendante du point po choisi dans F + lu",
donc il en est de même de l'opération sur l'espace entier. De
plus, on voit même qu'elle est hypocontinue par rapport aux
parties bornées, de (^(P))(E) X (^(r))(F) dans (tf'( { ÇoO)(E ̂  F),
quel que soit Ço e ^? donc elle est hypocontinue par
rapport aux parties bornées, de (tf '(r))(E) X (tf'(r))(F) dans
(^(F)) (E â^F), et c'est la seule application bilinéaire séparément
continue qui, pour Ae^F), Be^F), 'e e E, ^eF, vérifie
^^Bf = = ( A * B ) Î ® ^ .

Quant à la transformation de la convolution en multipli-
cation, elle est évidente; la valeur en p de l'image de Laplace
de A *^ B et le produit €^{p) 0^ %(p) définissent, pour
p fixé, des applications bilinéaires séparément continues de
(^(r))(E) X (tf'(r))(F) dans E ̂  F, qui coïncident sur
(^'(F) ® E) X (^(P) 0 F), donc partout.

COROLLAIRE. — Soit n === 1. Soit a un nombre réel, et
soient A espaces des distributions appartenant respectivement
à ($'(a))(E)c^(E) et (^(^(F) c ®^(F). Afor^ ^ur produit
de conwlution ^ appartient à (^(^(E <§^ F), ^ son image de
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Laplace est le produit multiplicatif des images de Laplace
a{p) et %(p) de A. et B.

On a vu au chapitre i, page 78, que, si Fa est le convexe
S; ;>a, î\d) est l'intersection de ^(Fa) et de 3) ,̂ espace des dis-
tributions à support limité à gauche. La convolution de
ï! (a) X S\a) dans S\a) est alors indifféremment la restriction
de la convolution de tf'(l\) X tf'(l\) dans y([\), ou la restric-
tion de la convolution de 3)̂ . X 3)̂ . dans 3)̂ ., car tous ces espaces
ont la propriété d'approximation par troncature et régulari-
sation; de même la convolution de (^(a^E) X (^(a))^)
dans (£'(a))(E ®^ F) es^ indifféremment la restriction de la
convolution de (^(1\))(E)X(^(^))(F) dans (^(^))(E ̂ F),
ou la restriction de la convolution de 3)^.(E) X 3)^.(F) dans
2)^(E®^F) (proposition 35).

Le résultat relatif à la transformation de Laplace revient
à appliquer la proposition 43 à l'ouvert convexe Fa.

§ 8. Étude de trois contre-exemples»

Premier contre-exemple.
Soient î e 3)(E), Ï e ̂ (F). Nous pouvons calculer a*^ î par

la proposition 34; le résultat est un élément de S(E ®^ F)*
Mais si nous essayons de remplacer TC par i, y, ou ?, la propo-
sition 34 n'est plus applicable. Si nous ne supposons pas a ou
T bornée, nous n'avons à notre disposition que le corollaire
de la proposition 39, qui, par exemple, nous montre seulement
que, si î e 3)(E), S*pT est un élément de 3)'(E êp F), c'est-à-dire
une distribution à valeurs dans E 83 F, non nécessairement
une fonction. Nous allons montrer par un contre-exemple que
a*sT peut en effet n'être pas une fonction (mais son image
a*^T dans ^(ES^F) est toujours une fonction indéfiniment
dérivable à valeurs dans E @^ F), de sorte qu'on ne peut
plus parler ici de régularisation.

Raisonnons pour simplifier sur le tore T" au lieu de R".
Prenons E = 3Y, F = 3).

La fonction ae3)(3)') est celle qui définit l'application
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identique L^ de 3)' dans a', la distribution Ïe3Y(3)) est
celle qui définit la symétrie L-f : y,->-y, de 3) dans 3). Appelons
B la forme bilinéaire définissant la dualité entre E == 3)' et
F == 3); elle est hypocontinue, donc se prolonge en une forme
linéaire continue B sur 3V ©g 3), et pour montrer que
î*gT e 3)/(3)/®33)) n'est pas une fonction, il suffit de montrer
que son image B(a*sT) == a*aT e 3V n'est pas une fonction.
On a, d'après (II, 7; 8) :

(II, 8; 1) (S *BT).^==(Sç®BT,)4(^+•/!), ^®.
Tout d'abord on a, pour u e 3)^, ^ e 3)̂  :

(II, 8; 2) Ç^BT,).u(Ç)®^(ï])=B(Lî(u), Lt(^))
=B(u, v)==frnu{t)^—t}dt.

Comme ̂  0n T^ est une distribution, donc une forme linéaire
continue sur 3)ç ^, ce ne peut être que celle qui est définie par

(II, 8; 3) Ç^BT,).O(Ç,Y])==^O((, —t)dt, Oe3)^,

cas (II, 8; 2) et (II, 8; 3) coïncident pour 0($, ^) == u($) 0 ^Y)).
Alors on aura, pour ^ e 3) :

(II, 8; 4) p.BT).^=^-()^=^(0)J;^=^(0)

d'où
(II, 8; 5) a^î^â^',

qui n'est pas une fonction.
Prenons maintenant pour B la forme bilinéaire (S, 9) ->- D^ - ç

sur 3)' X 3), qui est encore hypocontinue. Alors on trouvera
în.gT= D^e^'. Donc, en faisant varier B, on obtiendra des
distributions Î*BÎ d'ordre arbitrairement élevée donc S*pT
est une distribution d'ordre infini à valeurs dans E ®p F.

Par contre on voit bien ici que son image a*^T dans 3y(3Y®^3))
est une fonction indéfiniment dérivable. En effet aç^x^^T^
définit l'application Lf^^: 0% ^)-^0(ê, —Y]) de 3)ç^ dans
^ç ̂  ®^ donc î ̂  î ' est l'élément de 3),, (3)ç 8 ;̂ 3)^) qui
définit l'application ^{x} -^ ̂  — Y)) de 3),, dans 3)ç §„ 3) .̂
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C'est la distribution S(x — ^ + ^)? qui appartient bien à
®.(^ §. ̂ ) - ®. § âVç § 3),.

Conséquence. — Nous avons défini à la proposition 4 l'élément
y*7cT, sans restriction sur y e 3)(E) et T e 3V(E). Au contraire,
pour définir y- iT, y 'yT, y -pT, nous avons dû, par exemple,
supposer T bornée (proposition 10). Un tel type de restriction

v

était inévitable. Sans aucune restriction, y*ûT e 3)'(E ®s F)
existe toujours si y e 3)(E), mais ce n^est pas une fonction^ et
toute tentative de définir y - p T par y * p T == (y*pT) (0) est
/ouée à l'échec.

Deuxième contre-exemple.
Raisonnons encore sur le tore T", au lieu de R", pour sim-

plifier. Soient E et F des espaces de Banach. Soient a e 3)°(E),
(A e 3^°(F). On peut définir, avec la proposition 39, leur produit
de convolution a^ (A e ̂ /(E ®^ F). Il est facile de voir que c'est
une mesure. On pourrait appliquer en effet une proposition
analogue à 38, mais s'appuyant sur la proposition 19 au lieu
de la proposition 10, en prenant W == 2)^, 3t==®°, ?=<3)1,\
Ï==2)°, et en échangeant les rôles de E et F. L'injection
de 3)° dans 3^° est intégrale (puisqu'elle se factorise en
6j)o ̂  L00 — L4 — 3),° ̂  3);°).

Mais on peut définir autrement la précédente convolution.
A partir de a e 3)° 0g E, (JL e 3)^° §g F, on peut définir (propo-
sition 2) I\^Ç, (î)6(3)oêg3^0)<8)g(E§„F). L'application [\^
est continue. Par ailleurs la convolution * de 3)° X 3)^° dans
3)^° est e-continue [en effet on peut la factoriser comme suit. On a
la suite d'applications continues 3)° X 3)^-^3)° §g3)^-^3)^ §^3),°,
parce que 3)°-^ L°°-^ L1-^ 3)^° est intégrale (proposition 16).
Mais la convolution de 3)^° X 3)^° dans 3)^° est continue;
car, si v converge vers 0 dans 3)^°, v * y converge vers 0 dans 3)°,
uniformément lorsque y parcourt un compact de 3)°; alors,
si À converge vers 0 dans 3)^°, (^*v) .y=^. (v*y) convergera
vers 0, la forme bilinéaire définissant la dualité étant continue
sur 3)^ X 3)° ; alors À * v convergera bien vers 0 dans 3)^°. Donc
la convolution * se prolonge en une application linéaire conti-
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nue * de 2)fr°§^0 dans ®c°. On a donc la suite d'applications
linéaires continues :

3)0 ^ ^o _^ g^o ^ g^o _^ g)̂  §^ g^o _^ g)̂

.®°§^0--^^^

d'où l'on retiendra seulement que la convolution * se factorise
en®0 X Se0-^®0^^0-^^0]. Alors (^® I)(l\^, ?)) est un
élément de 2^°(E 0^; F). L'application (*^I)rg^ est continue
de 3)°(E) X ^°(F) dans 2),°(E^F), et coïncide'avec la convo-
lution sur (2)° <8) E) X (3)c° ^ F)? donc partout. Ceci nous montre
que la convolution précédente est même continue. Elle est enfin
la restriction de la convolution de ®'(E) X®'(F) dans®'(E ê^F),
définie par le même procédé ou par la proposition 34 ou 39.

On pourrait naïvement s'attendre à ce que a*^pi fût même
une fonction continue, pour a e 3)°(E), (A e 3)c°(F), comme c'est
le cas si E et F sont de dimension finie. Il n'en est rien (®° et
3)c° ne sont pas nucléaires, on ne peut pas leur appliquer la
proposition 34).

En fait nous avons vu page 167 que, si a e ®"(E), p. e 3^°(F),
alors a*^ (A est une fonction continue (F étant un espace de
Banach, T est sûrement bornée). Nous allons montrer que
ce résultat ne peut pas être très amélioré. Nous allons donner
un exemple explicite pour E, F, î, (î, avec ̂  e S&^E), y. e 3)^(F),
où a*TC(x ne pourra être une fonction scalairement intégrable à
valeurs dans Eâ^F que si l'injection naturelle (S)k+l—^(S)Q est
nucléaire $ a *^ (JL ne sera donc sûrement pas, dans cet exemple,
une fonction scalairement intégrable, si k <; n — 2, ou
même si k = n — 1=0 pour n = 1, d'après la remarque de
la page 112. Le problème restera donc ouvert seulement pour
^e^-^E), n> 1(1).

Soit E == â)^1 = ®^1, F == ®°.
Prenons pour a e= SD^®'^1) la fonction qui définit l'injection

canonique LÎ de 2)^ dans S)^^1; cet opérateur est bien
(1) Nous avons vu, à la proposition 23 6is, que l'injection de ÎÎÇ4'""1"1 dans 3)g

était nucléaire. Il est bien évident que, sur un tore, il n'y a pas de problèmes de
supports, et que l'injection de îSy14'1 dans ^Çn est nucléaire. Nous laissons au lec-
teur le soin d'opérer partout ici ce genre de modifications.
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continu, comme transposé de Fidentité, opérateur compact de
3) k " i dans 3)" (1). En tant que noyau, appartenant à 3)!,(3)ç),
a n^est autre que S(x—^). Prenons pour (JL e 3)^(3)°) la distri-
bution qui définit l'opérateur identique L^ de 3)° dans 3)°.
En tant que noyau, appartenant à 3)^(3)^), pi n'est autre
encore que S(x — Y)).

Alors aç ® 0^ P-T] définit l'application linéaire continue
LÎ^^ de 3)ç^ dans 3)ç^l§„3);^, qui coïncide, sur 3)ç®3\,
avec l'application identique. Comme 3)° a la propriété d'appro-
ximation, 3) /fc^ l §^3)° est un sous-espace de îy^1 §g3)° (avec
une topologie plus fine) (2), et on a les injections canoniques
6Î\. __ 64).. g» C!\ /3\ ,» C'D^-H (% (>f}° r- 6^i.k'l~i <9» W <- ^î. (S <?/ __ <^^Ç.YI — ^ç WTC ^YI U c "ç ^TC ol7l c ^ç ^e ̂  c ^ç ^s ̂  — —Ç.yp
et L^0^^ n'est autre que la première de ces injections,
^.ri-^i^1 §3t®îi. La formule (II, 7; 8) qui définit la convolu-
tion montre alors que a *^ (A est la distribution de 3^(3)^+l §„ 3)^)
telle que

(II, 8; 6)
P^Î).-^(^=^(ê+^^^Y"1^^, et même e3)ç,,,

Supposons cette distribution (a^pi)^ définie par une fonction
f (à), scalairement intégrable sur T" à valeurs dans 3)ç;c+l§3ç3)î^.
Or, si on prend l'image jÇa^fx) de (a*^(x) par l'injection
canonique J de 3)çfc4'l §^3)^ dans 3)ç^, on obtient la distribution
de 3)^(3)ç^) : ^(rc) —>- ^(^ + ^) ? si a*^^ est une fonction ^,
cette distribution sera définie par la fonction {Jof){x)y scalai-
rement intégrable sur T" à valeurs dans 3)c^. Or elle est effec-
tivement définie par la fonction g e 3).c(3)c ^) :

(11,8; 7) 8W=^x-^-^\
(1) Soient L et M des espaces vectoriels localement convexes. Si u est une application

linéaire continue de L dans M, transformant toute partie bornée en une partie d'enve-
loppe compacte, 'M est continue de M^ dans L^, en vertu de la formule ^((i^B))0) c B°,
appliquée à toute partie bornée B de L (B° est un voisinage de 0 de L^, (M(B))° un
voisinage de 0 de M^).

(2) GROTHENDIECK [4], § 5, n° 1, proposition 35, Bg ; rappelons que BtF', E') admet F e E
comme sous-espace, et qu'en réalité il s'agit de l'application linéaire canonique
de F §, E dans F e E ou même F §e E. Voir aussi SCHWARTZ [2], exposé 14, théo-
rème 3, B,.

(8) Nous avons vu que Sx §ic êy == êa;.y (chapitre i, proposition 28), et, sur un
tore, ê == 3).
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car on a bien (d'après le chapitre i, page 106) :

(II, 8; 8), J;.^-^——ri)^)^=^+ïi)^®ç.,.

Alors g et J o f définissent la même distribution en a; à
valeurs dans î^; comme le dual S)ç^ de ®ç^ est séparable,
g{x) = (Jo f)(x) pour presque toutes les valeurs de ^(1). Cela
prouve que SÇx—^—Y)) e 3)ç ^ devra appartenir à S)^1^®^
pour presque toutes les valeurs de x.

Soit ^o^T" un point tel que ^o—^—^e^^^ga)^
L'opération, définie par ce noyau, de ^+1 dans â^ est

ôfâ-jT.Sk-^-^o^^-ô^o-ïi);
cette opération devra être nucléaire^ puisque

^o-^—^y^A
En composant l'opération précédente avec l'opération continue
6(a?o — ^l) —^ 6(ï]) de 3)?) dans lui-même, on en déduira bien que
l'injection canonique de â»^1 dans 2»° est nucléaire, ce qui prouve
notre affirmation du début : pour k = n — 2, n > 1, ou pour
k = n — 1=0, n == 1, nous avons donné un exemple, où
a e î^(E), pi e 3^°(F), et où a*^(x n'est pas une fonction.

Toute tentative, dans ce cas, pour définir le produit scalaire
^ .^(E^F^yea^E^Te^F), par y.,; = (î*.?)(0),
est donc vouée à l'échec, puisque le second membre n'a pas
de sens. Voilà donc un cas où on ne peut sûrement pas défi-
nir un produit scalaire « raisonnable » (y, pi) —^ <p ^ (1 sur
®°(E) X ^°(F) ou même sur 3)\E) X 2);°(F).

Au contraire, comme nous l'avons vu en passant, J(S*^(Î)
est une fonction indéfiniment dérivable S{x—^—Y)), à valeurs
dans 3)̂  = 3)ç §^ 3)^. Mais ici il n'y avait aucune difficulté,
car Ja, considérée comme distribution à valeurs dans 3)ç, est
une fonction indéfiniment dérivable, donc la proposition 34
montrait bien que Jai^Jpi est une fonction indéfiniment déri-
vable. Dans ce cas la formule (II, 7$ ^bis) était valable.

(1) Voici chapitre i, remarque 2°, page 66.
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Troisième contre-exemple.
Plaçons-nous toujours sur le tore T". Soient E et F des

espaces de Banach, (JL et v des mesures sur T1 à valeurs dans
E et F respectivement : ̂  e 2)^(E), ^ e £%°(F). On sait alors que
pi*^ v est dans £f)^(E §7^ F). C'est en effet ce qui indique la pro-
position 38, exemple 4° page 163 (F étant un espace de Banach.
T est bien bornée). En outre, si [JL converge vers 0 dans ^"(E),
et si v reste dans une partie bornée de ^°(F), (JL*^V converge
vers 0 ; mais par suite de la symétrie des rôles de (A et v (les
deux produits de convolution qu'on peut définir en échangeant
les rôles de (JL et v coïncident, parce qu'ils sont tous deux la
restriction de la convolution de ©'(E) X ^ (F) dans 3V (E §„ F),
définie par la proposition 34 ou 39), on en déduit que la convo-
lution de ^°(E) X ^°(F) dans ^(E ®^ F) est hypocontinue
par rapport aux parties bornées.

Peut-on remplacer ici n par k < n? Nous l'ignorons. Mais
nous allons montrer qu'on ne peut sûrement pas le remplacer
par 0 ; le produit de convolution de 2 mesures à valeurs dans E
et F respectivement n'est pas nécessairement une mesure
à valeurs dans E §^ F. Plus précisément, soient E == 3)°,
pi e ̂ (îj)0) la mesure telle que Lpr soit l'application identique
de (^0; et soient F === LP°, ^ <= LÔ^0) la mesure telle que Ly
soit la symétrie v de <^10 dans lui-même. Nous allons montrer
que, si ( J L ^ V est dans ^(E §^ F), alors toute distribution S,
telle que la convolution |S| opère continuement de ®°
dans a^° est d'ordre < /c.

Malheureusement, nous ne connaissons pas l'ordre maxi-
mum /CM de telles distributions S : on a sûrement k ̂  /CM. Pour
n == l,Ia convolution avec vp cotg-^- opère continuement de L2

30
dans L2, donc à fortiori de â)° dans i%°, or cette distribution
est d'ordre 1 et non d'ordre 0; donc, pour n == 1, k == 0 est
impossible, et comme k == 1 est possible, le problème est
complètement résolu pour la dimension 1. Pour la dimension n,

1 1 1S == vp cotg -̂ - 0 vp cotg^r- ̂  • • • ^ ^p cotg-^-?x^ x^ x^

n'est pas non plus d'ordre 0, mais nous ignorons son ordre
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effectif k^ ; on peut montrer aisément que A-o <^ j -7.-1 + 1

(car les coefficients de Fourier de S sont bornés, donc S est

somme de dérivées d'ordre <; -^ | + 1 de fonctions de L2,
r n ~i \

donc d'ordre ̂  -- + 1 ), ce qui ne nous dit pas grand'chose;

quoiqu'il en soit, on a sûrement k^ko. On peut former (1) une

distribution S d'ordre effectif k^ == | — ^ — 9 dont les coeffi-

cients de Fourier sont bornés, et telle par conséquent que |Sj
opère continuement de L2 dans L2, et par suite à fortiori de 3)°

dans 'Ï^0 $ on a donc sûrement k ̂  À*i = —,.— |, ce qui est
très loin de n. L J

Démontrons donc notre assertion. Nous avons vu, au
1er contre-exemple, que [A *^ v, en tant que distribution à valeurs
dans îDç §7: tf^, est S(x — ^ + Y]). Elle est une fonction indé-
finiment dérivable de a? à valeurs dans ^c^, donc à fortiori
distribution d'ordre ^ k, et sa valeur pour ^{x) e S)^ est
y(^—Y)) e 3) .̂ Il s'agit donc de savoir s'il est possible que,
pour toute 9'e .̂ , ̂ —^) soit dans 3)| ̂  ̂  c (2) 2)| 0,â^ c 2)^.

Mais, en tant que noyau, ç(^—Y)) définit l'opération de convo-
lution avec o; si (p (ç—YJ^e^®^^ , cette opération doit être
nucléaire de 2)^ dans Î4)0. Donc, si y.^ e ̂ (E §^ F), la convo-
lution | ç ^ doit être nucléaire de 3)̂  dans ^°, pour toute 9 e 2)^.
Soit alors S une distribution telle que la convolution ̂
soit continue de i-00 dans â)^0; alors la convolution J S * 9 ^ :

(1) Soit en effet T une mesure ^> 0 répartie de manière homogène sur la surface
d'une sphère de R'1, de centre 0. On sait (voir SCHWABTZ [8]) que son image de

( 1 \ 2
Fourier est bornée, à l'infini, par une quantité de l'ordre de — ) . Donc toute

dérivée DP-C, |p| ̂  n - , est une distribution d'ordre exactement |p|, d'image de

Fourier bornée; la périodifiée DP? de DP-C, de période 1 par rapport à toutes les
coordonnées (c'est-à-dire la somme de toute les translatées de translations entières),
définit une distribution d'ordre |p[ sur le tore, dont les coefficients de Fourier
sont bornés.

(2) Rappelons que cette relation d'inclusion résulte, par exemple, de ce que 3)°
à la propriété d'approximation (voir note (2), page 88).
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a)ojs],^ojjp|,g)o gç^ nucléaire; d'après la proposition 23,
S*<p devra être une fonction continue. S est donc une dis-
tribution telle que, pour toute y e 3)*, S* y soit une fonction
continue : S estjdonc d'ordre <; A* (1). Nous avons donc bien
montré que, si ^^e^Eê^F), toute distribution S telle
que ̂  opère continuement de 3)° dans %\ est d'ordre <À-,

(1) SCHWARTZ [5], chapitre vi, § 7, remarque 1°, page 49.



INDEX TERMINOLOGIQUE
Nous écrivons : page 75 (I), ou page 75 (II), selon qu'il s'agit de la page 75 du

chapitre i ou du chapitre n.

Convexité.
Un ensemble convexe d'un espace vectoriel sur le corps des réels ou des

complexes est un ensemble qui, toutes les fois qu'il contient deux points,
contient le segment qui les joint (BOURBAKI [l], chapitre n, § 1, n° 1 page 42).

Un espace vectoriel topologique sur le corps des réels ou des complexes
est dit localement convexe, s'il a un système fondamental de voisinages de 0
convexes (BOURBAKI [l], chapitre n, § 2, n°l, page 57); sa topologie est alors
définie par une famille de semi-normes (BOURBAKI [l], chapitre iï, § 5, n° 4,
page 95)

Un ensemble équilibré d'un espace vectoriel sur un corps value K, est un
ensemble qui, toutes les fois qu'il contient un élément a?, contient tous les
éléments \x, X e K , |X| < 1 (BOURBAKI [l], chap. i, § 1, n° 3, définition 2,
page 5).

Un ensemble disque d'un espace localement convexe est un ensemble con-
vexe équilibré fermé.

L'enveloppe convexe (resp. convexe équilibrée) d'une partie d'un espace
vectoriel sur le corps des réels ou des complexes est la plus petite partie
convexe (resp. convexe équilibrée) qui la contienne (BOUBBAKI [l], chap. i,
§ 1, n° 3, page 6; chap. n, § 1, n° 3, page 45).

L'enveloppe d'une partie d'un espace localement convexe est la plus petite
partie disquée qui la contienne. «Enveloppe» est donc une abréviation de
« enveloppe disquée ».

Soit A une partie d'un espace vectoriel E sur le corps des réels ou des
complexes; supposons A convexe, équilibrée, absorbante (voir plus bas).
On appelle jauge de A la semi-norme p définie par

p(x) = /Sup|X|V-1 (BOURBAKI, chap. n, § 5, n° 3, page 95).

Ensembles de parties bornées d'un espace vectoriel localement convexe.
Soient A et B deux parties d'un espace vectoriel E sur le corps des réels

ou des complexes. On dit que A absorbe B, s'il existe un scalaire X tel que
XA D B. Une partie de E est dite absorbante, si elle absorbe toute partie
réduite à un point.

Une partie d'un espace localement convexe E est dite bornée si elle est
absorbée par tout voisinage de 0 (BOURBAKI [2], chap. ni, § 2, n° 1, déf. 1,
page 4).
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L'enveloppe d'une partie bornée est bornée.
Un système fondamental S de parties bornées est un ensemble de parties

bornées tel que toute partie bornée de E soit contenue dans une partie appar-
tenant à S.

Un ensemble Ç de parties bornées est dit saturée si, toutes les fois que A et B
appartiennent à Ç, il en est de même de XA, X scalaire, ainsi que de toutes
les parties contenues dans A. de l'enveloppe de A, et de la réunion A u B, et
si en outre toute partie réduite à un point appartient à 15.

Les ^-parties (X = i, y, p, TC, s), et les parties a-r-décomposables sont définies
page 15 (II).

Adhérence stricte, parties strictement denses, parties quasi-fermées
d'un espace localement convexe.

Une partie A d'un espace localement convexe E est dite quasi-fermée, si
tout point de E, adhérent à une partie bornée de A, appartient à A. î^adhé-
rence stricte de A dans E est la plus petite partie quasi-fermée contenant A;
un point de E est strictement adhérent à A, s'il appartient à son adhérence
stricte; A est strictement dense dans E si son adhérence stricte est E.

(SCHWABTZ [l], Introduction, pages 90, 92).

Espaces complets, quasi-complets; parties complétantes.
Un espace uniforme est complet, si tout filtre de Cauchy est convergent

(BOURBAKI [5], chap. n, § 3, n° 1, déf. 4, page 147).
Un espace localement convexe est quasi-complet si toute partie fermée

bornée est complète. Pour les propriétés essentielles des espaces quasi-com-
plets, voir SCHWARTZ [l], Introduction, pages 90, 92.

Une partie A d'un espace localement convexe E est dite complétante, s'il
existe une partie convexe équilibrée B D A, coupant toute droite issue de l'ori-
gine suivant un segment fermé, et telle que l'espace norme Eg (espace vec-
toriel norme engendré par B, et ayant B comme boule unité) soit complet.
Toute partie contenue dans une partie complétante est complétante; l'enve-
loppe convexe équilibrée d'une partie complétante est complétante (mais
son adhérence ne l'est pas nécessairement).

Toute partie A, bornée disquée complète, est complétante, et même E^ est
complet (BOURBAKI [2], démonstration du lemme 1, chap. ni, § 3, n° 4,
page 21).

Si E est quasi-complet, toute partie bornée est complétante.
Soit E localement convexe; si A est bornée disquée complétante, Ej^ est

complet (car soit B 3 A tel que Eg soit complet ; A est bornée disquée dans Eg
complet, donc E^ est complet). Cette propriété ne subsiste pas nécessairement
si A est seulement convexe équilibrée bornée complétante.

Soit A une partie bornée complétante de E. Parmi les parties B D A telles
que Eg soit complet, il en existe au moins une B^ qui soit contenue dans l'enve-
loppe de A. Si en effet A^ est cette enveloppe, A^ n B est disquée bornée dans
Eg complet, donc E^g est complet, et on peut prendre B^ == A^ n B.

Si A est une partie complétante de E, u une application linéaire de E dans
F telle que l'image par u de l'enveloppe de A soit bornée, alors u(A) est
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complétante dans F. En effet soit B D A une partie contenue dans l'enveloppa
de A, telle que Eg soit complet. L'espace FUÇB) est exactement l'espace norme
quotient de Eg par le noyau de la restriction de u à Eg (comme u(B) est bornée,
FU(B) est séparé, donc le noyau est nécessairement fermé) ; donc FO(B) est
complet, et u(B), donc M(A), est complétante. En particulier, l'image d'une
partie complétante par une application linéaire continue (ou transformant
toute partie bornée en une partie bornée) est complétante. On en déduit que,
pour qu'unre partie de E soit complétante, il faut et il suffit qu'elle soit contenue
dans l'image de la boule unité d'un Banach par une application continue
(c'est nécessaire, car si A est complétante et si B D A est telle que Eg un soit
Banach, A est contenue dans l'image de la boule unité de Ep par Ep-^-E; c'est
suffisant d'après ce que nous venons de voir).

Si S est un ensemble saturé de parties bornées de E, E est dit ^-quasi-
complet (resp. S- complétant)^ si toute partie appartenant à Ç a une adhérence
complète (resp. complétante).

Applications linéaires continues et homomorphismes.
Une application u de E dans F est injective^ si l'image réciproque d'un point

ne contient pas plus d'un point; épijective ou surjective si M(E) == F; bijective
si elle est injective et épijective.

Une application linéaire d'un espace vectoriel topologique E dans un espace
vectoriel topologique F est un isomorphisme, si elle est bijective et si elle
est un isomorphisme de la structure d'espace vectoriel topologique; elle est
un monomorphisme, si elle est un isomorphisme de E sur u(E), un épimor-

—i
phisme si elle définit un isomorphisme de E/u(0) sur F; un homomorphisme,

—i
si elle définit un isomorphisme de E/u(0) sur w(E).

Applications continues, hypocontinues ; bornées, compactes.
Application bilinéaires (S-ï)-hypocontinues : page 9 (II).
Applications bilinéaires ^-continues (X = i, y, jî, -rc, e) : page 13 (II).
Applications multilinéaires e-hypocontinues : page 3 (I).
Quand on écrit hypocontinue, sans autre précision, cela veut dire hypo-

continue par rapport aux parties bornées.
Une application linéaire u d'un espace localement convexe E dans un espace

localement convexe F est dite bornée (resp. compacte), s'il existe un voisinage
de 0 de E dont l'image par u soit bornée (resp. relativement compacte).

Soit Ç un ensemble de parties bornées de F. Une application linéaire u de E
dans F est Ç-bornée, s'il existe un voisinage de 0 de E dont l'image par u
appartient à ^. On définit de même les ensembles équibornés, Ç-équibornés,
d'application linéaires de E dans F [page 83 (I)].

Diverses topologies sur un espace localement convexe et son dual. Polarité.
Soit E un espace localement convexe, E' son dual. La topologie affaiblie

<r(E, E'), la topologie faible ç(E', E), sont définies dans BOURBAKI [2], chap. iv,
§ 2, n° 1, page 63; la topologie T de Mackey est définie dans BOURBAKI [2],
chap. iv, § 2, n° 3, page 69; la topologie forte sur E' est définie dans
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BOURBAKI [2], chap. iv, § 3, n° 1, page 85; la topologie y = (E^ sur E est
définie ici page 17 (I).

Si A c E, son polaire A° est l'ensemble des t' s E', tels que (?', "S) ̂  1
pour tout ce A. Le bipolaire A00 est (A0)0; c'est l'enveloppe de A pour la
topologie <r(E, E') (BOURBAKI [2], chap. iv, § 1, n° 3, prop. 3, page 52).

Limites inductives.
Soit E un espace vectoriel, réunion d'une famille (E()fgi d'espaces localement

convexes; on suppose que l'ensemble d'indices 1 est ordonné filtrant, et que,
pour / >. i, on a E( c Ej, la topologie de E< étant plus fine que la topologie
induite par Ej. La limite inductive des topologies des E( est la topologie loca-
lement convexe la plus fine sur E, qui, sur chaque E(, induise une topologie
moins fine que la sienne (BOURBAKI [1] chap. n, § 2, n° 4, page 61). On dit
que E est limite inductive stricte des E(, si 1 est dénombrable et si, pour / ^> i,
la topologie de E, est identique à la topologie induite par Ej.

On montre alors que la topologie limite inductive de E induit sur chaque
E( sa propre topologie (DIEUDONNÉ-SCHWABTZ [l], proposition 2, page 68).

Applications intégrales et nucléaires, espaces nucléaires.
Application nucléaire de E dans F : GROTHENDIECK [4], § 3, n° 2, déf.

4.3. page 80; SCHWARTZ [2], exposé 12, déf. 2, page 4).
Application intégrale de E dans F : GROTHENDIECK [4], § 4, n° 3, déf. 7.2,

page 127; SCHWARTZ [2], exposé 16, page 3).
Application sous-nucléaire^ sous-intégrale: page 54 (II).
Espaces nucléaires : GROTHENDIECK [5], § 2, n° 1, déf. 4, page 34; SCHWARTZ

[2], exposé 17, page 2).

Les produits tensoriels topologiques.
Indépendamment des définitions données dans GROTHENDIECK [4] et

SCHWARTZ [2], on trouvera ici, page 10 (II), la définition de la topologie
0@, ç, et des 5 topologies i, y, ,6, w, e, sur un produit tensoriel.

Parties O-T -décomposa blés d'un produit tensoriel complété: page 15 (II).

Tonneaux, espaces tonnelés.
Un tonneau d'un espace localement convexe est un ensemble disque absor-

bant; un espace localement convexe est tonnelé, si tout tonneau est un voisi-
nage de 0 (BOURBAKI [2], chap. ni, § 1, n° 1, déf. 1, page 1).

Un espace localement convexe est infra-tonnelé, si tout tonneau absorbant
toutes les parties bornées est un voisinage de 0. Un espace tonnelé est infra-
tonnelé; un espace quasi-complet infra-tonnelé est tonnelé. Un espace borno-
logique est infra-tonnelé; un espace ultra-bornologique est tonnelé.

Espaces bornologiques.
Un espace localement convexe est bornologique, si toute partie convexe

équilibrée, absorbant toutes les parties bornées, est un voisinage de 0 (BOUR-
BAKI [4], page 11).

Un espace localement convexe est ultra-bornologique s'il est limite induc-
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tive d'espaces de Banach (voir page 43 (I)). Un espace ultrabornologique est
bornologique et tonnelé; un espace bornologique et quasi-complet est ultra-
bornologique.

Espaces de Montel.
Un espace de Montel est un espace localement convexe tonnelé, où les parties

bornées sont relativement compactes (BOURBAKI [2], chap. iv, § 3, n° 4,
page 89).

Espaces de Schwartz.
Un espace de Schwartz est un espace localement convexe E tel que, pour

tout voisinage disque U de 0, il en existe un autre T), dont l'image dans Eo^
(EC|^ est l'espace norme séparé, associé à l'espace E muni de la seule semi-
norme jauge de U) soit précompacte (GROTHENDIECK [2], déf. 5, page 117).

Espaces de Fréchet, espaces (^), espaces (DF).
Un espace de Fréchet est un espace localement convexe, à base déombrable

de voisinages de 0 et complet (BOURBAKI, chap. n, § 2, n° 1, page 59).
Un espace ̂  est une limite inductive stricte d'espaces de Fréchet (DIEU-

DONNÉ-SCHWARTZ [1]).

Un espace (DF) est un espace, ayant une base dénombrable de parties bor-
nées, et tel que toute partie bornée du dual, contenue dans une réunion dénom-
brable de parties équicontinues, soit encore équicontinue (GROTHENDIECK
[4],déf. 1, page 63).

Le dual d'un espace de Fréchet est un espace (DF) ; le dual d'un espace (DF)
est un espace de Fréchet.

Un espace de Banach est un espace norme complet.

Recouvrements, partition de l'unité.
Un recouvrement ouvert d'un espace topologique X est une famille (0,)(gi

d'ouverts de X, dont la réunion est X.
Le recouvrement ouvert (0,)i6i est dit subordonné au recouvrement ouvert

W)iei (correspondant au même ensemble d'indices), si, pour tout le I, 0, est
contenu dans 0^.

Une partition de l'unité sur X, subordonnée à un recouvrement ouvert
(Of)igi, est une famille de fonctions continues (ai)iei, correspondant au même
ensemble d'indices, et telle que : a) ai ̂  0; b) l'adhérence de l'ensemble des
points où a» 7^ 0 est contenu dans 0,; c) la somme ^ o^ vaut 1, chaque point

('
de X possédant un voisinage où tous les termes de cette somme, sauf un nombre
fini, sont nuls.

Propriétés d'approximation et de densité; espaces de distributions.
Propriété d'approximation et d'approximation stricte, pour un espace loca-

lement convexe, page 5(1) ; propriété d'approximation équicontinue ou métrique :
page 72 (II); voir aussi GBOTHENDIECK [4], § 5, n° 2, page 178.

Espaces de distributions, espaces normaux et strictement normaux: page 7 ( S ) .
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Propriété diapproximation par troncature ou par régularisation: page 7 (I).
Propriété (e) d'un espace de distributions: page 53 (I).
Distributions sommables: page 126 (I).

Distributions bornées, ^-bornées.
Distribution bornée, ^-bornée, ensemble équiborné ou ï>-équiborné de dis'

tributions, distribution localement bornée ou ^-bornée: pages 83 (I) et 54 (II).

Distributions du type ©, parties du type @ d'un espace de distribution :
page 53 (II).

Noyaux ; régularité et compacité.
Définition des noyaux: page 90 (I).
Noyaux semi-réguliers, réguliers, régularisants: page 99 (I).
Noyaux semi-compacts, compacts, compacti fiants : page 100 (I).
Distributions semi-tempérées: page 123 (I).
Distributions partiellement sommables: page 130 (I).
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Les espaces usuels de distributions ^, ^m, 'JV, <^/n, ^, ê, ê"1, 8', ê7"1, L^,
^LP» ^', iB, ^', ^, ^/, (^, C%, sont ceux qui sont définis dans SCHWABTZ [4] et
[5] (voir index des notations à la fin de [5]); on peut y ajouter OM et Oc,
duals forts respectifs de Ô^ et Ô'c. î^'(r) est défini dans SCHWARTZ [3]. Les
espaces îf, ^', sont définis page 77 (I). ^OT (resp. ê^") est l'espace ̂ 'm (resp. ê^),
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de
'^OT (resp. 8"1). Les espaces ^, 3z00, sont définis pages 111 et 112(1), l'espacer
page 48 (II). Les espaces (.'K1 -̂"0 et (SÇ^"0 sont définis page 165 (II) et sui-
vantes. La transformation de Fourier se note ^.

Les espaces <T-fo(E) sont définis page 49 (I) (pour Xo == 'J)'7") et 52 (l). Les
espaces ^(E) sont définis page 61 (I) (pour ̂  == ê'"*), page 63 (I) (pour
X = (S)m), page 48 (II) (pour ^ == LP ou ^).

La notation ^(E; 6) est définie page 54 (II), la notation <W(E(g)
page 54 (II),

On adopte la notation de la variable muette marquée par un A quand elle
n'est écrite qu'une fois : /(î) pour la fonction x->f(x)y ou S(î) pour la distri-
bution S^e®'^ (pages 2 (II), 71 (I)).

La distribution définie par la masse unité au point a de R" se note \a)j
ou ^x-a, ou 8(.î—a), ou s(a).

La symétrie par rapport à l'origine de R" se note par v\ /, T, sont les symé-
triques de la fonction /, de la distribution T ; elles sont définies par :
f(x) == /(—a;); T(<p) == T(y). Si ̂  est un espace de distributions, on notera par
^ l'espace de distributions obtenu par cette symétrie (sous disons : espace
de distributions, ce qui veut dire qu'il a une topologie, obtenue à partir de
celle de ^ par symétrie).

T/, est la translation de R" par le vecteur h; T/,/ est la translatée de la fonc-
tion /, définie par (r/,/) (x) == f(x — h) ; T/»T est la translatée de la distribution
T, définie par (ï,T) (<p) = T(ï_,(y)).

Le symétrique "K d'un noyau K est défini page 90 (I).
Les notations LsM, e (L(; M), sont définies page 18 (I).

fei
^(E; F) est l'espace des applications linéaires continues de E dans F; ^c(E; F)

(resp. %»(E; F), resp. % (E; F)) veut dire qu'il est muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les parties convexes équilibrées compactes de
E (resp. sur les parties bornées, resp. de la topologie de la convergence
simple). ^s(L^; M) est l'espace des applications linéaires continues de L'c dans
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M, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties équi-
continues de L/.

La topologie affaiblie ou faible se note <s (voir page 199) ; voir à cette même
page les références relatives aux topologies T et y.

Si E est un espace localement convexe, U un voisinage de 0 disque, E<^ est
l'espace vectoriel quotient de E par le sous-espace vectoriel [ | X^, muni de

\^o
la norme pour laquelle l'image de ^L est la boule unité. C'est aussi l'espace
séparé norme, associé à E muni de la topologie définie par la seule semi-norme
jauge (voir page 197) de U

Son complété s'écrit, par abus de langage, Êc^, au lieu de (EcyJ^ (on ne
risque pas de confondre avec (Ê)^, car (^ n'est pas un voisinage de 0 de Ê,
sauf si E est déjà complet).

Si maintenant A est une partie bornée convexe équilibrée de E, E^ est
l'espace vectoriel engendré par A, muni de la norme jauge de A.

Si A c B, et si ^l c ï, on a les applications linéaires continues canoniques :

E^EB-^E^E^-^E^).

Si a est une forme bilinéaire séparément continue sur L X M, a est l'appli-
cation linéaire qu'elle définit de L dans M': <S(Z), m) = a(^, m). Alors ^a
est sa transposée, application linéaire de M' dans L :

<^, W) == a(^, m).

Alors, si Ç e LeM, Ç est l'application linéaire continue de U dans M,
et ^ l'application linéaire continue de M'c dans L, associées à Ç par le corollaire 2
de la proposition 4, page 34 (I).

Le complété d'un espace localement convexe E se note par Ê, son quasi-
complète par Ê.

Sur un produit tensoriel E<g)F, la topologie 0<s.ç est définie page 10 (II), les
topologies 0 \(\ == i, y, p, -je, e) page 12 (II); les complétés (resp. quasi-
complètes) de ces produits tensoriels topologiques se notent donc E §@.çF
(resp. E g@,ç F), E §^ F (resp. E g), F).

L'application Fy.^ est définie page 18 (II); l'application r°^, page 22 (II);
l'application A.^ page 31 (II); IV^,, page 35 (II), Aç.^A.u. page 36 (II).

La notation (f^\T est définie page 57 (II); ^•@,Ç;A.Î (resp. ^;ÀÎ) est
l'image de "^•«;AÎ dans Eg^çF (resp. E®^F).^Î est défini aussi
page 41(11). ("îî). est défini page 127 (II); Cîî)), est défini page 128 (II);
Gî), est dé^ défini P^ i2i (n)-

§*.î est défini page 159 (II); 1s*/î est défini page 160 (II); îS^Î est
déjà défini page 151.

§x(8)(g>t'îy est défini page 145 (II); ^(g)0;xîy page 146 (II).
Si u est une application bilinéaire de ^6 X.K dans ̂  (espaces de distributions),

6 une application bilinéaires de E X F dans G, le symbole général Sue îe ̂ f(G)
est défini page 9, pour ^e^(E),îeX(F).
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