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SUR L’EXISTENCE DE PROCESSUS
DE DIFFUSION

par Kazuaki TAIRA

0. Introduction.

Soit D undomaine borné d’un espace euclidien RN, D étant une variété
compacte & bord dD de classe C®, de dimension N.
On introduit les définitions suivantes (cf. [1], [8]) :

DEFINITION 0.1. — Soit {T,},5, un semi-groupe fortement continu d’opéra-
teurs linéaires bornés sur Pespace C(D) des fonctions a valeurs réelles et
continues sur D. On dira que {T,} est un semi-groupe de Feller sur D si, pour
tout t >0, feCD) et 0 f(x) <1 sur D =s0<T,f(x) <1 sur D,
ie., siles {T},so sont positifs et contractants sur C(D).

DEFINITION 0.2. — Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
Feller {T,},,, sur D. Ondiraque {T,} estun A-processus de diffusion sur
D si A satisfait aux conditions suivantes :

a) Au = Au pour toute ue 2(A) n C*(D), ou
A = 3*/ox3 + 0*/ox3 + -+ + 0%/ox?,
et D(A) est le domaine de définition de A.

b) A est lextension fermée minimale dans C(D) de A restreint d
2(A) n C*(D).

Nous nous intéressons alors au :
Probléme 1. — Trouver tous les A-processus de diffusion sur D.

Remarque 0.3. — Dans le cas ou N = 1, ce probléme a été résolu par
Feller, Dynkin, It6-Mckean et Ray. On suppose donc que N > 2.
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Ventcel’ [13] a démontré que,si A est le générateur infinitésimal d’'un A-
processus de diffusion {T.},,, sur D, il existe un opérateur frontiére I'
d’ordre 2 de type intégro-différentiel a coefficients mesurables bornés sur dD
et une fonction mesurable & bornée et positive sur 0D tels que, pour toute
ue 2(A) n C*D),

Lu(x’) = Tu(x’) — 8(x")Au(x’) = 0, x" e oD

(cf. [1], th. XIII). La relation L sera appelée la condition aux limites de
Ventcel'. Nous renvoyons a [ 1], chapitre II pour les détails sur laformede T'.

Nous sommes alors ramenés au

Probléme I1. — Savoir pour quelle condition aux limites de Ventcel’ L il
existe un A-processus de diffusion.

Dans cet article, on considére le probléme II lorsque I' est un opérateur
différentiel a coefficients C* sur dD et 6 est C® sur dD, et on donne des
conditions suffisantes pour I'existence de A-processus de diffusion {T.},5,
sur D, en généralisant des résultats de Bony-Courrége-Priouret [1] au cas
ou les conditions aux limites de Ventcel’ L sont non-coercives. Les résultats
obtenus sont résumés au paragraphe suivant.

D’aprés une variante du théoréme de Hille-Yosida tenant compte du
principe du maximum (cf. [1], [8]), on raméne le probléme de la construction
de A-processus de difusion {T,} sur D a la résolution de problémes aux
limites suivants :

() {(a—A)u=f dans D,

Lu=0 sur 0D,
ou o > 0 est une constante.

En utilisant les résultats obtenus dans [11] et [12], on étudie le probléme
(%), dans le cadre des espaces de Sobolev et on démontre que, pour tout
o > 0, le probléme (%), admet une solution unique u € H*"!(D) (s = 3)
pour toute f € H*-%(D); ce qui, compte tenu du lemme de Sobolev, montre
que, pour tout o > 0, le probléme (%), admet une solution unique
ue C*(D) pour toute feC®(D).

En raisonnant comme dans la démonstration du théoréme XIX de [1], on
obtient les A-processus de diffusion cherchés.

Je tiens a remercier B. Helffer dont les conseils m’ont permis de simplifier
ou méme totalement de modifier certaines démonstrations initiales.
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Le plan de cet article est le suivant :

1. Enoncé des résultats.

2. Opérateurs de Green et harmonique.

3. Construction de processus de diffusion.

4. Démonstration du théoréme 1 : cas du second ordre.

5. Démonstration des théorémes 2, 3 et 4 : cas du premier ordre.

Quelques résultats de cet article sont annoncés dans [10].

1. Enoncé des résultats.

1.1. On va introduire et étudier une classe de conditions aux limites de
Ventcel’ de type différentiel a coefficients C* sur le bord.

On ne considére que des cartes locales (U,x) de D pour lesquelles y(U)
est un ouvert de

RY = {Z = (21,22, . '-’ZN)GRN; ZN = O}a
la coordonnée xy (X =(x;,X,,- - .,Xn)) définissant le bord 0D :

{peU NnD <peU et x\p) > 0;
peUndD<pelU et x\p) =0.

Soit (X&) = (X1,X3,- - - XN-1E1:52,- - -s6n—1) des coordonnées locales du
fibré cotangent T* 0D a JD. La condition aux limites de Ventcel’ L que
I’on étudiera dans la suite est la forme (cf. [1], (I1.3.1), (IL2.16) et (I1.2.1)) :

0
(L1) Lu(x) = H(X')gs(X') + Qu(x’) — 3(x') Au(x)

EM(X')%(X) [Z oa(x')

i,j=1

a()

ox
+ Z B(x) (x’) + 7(x)u(x) ] — 8(x') Au(x')(u € C*(D)),

ou

— n est la normale unitaire intérieure & JD,
— u est une fonction positive de C*(dD) :

(1.2) px) =0 sur oD,
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— oubien Q est un opérateur différentiel du second ordre a coefficients C*®
réels sur 0D ; la matrice (a¥(x)),;;<n_; est symétrique et le symbole
principal ¢,(x,&§') de — Q

N-1
4, (&) = ) oaI(X)EE;

i,j=1

est positif sur le sous-espace des covecteurs non nuls du fibré cotangent
T* 0D\O :
N-1 .
(1.3) G0E) = Y aU(x)EE; >0 sur T*aD\O,

ij=1

— ou bien Q est un opérateur différentiel du premier ordre a coefficients
C® réels sur D,
— le terme y d’ordre 0 de Q est une fonction négative de C*(dD) :

(1.4) y(x) <0 sur 0D,
— & est une fonction positive de C*(dD) :
(1.5) d(x) =0 sur 0D.

On dira que la condition aux limites de Ventcel’ L est du second ordre
(resp. du premier ordre) si Q est du second ordre (resp. du premier ordre).

ou
Remarque 1.1. — Dans (1.1), u(x')a—(x') est un terme de réflexion;
n

Nolo 0%u N-1 ou
ij (" 7 + iy ’
L ) G )+ 3 B )

est un terme de diffusion sur le bord éD; y(x')u(x’) est unterme d’absorption
et 8(x’) Au(x’) est un terme de viscosité.

Nous introduisons une définition qui nous servira dans la suite :

DEerFiNiTION 1.2. (cf. [1], § I1.2.8). — Ondira que L esttransversal sur oD
si, en tout point x' € D ou 3(x') est nul, n(x') est strictement positif.

Remarque 1.3. — D’aprés (1.2) et (1.5), L est transversal sur D si et
seulement si

(1.6) n(x) + 8(x) > 0 sur JD.

1.2. Le cas ou L est du second ordre. — On va tout d’abord introduire
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une quantité positive Tt H, (x',§") déterminée par le hessien H, (x,£") du
symbole principal
N-1

3 (x\8) = Y aI(x)EE;

i,j=1

de — Q par rapport a (x,£') (cf. [4], [5])

Soit (g;(x))1<ij<n-1 12 métrique riemannienne de 0D induite par la
métrique naturelle de RN et (g(x')) la matrice inverse de (g,;(x")).

Posons :

N-1
L= {(X’,é’)ET* dD\0; €] = 1 et q,(x'§) = Y al(x)EE; = 0},

ij=1

=% gixed, .

Soit p e Z. Pour tout vecteur tangent u a T* 6D en p, on choisit un
champ de vecteurs v sur T* 0D tel que v = u en p. On peut définir une
forme quadratique a,(u, u) par I’équation :

ou

a,(uu) = (vq,),.

En effet, puisque g, s’annule au second ordre sur ¥ d’apres(1.3), a,(u,u) ne
dépend pas du choix de v.

Soit Tp(T* 0D) le complexifié de 'espace cotangent T (T*0D) a T* oD

N-1

en p. On considére la forme symplectique o = '21 dg; A dx; et la forme
i=

quadratique a,(u,u) comme des formes  bilinéaires  sur

T,(T*oD) x T,(T*dD). Puisque o est non-dégénéré, on peut définir pour
tout p € X une transformation linéaire

A,: T,(T*oD) - T,(T*0oD)
par I’équation :
o(u,Av) = a,(u,v), u,ve Tp(T* D).
Melin [5] a démontré que les valeurs propresde A, sont sur 'axe imaginaire

et symétriques par rapport a I'origine. Pour tout p = (x,£') € £, on pose :

- 1
Tr H,,(x',€') = la somme des valeurs propres positives de ——— A
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On sait que le symbole sous-principal

A ( T al) (x)E — Z B"(x')&,.-)

i,j=1

de — Q est invariant sur

N-1
= {(X’,i’) eT*oD\0; & =1et ) oY (X’)é.-i,-=0}'
i,j=1
Ici
ah(x) = 2 (@(x).
()] P) X;
En utilisant le théoréme 5.9 de Hérmander [4] comme dans la démonstra-
tion du théoréme 2 de [12] et en raisonnant comme dans la démonstration du
théoréme XIX de Bony-Courrége-Priouret [1], on démontrera le

THEOREME 1. — Soit

Lu(e) = ) 2 () + S o) s (3

on iin1 0x; 0x;

N1 ou _

+ i; Bi(X')(—a;(X') + y(x)u(x) — 8(x') Au(x)(u € C*(D))

une condition aux limites de Ventcel’ du second ordre sqtisfaisant a (1.2), (1.3),
(1.4) et (1.5).

On suppose que L est transversal sur 0D et que :

(H) en tout point (x',£) de

N-1
= {(X’,é’) eT*oD\0; [E'] =1 et g,(x'&) = ) oI(x)EE; = 0}’
i,j=1
1 . N-1 N-1
5 TEH(8) + u(x) + Yl (x)E — Zl Bi(x)&:{ > 0.
i,j=1 i=

Il existe alors un A-processus de diffusion {T,},,, sur D tel que, pour le
générateur infinitésimal A de {T,}, on ait :

(+) 2(A) nC*(D) = {ue C*(D); Lu=0 sur éD}.

Remarque 1.4. — 1° Ce théoréme comprend, comme cas particulier, celui
de [1] dans lequel g,(x,&') > 0 sur T* oD\O (cf. [1], théoréme XIX). 2°
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Notons que 'hypothése (H) ci-dessus est plus faible que ’hypothése (A.1)
dans le théoréme 1 de [10].

1.3. Le cas ou L est du premier ordre. — En utilisant le théoréme 1 de
[12] et le théoréme 5.1 de Sato-Ueno [8], on démontrera le

THEOREME 2. — Soit

ou N-1 ou
L ! = ’ _ ! 1 r - ’
u(x) u(x)an(x) + ,;1 Bi(x") x, (x")
+ Y(x)u(x") — 8(x') Au(x')(u € C*(D)}
une condition aux limites de Ventcel’ du premier ordre satisfaisant a (1.2),(1.4) et
(1.5).

On suppose que L est transversal sur 0D . Ilexiste alors un semi-groupe de
Feller {T,},5, sur D tel que, pour le générateur infinitésimal A de {T,}, on
ait :

i) 2(A) n C**(D) = {ue C**(D); Lu = 0 sur oD},
{ii) Au = Au pour toute u € 2(A) n C**(D).

Ici C**(D) (0 < x < 1) désigne le sous-espace vectoriel de C2(D) formé
des fonctions f telles que, pour 0 < |p| < 2, lesdérivées DPf satisfassent a
la condition uniforme de Holder avec exposant k dans D.

Sous des hypothéses plus restrictives, on obtient les théorémes suivants :

THEOREME 3. — Soit
0 Not 0
Lu(x) = p(x) 5. () + % B(x) == (x)
+ y(x)u(x’) — 8(x') Au(x')(u € C*(D))

une condition aux limites de Ventcel’ du premier ordre satisfaisant a (1.2),(1.4) et
(L.5).

On suppose que L est transversal sur 0D et que :
(H.2) il existe une constante C, > 0 telle que

N-1
-; B(x)E;| < Com(x)[&| sur T*D.

Il existe alors un A-processus de diffusion {T},., tel que, pour le
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geénérateur infinitésimal A de {T,}, on ait :

(+) P(A) A C2(D) = {ueC2(D); Lu=0 sur oD}.

THEOREME 4. — Soit

0 NSt o0
Lu(x) = u(x) 2 (<) + % BEx) = ()

+ Y(x)u(x’) — 8(x") Au(x’)(u € C*(D))

une condition aux limites de Ventcel’ du premier ordre satisfaisant d (1.2), (1.4) et
(1.5).

On suppose que L est transversal sur 0D et que :

(C.2) le champ de vecteur B=(P',B>...,BN-1) sur 0D est non nul sur
M ={x"€dD; wx')=0} et aucune courbe intégrale maximale de B n'est
entierement contenue dans M.

Il existe alors un A-processus de diffusion {T},, tel que, pour le
générateur infinitésimal A de {T}, on ait la propriété (+).

Remarque 1.5. — 1° Les théorémes 3 et 4 comprennent, comme cas
particulier, celui de [1] dans lequel p(x’) > 0 sur dD (cf. [1], théoréme
XIX). 2° Notons que I'hypothése (C.2) ci-dessus est plus faible que les
hypothéses (A.3), (B.3) et (C.3) dans le théoréme 3 de [10].

2. Opérateurs de Green et harmonique.

2.1. On considére le probléme de Dirichlet suivant : pour deux fonctions
f et @ définiesdans D etsur 0D respectivement, trouver une fonction u
dans D telle que

(@ — Au = f dans D,
®) {“lan =0 sur 0D,

ou o est un nombre réel. On résout le probléme (D) dans le cadre des
espaces de Holder.

Soit m un entier positifet 0 < ¥ < 1. On désigne par C™*(D) (resp.
C™*(0D)) le sous-espace vectoriel de C™(D) (resp. C™(0D)) formé des
fonctions f telles que, pour 0 < |p| < m, lesdérivées D?f satisfassenta la
condition uniforme de Hoélder avec exposant x dans D (resp. D).
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Rappelons le résultat classique suivant (cf. [7]) :

THEOREME 2.1. — Soit m un entier positif e¢ 0 < x < 1. Pour tout
o =0, [lapplication: u — (&0 — A)uul,p) est un isomorphisme de
C"*2%(D) sur C™*(D) ® C"+**(éD).

En vertu du théoréme 2.1, pour tout o = 0, on peut définir des
opérateurs linéaires continus. G?2: C®<(D) - C*~(D) et H,:
C2x(@D) —» C*~(D) par les relations suivantes :

a) Pour toute f e C%*(D),

{(a — ANG%f = f dans D,
Goflsp =0 sur  0D.

b) Pour toute ¢ € C**(dD),

(0 — AH,p =0 dans D,
Hol:p =@ sur dD.

2.1)

2.2)

Notons que G? (resp. H,) se prolonge en un opérateur linéaire borné et
positif, encore noté G? (resp. H,), de C(D) (resp. C(éD)) dans C(D) qui
sera appelé opérateur de Green (resp. opérateur harmonique) (cf. [8],
théorémes 2.4 et 2.5).

Du théoréme 2.1, on déduit le

COROLLAIRE 2.2. — Soit o > 0. On a alors :

i) Pour tout entier positif m, G° est un isomorphisme de C™<(D) sur
{ve Cn+2¥D); v|,p =0 sur dD}.

ii) Pour tout entier positif m, H, est un isomorphisme de Cm+2X (0D) sur
{weC"*2%(D); (a—Aw = 0 dans D}.

2.2. Soit L une condition aux limites de Ventcel’ du type considéré au
paragraphe 1.1. :

0
Lu(x) = “(x')gg(x') + Qux') — 8(x) Au(x')

L ou &' ij/ﬂ’ ¥ i) 2 (¢
= H(x)a—n(x) +l:i,j2=:1a (x)axiaxj(x) * i;l ﬁ(x)a—XI(X)

+ y(x')u(x’):| — 8(x) Au(x')(u € C*(D)).
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L applique continiment C2*(D) dans C%*(0D). En outre,

LEMME 2.3 ([8],lemme 4.2). — Soit L une condition aux limites de Ventcel’
satisfaisant a (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5). Alors, pour tout o > 0, lopérateur
LG? :

f - LG; f(f e C*(D))
se prolonge en un opérateur linéaire borné et positif de C(D) dans C(dD).
On notera LG? lopérateur de C(D) dans C(AD) ainsi introduit.

D’autre part, d’aprés le corollaire du lemme 4.1 de Sato-Ueno [8],0on ale

LEMME 2.4. — Soit L une condition aux limites de Ventcel’ satisfaisant a
(1.2), (1.3), (1.4) et (1.5). Alors, pour tout o = 0, Popérateur LH, :

¢ - LH,p (9 € C**(9D))

se prolonge en un opérateur linéaire fermé de C(0D) dans C(0D).

On notera LH, l'opérateur de C(0D) dans C(dD) ainsi introduit et
2(LH,) son domaine de définition respectivement.
Notons que LH, est un opérateur pseudo-différentiel a support propre sur

le bord 0D et que LH, se prolonge en un opérateur linéaire borné de
2'(0D) dans 2'(0D) (cf. [3]) ; on le désignera par LH,.

La relation entre les opérateurs LH, et LH, est donnée par le

LEMME 2.5. — Pour tout oo > 0,0na:

LH, c LH,.

Démonstration. — Soit ¢ € 2(LH,). Par définition, il existe alors
une suite {@;}; .y = C2X(0D) telle que ¢; > ¢ dans C(OD) et

LH,p; - LH,¢ dans C(éD) lorsque j — + oo. Puisque I'application :
Yy = Y. de C(0D) dans 2'(0D) est continue, on en déduit :

LHeo

lim LH,p;

j*+o

=LH, o

dans 2'(6D). D'ou LH, < LH,. cqfd.
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3. Construction du processus de diffusion.

La démonstration des théorémes 1, 3 et 4 reposera sur le théoréme
suivant : '

THEOREME 3.1. — Soit L une condition aux limites de Ventcel satisfaisant
a (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5). On introduit un opérateur linéaire non-borné
a : C(D) - C(D) de la maniére suivante :

a) le domaine de définition de (X est

2(X) = {ue C*{D) ; Lu = 0 sur dD}.
b) Au = Au pour toute ue P(X).
On suppose :

(I) Il existe un A = O et une fonction positive &, de C*(0D) tels que,
pour un o = 0, le probléme

{(oc_ —Au=0 dans D,
(A—Lou=0¢ sur 0D

admette une solution u e C>(D) pour toute ¢ dans un ensemble dense de
C@D), ou Ly =L — §,A.

(II) Pour tout o > 0, ona:
(3.1) Ye2(LH,) et LH,yeC®@D) = yeC>(@D).

Alors, si L est transversal sur 0D, Popérateur (X est préfermé dans C(D)
et safermeture A est le générateur infinitésimal d’un A-processus de diffusion
{T}i50 sur D tel que

(+) 2(A) N C*(D) = {ue C*(D); Lu=0 sur dD}.

Démonstration. — D’aprés I'hypothése (I), en utilisant le théoréme 5.1 de
Sato-Ueno [8], on voit que, pour tout a > 0, l'opérateur L, H, est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller sur dD; donc aussi que,

pour tout a > 0, opérateur LH, est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe de Feller sur dD en vertu du lemme 6.4 de [8]. D’aprés le lemme 5.1
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de [8], on en déduit que, si L est transversal sur dD, pour tout a > 0,
I’équation

(* %) LH,y = ¢ sur oD

admet une solution unique € 2(LH,) pour toute ¢ e C(dD). Pour tout
o > 0, on définit Popérateur de Green G, : C(D) - C(D) du probléme

(%), {(a — Au = f dans D,

Lu=0 sur 0D
par :
G.f = Gf — H,LH, "' LG f)
pour toute f € C(D) (cf. [8], (5.6)).

On obtient alors :
3.2) feC*D) = G, feC*D) et u=G,f
est une solution du probléme (%),.

Eneffet,si f € C*(D), onen déduit que iﬁ; L(LG?f) est dans C*(dD)
d’apreés la propriété (3.1); par conséquent G, f € C*(D) d’aprésle corollaire
22 et u = G,f est une solution du probléme (%), d’apres (2.1) et (2.2).

On va appliquer le théoreme de Hille-Yosida-Ray a l'opérateur &
comme dans la démonstration du théoréme XIX de Bony-Courrége-
Priouret [1] : '

THEOREME de HILLE-YOsIDA-RAY. — Soit ¢ : C(D) —» C(D) un opéra-
teur linéaire et D((X) son domaine de définition. On suppose :

(1) Pour tout o > 0, lopérateur o — (X applique 2((X) sur un sous-
espace dense de C(D).

(ii) Pour toute ue D(X) telle que sup u(x) > 0, il existe x € D tel que
xeD

u(x) =supu et u(x) < 0.

(i) 2() est dense dans C(D).

Alors, lopérateur (I est préfermé dans C(D) et sa fermeture A est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller {T}, ., sur D.
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Fin de la démonstration du théoréme 3.1. — Pour tout o > 0, I'image de
(@ — ) est dense dans C(D) puisquelle contient C*(D) d’aprés la
propriété (3.2) (propriété (i)). La propriété de maximum (ii) requise est une
conséquence du théoréme XI de [1] et de ’hypothése de transversalité faite
sur L. La propriété (iii) résulte, d’'une part de ce que, pour tous o > 0 et
fe C*(D), 2() contient les fonctions G, f(e C*(D)) d’aprés la propriété
(3.2), et d’autre part de ce que, pour toute fe C(D),
lim oG,f = f  dans C(D)
a— + oo
d’aprés la proposition II1.2.7 de [1] et ’hypothése de transversalité faite
sur L. v

D’apres le théoréme de Hille-Yosida-Ray, on en déduit que 'opérateur &
est préfermé dans C(D) et que sa fermeture A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe de Feller {T;}, ., sur D.

Pour démontrer que le semi-groupe {T,} estun A-processus de diffusion
sur D, il suffit de montrer que

(+) 2(A) n C*(D) = 2()
= {ue C}(D); Lu = 0 sur dD}.

Par construction du semi-groupe {T,}, on a

() = 2(A) n C*(D).

Inversement, soit u € 2(A) N C*(D). Puisque ue€ 2(A) et que A est la
fermeture de (¢ dans C(D), il existe une suite {y},.n = 2(X) telle que
u, - u dans C(D) et que Ay, —» Au dans C(D) lorsque k - + c. On
en déduit que Ay, —» Au dans 2'(D) lorsque k — + oo et donc que
Au = Au dans 2'(D), d'ou Au = Au dans C(D) car ueC?*[D). En
remarquant que I'application v — v (resp. ¢ = ¢) de C(D) (resp. C(dD))
dans L?(D) (resp. L2(0D)) est continue, on obtient donc :

U, > u dans L*(D),
Au, — Au  dans L*D),
Auyop — Aug, dans  L2(0D),

Ou
lorsque k — + oo. Rappelons que l'application : u — <u|@D,a—
n

) de
D

dans H™'%(0D) @ H™*%@0D) est continue d’aprés la proposition 2.1 (iii) de

H, = {ue L*(D); AueL*(D)}
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[9]. 11 en résulte que

N-1 92

— —-38A
x, 0x, l; ﬂ + Yu Ulop

ou, 6
= lim (p2 '——
im (p ot z a 6x, Z B + YU, — 8Au,,|ab>

k*+m ij=1 i=1

k= +

= 0 (4, € 2(A))

dans H™%%(0D). Dou Lu(x) =0 pouf tout point x'edD, car
ue C?(D); ce qui montre que ue D). La propriété (+) est ainsi
démontrée. c.q.f.d.

Remarque 3.2. — Si, pour tout a > 0, l'opérateur pseudo-différentiel
LH, est globalement hypoelliptique dans D :

Ve @D) et LH,eC®(@D) = e C®(@D),

on a la propriété (3.1) en vertu du lemme 2.5.

4. Démonstration du théoréme 1 : cas du second ordre.

4.1. 1l suffit de montrer que les hypothéses (I) et (II) du théoréme 3.1 sont
vérifiées. Pour cela, en utilisant le théoréme 5.9 de Hormander [4] comme
dans la démonstration du théoréme 2 de [12], on démontrera le théoréme
suivant :

THEOREME 4.1. — Soit s > 3 et L une condition aux limites de Ventcel du
second ordre satisfaisant a (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5) :

2

0x

PY

Lu(x) = p(x ) (x) + Z ai(x) (x)

i,j=1

+ Z ﬁ‘(X) (X) + y(x)u(x) — 3(x) Au(x)(u € C*(D)).

0x

(1.2) u(x) =0 sur 0D.

1.3) g, (x'8) = Y oU(x)EE; >0 sur T*oD\O.

ih,j=1

(1.4) Y(x')
(1.5) 8(x)
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On suppose que L est transversal sur 0D et que :

(H) en tout point (x't') de

~{wreT oo =t @ ne= S i =0},
S o)~ X B

ih,j=1

~

H,,(x'.8) + u(x) +

1
2
Alors, pour tout o > 0, le probléme

(%) {(cx — Au = f dans D,
Lu=9¢ sur 0D

admet une solution unique ueH*~'(D) pour toutes feH:"* (D) et
¢ € H*-%(D).

De plus, pour tout o > 0, lopérateur pseudo-différentiel LH, est
hypoelliptique dans 0D .

Ici H3(D) (resp. H5(0D)) désigne I’espace de Sobolev sur D (resp. D)
d’ordre s.

Ce théoréme sera établi au paragraphe 4.2 ci-dessous.

Démonstration du théoréme 1. — On déduit du théoréme 4.1 que
I’hypothése (I) du théoréme 3.1 est satisfaiteavec A = 0 et 3, = 0 d’aprésle
lemme de Sobolev et que ’hypothése (II) du méme théoréme est satisfaite
d’aprés la remarque 3.2.

4.2. Démonstration du théoréme 4.1. — 1) En utilisant 'opérateur de
Green GS et 'opérateur harmonique H, comme dans [11], on raméne
I’étude du probléme (%) a celle de 'opérateur pseudo-différentiel LH, :

N—1 J R}
¥y - LHVY = P_(Ha‘l’”ao + ?:la dx; dx;
Z 6V vy — ady

iz 0x;

du second ordre a paramétre réel o, sur le bord oD (cf. [11], prop. 2.3) :

PROPOSITION 4.2. — Soit o = 0. Pour deux fonctions

feH"}D) et ¢ e H*-¥*@D)
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avec s = 3, il existe une solution ue H(D)(t <s) du probléme
(@ — Au=f dans D,
(%) L ou + NZ_I y O +Nil p u + 3 Aul
Uu=p— o — u—
? . on 2, 0x;0x; ;1 0x; Y Hleo
=¢ sur 0D

si et seulement si il existe une solution € H'~Y%(0D) de I'équation
(% %) LHV = ¢ — LGyf

=¢ - ub;(GSf)IaD + 8flop sur 0D.

2) En utilisant une variante d’'une méthode de Agmon-Nirenberg comme

dans [11] et [12] (cf. [2]), on va étudier le comportement de I'opérateur
pseudo-différentiel LH, lorsque o > 0.

1° Soit S = R/2nZ le cercle unité. Pour toute

®eH 120D xS) avec teR,

il existe une solution unique w € H'(D xS) du probléme

62
<A+—2>W=0 dans D x S,
0z

| Wlopxs = @ sur 0D x S.
Ici zeS. On définit Popérateur harmonique

H: H-'"2(0DxS) - H(DxS) par w=Hp.
Notons que LH :

o'

- 0 - N-1 32('5 N-1 -6(73 - )
— (A®)|op s + + e+ 8 —
¢ - Han( ®)lop s Ugl ox; 0x, i; B ox; Yo

est un opérateur pseudo-différentiel du second ordre sur D x S.

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 3.1 de [11],0n a
le

LeEMME 4.3. — Soit o = I avec 1€ Z. On a alors :

{LFI((p ® e'?) = LH, 0 ® €' pour toute ¢ e 2’ (0D);
(LA)* (¥ ® €'?) = (LH,)*V ® €'*  pour toute € 2’ (dD),

ou (LA)* et (LH,)* sont les adjoints formelsde LH et LH, respectivement.
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La relation entre les normes IIH,(aD) et ||, @D x 5 POUT > 0 est donnée
par le

LEMME4.4 (cf. [2], prop.4). — Soit t > 0. Il existe une constante C; > 0
dépendant de t telle que, pour tous @ € C* (0D) et leZ, on ait :
- ilz2 2 2
Ci Yo ® e fuiepxs) < [0luopxs) + P|0lhteps)
o2
< Gyl ® e*lutopxs)-

2° On va calculer le symbole de I'opérateur pseudo-différentiel LA du
second ordre sur dD x S.

Soit (x,8,2,0) = (X1,X3,. « - XN—151552,- - -»Gn-1,2,5) des coordonnées lo-
cales du fibré cotangent T* 0D x T*S = T* (0D xS). En raisonnant
comme dans la démonstration des lemmes 2.2 et 2.4 de [12], on obtient le

LEMME 4.5 (cf.[12],lemme 3.1). — i) Le symbolede — LH est donné par :

4.1) g,(x"&,2,0) + 4,(x,&,2,) + des termes d’ordre < 0

N-1
= [ > a"(X')§i€j+5(X’)C2}

ij=1

+ [H(X')\/E’lz + ¢ + \/ -1 IE: (—B"(x’))E_,ijl + des termes d’ordre < 0.

ii) Le symbole de — (LA)* est donné par :
4.2) q,(x.8,2,0)+7,(x',&,2,0) + des termes d’ordre < 0

= [Ni aU(x)EE; + 5(X’)C2} +[u(X’)\/ g1* + ¢

ij=1

+V- (Z Bi(x)E — 2 Zl——(x

N-1

Y, ol (x) 51——()6 ))] + des termes d’ordre < 0.
P( )11 1

Iei p(x') = (dét (g;(x))"2.
3° En appliquant le théoréme 5.9 de [4] a 'opérateur LH (resp. (LH)*),
on obtient le

LEMME4.6. — Soit seR, t <s — 1 et L une condition aux limites de
Ventcel satisfaisant d (1.2), (1.3) et (1.5). On suppose que L est transversal sur
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0D et que :
(H) en tout point (x'.£) de
N-1
T = {(¢8)eT*aD\0; [l=1 et q,(x) = ¥ o(x)e; =0},
ij=
1 . = Nol
3 H,,(x"&) + p(x) + UZ;,I aG(x)E — ‘_; P(x)&;| > 0.
On a alors :

i) Il existe une constante C, > 0, dépendant de s et t, telle que, pour
toute ¢ € C* (0D xS), on ait

4.3) |(P|Hs 32D xs) € 2(|Lﬁ(p|l-[5 S2@pxs) + |(P|H' 12@pxs) .

ii) Il existe une constante C% > 0, dépendant de s et t, telle que, pour
toute e C® (0D xS), on ait

4.3)* N’\Hs epxs) < C3 (|(LH)*‘I’|HS 5/0D xS) + N’llﬂl 126D x$)) -
De plus, LA et (LF)* sont hypoelliptiques dans D x S.

Démonstration. — Notons d’abord que, le symbole principal

4,(x,8,2,0) = 'Zl a¥(x)EE; + 8(x)L?
ij=
de Popérateur pseudo-différentiel — LA (resp. — (LFA)*) vérifiant la
condition du cone (1.2) de [4] d’aprés (1.3) et (1.5), I'inégalité (4.3) (resp. (4.3)%)
est localisable (cf. [4]). 11 suffit donc de montrer que, si L est transversal sur
0D et si Phypothése (H) est satisfaite, alors LA et (LH)* vérifient les
conditions du théoréme 5.9 de [4] (cf. [12], théoréme 5.2).

Soit (U,x) (resp. (W,t)) une carte locale de D (resp. S). Posons :
Euaw = {(¥,E,20) e (T* DX T*S)\0 ; (x',2) e U x W, [E]> + % =1

o B(ERD = T K5 + BIE = 0},
Draprés (1.3) et (1.5), on a :
Low=EGLy VED
= {(x',¢,25) e T* ID x(T*S\0); (x,2)e Ux W, [E]*+{*=1, 8(x)=0
et z ai(x)EE;=0}u {(x',E,2,0) € (T* dD\0) x T*S ; (x’ z)eUxW lE=1

et Z o(x)gL;=0}.

ij=1
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D’aprés (4.1) (resp. 4.2)), en remarquant que sur £,

N-1

Y @U(x)g =0 (1Sj<N-1)

i=1

d’aprés (1.3), on voit que le symbole sous-principal §\(x',t',z,{) (resp.
Fi(x,E,20) de — LA (resp. — (LA)*) sur £, est:

(44 §)(x8.20) = §,(x'.8,20)
N-1 02
2\/_<1 5%, 3%, —— (3(x"820) + — 20 (G ("8 ZC))>
= pux) + /- ( 2 a:j:)&i - _g Bi(x')§i>'
(45) ;’1 (X',é',Z,C) = rl(x ,& ’Z’C)
__ ! (Z P G 52~"c»>
2\/—:T ] axj 5&, (‘12(" ’E.a ’Z,C)) + az 6C (‘b(x ’&.a sZ5

= () — /= 1 (Z alh ()& — }: B*(x’)é.-)-

ij=1

D’ou d’aprés (1.2)
{_ Re q,l (x',élazsc) = - u(x) < 0 sur 2U XW
€ ;Il (x',ﬁl,Z,C) - H(X) S sur zUxW'

On en déduit que la condition du cone du théoréme 5.2 de [12] est satisfaite
pour g, et g (resp. g, et ¥;) etque,si L esttransversal sur oD (cf. (1.6)),
alors Re g} =p(x) (resp. Re 7, =p(x')) est strictement positif sur

£0 = {(x£,20) e T* aD x (T*S\0) ; (x',2) e Ux W,
B + %=1, 8(x)=0 et Zl oi(x)EE,; =0},

i.e., que la condition ii) du théoréme 5.2 de [12] est vérifiée pour LH (resp.

(Lﬁ)*) sur 2‘“
On va donc la vérifier sur 2‘33(“,. Pour cela, on calcule
T‘} Hih(x'aglazsc)
du hessien H; (x',£',z,0) de

3, (820 = ) o¥(x)EE;+3(x)¢?

ij=1
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par rapport a (x,£,z,0) sur

$@ = {(x,E,2,0)e(T* 8D\0) x T*S;(x,z)e U x W, [¢] = 1

UxW

N-1

et Y ai(x)Eg;=0}.

ij=1
En remarquant que §,(x",,z,0) = q,(x’,&") + 8(x){* et que
Tr Hpp (X820 = 0 sur $@

UxW?

on déduit que, en tout point (x'¢,z() de £ .

Tr H, (x,€,2.0) = Tr H, (x,€,2) + Tr Hy2 (x,€',2,0)
=TrH, (x.£).
D’aprés (4.4) et (4.5), ’'hypothése (H) implique alors que la condition ii)
du théoréme 5.2 de [12] est vérifiee pour LA et (LA)* sur £? . cqfd.

UxW*

4° 1l résulte des lemmes 4.3, 4.4 et 4.6 la proposition suivante :

PROPOSITION 4.7. — Soit o = 1> avec leZ et L une condition aux
limites de Ventcel satisfaisant a (1.2), (1.3) et (1.5). On suppose que L est
transversal sur 0D et que hypothése (H) est satisfaite.

Pour tout s = 5/2, il existe alors une constante R > 0 dépendant de s
telle que, si o/ =12 = R, on ait :

i) il existe une constante C; > 0 dépendant de s telle que, pour toute
¢ € H*32(0D) avec LH, @ € H=%%(éD), on ait
y ) 2
(4.6)  10lus—32ap) + 0*~*|lL200)
2 , 2
< C3(ILH,@lus-520p) + o° ¥ |LH,0l120p) ;
ii) il existe une constante C% > 0 dépendant de s telle que, pour toute
Y € H-%(0D) avec (LH,)*y € H*~%?2(dD), on ait
2 , 2
(4.6)*  lus-320p) + ¥ V| 20
2
< CH((LH ) lis-sam) + o*~ALH*¥liem).

Démonstration. — Soit ¢ € H*~32(0D) telle que LH, ¢ € H*~>? (0D). En
vertu de la remarque qui suit le lemme 1.4.5 de [3], il existe une suite
{¢}in € C*(0D)  telle que @; - ¢ dans H:3*@D) et
LH,¢; - LH,¢ dans H:~%2(dD) lorsque j - + oo. Il suffit donc de
montrer I'inégalité (4.6) pour toute ¢ € C*(0D). De méme, il suffit de
montrer I'inégalité (4.6)* pour toute y € C* (D).
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La proposition 4.7 se démontre en appliquant 'inégalité (4.3) (resp. (4.3)*)
avec s=5/2 et t=12 a =0 ®e” (resp. P=y®e"?) avec
@ € C* (0D) (resp. Y € C* (0D)) et l € Z, puisen utilisant les lemmes 4.3 et
4.4. c.qfd.

5° Soit o > 0. Pourtout s e R, onintroduit un opérateur linéaire non-
borné et fermé @(a) : H*~32(0D) — H*~5?(6D) de la maniére suivante :

a) Le domaine de définition de @'(a) est
2@ () = {9 e H=*?(0D); LH,p € H*~%?(0D)}.
b) @(x)¢ = LH,@ pour toute ¢ € 2(¢ ().

Puisque 2(@(a)) contient C® (D), on voit que 2(& (o)) est dense dans
H:-3?2(0D) et donc qu’il existe ’adjoint
C(a)* : H*52(0D) » H=*+¥2(0D) de (o).

De méme, pour tout s € R, onintroduit un opérateur linéaire non-borné
et fermé @ ,()* : H-s+2(0D) —» H~—**¥?(0D) de la maniére suivante :

¢) Le domaine de définition de @, (a)* est
2(C(W*) = {y e H**32(D); (LH)*y € H~*+¥2(0D)}.
d) T, (*y = (LH)*V pour toute y € 2(0, (0)*).

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 4.1 de [11], on
obtient le

LEMME 4.8. — Soit o > 0. On a alors ¢()* < &,(x)*.
D’aprés la proposition 4.7, en utilisant le lemme 4.8, on obtient la

PROPOSITION 4.9. — Soit o =12 avec leZ et L une condition aux
limites de Ventcel’ satisfaisant da (1.2), (1.3) et (1.5). On suppose que L est
transversal sur 0D et que 'hypothése (H) est satisfaite. Pour tout s > 5/2, il
existe alors une constante R > 0 dépendant de s telle que,si o/ = 1> > R,
Popérateur @ (o) : H=%2(6D) — H*32(0D) est bijectif.

Démonstration. — 11 résulte du résultat i) de la proposition 4.7 que, si
o =12 > R, Popérateur & () estinjectif. Il reste alors & vérifier que & (o)
est surjectif.

En utilisant le lemme 4.3, il résulte de I’hypoellipticité de (LF)* (cf.lemme
4.6) que

YyeZ' (0D) et (LH)*YeC® (D) = Y eC*®(dD).
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D’aprés le résultat ii) de la proposition 4.7, on en déduit que,si o’ = 1> > R,
Popérateur @,(o)* est injectif ; donc aussi que &' (a')* est injectif d’aprés le
lemme 4.8. D’ou la surjectivité de &(o'). c.q.fd.

3) Par un argument de perturbation compacte, on va montrer que, pour
tout a > 0, lopérateur &(o) est d’indice zéro.

D’aprés (4.1) de [12], on voit que, pour tout o > 0 fixé, le symbole de
I'opérateur pseudo-différentiel — LH, sur 0D est donné par :

N-1 N-1 .
4.7 .Z’ a(x)EE; + [M(X’)Ié’l +v-1 21 (- B'(X’))éa]
ij= i=
+ des termes d’ordre < 0 dépendant de .

On en déduit que, pour tous o, o > 0, il existe un opérateur pseudo-
différentiel K(a,a') d’ordre zéro sur 0D, dépendant de o et o, tel que

LH, = LH, + K(ao,2).
D’ou
Ind & (o) = Ind G (),

car 'opérateur K(o,a') : H=32(6D) — H*~%%(0D) est compact d’aprés le
théoréme de Rellich. On déduit donc de la proposition 4.9 la

ProrosiTiON 4.10. — Soit o > 0 et L une condition aux limites de
Ventcel satisfaisant d (1.2), (1.3) et (1.5). On suppose que L est transversal sur
0D et que Phypothése (H) est satisfaite. Alors, pour tout s = 5/2, Popérateur
G(o) : H73%(0D) — H* %%(0D) est d’indice zéro.

4) D’apres le corollaire du théoréme XI de [1], on obtient une variante du
principe du maximum au bord :

ProrosiTiION 4.11. — Soit L une condition aux limites de Ventcel
satisfaisant a (1.2),(1.3), (1.4) et (1.5). On suppose que L est transversal sur 0D .
Pour tout o > 0, on a alors :

ueC*D), Lu(x) >0 sur 0D
et
(A—a)u(x) =0 dans D = u(x) <0 sur D.
Fin de la démonstration du théoréme 4.1. — En vertu de la proposition 4.2

avec t = s — 1, il suffit de montrer que, si o > 0 et s > 3, 'opérateur
G(a) : H*~%%(0D) — H*~5/%(dD) est bijectif. Pour cela, en remarquant que
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@(o) est d’indice zéro d’aprés la proposition 4.10, il suffit de montrer que
Popérateur est injectif.

Notons d’abord que, en raisonnant comme dans la démonstration du
lemme 4.6, on voit d’aprés (4.7) que, si I’hypothése (H) est satisfaite,
Popérateur pseudo-différentiel LH, est hypoelliptique pour tout o > 0
sur 0D.

Supposons que YeH'32(@D) et G()y = LH Y =0(s >3 et
o > 0). On en déduit que  est dans C®(0D) d’aprés I'hypoellipticité de
LH,; doncaussique w = H,yy € C*(D) et w est une solution du probléme
(*)avec f=0 et ¢ = 0 d’aprés le corollaire 2.2. Par conséquent w = 0
d’aprés la proposition 4.11,d’ou ¥ = w|;p = 0, ce qui montre que & (a) est
injectif.

Le théoréme 4.1 est ainsi démontré.

5. Démonstration des théorémes 2, 3 et 4 :
cas du premier ordre.

5.1. Démonstration du théoréme 2. — 1) Soit L, une condition aux limites
de la dérivée oblique :

, L Ou NSt Ou , , -
Lou(x’) = H(X)%(X) + Zl ﬁ'(x)E;(X) + y(x)u(x)(u € C*(D)).

On considére le probléme aux limites suivant : pour deux fonctions f et ¢
définies dans D etsur dD respectivement, trouver une fonction u dans D
telle que

[(@ — A)u = f dans D,
’ . 5u N-1 . au
(%) (""Lo)“:‘l»l(—a)"’ ;(— ﬁ‘)a—xi+(7»—7)“lao=¢
| sur dD,

ou o et A sont des nombres réels.

Pour g et h dans C®(T* dD), on désigne par {g,h} le crochet de
Poisson de g et h:

N-‘(ﬁg oh dg 6h>
08; 0x;  0x; 0K; .

{gh} = Y

i=1
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Drapres le théoréme 1 de [12], on obtient le

LeEMME 5.1. — Soit s = [n/2] + 4. On suppose :
(H1) p(x)=0 et y(x)<0 sur oD.
(B.1) A >0.

(C); A est assez grand pour que, en tout point x' de

M = {x'edD; p(x) = 0},
1 1 Nol
A —v(x) + Edlv B(x) — 5(8—3/2) {1g'?, Zl B(x)E} > 0

pour tout &' eT¥ 0D avec 0 < €| < 1. Ici divP est la divergence de
B = (B'.B?....BN"") par rapport a la métrique (g,;(x)) de D.

Alors, pour tout o > 0, le probléme (%) admet une solution unique
ue H* YD) pour toutes fe H*~3D) et ¢ € H*~%?(dD).

En effet, il suffit de remplacer R", Q,T', T, A,a,b, o, v et & dans [12] par
RN D,0D,M, —a, ;;, A — 7y, — B, — n et @ respectivement.

En remarquant que H*~(D) = C?>(D) d’aprés le lemme de Sobolev

(s = [n/2] + 4) et que C*(D) = H*"*(D) et C® (0D) = H*32(JD), on
obtient le

COROLLAIRE 5.2. — On suppose que hypothése (H.1) est satisfaite. 11 existe
alorsunnombre A > 0 tel que, pour tout o > 0, le probléme (%) admette une
solution unique u e C*(D) pour toutes fe C*(D) et ¢ € C* (dD).

2) Soit L wune condition aux limites de Ventcel’ du premier ordre
satisfaisant a (1.2), (1.4) et (1.5).

0 N-1 0
Lu(x) = u(x’)a—:(X’) +y ﬁ'(x')a—;

13

+ y(x)u(x) — 8(x") Au(x’) (u e C*(D)).

(1.2) p(x) =0 sur 0D.
(1.4) Y(x) <0 sur 0D.
(1.5) 8(x) =0 sur 0D.

Puisque C?® (0D) est dense dans C (éD), en utilisant le théoréme 5.1 de

Sato-Ueno [8], on voit d’apreés le corollaire 5.2 avecf = 0 que L, H, estle
générateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller sur dD ; donc aussi que
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LH,(L =L, — 6 A) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
Feller sur 0D en vertu du lemme 6.4 de [8]. D’aprés le théoréme 5.2 de [8],
on en déduit que, si L esttransversal sur dD, il existe un semi-groupe de
Feller {T,},,, sur D. De plus, d’aprés les lemmes 4.5 et 2.3 de [8], on a les
propriétés i) et ii) du théoréme 2 pour le générateur infinitésimal A de {T,}.

5.2. Démonstration du théoréme 3. — 11 suffit de montrer que les
hypotheses (I) et (II) du théoréme 3.1 sont vérifiées. D’aprés le théoréme 2
de [12], on obtient comme le corollaire 5.2 le

LeEMME 5.3. — On suppose :
(H1) px)=0 et y(x)<O0 sur 0D.

(H.2) Il existe une constante C, > 0 telle que

_‘_21 Bi(x)&| < Cop(x)E'| sur T*dD.

(B.1) A >0.
Alors, pour tout o > 0, le probléme

(@ —Au=f dans D,

0 N-1 .0
(x—LO)u=u(- —a“) + 3 (=B + A—Y)ulp = @ sur D
n i=1 axi

admet une solution unique u € C*(D) pour toutes fe C*(D) et ¢ € C* (dD).

On déduit du lemme 5.3 que ’hypothése (I) du théoréme 3.1 est vérifiée
avec A >0 et 8, = 6.

On va donc montrer que I’hypothése (II) du méme théoréme est vérifice.
D’aprés (4.1) de [12], on sait que, pour tout a > 0 fixé, le symbole de
Popérateur pseudo-différentiel — LH, du premier ordre sur dD est donné
par :

.1) [u(X’)IE,'I /o1 g:(— B"(x'))ai]

1 ,AI £
+ [(—y(x’)w (<) + () (“"lff,l’f) - (N—l)M(x'))
1 _ 2
+\/—1u(x)(\/p(x) g G n)—(—\/T> ; 5 l))]

+ des termes d’ordre < — 1 dépendant de «.
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Ici o,(,) estla deuxiéme forme fondamentale en un point x’ de ’hypersurfa-
ce 0D « RN, M(x') est la courbure moyenne en un point x' de oD et

& = ()57 ()8 . - gNUX)E.

D’aprés (5.1), en raisonnant comme dans la démonstration de la
proposition 5.1 de [12], on obtient le

LEMME 5.4. — Soit o = 0. On suppose :
(A.1) u(x) =0 sur 0D.

(H.2) Il existe une constante C, > 0 telle que

< Cop(x)E| sur T*D.

N-1
S B

(B1) —vy()+ ad(x)>0 sur M = {x'€dD; px) = 0}.
Alors LH, est hypoelliptique dans 0D .

En effet, il suffit de remplacer R, Q,I',T'g,A,a,b,a,v,T(A) et @ dans[12]
par RN, D,0D,M, — a,n, — v + a8, — B, — n, LH, et | respectivement.

Puisque, si L est transversal sur dD (cf. (1.6)), I'hypothése (B.1) du
lemme 5.4 est satisfaite pour tout o > 0, on déduit du lemme 5.4 que
I’hypothése (ITI) du théoréme 3.1 est vérifiée d’aprés la remarque 3.2.

5.3. Démonstration du théoréme 4. — D’aprés le théoréme 2 de [11], on
obtient un lemme analogue au lemme 5.3 :

LeMME 5.5. — On suppose :
H1) p(x)=0 et y(x') <0 sur dD.

(C.2) Le champ de vecteurs B = (B',B%,....BN"") sur 0D est non nul sur
M = {x' € dD; u(x) = 0} et aucune courbe intégrale maximale de P n’est
entierement contenue dans M.

(B.1) A > 0.
Alors, pour tout o > 0, le probléme

((a—=Au=f dans D,

((k Lo)u—u<-—> Z— ‘)7+(7» Y)ulsp = @ sur 0D

i

admet une solution unique u € C*(D) pour toutes fe C®(D) et ¢ € C*® (D).
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De plus, on obtient un lemme analogue au lemme 5.4 :

LEMME 5.6. — On suppose :
(A1) p(x)=0 sur 0D.

(C.2) Le champ de vecteurs B = (B',B%,...,BN"") sur 0D est non-nul sur
M = {x'€dD; u(x')=0} et aucune courbe intégrale maximale de B n’est
entiérement contenue dans M.

Alors, pour tout o = 0, LH, est globalement hypoelliptique dans 0D .

Démonstration. — D’aprés (5.1), en utilisant la théorie des opérateurs
intégraux de Fourier & phases complexes de Melin-Sjostrand [6] comme
dans la démonstration du lemme 3.6 de [11], on voit que I’opérateur pseudo-
differentiel LH, sur 0D admet pour tout « > 0 une paramétrixe bilatére
E,, continue de H*(éD) dans H*(JD) pour tout s € R, au sens habituel :

LHa’Eu = Ea'LHu = I@’(aD)’

ou A =B si A — B est un opérateur régularisant. D’ou en particulier
I’hypoellipticité globale de LH,. c.q.f.d.

On déduit des lemmes 5.5 et 5.6 que les hypothéses (I) et (II) du
théoréme 3.1 sont vérifiées avec A > 0 et §, = 6.
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