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UNE PROPRIETE DE LA COMPACTIFICATION
DE MARTIN
D’UN DOMAINE EUCLIDIEN

par Alano ANCONA

Introduction.

Soient Q un domaine greenien de R"*(n>2) et Q le compactifié de
Martin de Q relativement au faisceau des fonctions harmoniques ordinai-
res (*). Onnote A = Q — Q la frontiére de Martinde Q et A, I'ensemble
des points minimaux de A. Dans la premiére partie de ce travail, on se
propose d’établir le critére géométrique suivant de convergence vers un point
de A, :

(P,) Supposonsque 2 contienne une boule ouverte B(x,,r)(r>0) etsoit
z, unpointde dB(xo,r) N 6Q : alorsle point x, + t(zo—x,) tend dans Q
vers un point de A, lorsque ¢ e [0,1[ tend vers 1.

On peut d’ailleurs étendre ce résultat aux suites de B(x,,r) tendant non
tangentiellement (dans la boule) vers z,, et préciser le comportement sur 0Q
de la minimale ainsi obtenue.

On obtient ainsi une solution positive, dans un cas particulier, & un
probléme de G. Choquet pour un domaine contenant un cone ouvert de

. . 2n .
révolution. Dans [1] on a construit, pour ¢ € :’0, ?[ un domaine plan Q,

contenant I'« angle » {tei"; 0<t<2,0|< g} , et tel que 'adhérence dans

(*) On peut étendre I'essentiel des résultats de ce travail au cas des opérateurs
elliptiques d’ordre 2, a coefficients holderiens ([12]).
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Qv du segment réel O, 1] englobe une infinité de pointsde A — A,. On
peut d’ailleurs en modifiant convenablement la construction obtenir un tel
domaine pour tout ¢ € ]0, n[ (voir la remarque 5 plus bas).

La propriété (P,) donne un critére simple de convergence vers un point
de A,, n’exigeant aucune régularité sur dQ au voisinage de z,, contraire-
ment aux critéres déja connus : domaines a courbure bornée de De La Vallée
Poussin ([9], [8]) domaines lipschitziens étudiés par R. A. Hunt et R. L.
Wheeden ([5], [6]) (on trouvera d’autres exemples, plus particuliers, dans
[17, [2], [3], [7]). De plus, la propriété (P,) permet par exemple d’obtenir
une nouvelle condition simple pour que I’adhérence Q de Q soit naturelle-
ment homéomorphe a Q : il suffit que Q soit borné et réunion d’une famille
de boules ouvertes de méme rayon r,(**¥) et que si Q contient deux boules
ouvertes B, et B, derayon r, etopposées par rapporta un point z de 0Q,
Q contient un cdne ouvert de sommet z et de révolution par rapport a un axe
normal au diamétre commun de B; et B,. Cette classe de domaine n’est pas
comparable (pour I'inclusion) a la classe des domaines lipschitziens bornés.

La méthode suivie sugggre et permet d’établir dans le cas plan une autre
propriété :

(P,) Soient @,y > 0, avec ¢ + 2y < 2n, ¢ > {y; siona :

{te"’; 0<t<2, |9|<92i} cQc {te“’; t>0, |9|<§+\l’}

alors la trace sur J0, 1] du filtre des voisinages de 0, converge dans Q vers
un point minimal de A.

Ce résultat était également suggéré par les exemples déja mentionnés de

[1].

Dans la derniére partie de ce travail on apporte une solution négative a
une conjecture de Martin; il n’est pas vrai en général que dans Q on a
A = A, ; cette propriété est mise en défaut dans le cas du domaine plan

1 3
C n+—,n+-\}
(el in+3)
On peut construire des contre-exemples analogues dans R3.

(**) SiQ posséde seulement ces deux propriétés, il n’y a qu’une ou deux minimales
normalisées distinctes associées a un point frontiére (voir le 8-b).
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Les méthodes utilisées ici prolongent celles de [1] : établissement de
majorations d’un type introduit par Carleson ([4], [5]), puis obtention a
partir de la d’« inégalités de Harnack jusqu’au bord » qui permettent de
déterminer la frontiére de Martin de Q.

1. Un critére de convergence vers un point minimal.

Dans toute la suite Q désignera un domaine de Greende R"(n>2),G sa
fonction de Green ; on notera B(x,r) la boule ouverte (euclidienne) de centre
x et de rayon r,e; =(1,00...), e, =(0,1,0...) les deux premiers
vecteurs de la base canonique de R"; on pose enfin ||x|| = \/Zx}? pour
X =(x4,x, ...)€R" et d(x,y) = [|Ix — y|.

On commence par établir I'estimation suivante, analogue a une estima-
tion de L. Carleson pour les mesures harmoniques dans un domaine
lipschitzien (voir [3], [4] et [1]).

LEMME 1. — On suppose que S contient le demi-espace x; > 0, on
désigne par D, la demi-droite {te,; t>0}, et on pose A, = te,. Il existe
une constante ¢, > 0 ne dépendant que de n, telle que

VQeD,, Vt>0, VPeQ ndBOy) G(PQ) < c,;GAQ).

On utilise la symétrie x +— x par rapportal’hyperplan x, = 0; si Q
est dans le demi-espace x, > 0, ona:

(1) VPeQ =Q n{x;x;<0} G(P,Q) < G(P,Q)

Pour le voir, il suffit d’appliquer le principe du maximum a la fonction
surharmonique sur Q, P— G(P,Q) — G(P,Q), qui posséde une limite
positive en chaque point de 0Q n Q et qui est minorée par 'opposé d’un
potentiel sur Q.

On considére ensuite d’autres symétries; pour simplifier les notations
identifions le plan engendré par e, et e, au plan complexe, (e e,) se
transformanten (1,i), et notons x = (x; +ix,,x3,. . .,X,) tout point x € R".

D’aprés les inégalités de Harnack, si u est harmonique positive sur le

. T
domaine {(z,x3,. ..); 0<Argi(z) < 5} on a, avec une constante ¢ > 1 :

(2) ‘ u(te®x;...) < cu(te,x;. ..)
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n 3n
pourtout t > 0,(x;,...)eR""2, 9, ¢'c |:§, ?] Il faut remarquer qu’une

homothétie raméne a t = 1.

Soit s la symétrie par rapport a ’hyperplan

3n
H = {(z,x3. ..); Argl(z) = ?}

Draprés (1) et (2), on a pour P = (z,x5...) :
(B VQeD,, Arg(s= %ﬂ ¢ G(P,Q) < ¢G(s(P), Q)

En appliquant le principe du maximum & la fonction
3n Sn
P+— ¢G(s(P),Q) — G(P,Q) dans Q n {(z,x3,. ) ) < Argi(z) < ?}

on obtient

. S .
Sup {GQ(te"",x3. ) — <0< ?n} < ¢ Sup {GQ(te“",xs. L)

< <3n}

T
8 8
On voit alors en faisant tourner ’hyperplan autour de 'axe D, , que si ¢ I

. 3n
désigne le cone d’axe D, et de demi-angle au sommet 3 ona:

QeD,, t>0,
= sup {Go(P);||P]|=t} < csup {Go(P);|IP|| = t, PeF}.

Une nouvelle utilisation des inégalités de Harnack et une homothétie
donnent alors :

ou Q| >2t:

N o=

4 t>0, PeQndBOr, et Q<

G(P,Q) < 'cG(A,Q).

t
Considérons enfin le cas ou 2 < ||Q]| < 2t,||P|| = t,; on peut supposer

IQIl # t et majorer,d’apréslesinégalités de Harnack, Gq par ¢"Gg(A)) sur

t —_
la sphére 0B (Q,l——ﬁu), ce qui avec le principe du maximum éta-

blit I'inégalité (4) dans ce dernier cas.
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Pour un domaine contenant une boule, on déduit du lemme 1 les
majorations suivantes :

COROLLAIRE 2. — On suppose que € contient la boule ouverte
B(x,r)(r>0), et que yedB(x,;r). Désignons par X le diamétre
1
1y,y + 2(x—y)[ et pour ae]O,i], posons P, =y + a(x—y). On a

alors, avec une constante ¢, > 0 ne dépendant que de n :

1
Yo e ]O, 5], VQeZ, PeQ n dB(y,ar), G(P,Q) < ¢,G(P,Q).

En raisonnant comme a la fin de la démonstration précédente, on obtient
facilement I'estimation lorsque Qe [P,,P,,]; considérons donc les

Q ¢ [Pa/23P2a] .

. 1 . .
Avec une homothétie, on se raménea r = 3 ; la transformation de Kelvin

associée a I'inversion de pole y + 2(x—y) et de puissance 1, suivie d’'une
isométrie raméne a un domaine Q contenant le demi-espace x; > 0, eta
établir pour ce domaine I’estimation suivante (avec les notations du lemme 1)

VQED+’ Q¢}—‘

G(P.Q) < ( -

|:, VP e dB(a) n Q

o)

\ L - L —oe, oe,;
ou B(a) désigne la boule de diamétre | ——, .
240 2—a

o
Si ||Q||<4 Gy est majorée sur Q—B<0,3_—a> par

ae
chQ<3_;>, d’aprés le lemme 1 et le principe du maximum ; avec les

inégalités de Harnack on a aussi :

oe, oe,
G < cG s
°(3—a> ¢ Q<2—a>

o
4—a

ce qui prouve l'estimation pour [|Q|| <

il =

; on raisonne de méme pour
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COROLLAIRE 3. — On conserve les hypothéses et les notations du corollaire 2.
Il existe une constante cy > 0 telle que :

2
G(P’Q) < CSG(P’Pa) .

1
) Vae]O,E], VP e B(x) M B<y,g), VQ € Q  dB(yor) :

Désignons par P, le point ou la demi-droite xP coupe la sphére 0B(x,r)

o o
et posons x, = P, + E(X—Pl)’ x! =P, + Z(y_x)'

ar
Supposons d’abord ||PP,|| < r et appliquons le corollaire 2 pour la

o
boule B (x;, é) et le point frontiére P, (au lieu de y), on obtient :

or
6) GP,Q) <, GPx)), pour Qe 6B(P1,Z> NnQ.
Le principe du maximum montre que I'inégalit¢é a encore lieu pour
Q € 0B(y,ar) ; appliquant ensuite les inégalités de Harnack a la fonction

o
z ~— G(P,z), harmonique sur B(x,(l - §>r>, on obtient

1
G (P,x) < ¢G(P,P,). D’ou le corollaire pour ||PP,|| < 3 or.

o or
Si ||PP, || >§r, soit P’ le point de PP tel que PyP' =0 les

inégalités de Harnack (pour les fonctions z — G(z,Q)) montrent que :
1
= G((P,Q < GPQ) <IG(P,Q  QedB(yor) nQ
c

d’ou l'inégalité (5) en utilisant G(P',Q) < cc,G(P,P,).

On déduit maintenant des corollaires 2 et 3 une inégalité de type
« Harnack a la frontiére » permettant de comparer les potentiels Gp sur le
diamétre X.

THEOREME 1. — Conservons les hypothéses et les notations des énoncés
précédents et notons B, lintersectionde B(x,r) et B(y,ar), et L, le segment

[y +alx—y), y+2(y—x).
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Il existe une constante c, > 0, ne dépendant que de n, telle que :

1
7 Vae]O,%], VP,P' €B,, QeZX,o:

GPQ _ GFQ
G(P,P,)  *G(P\P,,)

Avec une homothétie et une trapslation onseraméned or = 1 ety=20;

D’apres le corollaire 3, pour P € B,, Q € dB(y,2ar) :
G(P,Q) < ¢;G(P,P,,)

et par conséquent,

(8) G(P,Q) < ¢5.G(P,P, )1n(Q), VQ e Q — B(y,2ar)
ou pu désigne la mesure harmonique de dB(y,2ar) dans

Q — B(y,2ar) = Q — B(y,1).

Fixons alors ® e C3° (R", a support dans la couronne % < x|l < %

égale a 1 surlasphére ||x|| = 1. Onsait quela mesure harmonique p, dans

Q est donnée par la formule po = AGq + 8¢ ot G est la fonction de
Green de Q = Q — B(y,1), prolongée par zéro hors de . D’ou :

RV

H(Q) < po(@) = JG(P,Q)M’(P)dP si QI =
Posant ||f]|; = ~[lf(P)| dP, il vient :

5
) HQ) < IIAQIII-maX{G(Q,P); P —yll < Z}'
Appliquons alors le corollaire 22 @, la boule de diamétre X,, et le point
P,,:
5
max {G(Q,P), P — yll = Z} < max {G(Q,P);IIP — Pyl < 3}
< ¢3 G(QPsd), VQ € Zg,.

D’ou en revenant a (8) et (9), et en remarquant que ® ne dépend que de n :

(10) VPeB,, VQeZ,, % < ¢ G(QPy,).
'+ 2a
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Or l'inégalité opposée a également lieu (avec une autre constante) :
En effet, les inégalités de Harnack donnent une constante ¢’ > 0 telle
que :
G(P,
VP eB,, VQ € B(Pg,,1), —(——g)— >c.
G(P,P,,)
D’autre part, en majorant G par la fonction de Green de R — B(y,1),
on voit que :

V(2 € 6B(P8u51)’ G(P8a9Q) < c”.
D’ou, avec le principe du maximum

G(P,Q

11 VPeB,, N DI —
(11) € b, QeXj G(P,P,,)

= 2_,,, G(Psa’Q) .

La conjonction des inégalités (10) et (11) achéve d’établir le théoréme.

On peut alors établir la propriété (P,) de I'introduction; plus précisé-
ment :

THEOREME 2. — Si Q contient la boule B(x,r) et si y € 0B(x,r) n 0Q, le
point P, = y + t(x—y) tend,lorsque t tend vers O(t>0) versun point (, de
A, dans Q. Plus généralement pour toute suite {P,;k > 1} de B(x,r)
tendant non-tangentiellement vers y, on a kEIPka = {, dans Q.

De plus si {P,} < B(x,r) tend vers y dans R", et vers un point {, dans
Q, ona K, = cKy pour une constante ¢ > 0, et K. est bornée au
voisinage de tout point z de 0Q distinctde y, et tend méme vers 0 au point z

si z est régulier pour €.

On désigne dans cet énoncé et dans la suite par K (P) = K(i,P) le noyau
de Martin sur Q x Q, normalisé au point x. La démonstration du
théoréme 2 s’appuie essentiellement sur le théoréme 1; on utilisera aussi le
lemme élémentaire suivant :

LeEMME 4. — Sous les hypothéses du corollaire 2, il existe une constante

¢ > 0, telle que pour toute fonction u harmonique positive sur Q, on a, en
or

posant D, = B Pa,—2— :

1
Vae ]0, E]’ RP2(Py,) > cu(Py,) (*).

(*) RP= désigne la réduite de u sur D, dans Q.
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D’aprés les inégalités de Harnack u(P) > c u(P,,) sur B<Pm, %); d’ou
si @, désigne le potentiel capacitaire de D, dans B(P,,2ar):
u = cu(P,,)o,. Une homothétie de rapport % montre que @, (P,,) est
indépendant de o. D’ou le lemme.

Démonstration du théoréme 2 :

I. Désignons par T le segment ]y, x], et montrons que dans Q,Z N A

1
est réduit a un point minimal. D’aprés le théoréme 1, on asi a€ ]O, 5(_):| :
1 GP,Q _GPQ _ GEP.Q

VP eB,, VQeZX,,, - < £¢c ————.
¢ G(PwPZa) G(P’PZa) G(PwPZa)

En faisant, en particulier Q = x (point de normalisation) :
1
(12) VP eB,, - Kp (P,) < Kp(P,) < cKp (P,,)
c o o
inégalité qui s'étend a tout P dans I'adhérence B, de B, dans Q.
. . . ar
II. Si u est une fonction harmonique > 0 sur Q — B<Pu, ?> et

1
oe ]O, ZJ, on déduit des inégalités de Harnack :

13) > K (”(PZ")> Q 6B<P “’)
(13 Q> K, Q (g5 ) €B( P, - ).

Prenant u = K., Ce B, adhérence de B, dans Q, on aura donc (en
tenant compte de (12))

ar
(14) Ki(Q) = ¢Kp (Q), QeQ - B<Pw 7)-
On en déduit que si § € no B, etsi {, estunpointde £ N A 1Ky 2 Ky,
sur Q. En particulier si {; est un autre point de $AA, ona:

’
- Kﬁo < KC0 < CKCo sur Q.
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III. Observons que si on pose D, = B(Pm, %), ona:
D K. (P, )> ( 3ar )
RD= > K —fo 20 ) € 0B
€2(Q) > K (Q) (K ) Qe ;
d’aprés le lemme 4 (*) et les inégalités de Harnack; I'inégalité s’étend

3ar
évidemment a tous les Qe Q — B(Pu, T) et par conséquent, en utili-
sant (12)

(15) vQeQ, liminf Re2(Q) > ¢ Kgy(Q).

IV. Montrons alors que K est minimale (ce qui prouvera que £ nA
est réduit & un point); si u est une fonction harmonique > 0 sur Q
majorée par K, etsi A = sup {t>0; <Ky }, posons v =Au; ona :

R™(Q) < ¢,Kp (Q)<M>\ p(Q)<( ))
< \Kp(Py) K (P,)

pour tout Q € Q (on utilise encore les inégalités de Harnack et le principe
du maximum). Or :

R?“ + REZO‘” = REZO (additivité de la réduite)
et

Rp* < 4K —lﬂ)ﬂ)—» + (K, —v) sur Q
Ke, S C3bepy K%(Pza) % .

P
D'aprés (15), on a donc en posant y = lim inf 22
a=0 KC()(PZQ)
Ky S (Ky—v) + c3vKy, et v < (I=ci+c31) Ky,

’

. Cy
ce qui prouve vy = — > 0.
C3

Utilisons alors I'inégalité (13) ci-dessus :

P, P -
0@k, @ () ek @ (;;(;:) ). cea-p(r.%)
Py\* 2a

dott 4 la limite : 0(Q) > ¢ 2 K (Q), VQ Q.
C3

(*) Ce lemme devient inutile si on remarque que I'inégalité a lieu sur 0D, .
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Ainsi toute fonction harmonique u > 0 sur Q, majorée par K, majore
une homothétique de K, ; cela suffit, d’aprés le lemme de décomposition de
Riesz, (*) pour voir que K est minimale.

V. On a donc établi la premiére assertion du théoréme 2; I'inégalité
K;, = K, pour {; €A et limite d’'une suite de points de B(x,r) tendant
dans R" vers y, est également établie; le corollaire 3 montre que

K (Q) < 0K, (PJi,(Q)  sur  Q — B(p,20r)

ou p, estla mesure harmonique de 0B(y,2ar) N Q dans Q — B(y,2ar); il
sensuit que K. reste bornée au voisinage de tout z € 0Q distinct de y, et
tend vers 0 au point z, si z est de plus régulier.

Quant a la propriété sur les suites {P,} tendant « non tangentiellement »
vers y dans B(x,r), elle découle trés facilement des inégalités de Harnack :
soient P, la projection de P, sur £ = Jy,x] et € > 0 tel que

P,—P
limsup”—k——“kus 1 — 2.

lly = Pull

On a pour k assez grand :

1

- G(P,,Q) < G(P,Q) < ¢G(P,,Q), Q¢T;
ou T, désigne le cone de révolution de sommet y, d’axe [y,Phk] , etrayon
de base 4d(P,,X)(c dépendde ¢ > 0); d’ousi lim P, =, € AK, < cZKg0

et finalement Kc, = Kéo'

Remarque 5. — Indiquons, pour terminer cette partie, comment on peut
modifier une construction de [ 1] pour obtenir un domaine plan contenant un

angle {z e C*; |Arg!(z)| < %}, avec 0 < @ < m, et tel que la fermeture
dans Q du segment ]0, 1] contienne une infinité de points de A <pour

2
¢ < ~3§ la construction de [1] sufﬁt).

(*) Plus simplement, Kéo — v =0 puisque cette fonction ne peut majorer
SKCO, Ve > 0.
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Posons : U, = {z e C*;|Arg!(z)| < g} et fixons une suite {p;},5o de

1
réels tels que 0 < p,,, < 2 pr- On pose

o) 3n
U, = z2€C*; pyyy <zl < Py, o < Arglz < —
k>0 2 2
(O] T
UI:U JLZEC* 3P+ S 2l < sz+1»5 < Argz < E}jl
k

et symétriquement :
: . —3n , 9
U, =|UqzeC §P2k+2<|2|<92k+1,T<Argz<—5

X
U[U{ZEC*;sz+1<H P —5— > < Arg'z < —E}]

On prend pour Q la réunion de Uy, U, et U, et des « trous »

®
T = {szﬂ <|lz] < 2pyu41; Argiz = 5}

et T, = {ka < |z| < 2py; Arglz = — —(22}

On montre alors en reprenant les raisonnements de [1] que si {p,} est
assez rapidement décroissante, on aura deux minimales associées a 0, u et v
telles que u(P) tend vers 0 quand P tend vers O en restant dans U, et
v(P) posééde le comportement analogue dans U, ; de plus lorsque {
parcourt la trace sur A de la fermeture dans Q de ]0, 1] K, deécrit le
segment [u,v].

2. Application a Pétude globale de Q.

On dira que le domaine Q de R” est admissible s’il existe r > 0 tel que :
1) Q est réunion d’une famille de boules ouvertes de rayon r.

2) Pour chaque couple (B,,B,) de boules ouvertes de rayon r contenues
dans Q et extérieurement tangentes en ye dB, n dB,, il existe u # 0
orthogonal au diamétre commun de B, et B, et 3€]0,1[ tel que Q
contient le cone de révolution

€ = {zeR";0 < |lz—)||<8,{z—y, uy<(1=8)l|z—yllllull}.
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Comme exemples de domaines admissibles, citons d’abord les domaines a
courbure bornée de De La Vallée Poussin ; notons aussi 'exemple suivant qui
montre qu’un domaine admissible n’est pas nécessairement lipschitzien : soit f
une fonction de classe C? sur R, , positive, et telle que f(0) = f'(0) = 0;
le domaine de révolution Q de complémentaire

tQ = {xeR";x1 >0, \/in Sf(%)}

2

est localement admissible (*).

THEOREME 3. — Si Q est borné et admissible dans R", lapplication
identique de Q se prolonge en une homéomorphie \ de Q sur Q; si 0 estun
pointde Q, et si K désigne le noyau de Martin de Q normalisé en 0, pour
chaque point P de 0Q, Ky, est lunique fonction harmonique > 0 sur Q,
égalea 1 en 0, bornée qu voisinage de tout P’ € 0Q distinct de P et tendant
vers zéro en P’ si de plus P’ est régulier pour €.

Remarque 6. — Le théoréme s’étend sans difficulté a un domaine Q borné
et qui est localement, ou bien admissible ou bien lipschitzien : il suffit
dutiliser pour les points de Q tels que Q est lipschitzien au voisinage, les
résultats de Hunt et Wheeden ([5], [6]) (voir aussi les techniques de [1]).

Démonstration. — a) Soit P € 0Q; considérons deux boules ouvertes
B, = B(M,,r) B, = B(M,,r) contenues dans Q, avec P e 0B, (r est un
rayon pour lequel Q est admissible). D’aprés le théoréme 2, chaque rayon
[P,M;] définit une minimale K, ((€A;i=12); si B nB, # ¢, il
existe un segment commun ]P,M] aux deux boules, et d’aprés le
théoréme 2, une suite de points P, € JP, M] avec limd(P,P;) = 0 tendala
fois vers {, et vers {, dans Q; dou {, = {,.

Si B, n B, = &, on utilise le cone de révolution de la définition de
I’'admissibilité, et on voit avec les inégalités de Harnack (comme a la fin de la
démonstration du théoréme 2) qu’une suite P, de points de 'axe du cone
avec lim d(P,P,) = 0 tend a la fois vers {, et vers {, dans Q.

Les différentes boules ouvertes B derayon r contenues dans Q et telles

que P e 0B définissent donc un méme point Y(P)e A,; d’aprés le

(*) Pour un domaine de ce type, le théoréme 3 est trés voisin d’un résultat de
H. Kesten concernant les domaines de révolution ([10]).
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théoréme 2 K, tend vers 0 en tout point régulier P’ de dQ et est bornée
au voisinage de P'€dQ, P’ # P en général. Pour PeQ on posera
Y(P) = P; il est clair que { est injective.

b) Soient P € dQ, {P,} une suite de pointsde Q avec lim P, = P dans
R", et u une valeur d’adhérence de la suite Kypy: achaque P, on peut
associer une boule B(M,,r) contenue dans Q avec P, € B(M,,r); il est clair
que lim d(M,,P,) = r, et aprés extraction d’une sous suite on peut supposer

- . 1
que M, posséde une limite M. Fixons enfin ae:lo,%[ et posons

Q. =P, + aPM,, P, = P + aPM.

D’aprés I'inégalité (14), on a pour k assez grand :

ar
Kypy = Ko, sur Q — B(Qk, ?>

D’ou en faisant tendre k vers I'infini, puis o vers O :
(16) u = cKyp sur Q.
D’autre part, d’apres le corollaire 3

Kyry < Ky (Qum(Q), QeQ — B(P,ar)

ou p, est la mesure harmonique de OB(P,ar) dans Q — B(P,ar); ala
limite, p désignant la mesure harmonique de 0B(P,2ar) dans Q — B(P,2ar)

u < cu(Py).p sur Q — B(P,2ur),

ce qui prouve que toute valeur d’adhérence u de la suite K,p, est
associée au point P :u est bornée au voisinage de P’ € 0Q, P’ # P, et tend
vers 0 en P’ régulier, P’ # P.

c¢) D’apres la théorie de Martin, toute minimale K. (e A,) est limite
d’une suite Kyp,), P, €Q; toute minimale est donc, d’apreés (16), de la forme
Kye), PeoQ.

d) Soient P € 0Q,u harmonique > 0 associéea P ; onalareprésenta-
tion intégrale de Martin :

u= f K, dp(0).
4
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1
Pourtout P’ € 0Q,P’ # P, et B bouledecentre P’ etrayon Ed(P, ,P),

R? est un potentiel sur Q et
RE = [RE @),

flﬁg est donc un potentiel pour p-presque tout et
p{V(P"),P"e BnQ} = 0.

1l s’ensuit, en faisant varier B que p est a support ponctuel y(P) et u est
proportionnelle & K.

On en déduit alors que | est une homéomorphie de Q sur Qc.qfd.

Remarque 7. — A partir des théorémes 2 et 3, on peut obtenir avec les
méthodes de [1] le théoréme de Fatou sur ’existence de limites angulaires
pour le quotient de deux fonctions harmoniques positives sur Q, pour Q
admissible (ou seulement localement « admissible ou lipschitzien »).

Remarque 8. — a) On voit facilement avec les méthodes précédentes que si
y € 0Q(Q domaine de Green) est tel que tout point de Q assez voisin de y
appartient a une boule incluse dans Q et de rayon r fixe, et tel que la
condition 2) de la définition des domaines admissibles soit vérifiéeen y, alors
toutes les suites (P,) = Q avec lim d(y,P,) = 0 convergent dans Q vers
une méme minimale. ke

b) Sionsuppose Q de Green et que seule la condition 1) de 'admissibilité
est vérifiée, on montrera aisément en reprenant la démonstration du
théoréme 3, qu’a chaque point P de 0Q est associé une ou deux minimales.
De plus, toute suite (P, = Q convergente dans €, et telle que
lim d(P,P,) = 0, converge dans Q vers une combinaison linéaire de ces
k— o0
minimales. Si Q est de plus bornée, toute minimale est ainsi associée a un
point de 0Q.

Par exemple, si F est une partie fermée arbitraire d’'une hypersurface de

classe C* de R", (et F non polaire pour n = 2, la remarque s’applique a
Q =R" — F(¥).

(*) M. Benedicks a établi ce résultat pour le cas d’'un hyperplan [11].
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3. Un critére dans le cas plan.

Les méthodes de la premicre partie, et les exemples construits dans [1],
conduisent au théoréme suivant :

THEOREME 4. — Soient @ et \y deux nombres positifs avec ¢ + 2y < 2m,
et soit Q un domaine greenien de R? ~ C contenant '« angle »

{z 0 < |7 < 1; [Arg(@)] < %}

et contenudans 'angle {z e C; |Arg'(2)| < % + \U}. Sio =V, ilnyaquun
~ 1
point de A adhérent dans Q au segment ]0, E] et ce point est minimal.

Remarquons que le théoréme tombe en défaut pour ¢ < ¥ ([1]). En
2n

”:<p+2\l'

2n
V= 3 Une inversion de pOle

utilisant la transformation T(z) = z* dans le plan fendu

C — R, onestramenéaucasou ¢ = 3

1 et puissance 1 raméne au cas ou de plus Q contient tout 'angle {z e C*;

T
|Arg'(z)] < g}, on supposera donc dans toute la suite que Q est de cette

forme, et on a alors le lemme suivant analogue au lemme 1 :

LEMMEY. — Sous les hypotheéses ci-dessus et désignant par G la fonctionde
Green de Q il existe une constante ¢ > 0 telle que :

Vi>0, VPeQ ndB(Oy), VQeR', G(P,Q) <cG(LQ).

Il suffit de reprendre la démonstration du lemme 1, en remplécant I’emploi
de la symétrie par rapport a I'axe imaginaire par celui des symétries par

T
rapport aux droites Arg'(z) = + 3

En adaptant la démonstration du théoréme 2, on obtient I'estimation
analogue a (7) :

GPQ _  GFQ

VPP €10.1], VQe[2t, + oof, < .
€10.1] Qel “L Gew SCG@Ea
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On démontre ensuite le théoréme 4 en reprenant les arguments de la
démonstration du théoréme 2; on voit d’ailleurs que la minimale ainsi
obtenue est associée & 0 au sens qu’elle tend vers zéro en tout point frontiére

régulier de Q distinct de 0, et reste bornée au voisinage de tout P e 6{2,
P #0.

4. Un contre exemple a la conjecture de Martin.

On va voir qu’en prenant dans le plan C le domaine

1 3
Q=c +ont
\nle_;[n 4n+4}

ladhérence de A, dans Q est distincte de A.

Dans toute la suite on désignera par G la fonction de Green de Q, par
K le noyau de Martin de Q normalis¢ en 0, et on posera

1 3
S=U [n + " + Z] On utilisera le lemme suivant.
z

LeEMME 10. — Toute fonction harmonique sur Q tendant vers zéro en tout
pointde S, et uniformément minorée sur Q est positive. En particulier, si cette
fonction est bornée elle est nulle.

Soit p, la mesure harmonique de dB(0,n) dans B(0,n) — S; d’apres le
principe du maximum, il suffira de voir que p, tend simplement vers zéro ; or
B, =1—v, ou v, est la mesure harmonique de S n B(0,n) dans
B(0,n)\ S; ilestclair que {v,} converge en croissant vers la réduite R}, et
R} = 1 puisquesur C toute fonction surharmonique positive est constante.

On peut décrire les fonctions harmoniques positives sur Q associées au
point a l'infini.

PRrOPOSITION 11. — Il existe exactement deux minimales (*) h* et h™ sur Q
tendant vers O en tout point de S ; l'une est bornée sur le demi-plan inférieur,
Pautre sur le demi-plan supérieur et h™(x) = h™(x)(x € Q). Enfin, toute

fonction f harmonique > 0 sur Q et nulle sur S est combinaison linéaire de
h* et h™.

(*) Normalisées en 0.
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a) Soient z =it,t =21, et p€Z.

On a G, (p) = G(O,p+2z) par un argument de symétric. D’aprés le
lemme 1, on a donc :

G.(p) = Golp+2) < cGy(2).

La fonction K, est donc majorée par une constante positive sur Z; les
inégalités de Harnack pour les cercles de diamétres [nn+1](neZ)
montrent alors que K, est uniformément majoréesur R N Q, et donc aussi
sur tout le demi-plan inférieur. Il s’ensuit que toute valeur d’adhérence de K,
pour t tendant vers + oo, est bornée dans le demi-plan inférieur.

b) Remarquons qu’une inversion de pole 0 transforme le domaine, en un
domaine complémentaire d’un fermé inclus dans R; le théoréme 2 montre
donc que pour 't tendant vers + oo, K,, tend vers une minimale h* bornée
sur le demi-plan inférieur ; posant h~(z) = h*(z), h~ et h* sont des
minimales distinctes, puisqu’elles ne peuvent étre bornées sur Q.

Enfin d’aprés la remarque 8b) (puisque I'inverse de Q vérifie la propriété 1
de I'admissibilité) toute fonction harmonique associée au point a I'infini (c’est-
a-dire nulle sur S) est combinaison de h* et h™.

Notons # la base de filtre {Q\ B(0,n)},,; comme les é&léments de F
sont connexes, I'ensemble F des points de A adhérents @ % est connexe;
F est contenu dans ’ensemble des fonctions associées au point a l'infini, et
contient h* et h™ : F est donc exactement le segment [h~,h*].

1 . T
Observons que lim K, = §(h+ +h~), par raison de symétrie. St { est

jn}— 0

un point de A limite d’une suite {x,} convergeant dans C vers un point de

1 3
I:n + 7 n+ Z] on a d’aprés les inégalités de Harnack une constante ¢ > 0

telle que :

n

- < <c—72 sur 6B<n+ -, —>
4 Kn(an) Kt;(an) Kn(an) 2 8

+1 5
avec o, =H + = — —.
" 2 8

1 K K, K
< <

15 i
Cette inégalité a donc lieu également sur Q \ B(n + 5; §) En I’écrivant
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1
au point 0 (pour [n[>2), on voit que - K,(a,) < K((a,) < cK,(a,) et
c
finalement
1

15
- K, <K, <K, sur Q\B(n+§;8>.

o

Il s’ensuit que toute fonction harmonique adhérente a ces fonctions K,
(pour |n| —» oo) est de la forme Ah™ + ph~, avec

1
A+p=1, et Mt o+ ph” >?m+ + h7).

1

On doit donc avoir A > —, p = —:
Z22 B 7 e

on n’obtient donc pas tout le

segment [h*,h™], C’est-a-dire que A, ne contient pas tout I'ensemble F,
ce qui prouve que A, # A.

Remarques. — 1) On obtiendra un exemple analogue dans R*® en
prenant Q=R>—-S ou S est la réunion des carrés

1 3 1 3 (0}, (nm) 5
n+-,n+-|x|m+-m+-|x {0},(nmeZ-*.
4, 4 4’ 4

Seul le dernier argument du lemme 10 est 2 modifier : Rf est surharmonique,
invariante par le groupe des translations associé 8 Z* x {0} : la mesure
associée pu = AR? I’est aussi ; mais il est immédiat que le potentiel newtonien

— % p d’une telle mesure p est partout infini si p # 0.
r

2) On obtiendra un domaine borné avec A; # A en prenant la trace sur
X

lIxII*

la boule unité de 'image de Q par l'inversion x +—
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