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DIFFERENTS TYPES DE VARIATIONS-PRODUIT
POUR UNE SEMI-MARTINGALE
REPRESENTABLE A DEUX PARAMETRES

par X. GUYON et B. PRUM

1. INTRODUCTION

Les processus que nous considérons dans ce travail sont a valeurs
réelles, et indexés par I’ensemble de temps 4 deux paramétres R?2
(en fait, pour éviter les difficultés a I’infini, nous nous restreindrons
trés vite 4 un rectangle borné : [0,1]*> pour fixer les idées).

Notre but dans ce travail consiste a étendre aux processus a
deux paramétres les résultats bien connus pour les semi-martingales
X 4 un paramétre, suivant lesquels les sommes

; BlXy,, =X)"1%] ; Ky — X’

- convergent (dans L!, si des conditions d’intégrabilité convenables
sont imposées 4 X) vers les processus croissants (X) et [X] as-
sociés a la semi-martingale X, lorsque le pas de la subdivision (¢;)
tend vers 0. Si X est a trajectoires continues, on sait de plus que
ces deux processus croissants sont égaux, et ne dépendent que de
la partie martingale locale de X. Pour les processus a deux para-
métres, on peut former trois types différents de sommes de ce
genre : des sommes ‘linéaires”, ‘“‘superficielles” et ‘“mixtes’, ad-
mettant chacune une forme conditionnelle et inconditionnelle. Nous
définissons ci-dessous une classe de semi-martingales, qui nous pa-
rait raisonnablement générale pour les besoins courants, celle des
semi-martingales représentables (s.m.r.). Si X est une s.m.r., nous
savons établir la convergence dans L! de toutes ces sommes, avec
I'identification de leurs limites, et nous savons établir 1’égalité des
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limites des sommes conditionnelles et inconditionnelles pour les
sommes des deux premiers types (pour le type mixte, il faut une
condition supplémentaire sur X). Cette égalité est indispensable
pour les applications a la statistique, car seules les sommes incon-
ditionnelles sont accessibles a I’expérience.

Notations générales.

Les éléments de Ri sont désignés systématiquement par des
lettres grasses, la notation standard étant z = (s, ¢). La relation
z < 2’ signifie s <s', ¢t St', tandis que z<z' signifie s <s'
et t<t', et zaz' signifie s<<s' et ¢r>1t'. Le rectangle
]z, 2'] est I'ensemble des u tels que z<u<z'. Nous posons
0= (0,00, 1=(1,), R, =1]0,2].

Tous les processus que nous considérons sont nuls sur les axes.
Si A =1]z,2'] est un rectangle, et X un processus, nous posons
X)) = Xgp — Xy = X + X

La mesure de Lebesgue de A C R? est notée Z(A) ou ‘/;dz

(ou toute autre lettre grasse). La mesure de Lebesgue sur R est
notée m.

Nous considérons un processus de Wiener (W,), défini sur
un espace probabilisé complet (2, %,P), 4 trajectoires continues.
On désigne par %, la tribu engendrée par les variables aléatoires
Wy, u <z, et par tous les ensembles de mesure nulle de % ; on
sait que cette famille est continue a droite.

Les diverses notions de martingales (martingales faibles, i-
martingales, martingales, martingales fortes) sont toutes relatives
a cette filtration. Pour les définitions et les théorémes classiques
concernant ces processus, on consultera [1], [2], [3], [5].

Semi-martingales représentables.

Commencons par les martingales faibles représentables. Soit
X une martingale faible (nulle sur les axes). La condition minimale
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de régularité que ’on puisse imposer & X consiste a exiger que pour
s fixé, (X ), soit une semi-martingale en ¢, et de méme pour ¢
fixé. On montre alors dans [3], sous des conditions faibles, que X
admet une décomposition unique de la forme

X =M+ N! + N? (1)

sur [0,1]2, od M est une martingale, et N’ est une i-martingale
propre. Pour i =1, par exemple, cela signifie que (N;t)s est une
martingale pour tout ¢, tandis que (N;,), est, pour tout s, un
processus a variation finie prévisible. La notion de martingale faible
représentable s’obtient en imposant encore quelques conditions aux
processus M, N! N2,

1) M est une martingale de carré intégrable. On sait alors que
M admet une représentation

M, = f 0,dW, + Uy AW, dW, 2)
R, Rz xRy

(en abrégé, M =0 . W+ ¢y .WW). Ici 6 et ¢ appartiennent a
deux espaces de Hilbert que nous noterons ¢, et ¢, :

Ye, est le sous-espace fermé de L*(2x[0,1]*>,PxZ) formé
des fonctions 6(w,u) qui sont adaptées (i.e. 6(.,u) est &F,-
mesurable pour tout u fixé).

g€, est le sous-espace fermé de
L2(2x[0,11*x[0,11*,Px Z x Z)

formé des fonctions Y (w,u,v) telles que, pour tout (u,v) fixé,
Vv(.,u,v) soit &, ,,mesurable, et que de plus, Y(w,u,v) =0
sillonn’apas uav.

Pour les détails, voir [2], [3], ou I’on montre aussi que M est
une martingale forte si et seulement si le terme ¢ . WW est nul.

2) i-martingales. Considérons par exemple la 1-martingale propre
(N>).

Il est naturel de supposer, non seulement que le processus (N;,),
est a variation finie, mais encore qu’il est absolument continu par
rapport a4 la mesure df. On montre alors dans [3], sous des condi-
tions d’intégrabilité assez faibles, que N' admet une représentation
sous forme d’une “intégrale stochastique double mixte”. En fait,

dans le cas particulier qui nous occupe, cette représentation peut
s’écrire
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N;,=fRSt ([ 8.0, 0 av) aw, 3)

ou B,(w,v,2) est une fonction sur £ x [0,1] x [0,1]?, mesurable,
nulle si v g t (la seconde coordonnée de z), telle que si v>¢
B,(.,v,z) soit & -mesurable (s est la premiere coordonnée de
z), et telle enfin que

[0,11x[0,1}2
Ces fonctions forment un sous-espace fermé &, de Iespace L?
associé a la mesure dPdvdz sur £ x[0,1]1x[0,1]>. De la méme
maniére, nous supposerons que N? admet une représentation

N% = fR“ (/:ﬂz(u,x) du) AW, 3"

ou B, parcourt I’espace de Hilbert K, analogue.

Bf(.,v,z)dvdz]<oo.

3) Terme a variation finie. Enfin, nous superposerons a la mar-
tingale faible qui vient d’étre considérée un terme a variation finie
de la forme

3, = fR 0, dx (4)

ou ¢(w,z) est une fonction mesurable, adaptée a (&,), telle que
E[ fR <p’2( dx] < oo, Ces fonctions sont les éléments d’un sous
1

espace fermé § de L*(2xR,,PxZ): ona §=g¢,, mais il est
commode de les distinguer dans la notation.

Toute s.m.r. admet une version a trajectoires continues, mais
nous n’aurons pas vraiment besoin de ce résultat. Nous espérons
que les explications ci-dessus montrent que la classe des s.m.r. est
raisonnablement générale dans la classe des ‘‘semi-martingales a
deux paramétres”.

A partir de la représentation explicite ci-dessus, il est facile
d’exprimer la I-dérivée de X, c’est-a-dire le processus L,(w, t,2)
figurant dans la représentation de la partie 1-martingale M + N!
de X

M,, + N} = f L, (v, x)dW, .
R
Ona w

L,(u,x)=ex+f0"51(t,x)dt+ fA Y(z, x)dw, . (5)

ZAX,t<v
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La représentation X =M + N! + N? + T sera souvent notée
X=X,+X,+X;+X,+X;, les cinq termes correspondant
a 0,vy,B,,B,,y dans cet ordre. Les représentations étant uniques,
nous poserons aussi

IX gy = WOW> + WY + 1B + 1B, 117 + 1pl?)!V2

les normes étant prises dans les espaces He,,%,,%K,,K,, F cor-
respondants.

Partitions et fonctions simples associées.

Nous désignons par o une partition de lintervalle ]0,1] en
intervalles semi-ouverts ]s;, s;,,] = 4;, avec

0Si<m,0=s5y5;...5585, Ssps; = 1.

De méme pour 7, partition en intervalles ]¢;, t 1l = A;, avec
0 <j <n. Nous désignons par 7 la partition produit A; = A; x A ;
nous posons z; = (s;, ti),éﬁﬁ = 5’37;,..- Le pas de la subdivision o
vaut ls<u"rl> (s;4; — 5;) ; onlenote |o| etl’on pose |m| = sup(lol,|7]).

Soit z = (s, t)ER,: nous désignerons par o,,7,, 7T, les
traces des partitions o, 7,7 sur ]0,s], ]0,¢], 10,2] respective-
ment : nous gardons la méme maniére d’indexer les partitions, mais
s; devient simplement s;As, #; devient #; Af, sans autre change-
ment de notation.

Si X,, est un processus a deux indices, nous posons comme
d’habitude

X4, 1) = Xsi+1t - X‘it > X(s, A’,) - X“i"'l B Xsti
X(@,) =X - X -X ] + x“itj .

si+1ti+l ’i+ltj siti+

Décrivons maintenant les fonctions simples associées 4 une parti-
tion w. Dans les représentations données plus haut, nous dirons que

0 est simple si 6(w,2) = ) 0,(w)l AU(z), ou 0, est -
=
mesurable bornée. Définition analogllxe pour ¢.

o . ! N
Y est simple si 1p(c;),u,v)=il§;Z Viike lAij(u)lAkQ(v)’ ou
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le ' indique une sommation pour i <j et j> R, et xp,.ikQ est
&_ ., -mesurable bornée.
k'j

B, est simple si B(w,v,2)= Z e 1a, (z)lA, (v), ou la

sommation X' est étendue aux % tels que j<Q, et BUQ est

E'ﬁs_,Q-mesurable bornée. De méme pour B, par échange des coor-
1

données.

Ecrivons alors I’expression compléte de la s.m.r. X associée
4 un systéme de fonctions simples (nous dirons briévement : s.m.r.
simple)

1 .
X(z) = 5‘ 0,WR,NA, + Z Viiee WR, N A WR, N Ayp)
ijkQ
+ 2 Bia m(10,£1N AY W(R, N A,) (6)
ijQ
+ 3 B, m(10,s1NA) WR,NA,) + 2 e, Z(R,NA).
ijk

Presqu_e tous les raisonnements ci-dessous peuvent se faire par
passage a la limite & partir des s.m.r. associées aux fonctions simples
(relatives a4 des partitions arbitrairement fines) : dans le cas parti-
culier du processus de Wiener, il n’est pas difficile de montrer que
les fonctions simples sont denses dans les espaces de Hilbert
¥,,8,,K,,K,,gJ correspondants, ou encore, qu’en se restrei-
gnant a ’adhérence des fonctions simples, on représente la méme
classe de semi-martingales (cette derniére méthode, revenant a res-
treindre les intégrales stochastiques aux intégrands prévisibles, est
celle qui convient dans les situations plus générales).

2. 1-VARIATION-PRODUIT

Dans cette partie, nous considérons les sommes

(XD, = ¥ EIX(&,, 17 I5L] z

g

(7

s

[Xl,, . =3 X@,, 17 S

ou Z signifie que I’on somme sur 'indice i, mais les A, sont ceux

as LR ’ ra . ’
de la partition o,. Plus généralement, nous pouvons considérer les
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les sommes correspondant a deux niveaux différents ¢ g t
<X>as,t,t' = Z E[X(4;, t) X(4;, t')[ﬁi_:i]
Og

(X1, 0,00 = 2 X(&;, DX(A;, 1)

Og

(7

Le résultat principal sur ces sommes est le suivant :

THEOREME 1. — Lorsque |a|—> 0, les sommes (7) et (7')
convergent dans L', uniformémenten s, t,t', vers

XKD, = x1@ =fR L(t,2)L (¢, 2)dz (t<1t"). (8)

s, t,t'
st

Démonstration. — 11 serait facile de ramener ce théoréme aux
théorémes analogues pour les semi-martingales 4 un paramétre (1),
mais cela ne donnerait pas la propriété de convergence uniforme dans
L!. On va plutdt employer une méthode qui s’étendra aux autres
problémes de variation quadratique de cet article. Raisonnons par
exemple sur [X]as,t,t,. Nous allons établir le résultat de convergence

uniforme dans L! pour les s.m.r. associées aux fonctions simples.
D’autre part, nous établirons une inégalité de la forme suivante, ou
C est une constante absolue : quels que soient s, ¢, 0
MXJopell , SCABIZ + NP + 1B, 1P + 16,17 + llol?) = C X,
9)
ol les normes au second membre sont prises dans les espaces de Hilbert
correspondants. Comme on a aussi

X)gg, e = (Yo el S XI5 X = YI20 + (X = YL 1YL,

Og Og, Oyt
9"
une application de (9) et de I'inégalité de Schwarz montrera que la
convergence uniforme dans L' passe 4 la limite, et vaut pour toutes
les s.m.r.. Il restera 4 identifier la limite, ce qui n’est pas difficile.

o, 1,1 0,1,

Pour établir (9), il suffit en fait de raisonner séparément sur chacun
des cinq termes de la somme. Pour les trois premiers types, qui sont des
1-martingales, on a exactement E[[X]%t] = E[Xf.,] < E[Xi,]. Pour

(1) Voir la remarque suivant la démonstration.
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les deux types de martingales, on majore encore cela par E[Xfl],
qui vaut suivant le cas [|0]> ou [|¢|>. Pour le type 1-martingale
propre, on écrit

E[(N},)2] = E [fR (fo' B,(v,2) dv )2dz]
1z
<E

= [ [0,7]xR,,
Pour les deux derniers types, qui sont des processus a variation finie
en s, on majore E[[X]as’t] par E [(foslduxuv]>2] , et I'on rem-
place s par 1. Pour X = N? | nous avons

d,N2, = (fR B,(u, X)Wy )du,

ﬁl(v,z)Zdvdz} < 1IB,I12 .

d’ou sans peine

E[[X]os,tlgj;ld“E[(j; 62<u,x)dwx)2]
- fo‘duE[me Bz(u,x)2dx] < 118,12

Enfin, le cas de X =X est 4 peu prés évident, et nous le laissons
de coté (1).

Nous pouvons donc nous ramener au cas ou les fonctions
0,¢,... sont des fonctions simples associées 4 une subdivision
fixée m, = 0y x7,. Nous supposerons aussi, pour simplifier, que
la subdivision o est plus fine que 0, (en pratique, on travaille sou-
vent avec des subdivisions dyadiques). Si cette condition n’était pas
satisfaite, il conviendrait de traiter séparément les intervalles de o
contenus dans un intervalle de o, , qui peuvent s’étudier comme
ci-dessous, et les intervalles de ¢ qui contiennent un point de sub-
division de o, : leur longueur totale est au plus mgylo|, qui tend
vers 0, et il est facile de voir que leur contribution dans [X]Us’,’t.
tend vers 0 dans L!, uniformémenten s, ¢, ¢'.

Revenons alors a la formule (6) (ou 'on remarquera que les
indices 7,7, k, % sont relatifs ¢ m;). Nous découpons la somme
[X]Oyt»f' en un nombre fini de sommes partielles, correspondant aux
intervalles de o contenus dans un méme intervalle ]s;, s, ] de
0, . Sur cet intervalle, on peut écrire pour tout ¢ fixé, en regroupant

(1) Nous traitons en détail la situation analogue dans les théorémes 2 et 3.
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convenablement les termes de (6)

X = 2 a; WR,NAY) +b,(s —s) + ¢
ij

ou les a;,b; et ¢; (qui dépendent aussi de #) sont des variables
aléatoires & -mesurables bornées dans tout L? (avec des normes
indépendantes de ). On notera que les divers W(R;, N A,.]-) sont
des mouvements browniens réels orthogonaux. Ecrivant la formule
analogue pour X, , on voit que le comportement de la somme
partielle de [X]"s’f»" correspondant & Dlintervalle ls;, s;,,] se
raméne 4 un probléme tout 4 fait concret et classique concernant
un systéme de mouvements browniens a un paramétre, que nous
ne détaillerons pas davantage. La discussion des sommes (X)

o t,t'
est plus simple.

Il reste a identifier la limite. Pour cela, nous appliquons le
résultat sur les processus 4 un paramétre rappelé ci-dessous, suivant
lequel la limite (X), . = [X];,, ne dépend que de la partie 1-
martingale u, =M, + N., de X, et est égale & (p,,pu,),.
Or ce crochet oblique est égal au second membre de (8), d’aprés
la théorie de I’intégrale stochastique.

Remarque. — Soient X =M+ A, Y=N+B deux semi-
martingales 4 un paramétre sur [0,1], M et N sont deux martin-
gales continues de carré intégrable, nulles en 0, et A et B deux

1 1
processus continus a variation finie, tels que f ldA,| et f | dB,|
0 0]
appartiennent 2 L2 . Il est alors classique que les sommes
aZ X, — X)) (Y, —Y,) et
‘ 2 El(Xg — X)) (Y, —Y)1F,]

US .

Si+1

convergent vers (M, N) . Ce résultat a déja été utilisé par Cairoli
et Walsh pour établir I'existence du processus (X)) = <X>§’l,),,,
lorsque X est une martingale de carré intégrable. Comme nous
I’avons dit plus haut, la démonstration du théoréme 1 au moyen des
fonctions simples doit plutot étre considérée comme une prépara-
tion a la suite, car le raffinement d’uniformité en s, ¢, ¢’ n’est pas

particuliérement important.
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3. VARIATIONS QUADRATIQUES

Dans cette section, nous étudions les sommes

(X, =2 E[X(4;)*19;] (10)

T2

(X1, =¥ XA, (10"

lorsque X est une s.m.r.. Nous établirons pour ces sommes le
théoréme suivant.

THEOREME 2. — Lorsque |w|—> 0, les sommes (X),,z
[X],,z convergent dans L' , uniformément en z€ R, , vers

<x>.,=[x12=fR ogdx+fR VR, y)dudy.
z 2z XKz

et

Démonstration. — Comme dans la démonstration du théoréme
1, la premiére étape consiste a établir une inégalité analogue a (9)

BI(X), ] = E[(X], ]
SCUOIP + NYIP + 18,7 + 1B, + el?) = ClIXIlZp - (A1)

smr

Il suffit de le faire pour chacun des cinq types séparément, et
nous prendrons z = 1 pour simplifier. Les deux types de martin-
gales sont évidents (on a I’égalité pour toute partition). Pour le dernier,

2
on écrit v,dz) <Y Z(,) prdz < p2dz. Res-
2 (L, ) 220 [, viazs [ o
tent donc les types de i-martingales propres, le premier par exemple.

Nous supposons X donné par la formule (3), et nous ommettons
I’indice 1 de B, .

Posons
L(t,2) = ['B(v, v , LA],2) = Ltu;,2) — L1y, 2).
0

Alors
X, =fR L(t, x) dW,

z

X(A;) = fA L(t;,,, x)dWy + L(A;, x)dW,  (12)
U

A;x10,4]



VARIATIONS-PRODUIT POUR UNE SEMI-MARTINGALE 305

puis sans difficulté

E[X(A,)?] = E [ f L, 0dx+ L2(4], x)dx] .

ij AX]OT]

Majorons  L*(#;,,,X)  par f B*(v, x)dv, L*(Al,x) par
m(A) f B*(v,x)dv aprés quoi nous remplacons ]0,¢ ;] par

10,17 et m(AI.) par 1, etil reste aprés sommationsur i,j
E[[X],] = B[(X),] < 2E[ S B 0dx] = 21617
[0,1] xR4
Iinégalité désirée.
Nous laissons désormais de coOté tout ce qui concerne les va-
riations conditionnelles, sauf une remarque tout a la fin ; nous

traitons en détail les variations inconditionnelles, qui sont plus
difficiles.

Comme dans la démonstration du théoréme 1, nous appro-
chons maintenant le systéme (0, y,B,,B,,¢) représentant X
par des systémes (6", y",B7,B;,¢") de fonctions simples, dé-
finissant des s.m.r. simples X”. L’inégalité (11) nous permet de
majorer E[I[X] — [X"1,.1]1 uniformément en = il suffit donc
d’établir la convergence dans L' pour les s.m.r. simples. D’autre
part, lidentification de la limite dans le théoréme 2 ne pose aucun
probléme quant a ’approximation par les fonctions simples : il est
vraiment facile de voir que [X"], converge vers [X], dans L,
uniformément en z. Le raisonnement pour (X), est analogue.
En définitive, la démonstration du théoréme 2 est entierement
ramenée au cas des s.m.r. simples.

Débarrassons-nous d’une autre difficulté : soit X wune s.m.r.
simple associée a une partition m,, qui reste fixe dans toute la
suite. Supposons le théoréme établi lorsque la partition variable =
est plus fine que m,, et posons 7w =mwvm,. Nous savons que,
lorsque |7|—> 0, [X]? converge dans L' vers la limite in-
diquée dans I’énoncé. Peut-on en déduire le méme résultat pour
[X], ? Voici la démonstration sommaire de ce fait (nous ne don-
nons pas tous les détails, car en pratique on calcule les variations
le long de suites de partitions emboitées, les partitions dyadiques
de pas 27" sur les deux axes par exemple, et m, étant elle-méme
dyadique ; on ne rencontre donc pas cette difficulté).
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Rangeons en deux classes les rectangles de @, ceux qui sont
entiérement contenus dans un rectangle de m, formant la pre-
miére classe, et les autres la seconde. La somme des aires des rec-
tangles de la seconde classe est majorée par klw|, ou k dépend
seulement du nombre des lignes de subdivision de m,. Consi-
dérons maintenant 0,y ,... comme des fonctions simples rela-
tives & mvm,, et partageons chacune d’elle en deux : 0! est le
produit de 6 par la somme des indicatrices de rectangles de la
premiére classe, ¥! le produit de ¢ par la somme des indicatrices
de produits de deux rectangles de la premiére classe, etc., tandis
que 62 =6 —0', etc. D’ou une décomposition de X en deux
smr. X' 4 X2. 1l n’est pas difficile de voir que les normes de
6® Y@ . tendent vers 0 avec |m|. D’aprés (11), on en déduit
que lesnormes dans L' de [X?],, [X*]- tendent vers 0.

Ecrivons, avec des notations évidentes
X1, = [X'], + [X?], + 2[X*, X?], .

Or nous avons [[X!,X?],| < [X',X'1Y? [X2,X%]%, et Dinéga-
lité de Schwarz montre que [Xl,Xz],, tend aussi vers 0 dans L!
lorsque |w]|—> 0, et de méme pour [Xl,Xz]?. Ecrivons alors

X1, — X1 S X', — X'+ (X2, + [X2):
+ 201X, X211 + 11X, X2L).

Il reste donc a voir que le premier terme au second membre est
petit dans L! lorsque |7|—> 0 : mais ce terme est nul. En effet,
les termes correspondant aux rectangles de premiére classe s’élimi-
nent de la différence, et il ne reste donc que des termes X'(A)?
correspondant a des rectangles de seconde classe de 7, ou a des
subdivisions de tels rectangles dans 7. Mais d’aprés la construc-
tion des fonctions simples figurant dans X!, tous ces accroisse-
ments sont nuls. On a le méme raisonnement pour m, .

Désormais, nous supposons donc que X est une s.m.r. associée
a m,, etque 7 est plus fine que m, .

Décomposons X en une somme X' + X*+ X® + X* + X5,

ces cinq termes correspondant respectivement aux cinq intégrands

6,v,B,,B,,yp; nous décomposons [X], en une somme (nous
laissons de coté m, pour alléger)
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X1, = [X'], + 2[X', X?], + [X?],

+ [X3], + [X*], + [X®], + 2[X — X3, X?],

+2[X - X3 - X4 X]+2[X - X3 — X* — X5, X5].
Nous remettons a plus tard ’étude de la premiére ligne. Nous allons
montrer que chacun des termes de la seconde ligne tend vers O

dans L!, et une application de l’inégalité de Schwarz comme ci-
dessus prouvera que ceux de la troisiéme ligne font de méme.

Cas de X5.

On rappelle qu’une fonction simple ¢ est bornée en va-
leur absolue par une constante k. On majore ZJX(A,.].)2 par
EIX(A,.,.)I.sgp IX(A;)|. Le premier facteur est majoré par

13

]
‘/}; lo(z)Idz, le second par k.sup Z(A;), et le résultat est
1 ij

immédiat.

Casde X3 (le casde X* est identique).

Revenons a la formule (12) au début de la démonstration, en exa-
minant le raisonnement d’un peu plus prés: si z€ Aii’ nous avons

tE A or B(v,2) =0 si v <1, donc L(ty,,,2) = [7 B(v, 2)dv

i1
est égal en réalité a f " 8w, 2)dv, don
t

24, <maany [ g
L2(4,,,.2) Sm(a) [, B, 2)dz.

Rétablissant aussi le facteur m(A;) dans le second terme, on obtient
E[[X3],] £ 2|l lIB,II> Tinégalité cherchée.

Pour achever la démonstration, il suffit donc d’étudier la pre-
miére ligne, i.e. le cas des martingales. Signalons tout de suite que
cette étude a été faite par Cairoli et Walsh [4] pour la variation condi-
tionnelle, de sorte que (compte tenu de leur résultat) I’étude de celle-ci
est entiérement achevée pour les s.m.r..

Avant de commencer la discussion proprement dite, nous aurons
besoin de rappeler deux faits sur les processus de Wiener 4 une di-
mension. Soient X et Y deux mouvements browniens indépendants
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de parameétre 1 sur [0,1], o = (4;) une partition de Ju,v],
0<u<wv<I1. Alors

E[(Z X(A,)? —(v—u))z] < clol (v — u) (13)
E [(2 X(A,) Y(A,.))z] < lol(v — u). (14)

Les rectangles de la partition m, seront notés avec des lettres
du début de l'alphabet: A, ,A.... avec A, = A, xA,. Les
rectangles de la partition 7 (plus fine que m,) seront notés

A,.i,Ak,... Nous écrivons i€a pour exprimer que l'intervalle

A; de o est contenu dans lintervalle A, de o,, et de méme sui-
vant I'autre axe.

Etude de [X'],.

Le cas qui nous intéresse est celui des martingales fortes

-
a J,-mesurable.

X; =Y 0,WR,N4A,) 6
ab
Alors X! (A;) =0,WA,) si i€a,jED
= 0 sinon.

Pour linstant, travaillons sur les i€a, j€Eb, a et b restant
fixes. La formule (13) nous donne pour chaque j

E [(Z WA, m(A;)m(Aa))z] < clolm(A,) m(A)

(le mouvement brownien considéré est de paramétre m(AIf) au lieu
de 1). Les différents mouvements browniens, lorsqu’on fait varier
j, étant indépendants, les variances s’ajoutent :

’ ! 2 '
E [(2 WA, — m(Ay) m(4))) J < em(A,) m(A).
ij
Soit k une borne uniforme pour la fonction 6. Nous avons alors
E [(2 X'(A;) — 03,,Z(Aab))2] < K2 10] Z(Ag) .
ij

Ainsi la variable aléatoire » X!'(A;)* converge dans L? vers
i€a,jEb



VARIATIONS-PRODUIT POUR UNE SEMI-MARTINGALE 309

GZDZ(Aab) lorsque |7] — 0. Comme il n’y a qu’un nombre fini
de rectangles dans m,, on peut sommer sur a, b, et on trouve

que [X'], converge dans L2 (ou L!) vers ‘/; 02dx. 11 reste-
1

rait & remplacer m par mw, et d chercher des majorations uniformes :
ce serait facile, et nous ne le détaillerons pas.

Etude de [X?],.

Ici nous avons (en enlevant I’indice 2 pour éviter les confusions)
Xz = 2 lpabed W(Rz N Aab) W(Rz N Acd)
abcd

avec a<c,b>d, Y, .q ¥.,-mesurable (voir le dessin).

4,

Ig k\\\ ’
AL N

N

7 %
A g
a A:%
On en tire
X(4a;) = 2 Vapea WA, X A;) W(A, xA)) si i€c, JED
abed
= 0 sinon

et par conséquent, ¢ et b étant déterminés par i€c, JED
X(A,)?
= X Vavea Vana WA, x A)) W(AL x A1) W(A,; x AY) W(A, x AL).

aadd
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Nous sommons en i,j et voulons montrer que la somme
converge dans L' vers

[ v, ydxdy = 3 2, ZA,) Z(AL).
R1XR1

abed
Les fonctions ¢ étant toutes bornées, il suffit de montrer que pour
a,b,c,d,a,d fixés,onadans L!
lim 2 W(A, x Alf) W(A, x A,f) W(4, x A;) W, xAD) =0
i sia#a ou d#d (¥

im Y W(A, x AN W(A; x Ap? = Z(A,,) Z(A). (**)

i€c,jEDb

Commengons par la somme (**) : nous écrivons I'inégalité (13)
pour le mouvement brownien W(]0,s] x A}), de paramétre m(A}),
sur Ju,v] = A

E[(

donc

c

Y WA, x AL? — m(Ac)m(A;)y] < clolm(A,) m(Al)

i€c

2 W(A, x AL — m(A) m(A]) dans L2
i

de méme
Y WA, x AD? —> m(A,) m(A,) dans L? .

j
Faisant le produit, nous trouvons
2 WA, x AD? W(A,; x A)* —> m(A,) m(A)) m(A,) m(Ay) dans L
ij
le résultat cherché.

Passons a (*). Supposons par exemple d # d: d’aprés (14)
E [(Z W(A; x Ay) W(A; x A ))2] tend vers zéro tandis que d’aprés
(13) sli a=a ou(l4)si a#a E [(Z W(A, x A)) W(A_ x A;))2]
reste borné. Nous avons donc deux valfiables aléatoires, dont la pre-

miére tend vers 0 dans L2, la seconde restant bornée ; leur pro-
duit tend vers 0 dans L', ce que nous désirions.
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Etude de [X!, X?].

11 s’agit ici de montrer que

2 0 Vared 2 WA WA, x A) WA, x A))

abed i€c,jED
converge vers 0 dans L!. Comme on I’a fait plus haut, on se raméne
a montrer que pour a,b,c,d, fixés,ona v

’ ! 2
EA[ T WA, WA, X A) WA, x A)) ] —0
i€c, jED

lorsque |w| — 0.

Or si I'on développe cette somme, les termes correspondant
a4 des couples (i,j) (k, D) différents disparaissent, I’espérance cor-
respondant aux carrés se calcule, et il reste simplement

X ZANZA X ADZA; x AY) = Z(A, x A)) X Z(A,)?

i€c,jEDb i€c,jEDb

et la démonstration est achevée.

4. VARIATIONS MIXTES

Nous fixons deux niveaux ¢ et t' (¢ § t') et désignons par
R, le rectangle R, \R;. Désignons aussi par m .. la trace de
la partition m sur R, (comme d’habitude, nous continuons a
désigner par Aii 4y, A; les rectangles ou intervalles correspondants).
On est amené a étudier les 1-variations mixtes des deux types

X XA, DX(A,) et X E[X(A,;, HX(A,)| %]
ij ij
la sommation étant faite sur m . .

Les sommes inconditionnelles ont déja été étudiées au para-
graphe II. En effet, en sommant sur j on voit qu’elles sont égales

a Y X(4A,, ) X4, t")—X(A,, t) autrement dit, ce sont des
i
différences de 1-variations produit. Nous nous intéresserons donc

uniquement aux variations conditionnelles. Etant données deux s.m.r.
X et Y, nous poserons
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{X,Y}, = 2 E[X(4;, HY(4,) 5]
ij
et {X}, = {X, X}, (une notation compléte devrait rappeler s,7,¢’,
et le fait qu’il s’agit de 1-variations mixtes, mais ce serait trés lourd).

THEOREME 3. — Lorsque |w| —> 0, la I-variation mixte condi-
tionnelle (*) converge dans L' vers

X}, =fR L'(z,2) (f"ﬁl(v,z)du) dz. (15)
st t

On peut montrer que cette convergence a lieu uniformément
en s,t,t'. On remarquera aussi que I’on ne peut affirmer 1’égalité
des l-variations mixtes, conditionnelle et inconditionnelle, que pour
une classe restreinte de s.m.r., contenant les s.m.r telles que ¢ =0
(on peut montrer que ce sont exactement les s.m.r. dont la partie
martingale a une variation indépendante du chemin, au sens de Cairoli
et Walsh).

Démonstration. — La méthode que nous avons suivie pour établir
les théorémes 1 et 2 doit ici étre modifiée, car la fonction bilinéaire
{X, Y} n’est ni symétrique, ni positive. Rappelons que la représen-
tation de X est notée X = X'+ ...+ X*, avec un ordre bien
défini sur les cing types.

LEMME. — Si X et Y sontdeux s.m.r., ona
X, Y}, IILl § C I X e 1Y Nl - (16)

Plus précisément, si 'Y est du type 1, 2 ou 4 (types de 2-martingales)
ona {X,Y},=0; si Y est dutype 5, ousi X =X*+ X5 (types
a I-variation finie) on a

X, Y0l , SC 1712 11 X Mgge 1Y llgon - (17

Avant de démontrer le lemme, remarquons que c’est bien la
forme nécessaire pour effectuer le passage 4 la limite & partir des
fonctions simples : si X est une sm.r., Y une s.m.r. simple telle

(1) En fait, notre démonstration donne un résultat un peu plus général,
relatifa {X, Y}, .
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que [|X —Yll,, soit petit,ona

(X}, — 1Y}, = {Y,X - Y}, + {X - Y, X},

et 1’on sait majorer chacun des deux termes du second membre. D’autre
part, pour étudier la convergence de {X}, lorsque |m|—> 0, il
suffira d’étudier {X! + X2 + X3, X3}.

Démonstration du  Lemme. — Remarquons d’abord que
{X,Y}=0 dés que Y est une 2-martingale. En effet, un condi-
tionnement préalable par 2’7',,‘,], annule les termes Y(4;;).

Etude du terme {X, Y5}.

Nous utilisons la majoration

E[IE[X(4;, 1) Y(A;) 19,111 £ ElIX(4;, H11Y(Q)I].

1
Puis nous remplacons IY(A,.,.)l par j; g, | dz et sommons en j:
ij

BICX, Y31 S B[S X 01, lealdz]

Nous appliquons alors I’inégalité de Schwarz ; d’aprés le théoréme 1
E [2 X(4,, t)2] < CIXIZ,, etil reste & majorer

1

E[z (‘/;-XIO,II Icpz|d2)2:| § : [2 (&) j;iX[o’1]¢§dZ]

i i i 2
< 1l Ys|

smr °

Etude de {X, Y}lorsque X = X* + X5 .

Nous pouvons nous ramener au cas ou Y est du type 3, car
les types 1, 2, 4 donnent 0, et 5 vient d’étre étudié. Nous représentons
Y de la maniére habituelle Y, = f Liv,x)dW, (w = (u,))
et par conséquent Rw

Ya) = [

AiX]O,ti]

L), 0dWe + [ Lty %) dWy .
ij

Le second terme disparait dans le conditionnement, comme
au début de la démonstration. Notons donc U,; le premier terme,
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et majorons
E[IE[X(4;, ) Y(A;) 19,111 £ E[IX(4;, O 1U,1].
Puis

U, = fA

ixlo’ti+l]

t:

L@, 0dx= [av B(v, X)dW,y
tj Aix]O,ti+1]

ou l'on peut d’ailleurs remplacer ]0,#;,,] par ]0,v], d’aprés la

forme de (. Alors

1< [Fa
iz ’l-‘/t ’

[ B, 0dW,
4A;x]0,v]

Notons J; le second membre ; I'inégalité de Schwarz nous donne
E[1{X,Y},1] < E [2 X(4,, t)Z] g [ ZJ,?] v
i i

Le premier facteur est majoré par C||X|l,, d’aprés le théoréme 1.
En fait, une analyse un peu plus précise conduirait 4 une majoration
du type Clm|"? X, du fait que X se réduit & X* + X°, mais
nous n’avons pas vraiment besoin de ce résultat. Il nous suffit pour
la suite de savoir que ce facteur tend vers 0 avec |m|, ce quirésulte
du théoréme 1.

Le second facteur se majore ainsi :

<@ -0 ft"du (fA'XIO ]B(v,x)dWx)Z

d’our en supprimant le facteur ¢t' — ¢ <1 et en intégrant
E[J?] < E[f ﬁz(v,x)dvdx]
= [0,11x4;x]0,1]

et finalement, aprés sommation en i, le dernier facteur est majoré
par |IBll, = I Yllgme -

Etudede {X, Y} lorsque X = X! + X? + X3 .

Ici, d’aprés ce qui précéde, nous pouvons supposer que Y = Y3.

Nous écrirons les deux représentations

Xo = [ Lv,0dW, W= (u,0)
R
Y, =

uv

A(v, x)dW, , avec A(u,x)=f"ﬁ(r,x)dr. (18)
0

Ruv
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Introduisons les deux martingales a un paramétre suivantes, par
rapport i la famille (%)

U, = X,, =fR L(t, x)dW,
st

Vo =X, — Xy = I

Altyey, X) AW, +f A(AL, x)dW,, .
J 10,s1x &) Rsz;

Le crochet (U,V) par rapport a la famille (@s‘) est donné par

(U, VY, = [ L(r,%) A4, x)dx

Rgt
et alors nous avons
E[X(4,, D) Y(4;) 19,1 = E[UA) V(A) | 5]
= E[U(4)) V(4) 19, 15;] = BKU, V), — (U, V), |9, |5,;]
et par conséquent, en prenant une espérance

E[IEIX(S;, 0 Y@ 19 1N SE[ [ 1L, AG), 0 dx]

A;jx]o,

§E[fA,.x|o,t1 |L(t,x)[(fA} Iﬁ(v,x)ldv)dx] .

Sommant en j, puisen i,

E[l{x,Y},llgE[j]’

0,1]x]0,¢]

IL(2, %)| (f"m(v,x)mv) dx] .

Une nouvelle application de I'inégalité de Schwarz nous donne comme
majorant du second membre

E[f L2(¢, x)dx] 1 E[f B(v, x)zdvdx]
]O’IIX]O)t] ]0,1]XR1
< CIXIl

1/2

Yl

smr smr *

Le lemme est entiérement établi.

Nous passons maintenant a la convergence proprement dite.
Bien que nous n’ayons pas donné d’énoncé formel, il est intéressant
d’étudier, non seulement la convergence de {X},, mais celle de
{X, Y}, pour tout couple de s.m.r.. D’autre part, d’aprés la discus-
sion précédente, le seul terme qui ne converge pas vers 0 dans L!
est {X!+ X2+ X3 Y3 . On peut donc supposer que X se
réduit & X' +X? + X3, Y a4 Y?, et on supposera que X et Y
sont donnés par les représentations (18). Nous voulons montrer que

lim {X,Y},,=fR L(z, x) (f"g(,,,x)dv) dx. (19)
s, tt' t

|ml—>0
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Comme nous l’avons fait pour les théorémes précédents, il suffit
d’établir cela lorsque X et Y sont des s.m.r. simples associées a
une subdivision m, = 0, x7,, et nous pouvons supposer que ¢
et ¢’ sont deux niveaux ¢, et f, de m,. On peut aussi se ramener
au cas ou la subdivision variable 7 est plus fine que m, .

La smr. Y=Y est une somme de s.m.r. élémentaires de
la forme suivante :si w = (u, v)
Y, = Bpem(10, 01N A) W(R, NA,,)

ou A, est un rectangle de m,, A, un intervalle de 7, avec

b<c, et B,,. est F, -mesurable bornée. On a alors si A
un rectangle de

Y(A;) = Bupem(A) WA, x Ay) si i€a, jE€cC

= (0 sinon.

est

Pour établir 1a formule, il n’est pas nécessaire de sommer en a, b, c :
nous pouvons la démontrer pour chaque terme, et sommer ensuite.
Donc a, b, ¢ sont des indices fixés dans la suite. D’autre part, nous
ne nous intéressons qu’aux Aii placés entre ¢ et ', donc on a
p<c<gq.

Passons @ X. 1l est facile de voir que X admet la représen-
tation suivante sur un rectangle Aef de m: si w=(u,v)€EA,,

X (@) = pop(v, @) WR,, NA) + X p,e(w) WR,, NAL)

<
et + ry(v, w)

ou les variables aléatoires p,(v,.), 7 (v,.), p(.) sont I
mesurables et intégrables. Alors, toujours pour v € A}

L(v,z)=pef(v,.) si zEAef,peg si zEAeg,g<f,
0 si z€A,,8>f.

Calculons alors E[X(4,;, 1) Y(Ai,.)lgij], en rappelant que
a,b,c,p,p’ sont des constantes, que b <c, que p<c<p’'.
Si i¢€a ou j&c, le produit est nul. Si i€a et jEc, le pro-
duit vaut

Y BupePagm(A)) W(A; x Ay) W(A, x AL).
gsp
Avant de conditionner par Fii s conditionnons par ‘%xi“’: le pro-

duit des deux accroissements de W est remplacé par Z(4,; x 4,) 8pg >
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et le conditionnement par F;; ne change plus rien. Ainsi

E[X(4;, ) Y(Ai,.)l,‘:Tr,.,.] = Bape Pap M(A) m(Ap) si b § p,i€a, jEc
= 0 sinon

et la sommation sur i,j donne
X ’ Y}ﬂ' = Babc Pab m(Aac) m(A;) 1{b§_p} :

Il est facile de voir que cette expression (qui ne dépend pas de m)
est égale 4 I'intégrale (19). La démonstration est terminée.
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