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262 D. CERVEAU

0. Introduction.

0.1. Notations et définitions.

Nous désignerons par :

N JI’ensemble des entiers naturels, Z I’anneau des entiers relatifs,
Q 1le corps des rationnels, R celui des réels, C celui des complexes.

&, lanneau des germes de fonctions C~ 4 I’origine de R”.

O, Tlanneau des germes de fonctions analytiques réelles (ou bien
complexes) a ’origine de R” (ou bien de C").

&, lanneau des séries formelles 4 n variables réelles x,...x
bien 4 n variables complexes z,,...,z,).

, (ou

. 1 >
A, T'undes trois anneaux &, , 6,, &,.

&CO(R") le &,-module des germes de champs de vecteurs C™ alori-
gine de R".

0,(n) le O,-module des germes de champs de vecteurs analytiques a

Porigine de R" (ou bien a 'origine de C" sans ambiguité).
T N ~
ILy(m) le &,-module des champs de vecteurs formels (réels ou

complexes).

F, T'un des trois espaces I,(R"), 0,(n), Zr—(_,\(;).

Diff(n, ) le groupe des germes de difféomorphismes C~ laissant
fixe I'origine de R”.

Diff(n, w) le groupe des germes de difféomorphismes analytiques
laissant fixe I’origine de R" (oude C").

Diff(n) le groupe des difféomorphismes formels. . .

Etant donnés un germe o« (de fonction, de champ...) et un
entier £, nous désignons par jfa le jet d’ordre 2 du germe «; on
écrira plutdt a(0) pour j°a et & pour j"a.

Pour i= (i,,...,i,) EN" nous écrivons {i{=i, +...+1i,.
Nous ordonnons N"” par la relation: i<i si et seulement si:
il < 1i'| ou |i| =1i') et i est plus petit que i’ pour 'ordre lexi-

n
cographique. La notation ( A, i) désigne la sommation Y A;.i; ou
k=1
A=QA,,...,\,) est un élément de C" et i=(i,...,i,) un

élément de N”.
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DErFINITION 0.1.1. — Une distribution involutive D est un sous-
module de type finide F, stable par le crochet de Lie.

Ainsi nous parlerons de distributions involutives C”, formelles
ou bien analytiques suivant que F, désigne ,(R"), 0,(n) ou bien
&,(n). Remarquons que dans les cas formels et analytiques la condi-
tion “de type fini”’ est automatiquement vérifiée. Nous désignerons par
dim D(0) la dimension de I’espace vectoriel D(0) = {X(0), X € D},
et par 8a, (D) le nombre minimal d’éléments nécessaires pour en-
gendrer le A,-module D. Nous dirons que D est singuliére si
dim D(0) <gAn (D). Deux distributions D et D' C F,, seront dites
conjuguées s’il existe ¢ €D, tel que : D'= ¢, (D) = {¢,(X), X € D},
D, désignant Diff(n, ), Diff(n), Diff(n, w) suivant que D est
C”, formelle ou bien analytique. Enfin une distribution D sera dite
linéarisable si D est conjuguée a une distribution engendrée par des
champs linéaires.

0.2. Enoncé du probléme et des principaux résultats.

Lorsque D CF, est une distribution involutive non singuliére
(dim D(0) = 8a,, (D)) le théoréme de Frobénius classique donne un

modéle explicite pour D: D est conjuguée a la distribution D’
engendrée par les champs 2 ey 9 ou p = dim D(0).
ox, ox,,

Le probléme que nous nous posons est le suivant : a-t-on dans

le cas singulier un théoréme de Frobénius? Cette question n’a de
sens que si ’'on précise ce que I’on attend d’un théoréme de Frobénius
singulier. Du théoréme classique se dégagent essentiellement trois

interprétations :

1) Il existe un systéme de générateurs X,,... ,Xp de D qui
engendrent une algébre de Lie de dimension finie. Dit autrement,
le morphisme d’algébre de Lie j° : D —> D(0) qui a un élément
X de D associe sa valeur en 0 posséde une section s : D(0) — D,
j® o s =idp, ; le feuilletage associé & D est alors défini par I'action
d’un groupe de Lie.

2) D est conjuguée a la distribution constante D, définie par
D,(x) = D(0) ; cette deuxiéme interprétation s’exprimant en terme
de détermination finie : il existe un entier k (ici 0) tel que j*D
détermine D.
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3) D posséde n —p intégrales premiéres indépendantes. Dans
le cas singulier nous appellerons théoréme de Frobénius un résultat
de I'un de ces trois types. En ce qui concerne 'optique 3) nous ren-
voyons le lecteur aux travaux de S. Guelorget [3], R. Moussu [7] et
B. Malgrange [6] : leurs résultats sont énoncés en termes de formes
intégrables, mais ils peuvent se transcrire en termes de distributions
involutives. Dans ce travail nous nous sommes attachés a répondre
(partiellement. . .) au probléme dans les optiques 1) et 2). Dans le
chapitre 1, nous montrons qu’il est possible de séparer, dans une
distribution involutive, les éléments singuliers des éléments non sin-
guliers, en ce sens :

THEOREME. — Soit D CF, une distribution involutive telle que
dim D) =p et 8a, (D)=p +q. Alors D est conjuguée a une
distribution involutive D' engendrée par des champs du type suivant :

% 0 )
1= 5. > s Np .
ox, ox,,
_ p+1
Xp+1 - S‘ a] (xp+1’ 7xn) a—
j=p+1 X;
— ptq _
Xpeg = 2 “0pey, s X,) 3
j=p+l J

ou les a*" sont élémentsde A, _, .

Ainsi D est la trivialisation d’une distribution D’ {(celle en-
gendrée sur A,,_p par les Xp+l,...,Xp+q) qui elle est purement
singuliére ie. D'(0) = 0. Dans les chapitres suivants on suppose
donc D(0) = 0 : sous cette condition on peut alors remarquer que
j'D = {j'X,XED} est une algébre de Lie, donc engendrant une
distribution involutive, 4 laquelle on cherche a comparer D. Suivant
que j'D est semi-simple ou non on aborde le probléme de deux
facons différentes. En formel ou en analytique, lorsque j!D est semi-
simple nous obtenons, sans conditions aucunes, une section au mor-
phisme j! : D — j!D (ceci étant bien dans I'optique 1) et de plus
D est linéarisable (optique 2). Nous montrons en fait plus : quel que
soit la nature de j!'D, D posséde une “décomposition de Lévi’
relevant la décomposition de j!D = Radical @ semi-simple. Ceci
fait I'objet du chapitre 2. Lorsque j!D n’est pas semi-simple (cha-
pitre 3) nous sommes amenés a définir les conditions de semi-régularité
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et de régularité qui sont une généralisation des ‘‘conditions de linéa-
risation de Poincaré” pour un champ de vecteurs. Les premiéres per-
mettent dans certains cas de trouver une section au morphisme
j' : D —> j'D pour les distributions formelles (chapitre 4). Les
secondes quand a elles permettent d’obtenir la linéarisation formelle.
Notamment nous avons le résultat suivant :

T ——
THEOREME. — Soit D C &,(n) une distribution involutive jor-

melle. Supposons que D(0) =0, que ggn(D) = dim j!D et qu’il
existe un élément A de j'D dont les valeurs propres sont Z indé-
pendantes. Alors D est linéarisable.

Le chapitre 5 est consacré a I’étude des distributions involutives
C” pour lesquelles il faut prendre plus de précautions ; pour obtenir
la linéarisation, I’existence dans j'D d’un élément contractant nous
a été le plus souvent nécessaire.

Dans le chapitre 6 nous faisons une étude assez compléte du cas
ou dimj'D =2, cas ou I'on peut restreindre les hypothéses pour
obtenir la linéarisation C” et envisager d’autres résultats : détermi-
nation finie d’ordre supérieur a 1 et une curieuse analogie linéarisation-
intégrale premiére en présence de résonances.

Moyennant des “conditions aux petits dénominateurs’ on obtient
dans le chapitre 7 la linéarisation des distributions involutives analy-
tiques.

Des différents théorémes de linéarisation on déduit dans le cha-
pitre 8 une condition nécessaire et suffisante pour qu’une distribution
involutive soit linéarisable, condition valable aussi bien en formel
quen classe C” ou analytique (mais certainement la plupart du
temps invérifiable. . .) : une distribution involutive D CF,, D(0) =0,

dim j'D = 8a,, (D) est linéarisable si et seulement si il existe un champ

N . 0
X€F,, X ayant pour partie linéaire le champ radial X x; Frak
i
tel que [X,D]CD. Un critére analogue est d’ailleurs bien connu
pour linéariser les algébres de Lie de champs de vecteurs de dimension

finie (c.f. [4]).

1. Séparation des parties singuliéres des parties non singuliéres.

L’objet de ce chapitre est de démontrer le théoréme de trivialisa-
tion que nous rappelons :
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THEOREME 1.1. — Soit DCF,

une distribution involutive telle
que dim D) =p et 8a, (D)=p +q. Alors D est conjuguée da

une distribution involutive D' engendrée par les champs de vecteurs :

0 0

X, = o o, X, = o

X, X,
X — Sﬁ p+1(x x) 9
p+1 29 p+1s »*n) g
i>p+1 X;
. = ' ptq i
X,4q Y, af (pars s Xp) ™
j=p+1 j

ou les aj””‘ sont des éléments de A, _

P
Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur p.

a) p = 1. Choisissons des générateurs X, X,,

..., Xy de D et
des coordonnées x;...x, danslesquelleson ait :
a
— et X, = ¥ d(xy,...,x —,d€eA,, d0)=0,
dx, , ,.;2'(‘ ")ax,. i € Ao 4 (0)

k=1...q.
Puisque D est involutive il existe des oz,’-‘ €A, telsque:

q
X, X )= Y of . X .
j=1

Pour prouver 1.1 il est suffisant de trouver des champs )_(k ;
k=1...q:

Xe= S BL.X;, BLEA,, B0 =2,
j=1

de sorte que l'on ait [X,)~(k] =0. (6{; désigne le symbole de
Kroenecker).

Nous devons donc résoudre en

6{; le systéme de g équations :
}_‘EXI"I‘Z Zﬁka]X9=0, k=1,2,.,q
i=1 1 =1 2=1
Il est clair que la solution B}; du systéme de g* équations :

Wi . b e .
+ ) Be.dhb=0, j=1..q, k=1...q
0x Ce=1 '
avec condition initiale §}(0) = 8} convient.
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b) récurrence : On suppose le résultat démontré pour les distri-
butions D'CF,,, p — 1 <m <n, satisfaisanta dim D'(0)=p — 1
et gAm(D') =p+q—1. Soit DCF, vérifiant dim D(0) =p et
ga, (D)=p +q. Choisissons des générateurs X,... ,X;, ,
X415 >Xpsq de D tels que X/(0)#0 pour j=1,...,p
et X, (0)=0 pour k=p+1,...,p+q. Il est clair que Ion

peut trouver un systéeme de coordonnées x,,...,x, tel que I'on
. 0 , a .
ait : X}, = —, X/(0) = — pour j = 2...p.
1T o, ;(0) x, pour j p
On peut alors supposer que les générateurs X;,...,X, .,
s’écrivent :
)
X =2
oox,
0]
)(’2 — i + S‘ a2 —
0x, 3 ox;
a
Wy jupm | 0X

' N 0
Xp+1= Z a™! .

Xprg = Y afte a% , avec af€A,, af(0)=0.
izp+1 j
La distribution D’ engendrée par les champs X3, ..., X}, est
involutive et satisfait I’hypothése de récurrence : dimD’(0) =p — 1,
8a, (D)Y=p+q —1. 1l existe donc un systéme de coordonnées
Yi,.--,¥, danslequel D’ eést engendré par les champs de vecteurs :

y. = 9

2 ayl

: 3

Y =

>,
Y+1=zos.p+l(y y)i

see s Vn

7 izp 7 9y;

: ~ a k
Yp+q= }-‘ ajl"fq (yp"" ,yn) w s (Xl- GAn_p+1 .

izp i
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Pour engendrer D (dans le systéme de coordonnées y,,...,¥,)
il faut ajouter a Y,,...,Y,,, un certain champ Y,. On peut
modifier les coordonnées y,,...,y, de sorte que l'on ait:

Y,0) = ai, ceci ne perturbant pas la forme des générateurs de

D’. 1l est alors clair que I’on peut choisir Y, du type :
0 0
Yl=a_—+ Z aj(y]s"',yn)r > al'eAn-
p j=p+1 Vi

Le crochet [Y,,Y,] s’exprime alors uniquement sur les champs
Yi: Ypuro---5 Y ie:

s p+q b
Yo, il =Y 00 Y 0,4,V
ou les A; sont des éléments de A, . Soit (a;,a,4y,...,4a,) la
solution du systéme d’équations différentielles :
da,
\a, . =0
9a, .,
Ppudy 505 =0
Nprgay + 2820 = ¢
a =
P+q”1 ayl

avec condition initiale (1,0...0) et soit 8—(1 le champ

S ptq
Y, =a .Y, + a .Y,
j=p+1

le champ Y,, qui vérifie [Y,,Y,] = 0 s’écrit donc :

o 3
Y, = >—l ai(y2""’yn)—" afeA”—l'

j=p ayi
D’autre part ?1 »Ys,..., Yy, engendrent D.

Considérons maintenant la distribution involutive D" CF,_,
engendrée par les champs Y;,..., Yp s Yp+1 S Yp+q et Y, ;
nous avons dimD”(0)=p —1 et 8s,_ ,(D")=p+q—1. En
appliquant de nouveau I’hypothése de récurrence, cette fois & D",
on trouve des coordonnées z,,...,z, de R"~! dans lesquelles

D" est engendrée par :
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y4 =
2 0z,
7 -9
P 0z,
)
ZPH = 2 Bp+1,j(zp+1>---,2,,)a—‘
i=p+1 Z;
Zp+q= . 2 ﬁp+q,,-(2p+l,...,zn) g
j=zp+1 i

Il suffit maintenant de remarquer que dans le systéme de coordonnées
Yi1,25,...,2, D estengendréepar Y,,Z,,..., Zp+q.
q.e.d.

2. Décomposition de Lévi des distributions involutives formelles
et analytiques. Linéarisation des distributions semi-simples.

Dorénavant toutes les distributions considérées s’annulent en O.
Nous désignons par j*D = {j*X,XED} Iensemble des k-jets
d’éléments de D. Puisque D(0) =0, on peut munir j*D d’une
structure d’algébre de Lie [ , ], définie par :

[ij’jkY]k = ik[X, Y] .
Les applications jets :
j*:D—j*D
et
j%:j*D — j*D , k<2®
jQX —_ ]k]!ZX =]kX
sont alors des morphismes d’algébre de Lie surjectifs.

Notons que [ , ], est le crochet usuel puisque j* [X, Y]=[7'X,i' Y].
Soit R, le radical de D: Ry = {XE€D,j'XER,} ol R, estle
radical de j'D.

DEFINITION. — Une sous-alébre de Lévi de D est une sous-algébre
de dimension finie (sur R ou C) supplémentaire de R, dans D
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pour la structure d’espace vectoriel de D. (Pour les définitions usuelles
cf. N. Bourbaki-algébres de Lie).

THEOREME 2.1. — Soit D wune distribution involutive formelle
(resp. analytique) vérifiant D(0) = 0 ; D posséde une sous-algébre
de Lévi S. De plus S est linéarisable, i.e. il existe un difféomorphisme
¢ formel (resp. analytique) tel que ¢,S =j'S et j'S est une sous-
algébre de Lévide j'D.

Démonstration. — Soit j'D = R, ® S; une décomposition de
Lévi de j'D et soit R, leradical de j*D. Il est clair que (j1)"'(R,)
est résoluble, donc (j)™'R, CR,. Si S, est une sous-algébre de
Lévi de j*D, comme j; est surjectif, ji(S;) est une sous-algébre
de Lévi de j'D. 11 en résulte que j*D=(GH'(R) + S,
etainsi R, = (j}) ' (R,).

De méme R, = (j2)"'(Ry) pour ¢<k.

On obtient donc: j*D = (jH)™'R, & S, .

Comme Kerjz NS, = {0}, S, et S; ontla méme dimension.
Supposons que l'on ait construit des sous-algébres de Lévi S, de
7*D pour 1 <2 <k — 1 vérifiant la propriété suivante :

j#Sq=3S, pourtout m 1s<m<f ettout L<k-1.

Nous allons construire S, vérifiant la méme propriété.

Soit S, une sous-algébre de Lévi de j*D: comme ji':
*D — j*71D est surjectif, j*~'(S;) est une sous-algeébre de Lévi
de j*~'D. 1l existe donc un élément X,_, de R,_, tel que
P Y A CA

Soit X, un élément de R, tel que FK!X =X, ,;

Sy = & T S est une sous-algébre de Lévi de j*D et de plus :

k-1 ad jf T % ey
Tk (Sk) =e€ Tk (Sk) = Sk—l .
Nous avons bien ji' S, = S,, pour m <k.
Soit maintenant S = {XE€D,*X€S,}, k=1,2,... ou

les S, sont construites par récurrence de facon que 'S, =S,
m.<%.

Nous avons clairement D = R, & S; de plus S est une algébre
de Lie semi-simple isomorphe & j'S = S, .
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D’aprés [5] et [2] S est linéarisable ; ce qui achéve la démons-
tration.

Le théoréme suivant se déduit facilement du précédent :

THEOREME 2.2. — Soit D une distribution involutive formelle ou
analytique, D(0) = 0, telle que j'D soit semi-simple ; le morphisme
j' : D — j'D posséde une section. Si de plus ga,D = dim i‘D,
D est linéarisable.

3. Distributions involutives semi-réguliéres.
Distributions involutives réguliéres.

Nous définissons des conditions de ‘“non résonances” du type
“conditions de Poincaré” qui permettront notamment la linéarisation
formelle des distributions involutives. Nous avons cru utile pour fami-
liariser le lecteur d’expliciter ces conditions dans les cas particuliers
les plus significatifs.

Donnons-nous une distribution involutive D s’annulant en O
et choisissons une base A,,..., AI,J de j'D; dénotons par
A=(Q,,...,\,) lespectrede A; etpar A lamatricep—1xp—1:
A= (x}‘);‘jj;;;g , ol les )\}‘ sont les constantes de structures définies
par :

p
AL A= 2 N LA
j=1
Soit MU(p — 1) P’espace des matrices carrées complexes p — 1 x p —1
et Id, , €M (p — 1) la matrice identité. Si i€EN" est un multi-

indice nous considérons sur I (p — 1) les opérateurs linéaires m; et
A; définis de la fagon suivante :

M) =\, i).1d,_, —A).M
AM)y=n, M+ M. A , MeN(p-1).

DEFINITION 3.1. — Nous dirons qu’une distribution involutive
formelle D est semi-réguliére si les conditions suivantes sont remplies :

1) D(0) = 0 et dimj'D =g ®D) =p,

2) il existe une base A, A,, ..., Ap de j! D telle que 'on ait :
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a) les valeurs propres de A, sont non nulles et A, est diago-
nalisable sur C.

b) les opérateurs w; et A; (associésa A,,..., A,) sont inver-
sibles pour tout multi-indice i € N” de longueur |i| > 1.

Remarquons que la condition b) est invariante par changement
de base du type A;, A;,...,A, — ALA,, ... ,A;,, et ne dépend
donc que du choix de A, ; nous dirons donc indifféremment que les
conditions de semi-régularité sont portées par A; ou la base

A, Ay, ..., A, (étant entendu que A, aunrdle privilégi€).

DEFINITION 3.2. — Une distribution involutive formelle D est
réguliére si D est semi-réguliére et s’il existe A, €j'D portant les
conditions de régularité et vérifiant de plusa) et b) :

a) A, est régulier, i.e. (\,i) —\; #0 pour tout multi-indice
i€EN", |i|=2 ettoutentierj=1,2,...,n.

b) les matrices m; ; =m; — N; Id,_; sont inversibles pour tout
i€EN”, |i| =2 ettoutj=1,2,...,n.

Notons que la remarque précédente est ici aussi valable.

Il nous arrivera de dire sans ambiguité possible que j* D ou toute
autre algébre de Lie d’endomorphismes linéaires est semi-réguliére ou
bien réguliére.

En tenant compte de la remarque précédant 3.2 on peut trianguler
I'opérateur adA1 :j'D — j'D, i.e. la matrice A, ceci quitte a
complexifier j'D, et rendre plus agréable les conditions précédentes.
Pour les vérifier il suffit de s’assurer de la non nullité des expressions :

(N, i) =N VieEN,|i|=1 , j=2...p,

N, DY —N+N VieEN',|i|=1 ,j=2..p, k=2...p,
pour la semi-régularité et la non nullité de :

i) =N ViEN", |i

i =
(N, i) =N —Af  ViIEN", [i]

=2 s ] =1...n s

=22 ,j=1l..n, k=2...p,
ajoutées aux précédentes pour la régularité (ou )\’,ﬁ sont les termes
diagonaux de la matrice A wune fois triangulée). Mais comme les
\; apparaissent comme la différence de 2 valeurs propres de A, nous

pouvons énoncer la :
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PROPOEITION 3.3. — Soit 5~une disgibution involutive formelle
vérifiant D) =0 et dimj'D =g_ (D). S’il existe un élément
A, €/'D despectre X = (\,,...,\,) vérifiant

N,i) =N =N #0 VIiEN', [i| >3 Vj, VL
alors D est réguliere.

Le deplstage d’un élément A, satisfaisant 3.3. est relativement
aisé lorsque j 1D est résoluble. Nous avons en effet a notre disposition
des formes 11nea1res poids N\ lD — C, j=1...n, qui 4 un
élément A de j 1D assocwnt ses valeurs propres ; si ces formes
satisfont :

N, D) =N =N FO VieN", |i|=>3, Vj, V2

alors j‘ﬁ est réguliére (A désignant cette fois I'application linéaire
A=\, ... ) et AN, D) =Z N . 0p).
Comme nous le voyons, suivant la nature de i’ﬁ les conditions

de semi-régularité se simplifient plus ou moins. Mentionnons tout de
méme pour mémoire le cas particulier suivant :

PROPOSITION 3.4. — Soit DC % une distribution znvoluttve
vérifiant D(O) =0, dlmle g (D) Supposons que ]‘D posséede
un centre C contenant un element A régulier (ie. {\,i) — N\ #0
Vi,ii|l=2,Vj=1...n, \ spectrede A). Alors D est réguliére.

Enfin remarquons que si le radical R de j‘ﬁ est semi-régulier
(respec'. régulier) j!D est semi-réguliére (respect. réguliére).

4. Problémes formels.
La linéarisation des distributions involutives régulieres.

La linéarisation des distributions formelles réguliéres repose sur
le lemme suivant :

P
LEMME 4.1. — Soit D C&y(n) une distribution mvolutzve for-
melle semi-réguliéere : il existe des générateurs X, .. X de D tels

que :
p .
X, X l= 2 N . X
j=1
ou les N, sont des nombres réels (ou complexes si D est complexe).
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Démonstration. — Soient A,, ..., Ap une base de j! D portant
les conditions de semi-régularité et X,,X,,..., X, des éléments

de D tels que il)_(,- = A;. 1l est clair que les X; engendrent D.

Soient enfin suivant les notations de 3.1., 7\]'.‘ tels que
p
(A, A1= Y ANA, et X=Q,,...,\,) le spectre de A,.
k=1
Un calcul simple montre qu’il suffit de prouver le résultat pour les
distributions complexes, la complexification et le retour en réel ne
présente en effet pas de difficultés (cf. [11]. Ceci permet de choisir
des coordonnées dans lesquelles A, s’écrit Z A, z; ai :
Z.
]
Puisque D est involutive, il existe des séries formelles f,." telles
que 'on ait :

X\, X1=28X, ji=2...,p (0)
avec j;k(0)=)\l'~‘.
Nous cherchons 2 modifier X,,...,X, en X,,...,X,:
— p s —
X, =X+ 2 of.X, , k=2,...,p,
j=1

o les o) sont des séries formelles sans termes constants 4 déterminer
de sorte que I’on ait précisément :

14
X, %)= Y X, k=2,...,p (1)
=1

avec X, =X, .
En tenant compte de (0), I’équation (1) s’écrit :

e
=1 j=2 =1

p p . _ P P . _

Y [f,f + 3 of 4+ xl(a,‘i)] X, = Y (7\,‘1 + ) Nka,?) X,
2 i=2

Pour résoudre I’équation précédente on étudie le systéme (2) suivant :

X @) +fi+ Y @ff —Noa)-N=0

i=2

e=1,...,p, k=2,....p.

03]

Si f est une série formelle nous écrirons : f = Z; f. zt.

Moyennant cette écriture le systéme (2) se traduit dans le systéme
infini :
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[ . Q 2 RN 2 5j
N, D+ Y Gog N — a0 N)
i=2

e

(3,1 + ,.[(x, —A) (@ + i+ ff - x}).a;;)] =
j=2

L=1,...,p, k=2,...,p

Il

ou i décrit N, |i| =1
En introduisant les notations m; et A; de 3.1., le systéme (3,i)
s’écrit :

i%
o
i%
. ' /] .
+ ¥ ol N+ [(xl—Al)(a,t)+f,§+ X - d]]=0
j=2 i j=2
0B s
ALl :
0 o

p
+[...,.%(XI—A1)(a§)+f,f+z(f xﬁ)ai ]=0.
i j=2

Remarquons alors que dans les parenthéses ;{ ...} les multi-
indices m des coefficients ma,f qui apparaissent sont de longueur
|m|] <i. Comme les opérateurs ~A; sont surjectifs on peut d’abord
trouver les ,of, k=2,...,p, 2=2,...,p par récurrence sur
|i] et ensuite, en tenant compte de la surjectivité de m; calculer les

1

iOtk .

q.e.d.

Une premiére conséquence du lemme 4.1., qui rentre dans 'op-
tique 1, est énoncée ci-dessous :

COROLLAIRE42 — Soit D une dzstrzbutzon mvolutlve formelle
telle que_ ]‘D 8, D et telle que D soit libre sur & . Supposons
que ]‘D possede un centre semi-régulier €. Le morphisme
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~

jl: D — j'D qui a un élément de D associe sa partie linéaire
posséde alors une section.

1

Démonstration. — Soit A, A,,...,A, une base de ‘D,

Iélément A, de € portant les conditions de semi-régularités :
\,i)#0 VieN", |i|=>1, N\ spectrede A, .

D’aprés le lemme 4.1. on peut trouver des générateurs X,, ..., X,
de D vérifiant :

leI=AI N j=1,...,p

[X11X,]=0 s j=2,"'9p-

Soient £}, € 8, satisfaisant :
[X;, Xl = ; e Xe -
Il résulte de I’identité de Jacobi que :
0= (X, [X;, Xl = X X, (i) Xe

[

et puisque le module D est libre nous avons :
X, (fr)=0 Vj, k2.

Mais le champ X, ne peut avoir d’autres intégrales premiéres que les
constantes puisque (N,i)#* 0 Vi, |i|=1, et donc les f,’i sont
des constantes.
q.e.d.
La deuxiéme conséquence de 4.1. est le théoréme de linéarisation
des distributions involutives réguliéres.

~ S
THEOREME 4.3. — Soit D C&,(n) une distribution involutive

formelle réguliére ; alors D est lindarisable.

Démonstration. — Soient A,, ..., A, une base de j 1D portant
les conditions de régularité, avec [A,,A]=2Z )\’,,A,-. En vertu de
4.1. on peut trouver des générateurs X,,...,X, de D tels que:

Xy, Xl = TN X
et 'X, =Ax, k=1,...,p.



DISTRIBUTIONS INVOLUTIVES SINGULIERES 277

Le champ A, étant régulier on peut supposer, en faisant un
changement de coordonnées convenables, que X, = A,. Quitte a
faire une complexification et un nouveau changement de coordonnées,

cette fois linéaire, on peut mettre A,; sous forme diagonale :

a
Al=2)\jz,- 5;
7

L’égalité (1) conduit alors a :

D .
AL X — Al = Y N(X; — A)
j=2

soit
[N, 1) — Ap) B2 = f N, . B (2,0)
i=2
ot \=(\,,...,\,) etolles By proviennent de I’écriture :
Xy — A = 2 > By - 2 %
lil>2 ¢ 2

Mais (2,i) signifie précisément, avec les notationsde 3.1., que :
Q
iba

Tig- EQ

iﬁp

Comme les m; , sont inversibles, les iﬁi sont nuls et donc X, = A, ,
k=2,...,p.

q.e.d.

5. Problémes C~ ; linéarisation en classe C~ .

DEFINITION 5.1. — Une distribution_involutive D C&,(R™) est
semi-réguliére (resp.' réguliére) si, D C & (n) désignant la distribution
involutive formelle sous-jacentea D ona:

a) D est semi-réguliére (resp.’ réguliére).

b) g, (D) =g (D) = dim'D.

c) Si A€ j'D porte les conditions de semi-régularité A, est
hyperbolique, i.e. n’a pas de valeur propre imaginaire pure.

Comme en formel la linéarisation nécessite un lemme préparatoire
dutype4.l.:
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LEMME 5.2. — Si D C &,(R") est semi-réguliére, il existe des

générateurs X, ,...,X, de D telsque:
P
X, X l= 2 N X

i=1
ou les N, sont des nombres réels.

Moyennant ce lemme, le lecteur se convaincra aisément du résultat
suivant, analogue a 4.2. :

COROLLAIRE 5.3. — Soit D C &,(R") une distribution involutive
C” vérifiant D) =0, dimj'D =g6n(D) et telle que D soit
libre sur &, . Supposons que j'D posséde un centre C contenant
un élément contractant,; le morphisme j': D — j'D posséde
alors une section.

Démonstration de 5.2. — On suit la méme démarche que dans
le cas formel; soient A,,..., A, des générateurs de j'D portant
les conditions de semi-régularité, avec :

P,
(A, Ad= S NA , k=2,...,p
j=1
et A, hyperbolique ; on choisit alors des générateurs X,,...,X,
de D tels que j'X, = A, k=1,...,p. Puisque D est involutive,

il existe des f €8, tels que I'on ait :

- - P -
X, X 1= Y f.X, ., k=2,...,p
j=1
avec ﬁ(’.(O) = N,;.
Comme dans 4.1., cherchons & modifier les X, en X,
k=2,...,p.

14 . —
X, X =3 NX ., k=2,...,p, X, =X,. (1)

Une solution de (1) sera donnée par la résolution du systéme :
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’

P . .
$ X, @) +fE+ Y @.fFfF-N . a)-N=0
2) i=2

(k=2,...,p, ¢=1,...,p.
Soient '07,’5, k=2,...,p, £=1,...,p une solution formelle

du systéeme (2) (Lemme 4.1.) et E,%G(%n des prolongements de
Borel de ces & .

Nous avons :
_ P
X, @) +f+ Y @ - =0
i=2
k=2,...,p;2=1,...,p
ou les b,’i sont des germes de fonctions platesen 0.
Les o, sont recherchés sous la forme :
a,%=&,f+h,f , k=2,....,p , 2=1,...,p

ou les h,’zc sont des germes de fonctions plates en 0 a déterminer ;
le systéme d’équations en h; s’écrit :

( P . .
X, )+ Y He ff—nN)+b=0
3) i=2

e=1,...,p, k=2,...,p.

Désignons par 91t l'idéal de &, desgermesde fonctions plates
en 0. Le systéme (3) est du type :

X, (g +pu.g+db=0 4)
&1 b,

ou g=1: et b=|: sont des matrices colonnes a coefficients
gn by

dans T, u= [ . ;l,-k] une matrice carrée N x N a coefficients

dans &, et X (g) désigne la matrice colonne ayant pour coefficients
les X, (g,). Cette équation est a résoudreen g, b et u étant donnés.
Les équations du type (4) sont étudiées dans [1] et reprises dans [11] ;
Iexistence d’une solution g provient de I'hyperbolicité du champ
X, qui fournit des majorations en exponentielle du flot de X,.
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THEOREME 5.4. — Soit D C x,(R") une distribution involutive
réguliere, les conditions de régularité portant sur les générateurs
Ay, ..., A, de j'D.

Si A, est contractant D est C”-linéarisable.

Démonstration. — D’aprés le lemme 5.2. on peut trouver des
générateurs X,,...,X, de D, j'X; =A;, j=1,...,p, telsque:

p .
[XI,X,‘]=2)\’,¢.X,. , k=2,...,p. (1)
i=1
Le champ A, étant hyperbolique et régulier on peut supposer
(Théoréme de linéarisation de Sternberg [8]) que X, = A,. Nous
savons (Théoréme 4.3.) que les X,. sont formellement linéarisés, ie :

X;=A+P , j=2...,p )

ou les P sont des germes de champs plats a lorigine. Puisque
[A;, Al =Z N, . A, ilrésulte de (1) et (2) que :

[A,,P]= $ NP (3)

e
ji=1

n
0 .
Ecrivons P, = 221 P]’.2 'ax—Q, P;Z fonctions plates en 0, et

9 o
A, = Y A} —, A} formes linéaires.
= ox
2=1 2

De (3) on déduit :
p . p ,
AP =Y NP+ Y Pl —+
=1
k=1,...,p , 2=1,...,n.

Ce systéme d’équation est du type suivant :

A(f)=B.f 4)

ou f est une matrice colonne a coefficients f; platsen O et B une
matrice carrée a coefficients réels.

Placons-nous sur un voisinage V de l'origine ou sont simultané-
ment définis des représentants des f, . Désignons par ¢, le flot de
A, ; A, étant contractant on peut choisir V de sorte que si x €V,
9, (x)EV pour t=0. Léquation (4) se traduit alors pour x €V
et t =20 par:
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af o, (x)

PYRE B. fp(x)). (5)

Le long des orbites de A, on a : f(p,(x)) =e®. f(x),
xX€EV,t=20,
soit : f(x) = e "B . f(p,(x)) .
On a donc la majoration : || f(x)I| < e "BV || f(p, NI .
Puisque les f; sont plats & Porigine, il existe des constantes
m> MEN, telles que 'on ait pour xEV: || fX)I<C,. [lx|I™ .

En tenant compte du fait que A, est contractant i.e.:
lo,(x)| < e ¢ .lIx]| pour x EV ol c¢ est une constante positive,
on déduit lestimation: ||f(x)|| <C,,.e IBI=m9|x|™. En choi-
sissant m assez grand on obtient la nullité de f.

C

q.e.d.

On peut légérement restreindre les hypothéses de 5.4. dans le cas
suivant :

THEOREME 5.5. — Soit D C xo(R") une distribution_involutive
telle que dim j'D = &, (D) = g~ (D) Supposons que D soit un

5 -module libre et que D soit j"lormellement linéarisable. Alors D
est C”-linéarisable dés que j'D contient un champ contractant.

Démonstration. — Soient A,,...,A des générateurs

P

de j'D, A, contractant et X,,..., Xp - des générateurs de
E, i‘X,- = Aj.ND’aprés I’hypothése, on peut supposer que X, 1
X, =A,,....X,=A,; les X; sécrivent donc : X; = A; + P,
j=2,...,p, ou les P, sont des germes de champs plats en 0.

Puisque D est involutive, il existe des germes f,f tels que I'on ait :

p .
(ALXd= Y f.X
j=1

et donc :

~ P . .
(A, Al = f LA =2 No.A ou NR.
i=1 i=
D étant libreona =X
A ce stjlde on peut obtenir le résultat de 5.2. i.e. _t_rouver des
générateurs X,, .. X de D telsque [A;, X,] = Z N, X; ; en effet
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les équations que I'on a a résoudre (équations (2) de 5.2.) sont ici
du type équation (4) de 5.2.

Le méme argument que dans 5.4. permet ensuite de conclure.

: q.e.d.

6. Etude du cas dim j!D = 2.

Lorsque dim j'D = 2, j'!D est 'une des deux algébres de Lie :
g2,0 = {61562 ;[e1’e2] = 0}
g2,1= {el,ez;[€1,62]=e2}_

Grice au récent théoréme de linéarisation des actions de R? de
Dumortier-Roussarie [1] nous avons le résultat suivant :

THEOREME 6.1. — Soit D C &,(R") wune distribution involutive
réguliére. Supposons que j'D = 82,0 et que laction linéaire de j'D
soit hyperbolique. Alors D est C™ linéarisable.

Rappelons que l'action linéaire provenant d’une algébre de Lie
g de champs linéaires commutants est hyperbolique s’il existe deux
générateurs A et B de g vérifiant :

(i) A et B sont simultanément diagonalisables sur C.

(ii) si ?\,- et u; désignent les valeurs propres de A et B alors:
RL}\'L " Re A,
Re y; Re ug
K F My

(iii) si A et u sont des valeurs propres complexes, non réelles
de A et B alors A¢ Ru.

pour les indices j # k tels que A; # A, et

Démonstration de 6.1. — Compte tenu de 5.2. on peut trouver
deux générateurs X et Y de D commutant, avec en outre j'X
régulier. Le théoréme de Dumortier-Roussarie permet alors de conclure.

q.e.d.

Lorsque la dimension de I’espace ambiant est 2, I’hypothése
d’hyperbolicité implique a elle seule la régularité :
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COROLLAIRE 6.2. — Soit D C SCO(RZ) une distribution involutive
vérifiant g‘s2 D) =2, j'b= 8,0 hyperbolique. Alors D est c”
linéarisable.

En dimension 3, I'hyperbolicité n’implique plus la régularité,
mais la semi-régularité ajoutée a I’hyperbolicité permet de trouver
des générateurs polynomiaux dans un systéme de coordonnées bien
choisi ; plus précisément, nous avons le résultat suivant :

THEOREME 6.3. — Soit D C x,(R®) une distribution involutive
semi-réguliére avec j'D commutative de dimension 2 ; supposons
que laction linéaire de j'D soit hyperbolique. Alors D est conjuguée
a une distribution D), engendrée par les champs commutants X et
Y suivants :

X=A+ax2xl 2 | «€R, (p,EN
ox,
Y=8B
ou A et B sont linéaires.

La démonstration nécessite le lemme suivant :

LEMME. — Sous les hypothéses de 6.3., si A et B sont des
générateurs de j'D, de spectre N = (A\;,N\;,N;) et u= (K;,My,HM3)
il existe au plus un couple (iy,j,) € N3 x {1,2,3}, lig| =2, tel
que :

(N, iy) — 7\].0 =(pu,iy) — i, = 0.

Démonstration du lemme. — Remarquons qu’il suffit d’établir le
résultat pour un couple (A, B) choisi, ce résultat sera alors vrai pour
tous les autres couples de générateurs. On peut donc supposer, puisque
D est semi-réguliére, que 'on a :

(\,d#0 VIieEN® | [i|>1
ou A = (A;,A,,A;) estlespectrede A.

Il en résulte que pour une relation du type (\,i) — N =0,

ona j =0@G=(,,i,i3).

Supposons que A et B aient deux résonances communes du
“méme type” ie :
Ny =0, T3,

: ; s By tiy=2
(#1 = QpMy tizug
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et

Ay = A T , , .. .
! . 2 . s ]2+]3>2s (12,13):'&(]2,].3)~
My =JHy T 3K3

On a alors les égalités :
(i —j))N, + (3 —j3)N;3 =0
(y —J)dkuy + (3 —j3du; =0
égalités qui contredisent I’hyperbolicité de j'D.
Si A et B ont deux résonances de type différent :

(N =00, + i)

( My =My tizu,
et

Ay =T T3,
My =J My ti3us
on tire alors :
7\1(1 - izjl) = (f;ig. + i3) )\3
#1(1 - izi;) = (j1j3 + i3)/‘3 .
Ici encore ces égalités sont en contradiction avec I’hyperbolicité
de j'D. '
q.e.d.

Démonstration de 6.3. — Soient A et B deux générateurs de
J'D, N=(\;,N\,,\;) et u=(uy,u,,H;) leurs spectres. Si A et
B n’ont pas de résonance commune, le théoréme 6.1 permet de
conclure (avec o = 0).

Sinon, supposons que I'unique résonance commune (lemme) soit :

(1) Y M=pdtah . (@, PEN | p+q=2.
(M =Py +q. 1
Puisque A et B sont simultanément diagonalisables sur C on
peut supposer que (\,i) — A, #0 pour (i,/))# ((0,p,q),1); en
effet un champ s.A +¢.B€j'D a pour spectre s\ + fu et
(SN + tu, i) — (SA + tw); = SN, ) —N) + e (K, i) — ;) -

Nous allons montrer que les A; sont réels ; tout d’abord il est
clair que A, et u, sont réels (égalités (1) et hyperbolicité de j'D).



DISTRIBUTIONS INVOLUTIVES SINGULIERES 285

Supposons A, et A; complexes non réels ; nécessairement A, = X
donc p =q et:

3>

A, =2.pRelX, =2p.Re},
My = p(uy + uy).

L’égalité [A,B] = 0 implique alors Re u, = Repu; et donc
M, =2.p.Rep, =2pRepu;; mais ceci contredit ’hyperbolicité
de j!D.

On peut maintenant supposer que A et B sont diagonaux réels ;
soit alors X €D tel que j!X = A : on sait [10] qu’il existe un germe
de difféomorphisme ¢: R*,0 — R*>,0 , j'¢ =id et a€R

0
ox,

D’autre part, d’aprés le lemme 5.2. on peut trouver un champ
YED, j'Y =B, tel que X et Y engendrent D et [X,Y]=0.
Si Y désigne le champ ¢,Y ona: Y=B+Z ou ZEXO(R3)
vérifie j'Z = 0. Comme A et B sont diagonaux et vérifient

<)\9(0,p,q))_)\1 =<#,(0,p,4))—#1 =0;

telsque: ¢, X = A + a.xy. x§

nous avons : [A + axf x% 9 , B] =0
0x,
ce qui implique I’égalité :
A+ax§x‘gi,Z =0. )
ox,
~ Nous allons montrer que Z s’écrit :
Z=BxPx%I — ou ER.
Bx3 x3 ox, B
1) Etape formelle.
Ecrivons Z = Z z" xt L le développement en série
m=1,2,3 xm
iEN3, lil>2
formelle de Z. L’égalité (2) s’écrit suivant (a), (b), (¢) :
(@) 0= DI (O N PR W B A
i=(iy,i,,i3)

lil>2
. 1 ij—1 _ig+p iz+q 2 iy _iatp—1 _liz+q
‘o i, Z; . x; x; x5  —aplixix, by

3 il iz +p i3+q—l
—ogqZ;xy x, T x5
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M) 0= ¥ (LD =N 2%+ i, 2% T x2 TP BT
i=(iy,ip,i3)
{122
© 0= 3 N, D =N Zx + i, 22 T xR
i=(iy, iy, i3)
li|=22

Les égalités (b) et (c) conduisent a (b") et (c”)
(b)) 0= (N, 1) =N Z{ + iy + 1) Z(;,
) 0=\, =N)Z] +al, +1).25

+1,iy3—p,i3—q)

+1,i -p,i3—q)
pour les indices i = (iy,i,,i3) tels que i, —p=0 et i;—q=0
et aux égalités

(®") 0= (N, i) =N\).Z}

(€ 0=(N,i>=2A).Z]
pour les indices i= (i;,i,,i3) tels que i, —p <0 ou bien
iy —q<0.

Puisque les quantités (X,i) — A, et (X,i) —A; sont non
nulles, on a d’aprés (b"’) et (") :

Z? =7} =0 pour les indices i = (i;,i,,i;) tels que l'on ait
soit i, — p <0, soit i; — q <O0.

En reportant ce résultat dans (b’) (c') on obtient :
7?=272=0
désque i, — p <p oubien i; — q <gq, et ainsi de suite :
Z} =Z7Z})=0 pourtout iEN?, [i[>2.
L’égalité (a) s’écrit maintenant
@):0=C(N, D =N)Z; +all, + 1D Zi 4y piig
pour les indices i telsque i, —p=>0 et i3 —q=0 et
(") : 0=(\,i)=2)Z}
pour les indices i tels que I'on ait soit i, — p <0, soit i; —q <O0.
(X,i> — A, ne s’annulant que pour le multi-indice i = (0,p,q)

onad’aprés (a”): Zi1 =0

pour les indices i telsque i, — p <0 oubien i; — ¢ <O0.
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De (a’) ontirealors: Z}! = 0 pour i # (0,p,q).

Seul donc Z(lo, »,q) beut étre non nul, ce qui achéve la démons-
tration formelle.

2) Etape C” :
a) Supposons d’abord_ que le champ A est contractant. D’aprés
I’étape formelle le champ Y = ¢,Y s’écrit :

< 0
Y=B+8.xPx9 — + P
B.x3x3 ox,

ou P est un germe de champ plat en 0. Nous allons montrer que P
est nul.

La condition [X,Y] =0 et la résonance commune (1) im-
pliquent I’égalité : [¢,X,P]=0.

Choisissons une boule B(0,8) ou l'on peut définir un repré-

3
sentant P du germe P si X =¢,X et P= 2 Pi i on obtient

les égalités : i=1 ox;
X(P,) — A, . P, — paPyx27'x% — qaP,xxi"' =0 4))
X(P,) =, .P, @)
X(P,) =1, . P, . 3)

Désignons par ¢, le flot de X ; puisque X est contractant si
§ est suffisamment petit, on a pour x dans B(0,8) et ¢ positif:
o, )l <e . |lx|l oh ¢ estune constante positive.

L’égalité (2) implique que : P, (¢, (x)) = € 2" . P, (x)..

Puisque P, est plate en O, pour tout entier k il existe une
constante ¢, > 0 telle que: |P,(x)| < C, 1 x1¥ pour x €B(0, §).

On obtient donc (pour tout ¢ positif) :

—(Aytko)t

P00 =e "2 P, (0,(x) I<Cie "2 g, )IF <Cpe lxfl .

En choisissant k assez grand A, + kc est positif et donc P, (x)
est nul; il en est de méme pour P;. L’égalité (1) s’écrit alors :
X(P,) = A, .P,, cequiconduit a la nullité¢ de P, .

b) Pour achever la démonstration, il suffit de montrer que I'on

peut trouver dans j!D un champ contractant sA + B n’ayant
qu’une seule résonance.
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3

= 0 3,
Ecrivons: A= ) Nx; — et B= >
=4 0x;

HiXy 5
J j=1 ax]-

Il nous faut trouver s et ¢ tels que I’on ait les inégalités :
sh, +tp, <0
sh, +tp, <0
sShy + 1y <0
et 'implication :
N+ tu, i) — (N + 1) =0==i=(o,p,q) etj=1.
En ce qui concerne I'implication, il suffit que ’on ait :

s (p, i) —
—F — YV (@i,j) telsque (N,i)— N, #0,
O W WAL j
car pour les (i,7) telsque (\,i) —X\; = 0 onasoit {u,i) —pu; #0,
soit i=(o,p,q) etj=1.
L’hyperbolicité de j'D assure que les droites du plan
d’équations :
sSh, +tu, =0
Shy +tuy; =0
sont distinctes. De sorte que I’on peut trouver s et ¢ vérifiant les
inégalités :
SN, +1tu, <0
sSA; + 1y <0
et 'implication.
Les relations :
A =ph t gy
Ky = DKy T qus
conduisent alors a : sA; + ftu; = p(sA, + tuy) + q(sh; + tuy) <O.
q.e.d.
Il reste le cas, en dimension 3, ou j!D = 82,0 -est hyperbolique

mais n’est pas semi-réguliére, cas ou il apparait un phénoméne assez
curieux :

THEOREME 6.4. — Soit D C &y (R?) une distribution involutive
avec j'D = 82,0 hyperbolique mais non semi-réguliere et g63(D) =12.
Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
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1) D posséde une intégrale premiére C~ non plate en 0.
2) D posséde une intégrale premiére formelle.
3) D est C” linéarisable.

Démonstration. — Nous montrons 2= 3=]1=2
étant trivial.

Soient A et B des générateurs de j'D, N = (A;,\;,1;),
u=(p,,M;,HM;) leurs spectres respectifs ; puisque j'D n’est pas
semi-réguliére, il existe une relation commune :

(PN +qh, +1A3=0

( pry + quy +ruy =0
minimale, en ce sens que toute autre relation a coefficients entiers
positifs est multiple de (p,q,r). Lhyperbolicité de j'!D implique
clairement que les A; et les u; sont réels et nous pouvons choisir A
de sorte que toute relation i, (i,A\)=0 avec i€ N?® soit multiple
de (p,q,r). En jouant une fois encore avec ’hyperbolicité de j'D,
on peut supposer en outre que les quantités s\, — 7\1. sont non nulles
pour s = 2.

(p,q,r)EN?

Sment X et Y des generateurs de D ayant pour ljet A et
B et f Iintégrale premiére de D: X. f Y. f =0.

Des propriétés du spectre A de A, il résulte qu’il existe une
mise sous forme normale de X du type suivant :

~ ~ ~ - a a
Z=9,X= 2 xPyz2) (agx — +by—+cz-——
* 2>0 ( oy £ az)

ol @ est un difféomorphisme formel et (aq, by, co) = Ay, Az, A3).

En écrivant que F= ? o @ est intégrale premiére formelle de Z,
il vient :
a) pa, + qby + rcg =0  pour tout £
b) F = Y(xPy9z") ou Y est une séric formelle 4 une variable.
En remarquant alors que F oest intégrale premiére des champs
linéaires A et B on conclut, en utilisant par exemple le lemme de
Saito [9], que D est formellement linéarisable, i.e. il existe un germe
de difféomorphisme ¢ tel que ¢,D soit engendrée par les champs :
U=A+P
V=B+0Q
ou P et Q sontplatsen O.
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Mais on peut alors modifier V de sorte que [U,V] =0; en
tenant compte du fait que j'D est hyperbolique, on obtient main-
tenant, via [1], la linéarisation C~ de D. Ceci prouve I'implication
2= 3.

L’implication 3 == 1 est triviale puisque les champs A et B
possédent I'intégrale premiére monomiale x? y? z".

q.e.d.

Lorsque ]"DEgz’l on ne peut guére améliorer les résultats
du chapitre S; on peut tout de méme prouver (cf. [11]) que si
DC930(R2) est réguliére, j'D =g,,1, D est C” linéarisable. Par
contre on peut montrer que ’hypothese ‘““A; contractant” dans 5.4.
n’est pas superflue : nous allons construire sur 'espace R® une dis-
tribution involutive réguliére, donc formellement linéarisable, qui ne
soit pas C™-linéarisable.

Les coordonnées d’un point x € R® sont notées (x,,x,,X;);
A désigne le champ linéaire :

3
A=Y )\-x.—i— avec AN, =N, —1, A\, >2, A;<0 et

B lech —_
e champ x, ax,
Nous supposons A = (A;, A, , A;) choisi de telle sorte que 'on
ait :
(D =N (D =N —1D)#0VIEN® i|>2 et VjE{1,2,3}.

Si DC xo(R3) est une distribution involutive vérifiant
g63(D) =2 et j'D=¢g ol § est I'algébre de Lie engendrée par A
et B, D est réguliére et donc formellement linéarisable.

Les variétés invariantes du champ A sont le plan x; =0 et la
droite Ox;. On peut trouver alors f: R?*,0— R%,0,C”, san-
nulant sur ces variétés, plate en 0 et telle que A(f) = Q5 +1).f.

Pour cela, on se donne un plan horizontal x; =€, € > 0 et une
fonction f,:f,:(x;=¢€) — R, C%, plate en (0,0,¢) et
strictement positive en dehors de ce point. On prolonge f, a R3
de la fagon suivante :

fley,x,,x3) =f. (xl . (x?s)"‘ X, . ﬁ)ﬂ

€



DISTRIBUTIONS INVOLUTIVES SINGULIERES 291

pour x; >0
f(x]rx2,0)=0
fOey,x,,x3) =f(x;,%x,,—x3) pour x;<0
A A
avec a=——i, B=_i_'

La platitude de f, implique alors que f est C” et plate en O.
Soit D la distribution involutive engendrée par A etle champ Y
0 0
=x, —+f. — , [A,Y]=Y.
'oax, f 0x, [ ]
La distribution D n’est pas linéarisable pour la raison suivante :
soit (D) = {x €ER?, dim D(x) <1} le lieu singulier de D.

Z(D) a pour équation: (x, =0,x, =0); Z(D) est donc
une droite ; si maintenant D’ désigne la distribution involutive en-
gendrée par A et B ona:

Z(D') = 2(j'D) = {x €ER®, A(x) et B(x) sont colinéaires}
Z (D) qui a pour équation {x, = 0} est un plan. En remarquant

qu’une conjugaison échange les lieux singuliers, on obtient le résultat
annoncé.

Y

Pour clore ce chapitre signalons que 'on peut obtenir certains
résultats lorsque dim j'D =1 et g,,(D) = 2.

Par exemple supposons que l'on puisse trouver des générateurs
X et Y de D telsque:

i'X =X, = Zx, a'??'
jm~'Y = 0 pour un certain m > 2
Y=Y, #0.

Alors D est conjuguée a la distribution involutive engendrée
par X, et Y, (on utilise la méme technique que précédemment :
on peut trouver Y' tel que [X,Y'] = (m —1). Y', ensuite la linéa-
risation de X permet de conclure).

7. Linéarisation en analytique.

On sait combien il est difficile de linéariser un champ de vecteur
analytique ; il n’est donc pas étonnant que I’on doive, pour linéariser
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des distributions involutives, raffiner les hypothéses et introduire des
“conditions de petits dénominateurs”.

THEOREME 7.1. — Soit D C8,(R") une distribution involutive
réguliere, les conditions de régularité étant portées par les générateurs
Ay,...,A, de j'D. Si A, vérifie des conditions aux petits déno-
minateurs
(KN, D) = NI >p. i7" ViIiEN?,

lij=22,Vj=1,...,n,u>0, «a>0)
alors D est analytiquement linéarisable.

Démonstration. — Soient X, ..., X, des générateurs de D,
j‘X,- =A;, j=1,...,p, etsoit D ladistribution involutive formelle
engendrée par les X; :

D=1{2g.X; ,g€8&}.

Nous pouvons écrire: DCD. Soit ¢ un germe de difféomor-
phisme analytique ayant pour partie linéaire I'identité qui linéarise
X,, ie ¢4.(X,)=A,. Remarquons que j'_(qb*D) =j'D; puisque
D est réguliére, il en est de méme pour ¢.(D) et il résulte du théo-
réme 4.3., ou plutdt de sa démonstration, que ¢*(13) est engendrée
par les champs linéaires A,,...,A,. Comme ¢,(D)C¢,(D),
si Y est un élément de ¢,D, il existe des séries formelles jj.,
j=1,...,p, tellesque:

I~

Y= 5 A
i=1
L’équationen y; :
n
Y- Y y.A=0

j=1
est a coefficients analytiques et posséde une solution formelle. Il
résulte de la fidéle platitude de &, sur ©, que cette équation a
une solution g,,... »8p analytique. Si D' désigne la distribution
involutive analytique engendrée par les A; :

_ |
D'_gig b A €0,
nous avons linclusion : ¢,(D) C D’ ; mais I’égalité j!(¢,(D)) =j'D’
implique alors I'égalité ¢,(D) = D’.

q.e.d.
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8. Un critére de linéarisation.

Ce critére, annoncé dans lintroduction, est valable aussi bien
en formel qu’en classe C™ ou analytique.

THEOREME 8.1. — Soit D CF, une distribution involutive
vérifiant dimg D(0) = 0 et gAn(D) =dim j!'D. D est linéarisable
si et seulement si il existe un champ X €F, , ayant pour partie linéaire

n
le champ radial 'y x; 2
=1 0

, telque [X,D]CD.

Démonstration. — Supposons D linéarisable ; il existe un difféo-
morphisme ¢ tel que ¢,(D) soit engendrée par les champs linéaires
Ao A, Soit A, le champ radial :

A= ¥ x, =
= X, — -
=R

Nous avons [A,,A;]=0, j=1,...p. Le champ X =¢;'(Ay)
convient.

Inversement supposons I’existence d’un tel champ X, j'X = A, .
Soient X,, ..., Xp des générateursde D ; ona

p
X.X1= Y ffX . ff€A,.i=1....p.
k=1

Les sommations précédentes n’ayant pas de composante sur X,
on peut trouver des générateurs X; de D tels que lonait [X, X;]=0,
ceci dans les cas formels et C” (il suffit de reprendre la démonstration
de 4.1. et 5.2.). En linéarisant X on obtient le résultat.

En analytique on procédera de la facon suivante : on considére
la distribution involutive formelle D engendrée par D ; on peut
alors trouver des générateurs X,, ..., Xp de D telsque

[X,X;]=0.
Si ¢ est un difféomorphisme analytique qui linéarise X, les

¢, X; sont linéaires. Comme dans 7.1. on en conclut que ¢,D est
engendrée par ces champs linéaires.

On pourrait aussi dans le cas analytique reprendre la démonstra-
tionde 4.1. et voir que les X; ainsi trouvés convergent.
q.e.d.
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