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ENSEMBLES PICS POUR A~ (D)

par J. CHAUMAT et A.-M. CHOLLET

Soit D wun domaine borné strictement pseudoconvexe dans
C", a frontiére réguliere. Soit A(D) la classe des fonctions analy-
tiques dans D, continues dans D et A*(D) la classe des fonc-
tions analytiques dans D dont toutes les dérivées sont continues
dans D. On note N une sousvariété du bord 9D de D dont
I’espace tangent T,(N) est, en chaque point p de N, contenu
dans le sous espace complexe maximal de Tp(aD).

Indépendamment A. Nagel [11], G. Henkin et A. Tumanov
[8] ont prouvé, en supposant N de classe C3, que tout sous en-
semble compact de N est un ensemble pic pour A(D). Peu aprés,
W. Rudin [12] a obtenu le méme résultat sous I’hypothése plus faible,
N declasse C!.

Récemment, M. Hakim et N. Sibony [6] ont obtenu une ver-
sion locale de ce résultat pour A®(D): si N est de classe C™,
pour tout point p de N, il existe un voisinage w de p tel que
tout compact K de wN N est un ensemble pic pour A*(D). Dans
le méme travail, ils montrent que la réunion de deux ensembles pics
pour A”(D) n’est pas nécessairement un ensemble pic pour A™(D).
On ne peut, de ce fait, obtenir un résultat global par un argument
simple de compacité, comme dans le casde A(D).

Dans ce papier, nous montrons que tout compact d’une telle
sous-variété N de 0D est un ensemble pic pour A~(D). Clest le
théoréme 21.
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Définitions et notations.

1. D désigne un domaine borné de C”, strictement pseudo-
convexe, a frontiére 0D de classe C™. Il existe donc une fonction
r, a valeurs réelles, de classe C™ dans un voisinage de D r'adhé-
rence de D telle que

(1.1) D = {z;r(2) <0},
(1.2) gradr # 0 sur oD,

(1.3) r est strictement plurisousharmonique dans un voisinage
de 0D, c’est-a-dire, la forme de Levide r
n a%r
4 X
k=

k=1 az,. 0z,

(z) w; Wy
est définie positive pour tout z dans un voisinage de aD.

2. On note

A(D) 1la classe des fonctions analytiques dans D, continues
dans B, '

AT(D) 1la classe des fonctions analytiques dans D, continues
ainsi que leurs dérivées de tous ordres dans D.

Dans tout ce qui suit, E est un sous-ensemble fermé de oD.

3. Un sous ensemble E de 9D est un ensemble pic pour une
classe donnée s’il existe une fonction f de cette classe telle que I’on
ait .

f=1 sur E et |fl<1 dans D\E
ou, ce qui est équivalent,

f=0 sur E et Re f >0dans D\E.

4. Sauf mention explicite du contraire, les fonctions, variétés,
champs de vecteurs étudiés dans la suite seront de classe C~.
5. On identifiera naturellement C” a R?" en posant

(Zl,"'azn)=(x1’y1>"~>xn,yn)

sionnote z; = x; +iy; pourtout j, 1 <j<n.
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L 0 0 0
es vecteurs ax1 s 5y—l se e ax,, > o,
de T,(C") lespace tangent en z a C” considéré comme espace
vectoriel réel de dimension 2xn. On définit sur cet espace une struc-
ture presque complexe J de la maniére suivante. J est un opérateur

R-linéaire tel que I’on ait

forment une base

J 0 ) 0 I %) ) 0 1<i<
- =T, — )= T sx/sn.
ax,. ay]. ay,. ax,
Si on identifie, comme on le fera assez fréquemment, les vecteurs

tangents en z 4 C” a des vecteurs de C”, on voit que cet opérateur
agit comme la multiplication par i.

On note CT,(C") le complexifi€¢ de T,(C") c’est-a-dire
T,(C")® gC: c’est un espace vectoriel complexe de dimension 2n

0 0
dont les vecteurs —,; — ... » —— forment une base.
0z, 0z, 0z, 0z,
o F) ) l<i<
na — = xn.
az, az,. =7

On rappelle que T,(C") n’est autre que I’ensemble des élé-
ments réels de CT,(C") Cc’est-a-dire des éléments égaux a4 leurs
conjugués.

J s’tend en un opérateur C-linéaire sur CT,(C") tel que

P’on ait
0 0 0 0
J(—)=i—’ I(=)=—i=> 1<j<n.
az,. az,. az,.

Si on note ( , )o le produit scalaire hermitien induit par
C" sur CT,(C") et ( , ) le produit scalaire euclidien sur T, (C"),
ona

C,)=0,) (5.0

sur T,(C") considéré comme I’ensemble des éléments réels de
CT,(C").

Le symbole || || représentera la norme euclidienne dans T,(C").
6. 0D = {z€C";r(z) = 0} est une hypersurface de C". On

note T,(0D) l’espace tangent en z a4 9D de dimension réelle 2n — 1
et grad r(z) le gradient de r évaluéen z.
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On pose, pour tout z de aD,

X, = grad r(z) (6.1)
et on note
T, =Jx, . (6.2)
7, appartient & T,(0D) et, puisque r est de classe C™, on peut,
sans restreindre la généralité, supposer |Ix,|l = l7,/l =1 pour tout
z de aD.

On désigne par T;(dD) le sous espace complexe maximal de
I’espace tangent réel T,(dD). Il est de dimension complexe n — 1
et on a la décomposition orthogonale réelle, en tout point z de 0D,

T,(3D) = R[7,]® T:(3D), (6.3)

ou R[7,] est le sous espace vectoriel réel engendré par 7,. On
vérifie en identifiant T;(dD) & un sous espace de C" que l'on a

. n. & ar
T;,@D) ={ £ =(§,,....§)EC"; Y & —(2)=0}. (64)
T
On note
CT, (aD) le complexifié¢ de T, (oD),
T °(aD)
n 0] n or )
=] XECT,(C");X=73 ¢ —;q€EC, Yoa —(2)= 0; ,
j=1 9z, j=1 0z;
T2 (3D)
n 0 n or
= {XeCT,(C"); X = . —;a,€C, , — =0; .
3 (6" igl “ az; “ E‘l “ 0z; @)

TY°(3D) et T2'(dD) sont des sous espaces de CT,(dD) de
dimension complexe n—1.

T;(dD) est un sous espace réel de dimension 2n —2 de T,(dD).
I1 s’identifie donc naturellement a un sous espace réel de CT,(aD).
On a plus précisément TZ(dD) = {Re X;XE T,;°(8D)}. En effet
Iinclusion est évidente et les dimensions réelles sont égales. Si X

appartient a Tr®, X appartient 2 T' donc tout vecteur & de
T; (D) peut s’écrire

tE=X+X, XET(@®BD) , XET> (D) (6.5)
c’est-a-dire
n 3 o _ 3 n 3
£=Y a —+ Y @ — avec a,.—r=0. (6.6)
i=1 dz; /o dz; j=1 0z;
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7. On note [X,Y] le crochet de Lie XY — YX de deux champs
de vecteurs tangents & 9D et on définit sur T;(dD) une forme her-
mitienne en posant

L. =(X.Y],, ) (7.1)
si t=X+Xetn=Y+Y.
Si n s’écrit
< 0 L n or
n=73 b —+ 2 b —avec > b =0, (7.2)
j=1 a j=1 Zj j=1 3

un calcul simple permet de vérifier que 'on a, d’aprés (6.2), (6.6)
et (7.2),

2

0z; 0z

L,(¢.n)=—2i 2 (2) g by (7.3)

On reconnait 1a, a un coefficient prés, la forme de Levi de r évaluée
au point z.

Remarques classiques sur la forme de Levi [3], [4], [8].

8. Remarque. — Soit & et n deux champs de vecteurs de
T°(9D) Ile sous fibré du fibré T(dD). Si on pose,

F,¢.n)=UJ¢.nl,.7,)

et G(E "?)—([E n]z* z
on a alors
F,(5.n) +iG,(¢§.n) =2iL,(§.n).

Preuve. — F (¢, 1) +iG, (¢, n) = (3¢, n), +i[E n),. 7).
D’aprés (5.1), on a
F,(¢8.m) +iG,(,.n) = (J¢. 0], +ilE.n),. 7.)¢
=([iX-iX,Y+Y], +i[X+X,Y+Y],, 1)
=2 ([X.Y),. )¢ + 2i ([X,Y]
=2 L, (k7).

On a en effet ([X,Y],,7,)c = 0. Car le crochet [X,Y], de deux
champs de vecteurs de T%%(dD) est dans TY°(dD) et si Z est un
tel champ on a

z° Z
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(Z,.71)¢e =(ReZ,, 7)) +iImZ,,7,)¢
=(ReZ,,7,)+i(ImZ,,7,)=0.

9. Remarque. — 1l existe deux constantes C, et ¢,, C, =1
et 0<c, <1, nedépendant que de D, telles que, pour tout champ
de vecteurs n de T¢(dD), en tout point z de 9D, on ait

Co lIn, 11> = (Un, nl, . 7,) = ¢ lIn, 1%

Preuve. — Puisque D est un domaine strictement pseudoconvexe,
a frontiére de classe C™, il s’agit 14 d’une conséquence de (1.3),
(7.3) et de la remarque 8.

10. Remarque. — La partie réelle ([J¢,n],,7,) de la forme
de Levi définit sur T;(dD) un produit scalaire réel que l'on note
( , ). On peut prolonger ce produit scalaire & T,(C") en posant,
pour tout vecteur £, de T;(dD),

(r,, 60, =0 A71,,7,)0, =1,

(X, 0 =0 ({x,.x,0 =1, (10.1)
et (1, %, =0.
On a alors, pour tout vecteur ¢, de T,(C")
Co NE 112 = IE T = ¢ NE 11 (10.2)

avec g2 =<& &0 et NEIP=(%.&).

Preuve. — (&, ,n, ), = ([JE,n],,7,) =Re 2i L,(§,7n). Clest
la partie réelle d’une forme hermitienne définie positive puisque D
est strictement pseudoconvexe. Elle définit donc un produit sca-
laire sur T€(0D) et la relation (9.2) est vérifiée d’aprés la remarque 9.

11. DEFINITIONS. — Soit W un sous espace de T,(C"). On
note WY le L-orthogonal de W dans T,(C™) c’est-a-dire l'ortho-
gonal de W pour le produit scalaire L et Py le projecteur L-
orthogonal de T,(C") sur W.

Soit f une fonction de classe C! au voisinage d’'un point z
de 0D et df sa différentielle. On désigne par grad; f(z) le vecteur
de T,(C") tel que l'on ait
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df(§) (z) = &,f = (grad f(2), &, ) (11.1)
pour tout vecteur £, de T,(C").

Variétés totalement réelles.

12. DEFINITION. — Une sous-variété V de C" est totalement
réelle si, en tout point p de V, ona

T,(V)NIT,(V) = {0}. (12.1)

13. Remarque. — La dimension réelle maximale d’une sous
variété totalement réelle de C" est n.

On fera fréquemment usage dans la suite de la proposition sui-
vante due 4 F.R. Harvey et R.O. Wells [7].

14. PROPOSITION. — Soit V une sous variété de classe C=,
totalement réelle, définie dans un ouvert w de C", et soit [ une
fonction de classe C™ sur V, alors il existe une fonction F de
classe C” dans w telle que l'on ait

a) F=fsur V,

b) AF s’annule a l'ordre infini sur V, c’est-adire, pour tout
entier o, lesdérivéesd’ordre o de OF sont nulles sur V .

De plus, si f est a support compact dans V, F est également
a support compact dans w .

15. On s’intéresse particulierement dans ce travail aux sous-
variétés N de classe C* de 0D qui vérifient, en chaque point p
de N,

TP(N)CT;(aD). (15.1)

D. Burns et L. Stout [2] ont montré qu’une telle sous-variété est néces-
sairement totalement réelle. De la, puisque JT,(N) est aussi inclus
dans T;(BD), la dimension réelle d’une telle sous variété est infé-
rieure ou égalea n — 1.

Plus précisément, on a la remarque suivante.
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16. Remarque. — Soit N une sous variété de 0D vérifiant
(15.1) ; alors TP(N) et JTp(N) sont L-orthogonaux en chaque
point p de N.

Preuve. — Soit é’p un vecteur de JTP(N) et m, un vecteur
de T,(N). II existe localement des champs de vecteurs £ et n
de T(0D) tangents & N le long de N tels que, au point p, n,
soit la valeur de n et Ep celle de J¢'. On a alors

([¢'.nl,.7,)=0. (16.1)

En effet, le crochet de deux champs de vecteurs &' et n tangents
a N est tangent 3 N. D’aprés (15.1), il est dans T;(E)D); il est
donc orthogonal a T, et I’on a (16.1). De la définition 10 du produit
scalaire L, on déduit

(¢,,mp) = 0. (16.2)

Le résultat suivant est utilisé par G. Henkin et A. Tumanov [8].
On donne ici quelques indications sur sa preuve.

17. PROPOSITION. — Soit N une sous variété de dimension
réelle k de 9D de classe C” telle que, pour chaque point p de
N, onait T,(N)C T;(E)D).

Alors, pour tout point p, de N, il existe un voisinage w de
po dans C, et deux sous-variétés M et M de 3D N w, de classe
C=, totalement réelles, de dimension réelle respective n—1 et n
telles que l’on ait

a) NCMCM dans w,
b) T,(M)C Tp”(bD) pour tout point p de M N w,
¢) 7, € TP(I\~4) pour tout point p de MNw.

Preuve. — On considére sur 0D la 1-forme §2 définie par
QV) (p) =(1,,V),, pour tout V de T,(dD). Ona Q(V)(p)=0
si et seulement si V appartient a T;(BD). On peut vérifier que
la 2-forme dQ est non dégénérée en restriction a T; (0D) parce que
D est strictement pseudoconvexe. On dit, dans cette situation, [1],
[9] que £ définit une structure de contact sur dD. Puisque £y
est nulle, N est une variété intégrale de cette structure de contact
et, d’aprés le paragraphe 15, sa dimension réelle est inférieure ou
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égale 4 n—1. On montre tout d’abord qu’une telle sous variété
est localement contenue dans une sous variété intégrale maximale
de dimension réelle n —1. Pour cela, on applique le théoréme de
Darboux [1], [9]: il existe un voisinage ouvert U de p, dans
oD, un voisinage ouvert convexe U, de 0 dans R¥"D*1 et
un difféomorphisme @ de classe C™ de U sur U, tels que ’on ait

n—1
B(py) =0 et (@) =drt+ Y x,dy,. (17.1)
i=1 .
avec sur R2("~D*1 Je gystéme de coordonnées
(X v Vyree s Xy 12 Vp_1s B).
On pose
N, =®NNU) et Q=& "(Q). (17.2)

La sous variété N, est de dimension k dans U, et vérifie 2,y =0.
On en déduit
dfdyn, = 0. (17.3)

Soit m la projection orthogonale de R2(*-D*1 gyr R2(1-1)
On note w(N,) =N, . Puisque Q“Nl est nulle, on peut réduire
U de sorte que 7w soit un difféomorphisme de N, sur N, ; N,
est alors une sous variété de dimension réelle k¥ de U, N {¢r = 0}.
Puisque d’aprés (17.1) et (17.2) la 2 forme dS2, ne fait pas inter-
venir la variable ¢ on a, d’aprés (17.3),

dQlIN2 =0. (17.4)

n—1
La forme dQ, = Y dx,ady, restreinte 3 R*™~D n’est autre

i=1
que sa 2-forme symplectique naturelle [1], [9], [13]. D’aprés (17.4),
N, est une sous-variété isotrope de U, N {# = 0}. Alors, quitte a
restreindre U, il existe une sous-variété lagrangienne M, de
UN {t =0} contenant la variété isotrope N, [S]. On rappelle
qu’une variété lagrangienne est une variété isotrope de dimension

réelle maximale.

On restreint U pour que M, soit simplement connexe. Il
existe alors une sous-variété unique M, de U, qui vérifie Q”Ml =0
et 0EM, et telle que 7 soit un difféomorphisme de M, sur M,.
Lasous-variété M, est de dimension n — 1 et contient N, .
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On pose ®7!(M;) =M. M est une sous variété de dimension
n — 1 dans un voisinage ouvert U de p, dans oD et vérifie MO N
et Q) =0.

Pour conclu’rg la preuve de la proposition il reste & construire
la sous variété M. On remarque pour cela qu’en chaque point p
de M le vecteur 7, est transverse a M. Alors, quitte a restreindre
a4 nouveau U, on en déduit que les courbes intégrales du champ
T, qui rencontrent M définissent dans U une sous-variéié M de
dimension n. En p,, on a évidemment Ty, M)N JTPO(M) = {0}~.
On peut donc, quitte a restreindre encore U, s’assurer que M
est totalement réelle. On choisit alors pour w un ouvert de C”

dont I'intersection avec dD est égale a U.

18. Remarque. — Soit N une sous-variété de 90D telle que,
en chaque point p de N, on ait Tp(N)CT;(aD) et soit p, un
point de N. Il existe, au voisinage de p,, une sous variété M
vérifiant 17a) et 17b). On a donc, d’aprés la remarque 16, en tout
point p de N voisin de p,, une décomposition L-orthogonale
de Tp(aD).

T,(0D) = R[7r,]® T,(N) ® TP(N)L NT,M)® JT,(M). (18.1)

Soit ¢ un champ de vecteurs de T(dD) défini au voisinage de p, .
D’aprés (18.1), on peut écrire, le long de N, au voisinage de p,,
¢=tr+6+B+mn, avec & dans T(N), B dans T(N)X N T(M)
et n dans JT(M). On prolonge ensuite ces champs de vecteurs,
au voisinage de p,, sur M, puis sur 0D en des champs de vec-
teurs tangents & 0D, de sorte que 1’on ait, de plus, le long de M,
5§ et § dans T(M) et n dans JT(M).

Si N est de dimension réelle maximale, B est identiquement
nul.

La remarque suivante reléve des mémes idées.

19. Remarque. — Soit p, un point de N, M et M deux
sous variétés de 0D vérifiant dans un voisinage w de p, dans C"
les conclusions de la proposition 17. Alors quitte a réduire w, il
existe des champs de vecteurs (§), i=1,...,n—1, tangents
a oD, tels que

a) pour tout p de NNw, {(§), i=1,...,k} constituent
une base L-orthonormée de TP(N),
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b) pour tout p de MNw, {(¢),i=1,..., n—1} constituent
une base L-orthonormée de TP(M),

c) pour tout p de MNw, {T,Agéi), i=1,...,n—1} consti-
tuent une base L-orthonormée de TP(M) s

d) pour tout p de oDNw, {r.(¢).JE),i=1,...,n—1}

constituent une base L-orthonormée de T,(dD).

Proposition fondamentale et théoréme.

20. PROPOSITION. — Soit N une sous variété de classe C~ de
oD telle que, en chaque point p de N, on ait T,(N)CT,(3D)
et soit X un compact de N, alors, il existe S un voisinage de K
dans C", une fonction G de classe C~ dans §) et une constante
¢ strictement positive, tel que

a) G(z) = 0 si et seulement si z appartient a K
b) 9G s’annule a ordre infini sur QNN
¢) ReG(z) = cd(z,N)?* pourtout z de QN D

ou d(z, N) désigne la distance euclidiennede z a N.

La preuve de cette proposition nécessite plusieurs étapes et
constitue ’essentiel de cet article (paragraphes 22 a 32). Le théo-
réme 21 s’en déduit aisément ; la proposition nous permet en effet
de formuler un probléme de 8 a données C~ qui, d’aprés J.J. Kohn
[10], a une solution C”. M. Hakim et N. Sibony ont utilisé la méme
méthode antérieurement dans [6].

21. THEOREME. — Soit D un domaine borné strictement pseudo-
convexe de C" a frontiere de classe C~. Soit N une sous-variété
de classe C” de 9D telle que, en chaque point p de N, on ait
Tp(N)CT;(aD), alors, tout compact K de N est un ensemble
pic pour A™(D).

Preuve du théoréeme. — Soit K un compact de N. Soit £
un voisinage de K et G une fonction qui vérifient les conclusions
de la proposition 20.
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Soit ¢t une fonction a valeurs réelles, de classe C™ et a support
dans . On suppose de plus
0<r<l1 (21.1)

et t =1 dansunvoisinage £, de K. (21.2)
Soit 4 la (0,1) forme définie dans D\K par

=(, 1

a(t a) dans €,

h =
0 ailleurs.
La forme A est de classe C° dans D\K. On peut la prolonger,

ainsi que toutes ses déri\ﬁées, par 0 sur K. On obtient alors une
forme de classe C™ dans D.

En effet, dans §2, on a dh = ot - é— t %(;I- D’ellprés (21.2),
ot est nul au voisinage de I’ensemble des points ol G n’est pas
défini. La forme 9f- é est donc de %l(a}sse c” gia_zgls Q et a support
dans Q\K. On a, par ailleurs, |¢ —G—2 < m » avec, d’aprés

b) et ¢) de_la proposition 20, au voisinage de N N £, pour tout
entier kK, 0G = o [d(z_,N)]" et Re G(z) = ¢ d(z,N)®. On déduit

G
de 14 que la forme ¢ ?}—2 peut étre prolongée continuement par 0

sur K et qu’il en est de méme pour toutes ses dérivées.
D’aprés un théoréme de J.J. Kohn [10], puisque 5_h est nulle
dans D, il existe une fonction u de classe C* dans D telle que
= . . o 1
I’on ait ou = h. Soit v la fonction définie par v = ¢ G U

Elle est holomorphe dans D, de classe C” dans D\K, et 'on a
Re G

|G|2w — Reu. Puisque u est de classe C* dans D, Reu
est bornée. E’aprés ¢) de la proposition 20, Re G est positive ou
nulle dans D N § donc, quitte a rajouter une constante, on peut
supposer que 1’on a

Rev =t¢

Rev > 0 dans D\K. (21.3)

On déduit de 1a que la fonction % est holomorphe dans D, de classe
C= dans D\K.
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Sur £,, ona
1__G (21.4)

v 1-uG

Le dénominateur 1 — uG ne s’annule pas dans D au voisinage de

1 — 1
K ; donc — est de classe C* dans D. La fonction o appartient
v

a AT(D); d’aprés (21.3)_et (21.4), elle est nulle sur K et sa partie
réelle est positive dans D\K. L’ensemble K est donc un ensemble
pic pour A*(D).

Preuve de la proposition fondamentale .

22. La démonstration de la proposition 24 s’inspire d’une
construction faite par G. Henkin et A. Tumanov dans le cas de A(D).
Cette preuve utilise le lemme suivant.

23. LEMMME. — [l existe une constante C strictement positive
ne dépendant que de D telle que, pour tout champ de vecteurs m
de T¢(0D), en tout point z de 3D, on ait

l([T, 77]; " TZ)LI < C“nz”L

Preuve. — Soit z, un point de 9D ; il existe un voisinage de
z, dans 9D et des champs de vecteurs (§),j=1,...,n—1, tels
que, pour tout z dans ce voisinage, (§;), et (JE].)Z JJg=1,...,n-1,
constituent une base de T;(0D). On a alors

n—1 n—1
n=z a,.g].+ 2 b].Jz.,
j=1 j=1
et donc

n— n—1 n—1 n—1
(ronl=% 71,8+ Y 10,36+ Y at8 + Y b;1I§
i=1 j=1 f=1 j=1

n—1 n—1
=3 agET— Y b JET.
j=1 j=1

On a alors, puisque 7 est L-orthogonala T¢(aD),

n—1

n—1
([r.n], 7)), = 2 a; ([, 1,70 + z b ([T, &), 7).

j=1 j=1
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Le lemme s’en déduit alors en utilisant la régularité et la compacité
de oD.

24. PROPOSITION. — Soit N une sous-variété de dimension
réelle k<n-—1 de 0D telle que, en chaque point p de N, on
ait Tp(N)CT;(aD). Soit M et M deux sous-variétés vérifiant
dans un voisinage w de C" les conclusions de la proposition 17.
Alors, il existe une fonction u de classe C* dans w telle que l'on ait

a)-u(z) =0 si z appartienta MN w,
b) du s'annule d I'ordre infini sur MNw ,
c) pourtout p de MN w, (grad; Reu) (p) = — Xp »

d) pour tout p de NN w et pour tout champ de vecteurs ¢
de T(8D) qui s’écrit dans un voisinage de p, d’aprés la remarque 18,
{=tr+86+m avec 8§ et n dans T(OD), & et n respective-
ment dans T(M) et JT(M) le longde M

(¢*Re u) (p) = ((t7 + n)*Re u) (p) = % Ner, +n,l2 .

Preuve. — Soit u une fonction a valeurs complexes de classe
C” sur M N w, telle que, pour tout p dans M N w, on ait

u(p) =0, (24.1)
(trRew)(p) =0, (24.2)
(rIm%) (p) = — 1 (24.3)
et 1
(r”*Re?) (p) = 5 +2C° (24.4)

ou C est la constante strictement positive ne dépendant que de D
introduite dans le lemme 23.

D’aprés la proposition 14, il existe une fonction u de classe
C” dans w telle que ’on ait

u=7% sur MNw, (24.5)

du s’annule a Pordre infini sur MNw. (24.6)

Il reste donc a prouver que wu vérifie les conditions b) et c¢) de la
proposition. Ce sont des conséquences des propriétés (24.1) a (24.6)
et de la stricte pseudoconvexité de D.
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Dans cette partie de la preuve, pour alléger I’écriture, on omettra
systématiquement ’indice p de ¢ » la valeur d’un champ de vecteurs
¢ de T(dD) au point p. On agira de méme pour TP(N), Tp(M),
T;(aD) et T,(aD).

Des équations de Cauchy-Riemann vérifiées par u sur M N w,
on déduit, si on note & un champ de vecteurs de T¢(dD) et si on
pose n = J&, quel’on a, en tout pointde M N w,

xReu=7Imu, ¢EReu=nImu,

24.7)
TReu=—xImu, nReu=—§¢Imu.

On remarque maintenant que si £ est un champ de vecteurs
de T¢(dD), ona
EReu=¢(Imu=0 sur MNw. (24.8)

En effet, puisque u est nulle sur M, la relation (24.8) est
vérifiée si £ est un champ de vecteurs tangent a M. Mais, puisque
M est totalement réelle et de dimension maximum »n -1, si §
appartient a JT(M), J¢ est tangent a M et, d’aprés (24.7), la re-
lation (24.8) est encore vérifiée.

On a donc montré en utilisant (24.1), (24.5) et (24.6) que
grad; Reu et grad; Imu évalués en un point p de MN w n’ont
pas de composantes dans T;(aD).

On déduit alors de (24.2), (24.3) et (24.7)
grad; Reu = —x, gradyImu =—7 sur MNw. (24.9)

Pour établir d), on remarque que si on pose, pour tout point
p de MNw et pour tout couple de champs de vecteurs ¢ et ¢’
définis au voisinage de p et tangentsa oD,

H,(§. 8 = (§'§ Rew) (p), (24.10)

Hp est une forme bilinéaire symétrique sur Tp(aD) dont le noyau
contient TP(M).

Il s’agit 1a d’une conséquence de (24.9).

La forme H, est symétrique ; en effet, si { et ¢’ sont deux
champs de vecteurs tangents & 0D, onasur M N w

[£.¢'TReu =([§,¢'], gradp Reu) =([¢.¢'],—x), =0 (24.11)
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puisque le crochet de deux champs de vecteurs tangents & 0D est
tangent 4 oD et que x est L-orthogonal & 0D d’aprés (9.1).

De plus, la forme Hp est linéaire en ¢'; puisqu’elle est symé-
trique, elle est donc bilinéaire.

Si ¢ est un champ de vecteurs tangent 4 oD, tangent 4 M
le long de M N w, il appartient au noyau de la forme H,. En ef-
fet, pour tout champ de vecteurs ¢’ tangenta 0D, onasur MN w

¢'Reu =(¢', gradg Reud =<', —x), =0. (24.12)
Puisque ¢ est tangenta M, on a pour tout ¢’ de T(dD)
(¢'Reu=0 sur MNw. (24.13)

De 14, pour tout champ de vecteurs ¢ de T(dD) on a, en utilisant
sa décomposition en chaque point p de MNw, donc de NN w,

¢?’Reu = (t7 + n)?Reu = > ?Reu + 2t MReu + n?Re u.(24.14)
On va donc évaluer chacun des termes de cette somme.

Sur M N w, d’aprés (24.7), on a, parce que 7 est tangent a
M, 7(mReu — IJnImu) = 0 et donc

mReu=7InImu=[r.In]Imu +IntImu.

7Imu est égal 8 —1 sur MNw d’aprés (24.3) et (24.5) ; Jn est
tangent 4 M; onadonc Jn7Imu =0 sur MN w. De 13, on dé-
duit en utilisant (24.9) que,sur MN w, ona

™ Reu = ([7,Jn], grad, Imu), = —([7,Jn], 7). (24.15)

Mais, d’aprés le lemme 23, on a pour tout champ de vecteurs n de
T¢(9D) :
| <[, In], 7)1 < Clinll . (24.16)
On déduit de (24.15) et (24.16),sur M N w,

ftTnReu| < Clinll, . (24.17)

Sur M N w, d’aprés (24.6), du s’annule & Pordre infini, on a donc
n(nReu —InImu) = 0 et ainsi

n*Reu =nJnimu = ([n,JIn], grad, Imu), + InnImu.

D’aprés (24.7) et (24.8), sur MN w, nImu est nul. Il en est donc
de méme de JnnImu puisque Jn est tangent 3 M. De 14, d’aprés
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(24.9),onasur MN w
n?Reu ={[n.,In],— ), ={In,n], 7).

On déduit donc du lemme 9 que, pour tout champ de vecteurs 7
de T¢(dD), onasur MN w
n*Reu > IInIIi. (24.18)

On va maintenant vérifier que 'on a sur MN w, donc sur NN w,
1
- $?Reu > ) Ilt‘r+nlli. 24.19)

Puisque 7 est L-orthogonal 4 m et que sa L-norme est égale a 1,
il suffit pour établir (24.19) de vérifier que le trinome en ¢

1 1
2 <T2Reu —E) + 2tt™mReu + n?Reu — 5 ||77||i

est toujours positif sur M N w.

Or on a sur MNw, dapres (24.4), T*Reu — % =2C2>0
et, d’aprés (24.17) et (24.18),

1
(m Rew? — 2C*(*Reu — 5 IInll2) <C* [l —2C* 3 [Inll2 = 0
ce qui établit (24.19) et 1a proposition 24.

25. DEFINITION. — Soit f une fonction de classe C* dans un
ouvert w de C". On note
2

n 0
I1£1l, = sup 1fz)] + sup 3, (‘g f(2)
0x; 0y;

i=1
L 7

0
+"5;f(2)

2

ox; ax,.

4

f(2) f(2)

92
+ +
’ oy, 0y; f(z)‘ ‘

4 ]

26. PROPOSITION. — Soit N une sous variété de dimension
réelle k de 0D telle que, en chaque point p de N, on ait
T,(N)CT,(@D). Alors, pour tout point p, de N, il existe un
voisinage w de p, dans C", M et M deux sous variétés véri-
fiant les conclusions de la proposition 17 et une fonction f, non
identiquement nulle, de classe C* dans w tel que l'on ait

a) f(z) =0 si z appartienta NN w,

b df s’annule a ordre infini sur MNw,
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c) pourtout p de NN w,
(grad; Re f) (p) =(grad; Im f) (p) = 0,

d) pour tout p de NN w et pour tout champ de vecteurs ¢
de T(0D) qui s’écrit dans un voisinage de p, d’aprés la remarque
18, ¢=tr+86+B+mn, avec 6§, B et n dans T(0D) tels que,
le long de M, & et B appartiennent a T(M) et n a JT(M) et,
lelongde N, 8 appartiennea T(N) et B a T(M)N T(N)*,

1
§*Re) (p) > 1B, = = 1(p) 7, + m, I 111,

2
- ;—I!t(p) 7, ML 1B, 1L Sl
0

avec ¢, la constante introduite dans la remarque 9.

Preuve. — Soit p, un point de N et (§) i=1,...,n—1
des champs de vecteurs tangents a oD vérifiant dans un voisinage
de p, les conclusions de la remarque 19.

Soit ? une fonction de classe C” sur MN w, avaleurs réelles,
telle que ’on ait sur NN w

f=o0, (26.1)
£7=0, i=1,...n-1, (26.2)
f=0. (26.3)

D’aprés la proposition 14, il existe une fonction f de classe
C” dans w telle que ’on ait

f= ? sur MN w, (26.4)
9f s’annule a ’ordre infini sur MNow. (26.5)

La fonction f vérifie donc les conclusions a) et b) de la pro-
position. Comme dans la preuve de la proposition 2i, on déduit des
équations de Cauchy Riemann vérifiées par f sur M N w que 'on
a, en tout pointde M N w,

XxRef=71Imf, §&Ref=J¢Imf i=1,..., n—1

TRef=—xImf, J§, Ref=—¢Imf. (26.6)

Puisque ? est a valeurs réelles sur Mﬂw, Imf est nulle
sur MNw d’apres (26.4). Les champs de vecteurs 7 et (§),
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i=1,...,n—1, sont tangents a Mﬂw: on a donc sur MN w
TImf=§¢Imf=0, i=1,...,n—1. (26.7)
De (26.2), (26.3), (26.4), (26.6) et (26.7) on déduit donc que,

sur NN w, ona
gradg Ref=0, grad, Imf=0, (26.8)

ce qui établit c).

Pour établir d), on remarque comme dans la preuve de la pro-
position 24 que si on pose, pour tout point p de NN w et pour

tout couple de champs de vecteurs ¢ et ¢’ définis au voisinage de
p et tangentsa oD,

K,§.8)=C"¢Re N (D), (26.9)

Kp est une forme bilinéaire symétrique sur Tp(aD) dont le noyau
contient Tp(N).

La preuve de ce résultat reprend les idées développées dans le
paragraphe 24 en utilisant (26.8) au lieu de (24.9). Elle n’est pas
redonnée ici.

Si on pose
n—1 n—1
E=tr+ ) gk + Y bJE,
i=1 i=1
n—1 n—1
§'=t'1'+z a; & + Z b;J§;,
i=1 i=1

on a, sur NN w, dans le cas particulier ou ¢ et ¢’ sont tangents
a M, c’est-a-direou b; et b; sontnuls, i=1,...,n-1,
n—1

n—1
¢'¢Ref=1tt'1Ref+ tajg;TRef+ Y t'a;m §Ref
j=1 j=1
n—1 n-—
+ X
i=1
On voit donc que ’on peut imposer a 7 en sus des conditions

(26.1), (26.2) et (26.3), de vérifier des conditions du second ordre
au point p, de N, asavoir

() =TET () =0, k+1<j<n-1, (26.11)
0. k+1<i<j<n-1,

EEf) =] . (26.12)
2,i=j,k+1<i<n-1.

1
a;a; £, 8 Re f.
j=1
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La forme bilinéaire symétrique K,,0 en restriction a TPO(I\N/[)
a pour noyau T, R (N) et sa matrice est une matrice diagonale.
On peut donc conclure, quitte a restreindre le voisinage w de

Po . que 'on a, sur NN w, pour tout champ de vecteur 8 tangent
4 M et L-orthogonala T(N) lelongde N

BRef > 1812 (26.13)

et pour tout couple ¢, ¢’ de champs de vecteurs tangents & 9D
1 !
lf'fRefl<c—H§IIL e e 1A, . (26.14)
0

Soit p un point de NNw et ¢ un champ de vecteurs tan-
gent & 0D. On sait, d’aprés la remarque 18, qu’il s’écrit au voisi-
nage de p ¢=tr+6+B+n avec 6, et n tangents & 9D
tels que, le long de M, & et f appartiennent 3 T(M) et n 4 JT(M)
et,le long de N, & appartienne & T(N) et B a T(M)N T(N)*.

On a donc, en chaque point p de NNw, puisque § est
tangent 3 N le long de N ¢2Ref= (t7+ B+ n)*Ref et de la,
d’aprés (26.13) et (26.14),

1 1
CPRef = 1IBIE — . Ner +nl2 1£10, — o ler +nllg N8I ILfIL,

ce qui achéve la preuve de la proposition 26.

27. PROPOSITION. — Soit N une sous-variété de dimension réelle
k de 0D telle que, en chaque point p de N, on ait TP(N)CT;(Z)D).
Alors, pour tout point p, de N, il existe un voisinage w de p,
dans C", une fonction F de classe C” dans w et une constante
¢, Strictement positive tels que I’on ait

a) F(z) =0 si z appartienta NN w,
b) 8F s’annule d I'ordre infini sur MNw ,

¢) pour tout p de NNw, (grad ReF)(p) = —x,.,
(grad, ImF) (p) = — 7,

d) pour tout p de NN w et pour tout champ de vecteurs
¢ de T(0D) défini au voisinagede p ona

(§*Re F) (p) > ¢, 1P, (§)IF -

On rappelle que P a été défini dans le paragraphe 11.

TN
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Preuve. — Soit p, un point de N. D’aprés les propositions
24 et 26, il existe un voisinage w de p, dans C" et deux fonc-
tions u et f de classe C* dans w telles que, si on pose
F=u+ A, AER"

les conclusions a), b) et c¢) de la proposition soient vérifiées quel que
soit le choix de A.

Soit p un point de NNw et ¢ un champ de vecteurs tan-
gent & 0D défini au voisinage de p. On a, au voisinage de p,
d’aprés la remarque 18,

¢=tr+d6+p+n 27.1)

avec 6, B et n tangents & 9D tels que, le long de M, & et 8

N

appartiennent 4 T(M) et n a JT(M) et, le long de N, & appar-
tienne & T(N) et B a T(M) N T(N)Y'. D’aprés les propositions 24
et 26,ona,sur NN w

CReF >3 ller + 7l
I 2
+ X (IBIE = = ller + 0l 1F1, — = lier + mll, 161, W71, ).
‘o o

On rappelle que ¢, est une constante ne dépendant quede D.

On pose a=|ltr+nll,, b=18Il..

Alors, pou; tout € strictement positif, d’aprés [’inégalité
2ab < €2a* + = on peut écrire

1 A

62
2 - — - 2
$*ReF > 2 A, —A e l|f||2) llizr + nlif

1

2
€’c,

+ 2 (1= 5= ur1,) 182

On choisit maintenant € pour que I’on ait

(1- lco 171,) > -

€? 2
et, € étant fixé, on choisit A > 0 pour que

1 N Xe? 1
- - — —_—— = —.
© oI = I71,) >
Alorson a

A
§*ReF = = lltt + 2 + EX 8z .

1
4
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Si on pose maintenant N
c,, = inf(— > —)
« 4 2

PReF =c,, (ltr + nl2 + 1812)

on a donc

et, puisque la décomposition (27.1) de ¢ est L orthogonale,
?ReF=>c, lltr + 1 + BI2

ou t7 +n + B n’est autre que PT(N)L(g‘).

28. PROPOSITION. — Soit K un compactde N et w,, Wy senns Wy
des ouverts dans C" qui vérifient les conditions de la remarque 19
et qui forment un recouvrement fini de X . Alors, il existe des fonc-
tions &y, &,,..., &, de classe C* dans C", avaleurs complexes,

telles que

a) pour tout entier ¢, 1 <Q<g, @, soit d support compact
dans wy ,

b) In@, =0 sur MyNw, et 0<Re@y <1 sur NN w,,

g
© Y Q=1 sur K,

=1
d) o0&, s’annule a I'ordre infini sur My N w, ,

e) grad; Re &, appartient a T(N) en tout point de NN w, .

Preuve. — Pour construire ces fonctions, on recouvre K par
une famille finie d’ouverts w, de C", 1<8{<g vérifiant les
conditions de la remarque 19. Il existe alors des fonctions (#,),
1 <2<g, de classe C” sur N, a valeurs rélles dans l'intervalle
{0,1], asupport dans wy, N N qui vérifient

g
 hy=1 sur K. 28.1)

2=1
On désigne, pour chaque entier £, par ZQ une fonction a va-
leurs réelles, de classe C™ sur My, N w,, a support dans M, N w,
telle que I’on ait, sur NN w,,

hy = hy ., (28.2)
g, =0, i=k+1,...n-1, (28.3)
T’}\ZIQ‘—:O.
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D’aprés la proposition 14, il existe une fonction &, a valeurs
complexes, de classe C* dans w,, & support dans w, telle que
I’on ait

Qy = hy sur My N w,g, (28.5)
Sa,z s’annule a ’ordre infini sur ﬁg N wg. (28.6)
On a dong, sur MQ N wyg,

xRe@y =7Im &, §Re@, =J§Im &, ,

TRe @ =—xImQ& ,Jz,.Rea,2=—z,.1maQ.l=1""’"_(218’.7)
Puisque Im @, est nulle sur Mgﬁwg, ona

TImn@ =§Im@ =0, i=1,....,n-1, (28.8)

et, puisque Red, est égale a ;l',z sur IT/,[QﬂwQ, on asur NN w,

g, Redy, =0 i=k+1,...,n-1, (28.9)

TRe &, = 0. (28.10)

On déduit de 1a que le long de N N w,, grad; Re X, appartient
a T(N).

29. PROPOSITION. — Soit w, un ouvert de C" et A, une
fonction de classe C dans C", a valeurs complexes, vérifiant les
conclusions a), b), d) et e) de la proposition 18. Soit F, une fonc-
tion vérifiant dans wg, les conclusions de la proposition 27. Alors

a) O, F, estdeclasse C” dans C" a support dans wy ,
b) dQ,F, s’annule a ordre infini sur NN w,,
c) pourtout p de NN w,, ona

grad; (Re &, Fy) (p) = — &(P) X, »

d) pour tout p de NN w, et pour tout champ de vecteurs
¢ de T(AD) défini au voisinagede p ona

(§2Re(@, Fy)) (p) = &e(p) (§?Re Fy) (p)

—24(¢ (¢,) Re &, .

p>Tp >L PT(N)

Preuve. — Puisque &, est a support dans w,, on peut pro-
longer &, F, par O en dehors de w,. o0&, et OF, s’annulent
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a lordre infini sur NN w, , onadonc
9@, F, = 0 alordre infini sur N N w, . (29.1)

On a Re@ F, = Re@y.ReF, —Im &,.Im F, et, en tout point
de NN w,,

ReF,=ImF, =Im@, =0 et Re@, = Q,. (29.2)

On déduit donc de 1a que l'on a, sur NN w,, d’aprés c) de la pro-
position 27,

grad Re &y F, = Re@,.grad ReF, = —Re Q. x = — &,. X.

Soit p un point de NN w, et ¢ un champ de vecteurs tan-
gent 3 0D défini au voisinage de p. On a

§2(Re & Fy) = §{2(Re X, . Re Fy) — ¢2(Im &, ImFy). (29.3)
On évalue tout d’abord le premier terme de cette différence
§2(Re@y. Re Fy) = Re@,.§?Re Fy + 2§ Re &, . {Re F, (29.4)

+ ReFy.{*Re &, .
Mais, sur NN w,, ona

¢ReF, =(¢,grad, Re Fy);, =(¢, —x) =0. (29.5)
On déduit donc de (29.2) et de (29.5) que, sur NN w,, ona
¢2(ReXy. Re Fy) = Re X,. §?Re Fy, = &,. §?Re F, . (29.6)
Le deuxiéme terme dans (29.3) donne
(Im &G . ImF) =Im&,. $?ImF, +2¢Im@,. {Im F,

+ ImFy. ¢ Im &,
et donc, d’aprés (29.2),

(Im&,. ImF) =2¢{ImQ,.{ImF,. (29.7)

D’aprés les équations de Cauchy-Riemann vérifiées par &, sur
NN w, et e)de la proposition 28,0n a

tIm@, = Jt Re @, = (J¢t, grad; Re &, )L (29.8)
= (PT(N)(K) , grad; Re@y), = PT(N)(Jg') Re &, .
D’aprés le ¢) de la proposition 27, on a

¢ImF, = — (5, 1), . (29.9)
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On déduit de (29.7), (29.8) et (29.9) que I'on a

¢ (Im Q. ImFy) = —2(¢, 7). PT(N)(JQ‘) Re@, (29.10)
et donc
2 (Re A Fy) = a2§2 Re F, — 2(¢, r)L. PT(N)(Jg‘) Re &,

ce qui achéve la preuve de la proposition.

30. ProprOSITION. — Soit N une sousvariété de dimension
réelle k de 0D telle que, en chaque point p de N, on ait
TP(N)CT;(Z)D) et W un ouvert relativement compact de N.

Alors il existe un ouvert §2, dans C", une fonction & de
classe C™ dans $§2,, a valeurs complexes et une constante c,
strictement positive tels que l'on ait

a) Q, "N=W,

b) =0 sur Q, NN,

c) 3% s’annule a l'ordre infini sur Q, NN,

d) Redi(z) =c, d(z,N)? pourtout z de &, ND.

Preuve. — On applique a W la proposition 28 et a chaque ou-
vert wy,1 <8 <g du recouvrement de W ainsi obtenu la pro-
position 29. On peut supposer en outre que chaque w, vérifie les
conclusions de la proposition 27.

Alors, si on note & la fonction définie dans C” par
g
g = 2 Q. F,, (30.1)
2=1

par construction, % vérifie b) et c).
Il reste donc a vérifier d).
D’aprés ¢) de la proposition 28, et d’aprés c) et d) de la pro-
position 29, on a
grady Re&F = —x sur W (30.2)

et, pour tout point p de W et pour tout champ de vecteurs ¢
tangent 4 aD défini au voisinage de ce point;

g
§?Red = $?Re@, F,

Q=1

e
Q=

£ g
= ;1 &, . 2Re Fy — 2(¢. 1) S‘l P @) Re & .
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Mais, puisque PT(N)(g‘) ne dépend pas de 2, ona,sur W,

g g
> Pran® Re &g = Pry(§) (2 Reag) =0
=1

=1

g
car PT(N)(Q‘) est tangent a N et Z Re, est égale 4 1 sur W.
=1

On déduit donc, d’aprés d) de la proposition 27, que 'on a sur W,

g 4
t?Red = Y Q. {?Re Fy > ,22 Coy X Pyt (I -
Q=1 =1
De 14, si on pose
d = inf Cug »
1<0<g
ona,sur W,

2 G > 2
§*Reg =d IIPT(N)L(E')IIL : (30.3)

On revient maintenant au produit scalaire et a4 la norme euclidienne
canonique sur C" identifié 3 R?".
D’aprés (30.2), (30.3) et la remarque 10 qui définit le produit

scalaire ( , ) , ona,en tout pointde W,

grad Re & = grad; Re & = — x (30.4)
et PR >dcy IPL O >deg 1L @OIF  (30.5)

ol l'IT , désigne le projecteur orthogonal de T(C") sur T(N)!,
I’orthogonal de T(N).

Soit €2, un ouvert de C" et II une application de classe C~
de £2, dans C" tels que I'on ait

Q,NN=W, (30.6)

(30.7) pour chaque z de £2,, II(z) est une projection ortho-
gonale de z sur oD et appartienta £, N aD,

(30.8) II(z) = z si z appartienta §2, N 9D.

On applique la formule de Taylor sur daD le long d’une courbe
intégrale d’un champ de vecteurs ¢ tangent 4 9D et orthogonal
a N sur W. Alors, d’aprés (30.4) et (30.5), quitte & restreindre
€2, en conservant la propriété £, "N =W, on a, en tout point
z de ,NaD,

Re &i(z) = % dcyd(z.N)*. (30.9)
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Maintenant, quitte a restreindre a nouveau £2;, avec la méme
précaution £, "N =W, on peut, toujours d’aprés (30.4), sup-
poser que I’on a, en tout point z de £, N 3D,

(grad Re & (z), — x,) = —;—
De cette inégalité, on déduit, en appliquant la formule de Taylor
et en _réduisant éventuellement €2, que lon a, pour tout z de
Q,ND, 1
Re i(z) 2 Re gi(II(2)) + 7 Iz — TI(DI . (30.10)

De (30.9) et (30.10), on conclut, pour tout z de £, N 6,
Re gi(z) = —é— dc, [dd(2), N)]*> + % lz — TI(2)]l.

Il existe donc une constante c, telle que, pour tout z de £, N D,
on ait Re &(z) = ¢, d(z,N)?.

31. PROPOSITION. — Soit N une sous variété de dimension réelle
k de 9D telle que, en chaque point p de N, onait T,(N) C T,(dD)
et soit K un compact de N. Alors il existe un voisinage ouvert
2, de K dans C", une fonction § de classe C* dans Q,, a
valeurs complexes et une constante c, strictement positive tels que
l'on ait

a) 8$(z) =0 sur NN, si et seulement si z appartient a K,

b) 98 s’annule a l'ordre infini sur NN Q,,

c) Re&(z) > —c, d(z,N)?* pourtout z de S, .

Preuve. — Soit z un point de C"; on dit que z, est une L-
projection de z sur N si et seulement si z, appartient 3 N et
z — z, appartienta T, N)L .

Une application du théoréme des fonctions implicites, les re-
marques 9 et 10 et un argument de compacité montrent qu’il existe
un voisinage ouvert £2, de K dans C”, relativement compact, une
application Py de classe C* de £2, dans NN &, et une cons-
tante e tels que I'on ait

(31.1) pour chaque z de £2,, Py(z) est une L-projection
de z sur N etappartienta 2, NN,

(31.2) Py(z) =z si z appartienta £, NN,
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(31.3) d(z,N)* = e llz —Py(2)I* pour tout z de £,.
Soit s une fonction de classe C* sur N, positive, & support
compact A telle que I’on ait
(31.4) s(z) =0 sur £, NN si et seulement si z appartient
a K.
On utilise une partition A, de l'unité subordonnée a un recou-

vrement fini de A par des ouverts (w,), 1 <8¢ <g vérifiant les
conditions de la remarque 19 et on pose k, =sh, sur wyNN.

On a alors s = 2 k,. En reprenant les idées développées dans
2=1
la preuve de la proposition 28 on prolonge chaque fonction k,, en

une fonction ¥, & valeurs complexes de classe C™ dans q
g

support dans w,. On obtient alors une fonction 8 = » ¥, de
2=1

classe C* dans C", asupport compact, telle que I’on ait

(31.5) 8§ =5 sur N,
(31.6) 38 s’annule a I’ordre infini sur N,
(31.7) grad; Re$ appartient & T(N) en chaque point de N.

Soit z wun point de 2,. On applique la formule de Taylor
a Re$ entre z et Py(z). Ona

Re$(z) = Re $(Py(z)) + (grad; Re $(Py(z)), z — Py(z)),

+ (Re®)" [Py(2) + 0(z — Py(2))] (z — Py(2), z — Py(2))
ot O est un réel de ]0,1[ et (Res)"(x) désigne la 2-forme
hessienne de Re & évaluée au point x .

‘D’aprés (31.7) et (31.5) et parce que s est positive sur N on a
Re$(z) = (Re 8)" [Py(z) + 0(z — Py(2))] (z — Py(2),z — Py(2))
> —|IReS|l, Iz — Py(2)I*.

De (31.3) et (31.8) on déduit

Re 8
Re 8(z) > — IRe 3, d(z,N)y?,
e
ce qui acheve la preuve de la proposition si on pose

Re S
e
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32. FIN DE LA PREUVE DE LA PROPOSITION FONDAMENTALE. —
Soit N wune sous-variété de 0D telle que, en chaque point p de
N, on ait Tp(N)C T;(E)D) et soit K un compactde N.

On applique la proposition 30 a un ouvert W relativement
compact de N contenant K, puis, la proposition 31 au compact
K. On considére alors la fonction G définie dans Q = 2, N,

1 c . 1 .
par G =8 + 5——1—3 Si on pose ¢ = S la fonction G, I’ou-
)
vert ) et la constante ¢ vérifient les conclusions de la proposition 20.
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