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SUR LES FONCTIONS C=~ ET LES DISTRIBUTIONS
QUI APPARTIENNENT A LA CLASSE DE BERNSTEIN

par Jean.Claude TOUGERON

Introduction.

Soit A,(C) =C[x;0] lanneau des opérateurs différentiels
a coefficients polyndomes dans R"”. Une distribution T dans un
ouvert de R" est de Bernstein si T =0 ou si la dimension de
A,(C). T sur A,(C) est égale & n. Soient &, I’anneau des germes
de fonctions complexes C= a lorigine de R", 9(, I’anneau des
germes de fonctions de Nash complexes a ’origine de R” . On note
03, Tensemble des germes de distributions de Bernstein & 'origine
de R"™ et I'on pose B, = ®B, N &,; (3, est un anneau contenant
I, et @B, est un module sur @3,. Le but de cet article est la dé-

n
monstration des deux résultats suivants :

THEOREME 1. — @, est un module injectif sur 9, .

THEOREME 2. — &, | @3, est un module plat sur 9%,

Dans les paragraphes 1 et 2 nous étudions les propriétés de per-
manence des fonctions et distributions de Bernstein. Nous avons
besoin de résultats globaux sur des ouverts semi-Nash de R”. Les
démonstrations sont trés élémentaires ; la notion de famille de
Bernstein, notion qui remplace en quelque sorte celle de limite
pour les espaces de distributions, joue un rdle essentiel. Dans le
paragraphe 3, nous démontrons qu’une distribution de Bernstein
T dans un ouvert semi-Nash de R"” peut étre prolongée en une
distribution de Bernstein, si bien entendu T est prolongeable. Ce
résultat utilise le théoréme de désingularisation d’Hironaka. Le théo-
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réme 1 (§ 4) apparait alors comme une conséquence facile de ce
théoréme de prolongement.

Dans le paragraphe 5, nous démontrons le théoréme de division
d’une fonction C* de Bernstein par le polyndme générique, avec
reste et quotient de Bernstein (nous suivons la méthode de £ojasiewicz,
améliorée par un lemme de J. Mather). Nous déduisons (8§ 6) le
théoréeme 2 de ce théoréme de division, en utilisant un lemme qui
remédie 4 la non unicité du quotient et du reste dans le théoréme
de préparation. Cette démonstration, contrairement aux démons-
trations standard du théoréme de division des fonctions C™ par
des fonctions analytiques, n’utilise pas de théoréme de prolonge-
ment style Whitney (un tel théoréme est d’ailleurs faux pour les
fonctions de Bernstein).

1. Fonctions et distributions de Bernstein.

Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro : posons
0=(0;,...,0,):x=(x;,...,x,): et soit A (K)=K[x,0]
I’anneau des opérateurs différentiels & coefficients polyndmes. Soit
I', (v = 0) le sous-ensemble de A, (K) formé des opérateurs différen-
tiels de degré total <v. Les I'j forment une filtration croissante de
A,(K) et le gradué associé -

gre A, (K)=T,®T,/T,®...6T,, /T, ® ...

est isomorphe a I’anneau des polynomes en les variables x, , . .
9,,...,0, formantunebasesur K de I',/T, .

=

A

Soit M # 0 un module a gauche de type fini sur A,(K), en-
gendré sur A, (K) par un espace vectoriel M, de dimension finie
sur K: les I').M, forment une filtration croissante de M et le
gradué associé :

Ty.My®T,.Mg/Ty. My ® ....... ®T,,, . My/T, My ® ...

est un module gradué de type fini sur gr. A,(K). On sait que la
fonction v — dimy I',. M, est polynomiale en v pour v >>0:

dimg I,. M, = % v? + termes de d° <d.

Le terme dominant ne dépend pas du M, choisi: u = u(M) est
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la multiplicité (un entier positif) du module M et d =dM) 1la
dimension de M. On sait que 0<d <2n; en fait, d’aprés un
résultat de Bernstein (cf. [1]): n<d<2n. Le module M est
un module de Bernstein si M =0 ou d(M)'= n. Tout module
de Bernstein est isomorphe a A,(K)/L ou L désigne un idéal a
gauche de A, (K).

ProposITION 1.1. — Soit M un module a gauche sur A,(K)
engendré par un élément T. Considérons les conditions suivantes :

(i) M est un module de Bernstein.
(i) Si K(x) désigne le corpsdes fractionsde K[x], M Kiﬁ)] K(x)
X
est un espace vectoriel de dimension finie v(M) sur K(x).

(iii) 11 existe a €K[x]\{0}, des b, , E€K[x] et un entier p

tels que :
a°T
a s = X b, 0T, i=1,...,n.
0x; lwi<p

Alors (1) == (ii) & (iii) et v(M) < uM). Si a n’est pas
diviseur de zérodans M (ie.a. m =0, meEM=—=>m =0),
(iii) = (i) .

Preuve. — (i) == (ii) soient m,,...,m, €M tels que les
m; ® 1 soient linéairement indépendants sur K(x). Ona m; =D,.T,
avec D,€A,(K). Posons v, =supd’D;,i=1,...,v. Alors
[,.T contient tous les P;. m,;, avec P; €K[x] et d°P; < v —v,,
dou dimg T, . T=>v. (" + Y, 7 Vo) ; ainsi u(M) > v, c.q.fd.

(ii) = (iii) : évident.

(iii) == (i) si a n’est pas diviseur de zéro dans M. En effet,

posons g, =np —n+1; si b est une puissance convenable de
a, on a en dérivant les relations (iii) :

b.3*T= 2 b,, T (b, , EK[x])
lwl<qg
pour tout u, |u|=gq,. En décrivant ces derniéres relations, on
apourtout u, |ul 2 q, :

bll=ao*t guT = X b, ¥T
lwl<qq
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avec b“’wEK[x] et dobﬂ,w < C|u| (C constante indépendante
de u et w). Ainsi, VUEN", W' EN" |u| + |u'|=v:

br-d0tl xM T = Y pWl x¥ . p €T

M,w
lwl<gqq

ol bM'I xH, b, . estun polynome de degré < C'.v. L’élément
b n’étant pas diviseur de zéro dans M, la dimension de I').T est

<" + ?10 - 1) " +’(1:" Y), ce qui entraine le résultat.

DEFINITION 1.2. — Soit Q un ouvert de R". Une distribution
TE®'(Q) est une distribution de Bernstein si A,(C).T est un
module de Bernstein sur A,(C). On note B'(2) [I’ensemble des
TE®'(2) qui sont de Bernstein et l'on pose B(Q) = B (Q)N &) ;
B°(Q) = BN AUN) (&) et Q) désignent les anneaux
de fonctions complexes respectivement C> et analytiques dans
louvert S2).

Une fonction f&€ &2) est une fonction de Nash, si [ est
solution d’une équation : apf" +...+a,=0, q,€C[x] et a, * 0.
On note IC() I'ensemble des fonctions de Nash dans £ ; IUR)
est contenu dans @(£2) et contient C[x]; en outre, 9C(£2) est
un anneau, intégre si 2 est connexe (et méme régulier de dimen-
sion n, si £ vérifie certaines conditions trés faibles, cf. [10]).

PROPOSITION 1.3. — Une fonction f€ &(S2) appartient a 03(§2)
si et seulement si les conditions suivantes équivalentes sont satisfaites :

(i) A,(C). f est un module de Bernstein sur A,(C).

(ii) L’espace vectoriel Ef engendré sur C(x) par les 0“f,
w € N", est de dimension finie v(f) sur C(x).

(iii) 11 existe a € C[x]\{0}, des b; ,EC[x] et un entier p,

tels que :
0P
a- __fz Y b, 0%f, i=1,...,n.
0x; lwl<p

(iv) Il existe a€IU(R), a non diviseur de zéro dans 9C(S2)
(i.e a# 0 sur chaque composante connexe de ), des
b; ., €IUS) et un entier p tels que :

ap
7 _ Y by, 0¢f, i=1,...,n.

a .
p
ox; lwl<p
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Preuve. — L’équivalence des conditions (i), (ii) et (iii) résulte
de 1.1. Visiblement, (iii) = (iv).

(iv)=(ii)) soit A Jlanneau engendré sur C(x) par a et
les b,.’w : A est un espace vectoriel de dimension finie sur C(x)
contenant a~! et stable par dérivation. Les relations (iv) entrai-
nent que le module engendré sur A par les 9“f, w E€N", est de
type fini sur A, donc de dimension finie sur C(x). A fortiori,

E, sera de dimension finie sur C(x), c.q.f.d.

COROLLAIRE 1.4. — BB (§2) est un sous-anneau de &(S2) conte-
nant 9U(S2) et stable par dérivation.

Preuve. — Soient f,g€®(); alors v(f+ g) <v(f)+ v(g);
v(fg) <v(Hv(g):; v(0¥f) <v(f) pour tout wEN". Ainsi B(Q)
est un anneau stable par dérivation. Enfin, ®B(2) DIURQ), d’aprés
1.3. (iv).

ProproOSITION 1.5. —
(i) Soit U un ouvert de . Si TE®B®' (), TIUE®B'(U).

(ii) Soit (U,);e; un recouvrement finide Q. Si TED'() est
telle que pour tout i€1, T|U,€ @B (U,), alors TEB'(Q).

Preuve. — L’assertion (i) est évidente. Quant a (i), on a une
injection de A, (C)modules: A, (C).T— ig A,(C).(TIU,), d’ou
I'inégalité cherchée : d(A,(C).T) < n.

PROPOSITION 1.6. — Soient §2, un ouvert de R" ; , un ouvert
de RP; a: Q,—> Q, une application de Nash, i.e toutes ses com-
posantes sont des fonctions de Nash dans S, . Alors, si f€ ds(ﬂp),
foa€ B(2,).

Preuve. — Soit A I’anneau engendré sur C(x) par les compo-
santes a,,...,a, de a: A est un espace vectoriel de dimension
finie sur C(x) stable par dérivation. En outre, il existe une parti-
tion finie de €2, en ouverts U, tels que pour tout i, A|U; soit
un corps. D’aprés 1.5, il suffit de montrer que foa |U;€ @B(U,)
pour tout i et donc nous pouvons, pour la démonstration, supposer
que A est un corps.
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L’espace vectoriel engendré sur A par les 0“(foa), w EN"
est contenu dans I’espace vectoriel V engendré sur A parles 9*foa,
L EN?P . 1l suffit de montrer que la dimension de V sur A est

<s=wv(f). En effet, soient g,,...,g,, € Ef ; il existe une re-
s+1

lation 2 6,8, =0 avec 0, €C[y] (y paramétre de RP) et I'un
i=1

des 6, est # 0. Soit u€NP un multi-indice tel que : i) il existe

un indice i avec 06, oa # 0 ii) pour tout i et tout wWwENP

lw] < |ul, 8“6, 0a =0 (un tel u existe certainement). Visible-

ment :
s+1 s+1

0= au( zl 6, g,.) oa = 1% (9"6; 0a) (g, 0a).

Ainsi, g,o0a,...,8,0a sont linéairement dépendants sur A,
c.q.f.d.

LEMME 1.7. — Soient K wun compact de R" ; U un voisinage
ouvert de K. Il existe ¢ € G¥R") telle que ¢ =1 au voisinage
de K; ¢ =0 sur GU; 0<yp<l.

Preuve. — La fonction f, f(x) = e 1** si x>0 et f(x) =0
si x <0, appartient 4 G3(R); il en est de méme de g(x) = f(x)

x + oo
f=x) etde h(x)= [ g(x)dx/f_ g(x)dx; ona 0<h<I,
h(x)=0,six<0,h(x)=1six=>1.

Pour démontrer 1.7, on peut supposer U relativement com-
pact. Soit V un voisinage compact de U. D’aprés Stone-Weierstrass,
il existe PEC[x] telque P> 1 sur K et P<0 sur V\U. Alors
hoP € 63(R"), d’aprés 1.6 ; hoP =1 au voisinage de K ; #oP =0
sur VA\U; 0<hoP< 1. La fonction ¢ égale & hoP sur V et
a 0 sur R"\U appartient a G3(R") et satisfait aux conditions
de la proposition.

Soit @,,.(2) I'ensemble des distributions localement Bernstein
dans Q: TE®B,, () si tout point de £ posséde un voisinage
ouvert U tel que TIUE®'(U); de méme, soit @B, () len-
semble des fonctions C™ dans §2 localement Bernstein. D’aprés

1.5, si TE®B,. () et si U est un ouvert relativement compact
de @, TIUE®B'(U).
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Soit @3, le faisceau d’anneaux sur £ engendré par les germes
de fonctions de Bernstein complexes C: pour tout ouvert U de
Q, By,(U)=06,,,(U). Plus généralement, si X est une variété
de Nash, on sait définir grice a 1.6, 'anneau @3, (X) des fonc-
tions localement Bernstein dans X et le faisceau @3y des germes
de fonctions de Bernstein C”. D’aprés 1.7 et [3] :

PROPOSITION 1.8. — Le faisceau @By est un faisceau fin d’an-
neaux sur la variété de Nash X (supposée paracompacte). Si (U,);¢;
est un recouvrement ouvert de X, il existe une partition de l'unité
dans By subordonnée a ce recouvrement.

PropPOSITION 1.9. — Soit T wune distribution tempérée appar-
tenant a G3'(R™); alors sa transformée de Fourier T appartient a
@B'(R™).

Preuve. — Evident, car la transformation de Fourier établit un

isomorphisme C-linéairede I'y,.T sur I'y.T.

ProprosITION 1.10. — Soit f€ B3(R™) une fonction a support
compact et soit o€ R. La fonction

*1 *1
f f:x—*f f(t,xy,. .., x,)dt,
o [¢3
appartient a G3(R").

Preuve. — Posons fo(x,,...,x,) = f(x; =X, Xy,...,X,);

si A > 0 est assez grand, il existe b tel que
Vx =(x;,...,x,)€supp f, x, < b —1,

et Vx =(x,,...,x,)€Esupp f,, x, = b. Latransformée de Fourier

F= [ U e 1.9 et 1.4
d = - est ————  ; d’aprés 19 et 1.4,
e S - f) est f Ty P
F € @B(R") ; il en est de méme de

b
Fb,x,,....x,)= f flty, xy,...,x,)dt,

X
d’aprés 1.6. La fonction f ! f est donc de Bernstein dans I’ouvert

xy < b et de Bernstein dans ’ouvert x, > b — 1 ; donc
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[Treamy « [P rearn,

—o0

toujours d’apreés 1.6.

D’aprés 1.10, le théoréme de Poincaré habituel s’étend aux
formes différentielles a coefficients germes de fonctions de Bernstein
C™ etl’on a d’aprés 1.8 le résultat suivant :

ProrosITION 1.11. — Soit X wune variété de Nash paracompacte
et de dimension n. Soit 6?>§(p) le faisceau des germes de formes
différentielles de degré p dans X a coefficients dans By . Alors :

(i) Le complexe

d
B = 0— By = BY

d d

(1) (n)
@R BP— 0

est une résolution fine du faisceau constant R sur X.
(ii) Pour tout p =0 HP(X,R) = H"(Gs;"().

2. Familles de Bernstein et ensembles semi-Nash.

Soit £ un ouvert de R” et soit A un ouvert non vide de
R® paramétré par . Considérons I’ensemble @D[(§2) de toutes
les applications continues de A dans ®'(2). L’anneau A, (C[\])
des opérateurs différentiels a coefficients dans C[x ;A] opére a
gauche sur M,(2) et A,(C(N\)) opérea gauche sur C(\) C‘[X,’\]G‘)/'x(ﬂ)-

On a une injection canonique : @A(Q)——)C()\)'C%](Z),’\(Q), car

tout élément différent de 0 de C[A] n’est pas diviseur de zéro dans
@ ,(2). Nous dirons que la famille (T,) E@,(2) est une famille
de Bernstein si A,(C(\)). (T,) est un module de Bernstein sur
A,(C(A)). On note B ;\(Q) I’ensemble de telles familles de Bernstein ;
03,(2) est le sous-ensemble de 631’\(9) formé des applications
continues: A DN — f, € &) ; B32(S2) celui formé des applica-
tions continues : ASA—> f, € A().

Posons B°(2) =@ (2) N Q) ; B°(N) = &'(2) N B'() ; D(R):
anneau des fonctions complexes C* dans £ a support compact ;
&(2) : module des distributions dans £ & support compact). On
définit comme précédemment @, (), 8,(Q2), BYRN), BF(Q).
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ProposSITION 2.1. — Soit (T,) € B)(2) une famille de Bernstein
et soit N\, € A vérifiant la condition suivante: il existe un cone
ouvert non vide de sommet N\, tel que toute demi-droite de ce cOne
ait en commun avec A un intervalle non vide 1x ,\,[. Si T,— T
dans ®D'(Q) quand \— A,, NEQ, on a TE@B(Q); en par

ticulier, pour chaque \ fixé, T, € B'(Q).

Preuve. — L’entier positif v étant fixé, soit s la dimension
sur C(A) de l"f;. (Ty) (I‘L‘: ensemble des opérateurs différentiels
de A,(C(A\)) de degré total < v). Posons

1 _ M %1 st1 L Ms+1 s+l
T,=x"D'T,,..., T, =x D T, ,

M;, w;, €EN" et pour tout i, |u;| + |w;| < v. Alors il existe une
s+1

relation non triviale entre les Ty : )’ P,(\) Ty = 0 avec P,(\) € C[A].
i=1

Faisons décrire & A un intervalle : A — o= pV (V : vecteur fixé

de R%; 0<p <e) tel que les polyndmes en p,P,(A, + pV), ne

soient pas tous identiquement nuls. Alors on a une relation non

triviale :
s+1

21 P,(A +pV) Ty spv = 0.
i=
Quitte a diviser par une puissance de p, on voit que :

s+1

T QP Ty =0

les Q, étant des polyndmes en p non tous nuls & lorigine. La
s+1

relation Z Q;(0) T,’;o est donc une relation non triviale entre les
. i=1
T,, & coefficients dans C. Ainsi dimg I,. Ty, < dimg) Ty (Ty),

et T,\0 est une distribution de Bernstein.

Remarque 2.2. — Posons A=A xA", A ouvert non vide
R%, A" ouvert non vide de R¥’, ' 4+ £ = Q. Soit (T,) € B\(Q)
et soit Ay €A”. Supposons que A"’ et A\ vérifient la condition
géométrique de 2.1 et supposons que pour tout N EA, Tyr ar
tende vers une distribution T,, quand A" —> N\, \"€A". Alors,
si la famille (T,,) est continue, (T,,) €®R, (). Ce résultat géné-
ralise le précédent et la démonstration est analogue.
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2.3. La plupart des résultats du paragraphe précédent s’étendent
avec des modifications évidentes aux familles de Bernstein. Signa-
lons les suivantes: (2.3.1) ®,(2) est un sous-anneau de I’anneau
des applications continues de A dans &(§2). @B,(§2) est stable

par dérivation et contient toutes les sommes finies Z C;N f;(x),

ol C;:A —> C est continueet f; € B(Q).

1

n
a: Q,xA— Qp une application C® dont chaque composante

(2.3.2) Soient £, un ouvert de R";8&, un ouvert de R? ;

peut s’écrire sous la forme d’une somme finie 2 C;(N) Q;(x), avec
i
C,ECN) et Q;€EIUR,). Alorssi (f) EBA(2,), (froa) € B(82,).

(2.3.3) Soit (T,) une famille de Bernstein de distributions tem-
pérées, ie ADN—T, € 8'(R™) est continue et la famille est de
Bernstein. Alors (TA) est une famille de Bernstein de distributions
tempérées.

DEFINITION 2.4. — Un sous-ensemble A de ) est un ensemble
semi-Nash dans S0 si A est une réunion finie d’ensembles de la
forme : x€Qlpy(x) =0, g;(x)>0,..., 9, (x)>0} ou
Qo> P1>---,9s sont des fonctions de Nash dans S2. Le sous-
ensemble A de S est localement semi-Nash si tout point de S
admet un voisinage ouvert U tel que A NU, soit semi-Nash dans
U. Si A est localement semi-Nash et ouvert dans 2, A peut étre
défini localement par des inégalités strictes (ceci est démontré, pour
les ensembles semi-analytiques, dans [5]; la démonstration dans le
cas semi-Nash est analogue).

LEMME 2.5. — Soient fE€ ®“(Q) et TE @Q). Alors
f. TE®R Q).

Preuve. — D’aprés 1.1 (preuve de (iii) = (i)), il existe
b € C[x]\{0}, des bu,wEC[x] et un entier ¢q, tels que pour
tout multi-indice u, |p| <v et v =g, :

b qur = X b, 8¢f. (2.5.1)

le<qo

Enoutre: d°b, , < C.v (C constante).
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Montrons qu’il existe une application v —> P(v), polynomiale
de degré n en v, telle que pour tout v et tout ouvert U relati-
vement compact dans 2 :

dim¢g T, . (f1U.T|U) < P(v) (2.5.2)

(I', désigne I'ensemble des opérateurs différentiels de A,(C) de
degré total <v).

Alors : dimg ') . (f.T) = sup dim¢ I') . (fIU.T|U) < P(v), ce
qui démontrera le lemme

Si A=Q,,...,\,)ER" et si g est une fonction définie
dans £, on note g, la translatée par A de g: g,(x) =g(x — ) ;
g, est définie dans U pour |A| <€, € > 0 assez petit.

D’aprés (2.5.1), pour tous multi-indices o, u, v(|lal, |ul,
lv| < v), ona:

Y90 xx 3K L3 TIU= L 3%f, (x*.b
lwl<q

Puisque T est de Bernsteinet d°b, , <C.v, les x*.b, ,,.0*T|U
engendrent sur C(\) un espace vectoriel dont la dimension est ma-
jorée par un polynome de degré n en v. Il en sera de méme de
Iespace vectoriel engendré par les b~ Yt xx Brf,  3'T|U, et
aussi de I’espace vectoriel engendré sur C()\) parles x®. 0*f, . " T|U,
a condition cependant que b, ne soit pas diviseur de zéro pour
I’espace des applications holomorphes : {AER" ||| < €} — @ '(U)
(on rappelle que f est holomorphe).

0"TIU).

Myw, A

Or soit (T,) une famille holomorphe de distributions dans
U, telle que b,.T, = 0. Soit x €U ; il existe un voisinage ouvert
U, assez petit de x et un ouvert non vide de I’espace des paramétres
tels que si A appartient a cet ouvert, b, ne s’annule en aucun point
de U,. La famille holomorphe T,|U, s’annule pour ces valeurs

de A: par prolongement analytique, T,|U, =0 et donc T, = 0.

Ainsi, la dimension sur C(A) de I’espace vectoriel engendré
par les x®.04f,.0"TIU (lal,|ul, |v] <wv) est majorée par un
polyndme P(v) de degré m en v, indépendant de U. A fortiori
(cf. 2.1), la dimension sur C de I’espace vectoriel engendré par
x®. 0#f.0”T|U est majorée par P(v). Cet espace vectoriel conte-
nant ') (f|U.T|U), ona(2.5.2) c.q.f.d.
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Remarque 2.6. — Soient A un ouvert non vide de R%;
(f)EBL(Q) et (T, EBL(Q). Alors (f,T,) ER4(Q) (la preuve
est analogue a la précédente).

LEMME 2.7. — Soit S un ouvert bornéde R" et soit T € B(S).
Soit U un voisinage ouvert de S} dans R" et soit f€ B(U). Alors
f. TERK).

Preuve. — On peut supposer que f € B°(R"). Posons
A ={AER, A > 0} etpourtout A réel >0,

0,(x) = \J/T) " e PN fl0 —> F

dans S(R") quand A—> 0. La famille fx6, est analytique, i.e
c’est une application continue de A dans @(R"). En outre, elle
est de Bernstein, ie fx 0, € BY(R") (car m =f. é)\; f et
ék sont analytiques et de Bernstein, et leur produit est de Bernstein,
d’aprés (2.3.1) ; il suffit alors d’appliquer (2.3.3)). D’aprés 2.6,
(f+0,). TEB, () et d’aprés 2.2: f. T = )l\i_rR) (f+6,). TE®R ).

LEMME 2.8. — Soit §2 un ouvert de R" et soit A un ouvert
de S localement semi-Nash dans . Soit TE @B'(A) et suppo-
sons que le support de T est relativement compact dans S. Si
A = {NER|N> 0}, il existe une famille de Bernstein (T,) € BY(A)
telle que Ty—> T quand A\—> 0.

Preuve. — On peut recouvrir supp T, adhérence de supp T
dans , par un nombre fini d’ouverts £,,...,Q, relativement
compacts et tels que pour tout i, AN, soit une réunion finie
d’ensembles de la forme: {x€Q,;|p,(x)>0,...,¢,(x)> 0},
avec ¢, ,..., 9, €IUK;). A laide d’une partition de I'unité dans
@B subordonnée au recouvrement de £ formé par les £2; et

S
Q\supp T, on voit (d’aprés 2.7) que T =) T, avec T,E®@R'(A),

i=1

supp T, C §2,, supp T, relativement compact dans £2,. II suffit

1

de démontrer le lemme pour chaque T;. Ainsi on peut supposer

que A est une réunion finie d’ensembles :
A= (x€Q1p,(x)>0,..., ¢, (x)>0},
ou y; €IYUS2) pourtout i,j.
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Soit hE€@B(R) telle que 0KA<I1, A(x) =0 si x<—;—

et A(x)=1 si x=21; posons A={AER|X>0}; pour tout
x .
NEA, Iy(x)=nh (X) ;. enfin, pour tout

=R

i=1,...,5: gax)=

; hx°‘Pij~

Soit £€®B°(2), £ =1 au voisinage de supp T. Posons :
&= f(;.gm - Z Bin Siyn + Z 8in Bign g -

i1<i, iy<iy<is
=1 g gans e E)-

D’aprés 2.3, 1a famille (£,) appartient 3 @35 (A) ; enoutre £, — £[A
dans &(A) quand A — 0, donc &.T—T.

Reste a vérifier que la famille (§,.T) = (T,) est de Bernstein.
Or, avec les notations de la preuve de 2.7, la famille (¢, %6,),
A>0, v> 0, est de Bernstein (transformer par Fourier et appliquer
2.3); d’aprés 2.6, la famille (§, =6,).T est de Bernstein. Faisant
tendre v vers 0, il en sera de méme de la famille (¢,.T), d’apres
la remarque 2.2, c.q.f.d.

COROLLAIRE 2.9. — Soit  un ouvert de R" et soit A un
ouvert de 0 localement semi-Nash dans 2. Soit TE R'(A) telle
que supp T soit relativement compact dans 2. Si fEGR(A),
f. TER(A).

Preuve. — Soit (T,)E€E@B@Y(A) telle que T, — T quand
A—> 0, A>0. Avec les notations de la preuve de 2.7, la famille
(T, *6,), x>0, v>0, est de Bernstein (transformer par Fourier
et appliquer 2.3). Toujours d’aprés 2.3, il en sera de méme de la
famille f.(T, *6,). Faisant tendre A et » vers 0, il en sera de
méme de f.T, d’aprés 2.1.

COROLLAIRE 2.10. — Soit § un ouvert de R" et soit A un
ouvert de Q0 localement semi-Nash dans . Soit fE L} (Q) telle

que supp fN A soit relativement compact dans S et telle que
FIAE®'(A). Alors x,. ER'(Q).
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Preuve. — Soit (f|A), la famille de Bernstein associée a f|A
par le lemme 2.8. Il suffit de remarquer que (flA),—— X,.f
dans L), .(2) quand A\— 0.

Remarque 2.11. — Soit A un sous-ensemble localement semi-
Nash de 2. D’apré_s_2.10, Xa E®,,. (). Visiblement, supp Xy = A
et suppsingx, = A — A ; les deux sont des sous-ensembles loca-
lement semi-Nash de . Plus généralement, si T € (3 Oc(SZ) supp T
est localement semi-Nash (je ne sais pas si cela est toujours vrai pour

le support singulier).

ProrosITION 2.12. — Soit 2 un ouvert de R" et soit A un
ouvert de S localement semi-Nash dans . Soit TE ®B'(A) telle
que supp T soit relativement compact dans 2. Enfin, soit Qp
un ouvert de RP et soit a: A—> Qp un morphisme propre et
de Nash. Alors a,TE€ @(2,).

Preuve. — Soit (T,\)Ed?a;f(A) la famille de Bernstein associée
a T par le lemme 2.8. Bien entendu a,T,— a,T quand A —> 0
et il suffit de montrer que (a,T,) est une famille de Bernstein.

On peut supposer que Qp = R? . L’application a est la com-
posée de trois morphismes : a =powuci, avec
i: A3x — (x,0)€ AxR?;
u: AxR?S(x,y)—(x,y +ta(x)€EAxR?;
p: AxRPI(x,y)— yERP.
Il suffit de montrer que 'image d’une famille de Bernstein (T,) de

distributions a support compact par 'application p, ou u, ou i,
est encore de Bernstein.

Cas de 'application i : évident et laissé au lecteur.

Cas de lapplication u: u est un difféomorphisme de Nash. Soit
0 €@R"xRP), 620 et a support compact, avec f@ = 1. Pour

v>0, posons 0, = (— —). Alors, pour 0 <v <vp,

n+p

(vy > 0 dépendant de A), T, 6, est une distribution & support
compact dans AxRP et T, 6,— T, quand v — 0; donc
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u,Ty+0,— u, T, quand v —> 0. Lafamilleen X et v (T, % 0,)
appartient & @34 (A x R?) o A est un ouvert convenable de ’espace
des parameétres. I en sera de méme de (u,T, = 0,): en effet,
u, Ty 0, =Ty 6,0 u™H I YW u) J(u): Jacobien de u) et
I’on applique les remarques 2.3. Faisons tendre v vers zéro; la
famille (u,T,) sera de Bernstein d’apres 2.2,

Cas de lapplication p : On peut supposer que A = R"”. S§j
Ta(xys. x5 Y, 0, Y,) désigne la transformée de Fourier
de T, la transformée de Fourier de p T, est, 4 un coefficient
multiplicatif prés, T,(0,...,0:Y,,...,Y,); dou le résultat
d’aprés 2.3.

Soit £ un ouvert de R". Si fE®B () etsi TERB,, (R),
f.TEG?)l'OC(Q), d’aprés 2.7. La somme de deux distributions de
Bernstein étant une distribution de Bernstein, on voit que @3, .(2)
est un module sur @, (§2). Si Slp est un ouvert de R? et si
a: ) — Qp est un morphisme propre et de Nash, ¢, TE®B/ (Qp),

loc
d’aprés 2.12.

Soit X une variété de Nash paracompacte. D’aprés les remarques
précédentes, on peut définir sur X le faisceau 03y des germes de
distributions tordues qui appartiennent a la classe de Bernstein. On
a aussi le résultat suivant :

PROPOSITION 2.13. — @y est un faisceau de modules sur By .
Si Y est une seconde variété de Nash paracompacteetsi a: X — Y
est un morphisme de Nash, a*@By C®Ry ; si, en plus, a est propre,
a,By CRYy .

3. Le théoréme de prolongement.

Le but de ce paragraphe est la démonstration du résultat suivant :

THEOREME 3.1. — Soit S un ouvert de R" et soit A un ouvert
de S localement semi-Nash dans §. Soit TE®D' (L) telle que
supp TN A soit relativement compact dans S et telle que
TIAE@B'(A). Alors, il existe Te @B'(2) telle que supp TCA
et TIA=TIA.
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Ce théoréme est déja démontré (corollaire 2.10) lorsque
TEL] (). Sa démonstration nécessite quelques lemmes préli-
minaires.

LeMME 3.2. — Soit TE®'(R™) et soit Q un quadrant ouvert
de R", par exemple {x€R"|x, <O0,...,x, <0}. Supposons
que supp TN Q soit borné dans R" et que T|QE®R'(Q). Alors
il existe T € ®'(R™) telle que supp TC Q et TIQ = T|Q.

Preuve. — Soit € € B3°(R"), e = 1 au voisinage de supp TN Q.
Si S est une distribution 4 support compact dans R”, on définit
une distribution

Sls wars ([Tsi0y = (s o)

pour tout ¢ €®M(R"). Visiblement, la dérivée par rapport a x;
de cette distribution est égale 4 S.

D’aprés 2.8, il existe une famille de Bernstein (T,) EBY(Q)
telle que T, — T|Q = €T|Q quand A — 0. Procédant comme

dans 1.10, on voit que f T, (i fixé) est une famille de Bernstein.

Visiblement, f T, — f €T|Q quand A — 0 et cette der-

niére distribution est donc de Bernstein.
. X s X .

Posons T' = f "€T, puis TV = f TeT?; en itérant, on
définit une distribution T'1'» pour toute suite d’entiers i,,..., Ip
compris entre 1 et n. Sila suite i,,..., ip est convenablement
choisie, €T'V""'? € LY(R"); en outre, €T V" "'?|QER (Q) D apres

~ dPT™ 1

il""’i _ * ’ n = —_—
2.10, XQ-GT P=T*€B'(R"). Posons T = axi, R

~ 1
visiblement, T vérifie les conditions du lemme, c.q.f.d. p

LEMME 3.3. — Soit TE®D'(R") et soient Q,,...,Q, des qua-
drants ouverts de R" . Posons Q = igl Q; et supposons que Q; est
défini par des inégalités x; >0,...,xjp >0, Xjpiy < 0,...,qu <0.
Soit 1, I'ensemble des entiers j,, ..., j, et soit Xy la réunion
des hyperplans x; =0 (]‘Eigl I;). Supposons que T|Q\Z, soit
de Bernstein et a support relativement compact dans R". Alors
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il exite TE ®(R") telle que T|Q\Zq = TIQ\Z, et
supp TCQUZ,

Preuve. — Visiblement Q\ZQ est une réunion finie de qua-
drants ouverts disjoints deux a deux, Q},...,Q.. Daprés 3.2,
il existe T,€@'(R") telle que T,|Q;=TI|Q; et supp T, CQ;.
Il suffit alorsde choisir T =T, +...+ T, .

LEMME 3.4. — Soit S un ouvert de R"™ et soit A un ouvert
semi-Nash de ) réunion d’ensembles A; définis chacun par des
inégalités 6, , > 0, 5 0;; >0, ou les 0,; sont des fonctions
de Nash dans Q. Sozt E la réunion des hypersurfaces 0,; = 0,
1<i<s, 1<j<j. Sozt TED' () telle que T|A\Z, soit de
Bernstezn et @ support relatzvement compact dans S). Alors il existe
T€63(S2) telle que TIA\E =T|IA\Z, et suppTCAUZ

Preuve. — Posons 6 = H 6,;- Le probléme étant de nature

locale, on peut supposer (Hzronaka [4]) qu’il existe une variété de
Nash V et un morphisme propre et de Nash IT: V — Q tel que :
i) I est un isomorphisme de V\II™! T, sur Q\Z, ii) au voi-
sinage de tout point M de II"'Z, , on a 00H=y‘:1,...,y:",
ou les y; désignent un systéme de coordonnées locales en M.
Il en résulte que M admet un voisinage ouvert Vy tel que
M'ANV, =QNVy, ol Q est une réunion finie de quadrants
ouverts de Vy (pour une certaine paramétrisation de Vy). La
distribution tordue II;'T définie dans louvert VAIIT'Z, est
prolongeable a V (cf. appendice, proposition 7.8); soit S un
prolongement a V. D’aprés 2.12, S|IT™' A\II"' =, = II;'(T|A\Z,)
est de Bernstein. D’aprés 3.3, il existe une distribution de Bernstein
Sy dans Vy, telle que

Syl(ITTA\II'Z, )NV, =S|I TA\ITT'Z,)NVy
et suppSy CIIT'AUII'Z, . Une partition de l'unité par des

fonctions de Bernstein dans V permet alors de construire une dis-
tribution tordue et de Bernstein S dans V telle que

SIM'A\I'E, =SIM'A\I'E, et suppSCM'AUTT'E,.

La distribution II,S = T appartient 4 @'(2) d’aprés 2.12 et
vérifie les conditions du lemme.
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COROLLAIRE 3.5. — Soit T un sous-ensemble de Nash de 2,
i.e X est défini par des égalités 6, =0,...,0, =0, ou les 0,
sont des fonctions de Nash dans . Soit TE®D'(R) telle que
T|Q\Z soit de Bernstein, d support relativement compact dans
Q. Alorsil existe TEB'(Q) telleque TIQ\T = TIQ\Z.

Preuve. — Posons
0=02+...+62;A=Q\Z={x€EQ|(x) >0 ou f(x) <0}.
Il suffit d’appliquer3.4a A = A\X, .

COROLLAIRE 3.6. — Soient Z,,...,Z, des sous-ensembles de
Nash de 2 et soit TE®B'°(L) a support dans U ;. Alors il

existe T,,...,T, € ®'°(Q) telles que supp T; C Z; et 2 T,=T.

i=1

Preuve. — On peut supposer s = 2. Soit e€B(2,Z, NZ,)
(cf. appendice) telle que € =1 au voisinage de Z,\Z, NZ, et
€ = 0 auvoisinagede Z,\X, NZ, . D’apres 2.9,

e. TIQ\Z, N I, ER'(Q\Z, N Z,)

et est prolongeable (cf. appendice). D’apres 3.5, il existe T, EB'()
telle que T,IQ\Z, N X, =€.TIQ\Z, NZ,. Visiblement,
suppT, CZ, et suppT,CZ,, avec T, =T —T,.

Le théoréme 3.1 résulte alors facilement de la proposition
suivante :

PrOPOSITION 3.7. — Soient 2 un ouvert de R"; X un sous-
ensemble de Nash de S ; A un ouvert semi-Nash de 2 réunion d’en-
sembles A; définis chacun par des inégalités 0, , >0,...,0,; >0,

ou les 0,; sont des fonctions de Nash dans § ; M un poznt de X.
Soit TE®D'(Q) telle que TIAE®B'(A) et supp TIACX. Alors
il existe un voisinage ouvert Vy de M dans ) un sous-espace
de Nash 'Y de Vy NX tel que dimyY < dimy X ; une distribu-
tion TER '(Vy) @ support dans X NV, telle que

TIANV,NY = TI(ANVO\Y.

En effet, admettons provisoirement 3.7 et démontrons 3.1.
Dans 3.1, A est défini localement par des inégalités strictes. Soit
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M€ Q ; des applications successives de 3.7 permettent de construire
un voisinage ouvert Vyy de M ; une distribution ?M ER'(Vy)
telle que TIANVy, = ?IAHVM. Une partition de Iunité par
des fonctions de Bernstein, subordonnée au_recouvrement de £
par les Vy, fournit alors une distribution TEGB,OC(Q) telle que
TIA T|A. En fait, on peut supposer que TEG?»’C(Q), car
supp TN A est relativement compact dans §2. On peut enfin
supposer que supp TCA. En effet (cf. lemme 3.2), T= D¥ ¢y
ol 9EMBC(Q)NLI() pour un certain multi-indice w € N".
E’aprés 2.10, x,- PER(Q) N LY(Q). Il suffit alors de remplacer
T par D¥(x, - ¢).

Preuve de 3.7. — Le probléme étant local en M, on peut
supposer que X =X, U ... U X, ou les X; sont des ensembles
de Nash dans €2, irréductibles en M. Supposons le théoréme
démontré pour chaque X;. Remplacant A par A\ U X; N X;)
(i fixé), on voit qu’11 existe VM voisinage de M ; un sous-espace
de Nash Y, de VMﬁX, tel que dimyY; < dimyX;: une
dlstnbutlon T €®'(Vy) 4 support dans X; N Vi telle que
T, I(AﬂVM)\(Y Y X X)) = =T|(AN V], )\(Y Y, X 0X)). 1
suffit alors de choisir Vi, = r’w Vi (u Y, u (x nX;)) NV,
~ S ~
T= 2 T;|Vy

i=1

On peut donc supposer que X est irréductible en M ; on peut
aussi supposer que chaque 0 ne s’annule pas identiquement sur
X au voisinage de M. Smt Z, la réunion des hypersurfaces
6,; =0, I<i<s, 1<j <],, on a dimyZ, NX <dim X.
D’aprés le lemme 3.4, il existe un voisinage ouvert Vy de M et
T*E®B'(Vy) telle que T*|[(ANVYN\Z, =TI(ANVOH\Z, et
supp T* CAUZ,, donc supp T*C XU ZA. D’aprés 3.6, et quitte
a diminuer V) si nécessaire, T*=T+ T** avec T,T** € @' (Vy)
et suppTCX, supp T**CXZ,. Posons Y=XNZ, NVy: vic
siblement, 3.7 est vérifiée pour ce choix de Vy, Y et T cq.fd.

COROLLAIRE 3.8. — Soient A,,...,A, des fermés de Q2 lo-
calement semi-Nash dans S0 et soit TE®B'°(L) a support dans
s
Y Ay Alors il existe Ty, ..., T, E@R'“() telles que supp T; C A,
= s

et 3 T,=T.

i=1
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Preuve. — Elle est analogue 4 celle de 3.6 et utilise 3.1, 2.9 et
I’appendice.

4. Le théoréme de division.

Soient IC, I'anneau des germes de fonctions de Nash complexes
a lorigine de R" ; &, I'anneau des germes de fonctions C” com-
plexes a lorigine de R" ; @3, Densemble des germes de distributions
de Bernstein 4 l'origine de R";®, =@, N&,. Daprés 2.7, B
est un module sur I’anneau @, , doncsur 9¢,, .

THEOREME 4.1. — @, est un module injectif sur 9, .

Cela signifie que pour tout module M sur 9C,, avec
M =9t?|(,,..., 0,), les conditions suivantes équivalentes sont
satisfaites :

EXT, (M,®,)=0. (4.1.1)
(4.1.2) Soient T,,...,T, €@, telles que la condition
q q
> £60,=0, §€9,, implique toujours Y, £, T,=0. Alors
i=1 i=1 p
ilexiste Uy ,...,U,E®B, tellesque, Vi=1,...,q,T,=3%, 6,,U;

o i=1
(les 0, ; désignent les composantesde 0,).

Preuve de 4.1. — La démonstration de ce théoréme est tout
a fait analogue 4 celle du théoréme de division des distributions de
B. Malgrange (cf. [7] ou [11]). La seule difficulté est de montrer a
chaque pas de la démonstration que les distributions obtenues
sont de Bernstein, mais ceci est facile, compte tenu des résultats pré-
cédents. Nous ne ferons donc qu’esquisser la démonstration ; en par-
ticulier, nous ne vérifierons pas que les diverses distributions obtenues
sont prolongeables (cela résulterait facilement des remarques de
I’appendice).

Pour démontrer (4.1.2) ou (4.1.1), on raisonne par récurrence
sur la dimension de Krull du module M. Si dimM= -1, ie’
M =0, le résultat est trivial. Supposons le théoréme démontré
lorsque dimM <p, 0 < p < n, et démontrons le pour un module
de dimension p. On peut alors supposer que M =93¢, [(0,,..., 6,),
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oun (0,,..., Gq) est un idéal premier P de hauteur n — p de
9¢,, . Nous devons résoudre le systéme :
6,.U=T,,...,0,.U=T, (4.1.3)

sachant que toute relation a coefficients dans 9(, entre les 6,
fournit une relation entre les T,. Soit Z le germe des zéros de
B; visiblement, en dehors de X le systéeme (4.1°3) admet une so-
lution unique et de Bernstein. Cette distribution étant prolongeable,
on peut la prolonger d’aprés 3.1 en un germe de distribution Uj €E®,;, .
On raméne a la résolution du systéme :

0, U=T, - 0,.U,,...,0,.U=T,—6,.U,

i.e il suffit de résoudre (4.1.3) lorsque les T; ont leur support dans
Z. Soit (x,,...,x,) un systéme linéaire de coordonnées a I’origine
de R” adapté a $. Posons R? = {x €ER"[x,,, =...=x, =0}
et soit Il : R —> R? la projection canonique. Soit 9”Cp I’anneau
des germes de fonctions de Nash a l'origine de RP . L’application
IT* : 9”6p—> I,/ P est injective et 9,/ P est un module de type
fini sur 9C,. 1l existe 8§€9(,, 8+#0, donc 85 &P, vérifiant
entre autres les conditions suivantes :

(i) Soit I' le germe des zéros de & dans RP et soient
r,,..., Ty, les germes composantes connexes de RP\I'. Alors
l'I“(I‘,.) N X est formé d’un nombre fini de composantes connexes
Ei’l e Ei' k> qui sont des germes de variétés de Nash, chacun
étant difféomorphe par II a T .

(ii) Au voisinage d’un Z;,, P engendre l'idéal de la variété
Z; k- Soit 0;,:I; — R"? l’uniqug germe de Nash tel que
Vx'€Tl;, (x',0;,(x")EZ;,. Soit T/* le germe de distribu-
tion dans l'I“‘(l",.) égal 4 T; au voisinage de Ei,k et nul sur
H'I(I‘i)\Ej,k. Il est facile de résoudre dans H-l(l"]-) le systéme :

6, U=T{",...,0,.U="TI". (4.1.4)
En effet, soit i; , l'isomorphisme :
M T30, xM) — (x', x" — 0;, (x)) EM'T)) ;
d’aprés 2.12, il suffit de résoudre dans H_l(l"i) le systéme :
(0,0 87).U =i o TH¥

.—1 —_ j, k
O i;2). U = jj o TH*
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Mais I’idéal engendré au voisinage de I'; par les ;0 li_llc est le
méme que celui engendré P Xpip,. .., Xy, d’aprés (i) ; en
outre, les distributions i ;. Tl{'k ont leur support dans I’hyperplan
Xps1 =...=x, =0 et sont chacune combinaison linéaire d’un
nombre fini de couches, chacune de ces couches étant une distri-
bution de Bernstein. Diviser de telles distributions par x,,,,...,x,
est une opération purement formelle et fournit une distribution de
Bernstein.

Soit U’* 1a solution de Bernstein du systéme (4.1.4) ainsi
obtenue et soit U;" le germe de distribution de Bernstein dans

R\II'I" tel que U’,"IH_II‘I-=ZUI", pour j=1,...,s. Un

k
tel germe de distribution est prolongeable et d’aprés 3.1, il se pro-
longe en un germe U, 663; . Il suffit de résoudre le systéme :

6, U=T,—6,.U,,...,0,.U=T, —6,.U,

i.e il suffit de résoudre (4.1.3) lorsque les T; ont leur support dans
MM~ Y("). Si vEN est assez grand, on a 8".T,=0pouri=1,...,q.
Le germe & n’étant pas diviseur de zéro dans 9C, /%, toute relation
a coefficients dans 9C, entre 6,,..., 0, et 8 est une relation entre
T,,...,T, et 0; en outre, dim ¢, /B> dim 9,/ B+ 6.9, .
Par hypothése de récurrence, le systéme :

6,,U=T,,...,0,.U=T,,8.U=0

admet une solution UE®'’

»» Cequiachéve la preuve de 4.1.
La démonstration de 4.1 fournit aussi une démonstration du
théoréme suivant, qui utilise pleinement le théoréme de prolonge-

ment 3.1 :

THEOREME 4.2. — Soit S un voisinage ouvert de [lorigine de
R" et soit A un ouvert semi-Nash dans S adhérent a [l'origine.
Alors B,| A est un module injectif sur 9, .

Enfin, on déduit de 4.2 (cas od A = R"\{0}) les conséquences
suivantes (cf. [8], ch. VII, la démonstration est analogue).

COROLLAIRE 4.3. — C[X,,...,X,] opérant sur G3'(R") N 8'(R")
par X, T=x;.T, j=1,...,n, le module ®'(R")NS'(R")
est injectif sur C[X,,...,X,].
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COROLLAIRE 4.4. — C[X,,...,X,] opérant sur B'(R") N 8'(R")
aT

par X;.T = Y j=1,...,n, le module ®B'(R")NS'(R") est
X

injectif sur C[X,, ..., X,].

5. Le théoréme de préparation.

Le but de ce paragraphe est la démonstration du résultat suivant :

THEOREME 5.1. — Posons & = (§,,..., £,) et soit

PE, ) =yP+ & P+ ...+,
le polynéme générique de degré p. Si o(x,§£,y)E®R
il existe q(x,§,y)€0,, . (R" x R? x R) et

hy(x,8), ..., h(x,§EGR

(R"xR?xR),

loc

(R" x R?)

loc
14 .

tels que: ¢ =P.Q + Z h;yP~'. Si ¢ est plate sur FxRP xR
-

(F fermé de R™), on ;;eut supposer que Q est plate sur F x R? x R

et que les h; sont plates sur Fx R? .

La démonstration suit a peu prés celle de Xojasiewicz ([6] ou
[11]) et nécessite quelques lemmes. RN étant plongé comme d’habi-
tude dans CN, onpose Z; =X; +iY;, j=1,...,N.

LEMME 5.2. (cf. J. Mather, [9]). — Soit ¢€®,  (R" x RN).
Alors il existe ¢ €@,,.(R" x CN) telle que :
(i) ¢/R"xRN = .

a~
(ii) pour tout j =1,...,N, % est plate sur R" x RN .

j
(iii) si ¢ est plate sur F xRN (F fermé de R"), ¢ est plate

sur FxCN,

Preuve. — Le résultat étant de nature locale, on peut sup-

poser que ¢ € @B°(R"” x RN). Soit fpx la transformée de Fourier
de o(x,.)=¢, et soit p €EB(RY), a valeurs dans [0,1], telle
que p = 1 au voisinage de zéro. Posons :

P, = [ p(Y,8) AP (5)dt.

RN
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Le lecteur vérifiera les conditions (i), (ii) et (iii) ; les arguments dévelop-
pés aux paragraphes 1 et 2, montrent facilement que @ €G3 (R" x RY).

Un plan réel 11 de CN, de dimension réelle N, est réellement
situé s’il existe un isomorphisme C-linéaire L: CN ~CN tel que
LdI) = RN .

LEMME 5.3. — Soient K un fermé semi-Nash de CN et

soient I1,,...,II;, des plans réellement situés dans CN . Soit
0]
PE®,  (R"xCN) telle que les BLZ.{-, j=1,...,N, soient plates
j

sur R" x K. Alors il existe g €03, . (R" x C") telle que :

loc

(i) ¢ — ¢ est plate sur R" x K.

~

)
(ii) Les _«_p.’ j=1,...,N, sontplates sur
0Z;

R*xI(I =11, UTL,...UIL).

(iii) Si ¢ est plate sur FxCN (F fermé de R"), ¢ est plate
sur FxCN .

Preuve. — On peut supposer s = 1, et quitte a effectuer
une transformation C-linéaire, II = RN. D’aprés 5.2, il existe
o' €@, (R"xCN) telle que ¢'|R" xRN =p|R" x RN, les

’

loc

% étant plates sur R” x RN . Visiblement, ¢ — ¢’ est plate

i
sur R*"x(KNRN). Daprés 75, ¢ — ' =¥ — ¥’ avec
¥, V' €@, (R"xC"), ¥ plate sur R" xK, ¥' plate sur R" x RN .
La fonction ¢ = ¢ — ¥ = o' — ¥’ vérifie les conditions du lemme,
c.q.f.d. (remarquer que si ¢ est plate sur FxC", ¢' est plate sur
F x C", d’aprés 5.2 (iii)).

Un champ taylorien v sur R"xKCR"”xCN (K fermé de

b
CN) sera dit formellement holomorphe si % =0,j=1,...,N.
j

Dans ce cas, v engendre un module de Bernstein sur

] 0 0
Clx,X, Y] [6753?]

si et seulement si vy engendre un module de Bernstein sur

(vérification immédiate).
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Posons 7 =(n,,..., 7?,,) et soient s,(n),...,s,(n) les
fonctions symétriques élémentaires de n telles que ’on ait identi-
quement :

p
yP -i-sly”“‘+...+sp=i£l1 (y—m).

Soit S I’'application propre et polynomiale :
R"xCPxC3(x,n,y)—(x,s(n),»y) ER"xCPxC
(s=(s1,...,sp)).

Un fermé R"” x X de R” xC? x C sera symétrique en n si
R” x X = S7! S(R" x X).

LEMME 5.4. — Avec les notations précédentes, soit R"xX
un fermé symétrique de R" x CP xC. Soit ¥ un champ taylorien
formellement holomorphe sur S(R" x X) tel que vy o S soit de
Bernstein sur R" x X. Alors vy est de Bernstein.

Preuve. — Par hypothése, les D“(yo S) (w € N"*?*1) engen-
drent un espace vectoriel de dimension finie, soit g, sur le corps
des fractions rationnelles dans R” x C# x C. Cet espace vectoriel
est le méme que celui engendré par les D“yo S. Il suffit de montrer
que la dimension de l’espace vectoriel engendré par les D“y est

<q. Soient vy, = Dy, ..., Vq+1 = D“4*1y . il existe des po-
lyndmes P; non tous nuls (par exemple P, # 0) tels que :
q+1

Z P,(v;°S)=0.

i=1
Il existe un entier r < p tel que le symétrisé en n de P soit
# 0. Alors :

q+1

Y Sym(P, P;"!) (v,28) =0.

i=1

D’aprés le théoreme de Newton, il existe des polyndomes Q,,
q+1

Q, #0, telsque Y Q;v, =0, cq.fd.

i=1

Preuve de 5.1. — Soit ¢€@,,.(R"xR? x R). D’aprés 5.2
(RN =R’ xR), il existe @EG®B, (R"XC’xC) tel que
@/R" xR? x R = ¢ et le champ taylorien induit par @ sur
R” x R? x R soit formellement holomorphe. La fonction oS
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appartient a @3, (R"xC?x C) et Yo S induit un champ for-
mellement holomorphe sur S~ !'(R”x R? x R) = R” xK. Posons
II, = ‘r,._l(K), ou 7, désigne la bijection: (n,y) —(n,y —n,);
I=1I,u... Ull,; K et II sont des réunions finies de
plans réellement situés dans CN = C? x C. D’aprés 5.3, il existe
pER@, (R"xCP xC) tel que ¢ induise un champ formellement
holomorphe sur R”xX (X =KUII) et ¢ =9oS sur R"xK.
Quitte a le symétriser, on peut supposer que ¢ est symétrique.

D’aprés [11], ch. IX, § 2, il existe des champs formellement
holomorphes Q sur R"xX et H,,..., HIJ sur w(R” x X)
(m: R"xCPxC — R"xCP désigne la projection canonique ;

7(R" x X) est plongé dans R” x CP) tels que:

P
¢IR" XX =Q.PoS+ Y H,om y%.
i=1
Cette division est la division triviale par Po S = (y —n,)...(y —n,) ;
¢ étant localement de Bernstein, il en est de méme de Q et des H;
(vérification immédiate). Quitte a la symétriser, on peut supposer
que les H; et Q sont symétriquesen 7.

D’aprés 5.4 et [11], ch. IX, il existe des champs formellement
holomorphes et localement de Bernstein, g, ¢ sur S(R” x X); fz,.
sur moS(R"xX), tels que: goS=Q; ¢9oS=¢|R"xX;
h,oSIR"xRP =H,;,i=1,...,p. Visiblement :

p .
6=q.p+ Y hjom. yPr.

i=1
D’oul le théoréme de division en se restreignant a
R” x R? x R C S(R" x X).
Si ¢ est plate sur FxR? xR, ¢ est plate sur F x C? x C, d’aprés
52 (ii); @o S et ¢ sont plates sur FxC? xC, d’aprés 5.3 (iii) ;
il en résulte facilement que les h; sont plates sur F x R? et que ¢
est plate sur FxRP xR

COROLLAIRE 5.5. — Posons  x' = (x,,...,x,_,);  soient
E(xN,. .., Ep(x’) des fonctions de Nash dans un ouvert $2 de

P
R"~! et posons P = x? + PRACH) xPt,
i=1
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Si ¢o€®B,,(2xR), il existe q€ ®B,(2xR) et

p
Bysoo s By €E®B 1o () tels que: ¢ =P.q + Y hxP~'. En

i=1
outre, si ¢ est plate sur FxR (F fermé de S2), q est plate sur
F x R etles h; sont plates sur F .

Preuve. — Immédiate d’aprés 5.1, car la composée d’une fonc-
tion de Bernstein et d’une fonction de Nash est une fonction de
Bernstein.

COROLLAIRE 5.6. — Soit f: (R",0) — (R?,0) un germe de
Nash. Soit M un module de type fini sur 9C, tel que f M soit
de type fini sur 9C,. Alors f,(M 9? ®,) est de type fini sur @, .

n

Preuve. — Elle est standard et laissée au lecteur.

6. Le théoréme de platitude.

On se propose de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 6.1. — &,/®,, est un module plat sur 9C,, .

Pour cela, nous devons préciser le théoréme de préparation pré-
cédent. Avec les notations de 5.1, soit r unentier, O<r<p+1.
Soit X, le fermé de RP formé des ¢ tels que le nombre de
racines réelles (chacune étant comptée avec sa multiplicité) de
P(¢,.) soit = r; les X, sont des ensembles semi-algébriques et
o =(DCE-pC2p_lC...CEO =RP?. Soit II:R?”xR — R”?
la projection canonique.

LEMME 6.2. — Soit ¢ €C[y] et soit r un entier, 0 <r < p.
Il existe un voisinage ouvert semi-algébrique V de T \Z,, , dans
RP\Z,,, : des fonctions de Nash :

q€8, (VxR,Z,, xRNV xR);
hyy.o.., hp€8RP(V, Z,.)NIUV), telles que :

r -
@IVxR=(PIVxR).q+ Y holl.y"!

i=1

(cf. appendice pour les notations).
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Preuve. — On conserve les notations utilisées dans les preuves
de 5.3et5.4,avec n = 0. Soit S I’application :

C?xC>(n,y) — (s(n),y)€CPxC.

Si w est un sous-ensemble de - {1,...,p}, on pose 7y, = g
w
imaginaire n; ; I', = 'y;‘ (0)Ns~1(RP). Soit E, I’ensemble des ]par-

ties 2 r élémentsde {l,...,p}. Alors: I', = s71(Z,) = éJE r, .
w

Si wEE,, en tout point de T \T,,,, ona yg, #0. Soit U,
le voisinage ouvert de I' \I',,, dans s '(RP) intersection des ou-
verts  {n €57 (R |75, () > 71 ew(M},w €EN{w}. Les U,
sont semi-algébriques et ont une intersection vide deux a deux. Dans
U,xRCC?xC, .
poS=PoS.Q, + 2 H ,» ' (6.2.1)
i=1
(en effet, diviser par PoS=(y—1n,),..., (y — n,) revient a di-
viser par (y—nwl), cey (y—nwr), w=(w;,...,w,), car les
y—n, j#Fw,,...,w,, sont inversibles dans U, x R). Bien
entendu, Q. est une fraction rationnelle en 7,y : les H; , des
fractions rationnellesen 7.

Posons U= U U, .V=g5U), et soient Q le champ

wEE w
taylorien formellement’ holomorphe sur Ux R tel que Q= Q,

sur U, xR, pour tout w: H; le champ taylorien formellement
holomorphe sur U tel que H;=H,; , sur U,, pour tout w.
Bien entendu, Q et les H;, ainsi que U, sont symétriques ; donc
Q=¢qo8S, H;=h;os; q est une fonction de Nash dans VxR :
h; une fonction de Nash dans V. D’aprés (6.2.1) :

r
plVxR=P.qg+ Y hy .
i=1
L’image par une application algébrique d’un ensemble semi-algébrique
étant semi-algébrique, V = s(U) est un voisinage ouvert semi-
algébrique de X \Z,,, dans RP\Z ., . On vérifie facilement .
(c’est une conséquence facile d’un théoréme de Glaeser, [2]) que
q€&, fr VXR, Z,, xR) et n,€8,(V,Z,,),i=1,...,p.
LEMME 6.3. — Posons x' = (x,,...,X,_,); soient £,(x'),..., £,(x"),
des fonctions de Nash dans un ouvert . de R"! et posons

P
P=xP+ Y £(x)xP~'. Soit T, le fermé de Q formé des points
i=1
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x' tels que le nombre de racines réelles de P(x',.) soit =r. Si

¢ €C[x,], il existe un voisinage ouvert semi-Nash V de T \Z
dans Q\Z,,, , des fonctions de Nash

qegnxﬂ (VX Rszr-l-l X R)“%(VX R);
hy, ..., h, €8q(V,Z,,,)NIUV), telles que :

r+1

eIVXR=P|IVxR).q + Y h.x" "t

i=1

Preuve. — Immédiate d’aprés 6.2 et 7.2.

LEMME 6.4. — Soit 2 un ouvert de R"™ % paramétré par
x'"=(x,,...,%,_). Pour tout entier v, 1<v<k, soit
P,(x":x,_gsv) =X,_gsp T ... un polynébme unitaire en x,_ .,
a coefficients forlzcctions de Nash dans S). Soit ¢ €@, (52 x R¥)

telle que: ¢ =3 6,P, avec 6, € &S x R¥) ; alors il existe des
v=1 k
0, € B0 (2 x R¥) tellesque ¢ =Y 6,P,.

v=1

Preuve. — Soit II: Q xR¥—> Q la projection canonique.
Soit X, I’ensemble fermé semi-Nash des points de £2 en lesquels

la fibre de II|{P, =...=P, =0} est de dimension réelle =r;
on a des inclusions :
(25=Ep pHCZ g, C© Gy =

Soit 2":'.; le fermé de £2 formé des points x’ tels que le nombre
de racines réellesde P,(x';.) soit = r, et posons:

Ly = @ N2 ) N D (2 o \Z 00D -

res
Visiblement :

Z\Z = U T
r\ r+i1 Ty PE=r Tpseeos?i

et cette réunion est disjointe. Il suffit de démontrer le résultat suivant :
k

(x,) soit @€ @B (2 x R¥) telle que ¢ = S‘ 6,P, avec

loc 4_4

6, € £(Q x R¥) et telle que ¢ soit plate sur
existe des 6, €3

sur £, x R¥ .

,rl x R*; alors il

loc

z

k
(Q x R¥) telles que ¢ — 2 soit plate
=1

T
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Par applications successives du corollaire 5.5, on peut supposer

que : .
= ' 'k
Q= 2 0,.‘” (x)x,, ki1 o0 X,
0<i,<p,
avec ;. €@, () et 0i,,....1;; plate sur X ., . Au voisinage

de chaque 2,,\2,,, +1, on peut diviser d’aprés 6.3 xn csp AT
P, avec un reste qui est polynome de degré <r, en x, .,,.
Reportant dans 1’égalité précédente, on voit qu’il existe un voisi-

nage ouvert semi-Nash U,l, Tk de F, et 3 tel que :
k rl"""k B ik
Q10 xR = 2 Gk (x )X X

0<i,<r,

K
+ Z ‘p:I,...,rk Pv
v=1

yesest Fqs...,F
avec 0 l k @loc(Url,... ) et ‘pyl k E J‘,’loc(Uq,...,rk X Rk)

"k 3T
Quitte a dlmmuer les U, 1oeeorg » ON PEUt supposer que

U N (El,r1+l u...uv Ek,rk+1) CZ.:

rl,...,rk
on peut aussi supposer que les U,l,“_,,k (ry ... rp,=r) sont dis-
joints deux a deux.

D’aprés 7.4, il existe une fonction e,l,,__,,kGGS(Q, Z,.,) telle

que e"l’""'k =1 au VOiSIHage de F'l”"’rk et supp erl,...,rk - Url,...,rk .

Fyyeoost .
Posons O, = 2, €, e @K . 6, est une fonction loca-
G
rl cee rk—r

lement Bernstein dans (Q\Erﬂ)xR"; les 0,'1, e étant plates
sur Z,,,, on voit facilement que 6, se prolonge en une fonction
(notée encore 6,) de @B, (2 x R*), plate sur Z, X R¥ .

loc

Bien entendu, la fonction ¢ — 2 6, P, est plate sur Z,,, x R* ;

v=
au voisinage d’un point x; de I‘,l,, (r1 e I =),
X r 7 i
’ — 1s-e0ok ’ k
[ 2 Z ov Pv - 2 Gil,...,ik (x )xn k+1 xn
v=1 0<iy<r,

et ce dernier polyndme est donc une combinaison linéaire & coeffi-
cients C” des P,. En particulier, ce polyndme s’annule sur la fibre

en x, de II|{P, =...=P, =0}, fibre de dimension réelle
r=ry, ... r,. 1 en résulte facilement que 0‘ """ ,',’:(x")) =0
pour tous les (i,,..., ik), puis que les 6 ‘“ ¥ : sont plates sur
Ly r, - Ainsi ¢ — 2 6, P, est plate sur =, xR¥, c.q.fd.

v=1
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Le théoréme 6.1 résulte facilement de 6.4 et du lemme al-
gébrique suivant (cf. [11], ch. I, théoréme 6.13) :

LEMME 6.5. — Soit A un anneau local régulier et soit M un
A-module de type fini ou non. Supposons que pour tout idéal pre-
mier B de A, il existe une A-suite de A, {a,,...,a}, telle
que k=nt%, (a,,...,aq)C P et Tor*(A/(ay,...,a),M)=0
pour i = 1. Alors M est un A-module plat.

Preuve de 6.1. — Soit 1 un idéal de I9(, engendré par
Yys..., 9. Lanneau &, étant plat sur 9C,, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) TorA(,/1, &,/®,) =0
() 1.8)N®B,=1.G,.

Supposons que I est engendré par k polyndémes

— r. — Py
Yy = Pv(x ’xn—k+v) = Xk ..

a coefficients dans 9¢,_, , anneau des germes de fonctions de Nash
en x'=(x;,...,%x,_4). Alors d’aprés 6.4 et I’équivalence pré-
cédente : Tor(9C,/(p,,...,¢,), 8,/8B,) =0 pour v=1,...,k;
il en résulte facilement que Torf‘(.%n/ I, ,/83,) =0 pour i=>1.
Si ¥ est un idéal premier de I, de hauteur k et si le systéme
de coordonnées est convenablement adapté, il existe des polynOmes
Y1,..., 9, comme précédemment tels que (¢,,...,y,) soit
une J(,-suite de 9, et (¢,,...,¢) C®H. Le théoréme 6.1
résulte alors de 6.5.

COROLLAIRE 6.6. — Soit M un sous-module de 9% . Alors
M.&§NB° =M.®, .

COROLLAIRE 6.7. — @, est un module plat sur 9¢,, .

Remarque 6.8. — La méthode précédente permet de préciser
le théoréme classique de division des fonctions C™ par des fonctions
analytiques. Soit £ un ouvert de R" et soit ¢: &(R)? — &)
une matrice a coefficients fonctions analytiques dans 2. Alors il
existe une application C-linéaire continue WY :Jmep —> &(Q)?
telle que ¢ o ¥ = identité (par contre, je ne pense pas qu’il existe
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de scission pour un tel morphisme ¢). Cette méthode doit aussi
permettre de démontrer le théoréme de division des fonctions de
classe C* par des fonctions analytiques, avec une perte de dériva-
tion linéaire en u (au voisinage d’un compact fixé de Q).

Remarque 6.9. — Le théoréme de préparation et le théoréme
de platitude sont vrais en formel et en analytique, cf. [12].

7. Appendice : multiplicateurs et distributions prolongeables.

DEFINITION 7.1. — Soient 2 un ouvert de R", F un fermé
de ; U un ouvert de 2. On note &,(U,F) le sous-ensemble
de &(U\F) formé des fonctions f vérifiant la condition suivante :
pour tout compact K de Q et tout multi-indice v € N" | |l existe
C>0 et a>0 telsque, Vx E(KNU\F,|f(x)| < Cd(x,F)~*().

Visiblement, & (U, F) est un sous-anneau unitaire de &(Q\F).
On note simplement &g (2,F) = &(§2, F) et 'on pose

Bg(U,F) =85 (U,F)NABU\F) ; By(2,F) =R, F).

Si fe 8(Q,F)' et si g€8&(2) est plate sur F, f. g€ &Q2\F) se
prolonge en une fonction de &(2), plate sur F.

LEMME 7.2. — Soient S, un ouvert de R"; Q, un ouvert
de R? . F un fermé semi-analytique de 2, ; U un ouvert de 2, ;
¢p:Q,—> Q, une application analytique. Si f€ 8QP(U, F),
fow€8&g (p7'(U), ¢ '(F)). En particulier, si ¢ est de Nash et

si f€ Bq,(U,F), fo € Ra,(p~' V), o7 (F)).

Preuve. — On peut supposer F compact. Si ¢ '(F) =0, le
résultat est évident. Sinon, soit K un compact semi-analytique
de £, tel que KNy }(F)# @, et considérons P'application :
KxF>3(x,y) — o(x) —y €RP. D’aprés I'inégalité de X.ojasiewicz,
il existe des constantes B >0 et 8> 0 tellesque VW(x, y)€EK xF:

(1) On définit plus généralement 5Q(U,F) lorsque 2 est une variété
quelconque.
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lp(x) —»1 = B(x—x'| + |y —p'])# pour un (x',y)EKxF
tel que x'€ ¢ 1(»")C e !(F). On en déduit I'inégalité, pour tout
x€K: d(o(x),F) = Bd(x, o '(F))? quitte a diminuer B si
nécessaire.

Soit fe€ 6np(U, F). On a des inégalités, pour tout

x € (KN UM I(F) : f(p(x)] < C, d(p(x),F)"*v.

D’aprés les formules donnant les dérivées d’une fonction composée,
on aura de méme les majorations : [(f o ¢)”(x)| < C, d(p(x), F) %
C, > 0, o, > 0, constantes convenables. D’oui pour tout

x € (KN N ™F) : [(fo 9l ()| < C,B *d(x, o (F)) ™,
c.q.f.d.
Rappelons qu’un quadrant de R” est un sous-ensemble de R"” défini
par certaines égalités ou inégalités x, > 0, x; <0 ou x, =0,
(x,,...,x,) désignant le syst¢éme de coordonnées canoniques de R" .

LEMME 7.3. — Soient K et L deux fermés de RP, chacun
étant une réunion finie de quadrants. Alors il existe une fonction
fEBR", KNL) telle que f=1 au voisinage de K\(KNL) et
f =0 auvoisinagede L\(KNL). S

Preuve. — On procéde par récurrence sur n. Si n=1, le
résultat est trivial ; supposons n>1. Posons K'=KnNSs*!;
L'=LNS" ', Soit M un point de S""!. Alors il existe un
voisinage ouvert Vy de M tel que la projection stéréographique
Py de pdle M transforme K'NVy (resp. L'NVy) en linter-
section de Pp(Vy) = Uy avec une réunion finie Ky, (resp Ly)
de quadrants de R"~!. Par hypothése de récurrence, il existe
v €E BR"T, Ky NLy) telle que &, =1 au voisinage de
Ky\(KyNLy,) et £, =0 au voisinage de Ly \(K;,N Ly). Soit
VMl s VMs un recouvrement fini de S"~' et € une partition de

I’'unité subordonnée a ce recouvrement par des fonctions de Bernstein.
Alors

§
£'= 2 €lky,°Py)EBRES",K'NL)
i=1 — @(SM—I\KI N LI) fa) &Sn—l , KI N LI)

et &£ =1 au voisinage de K'\(K'NL'), £ =0 au voisinage de
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L\(K'NL'). Visiblement, f(x)= g'(—lx—])e@(R",K L), f=1
x
au voisinage de K\(KN L) et f=0 auvoisinage de L\(KNL).

PrOPOSITION 7.4. — Soient S un ouvert de R", K et L deux
fermés semi-Nash de S2. Alors il existe une fonction fER,KNL)
telle que f =1 au voisinage de K\(KNL) et f=0 au voisinage
de IN\(KN1L).

Preuve. — Par définition des ensembles semi-Nash, il existe un
entier p et un morphisme de Nash ¢ : @ —> RP, des fermés K' et
L' de R?, chacun réunion finie de quadrants, tels que K = o~ 1(K') :
L=¢ YL'). Daprés 7.3, il existe f'€@BRP,K'NL") telle que
f'=1 au voisinage de K'\(K'NL') et f'=0 au voisinage de
L'\(K'NL"). Alors, d’aprés 7.2, f=f'o ¢ vérifie les conditions
de la proposition.

COROLLAIRE 7.5. — Soient K, ,... ,Kp des fermés semi-Nash
de 2 et soit g€ @) une fonction plate sur K, N...N K, .
p
Alors g = Y g, avec g, €E®B(Q), g; plate sur X;.
i=1
Preuve. — 11 suffit de le démontrer pour p = 2. D’aprés 7.4,
il existe f€@(Q ,K,NK,) telle que f=1 au voisinage de
K\(K;NK,) et f=0 au voisinage de K,\(K,; NK,). La fonction
e € B(2\K, NK,) se prolonge en une fonction f2' plate sur K, .
Enoutre, f; = f — f, estplatesur K, , c.q.f.d.

Nous terminons ce paragraphe par quelques remarques plus
ou moins connues sur les distributions prolongeables.

Soient £ un ouvert de R”, F un fermé de . Une distri-
bution TE®D'(Q\F) est prolongeable en une distribution dans £
si et seulement si pour tout compact K de £, il existe une
constante C >0 et un entier m = 0, tels que Vo E€®DQ\F),
supp ¢ CK, onait |T(p)! < C |l¢ll,, (on pose

lell, = 2 'DY(x)]).

lwlsm
x€Q\F

On note @D'(2,F) I’ensemble des distributions dans $£2\F pro-
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longeables en une distribution dans £ . La remarque suivante est
évidente, mais essentielle,

LEMME 7.6. — Soient F un ferméde l'ouvert 2 . K un compact
de S m un entier = 0. Il existe une constante C > 0 telle que
pour tout 9 E€EMD\F), suppp CK, tout weN", |w|<m,
tout x €Q\F, onait : |D¥p(x)| < Cd(x, F)" ' gl .

PROPOSITION 7.7. — Avec les notations précédentes, ®D'(2,F)
est un module sur &(S2, F).

Preuve. — Immédiate, d’aprés 7.6 et la formule de Leibnitz.

PROPOSITION 7.8. — Soient 0,2’ des ouverts de R" et
f:Q— Q' une application analytique. Soit F [’ensemble des
zéros dans S0 du jacobien J(f). Si T€ ®D'(Q"), la distribution
f*T définie dans Q\F appartienta ®'(L, F).

Preuve. — Soit K un compact de $2. D’aprés [11], il existe
des constantes A>0 et a=1 telles que, Vx€EK-F, f in-
duise un isomorphisme de la boule euclidienne ouverte B, de
centre x et de rayon Ad(x,F)* sur f(B,). Construisons une
partition C” de l'unité par une famille localement finie de fonc-
tions €, €M(Q2\F), partition subordonnée au recouvrement de
K\F par les boules B, . Si cette construction est faite judicieu-
sement, elle vérifiera les conditions suivantes :

(i) 2. € =1 auvoisinagede K—F.
i

(ii) pour tout i, suppe; est contenu dans un boule B"i‘

(iii) si p; = d(supp¢;, F), il existe un entier positif p tel
que la série E pf soit convergente.
i

(iv) pour tout entier positif m, il existe une constante C,, > 0
et un entier f,, >0 tels que Vi, |¢ll, <C, pi_B’".

Nous devons trouver C > 0 et me& N tels que pour tout
Y €EDE\F), suppp CK :

If*T(p)l < C lloll,, . (7.8.1)
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Supposons tout d’abord que supp ¢ est contenu dans une boule
B,. Soit WEM') telle que ¥of=¢p. On a supp ¥ C f(K)
et donc des inégalités :

If*T(p)| = IT¥)| < C' | ¥, . (7.8.2)

Le jacobien J vérifie sur K une inégalité de Xojasiewicz par rap-
port 3 F. On en déduit Dexistence de constantes C'' >0 et
o' >0 telles que :

T Ml ey < C"d(x,F)~™ Ho 'l (7.8.3)

(si pEMDMR") et si X est un sous-ensemble de R", on pose
Noll,x = Z ID“p(x)]). L’inégalité (7.8.1) résulte alors de

lwlsm
x€X

(7.8.2), (5.83) et 7.6. Soit o €ED\F), supppCK. D’aprés
les remarques précédentes, la formule de Leibnitz et (iv) :

I T(e;0)| < C llelly <C” o, ™ 101l cuppe, - (7.8.4)

D’aprés 7.6 :

<"l Yol (7.8.5)

@1, supp e, m+g, b -

D’ou le résultat, d’aprés (7.8.4), (7.8.5), (i) et (iii).

PRroOPOSITION 7.9. — Soient S, un ouvert de R"; Qp un

n
ouvert de RP ; X un ferméde Q,. Y un fermé de Qp et soit

[:Q\X — Q\Y une application propre et C* vérifiant les
conditions suivantes :

(i) l'image réciproque par f d'un ensemble relativement
compact dans Qp est relativement compacte dans 0, .

(i) Si K est un compact de Qp, il existe des constantes
C>0et a=0 tellesque, Vx €f1(K\Y):

dix,X)=2Cd(f(x),Y)*.

(iii) Les composantes f,,..., fp de f appartiennent a
&%, ,F).

Alors, si TED'(Q,,X), [, TED'(Q,,Y).

Preuve. — Elle est standard et laissée au lecteur.
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