
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

G. BENGEL

PIERRE SCHAPIRA
Décomposition microlocale analytique
des distributions
Annales de l’institut Fourier, tome 29, no 3 (1979), p. 101-124
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1979__29_3_101_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1979, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1979__29_3_101_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
29, 3 (1979), 101-124

DÉCOMPOSITION MICROLOCALE ANALYTIQUE
DES DISTRIBUTIONS

par G. BENGEL et P. SCHAPIRA

En souvenir de André Martineau

TABLE DES MATIERES

Introduction Pages
1. Enoncé des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
2. Faisceaux souples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
3. Problème de Cousin à croissance. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4. Fonctions à croissance lente dans un t u b o i ' d e . . . . . . . . . . . . . 114
5. Démonstration du théorème 1.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
6. Démonstration du théorème 1.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

Introduction.

Soit M une variété différentiable, F un fermé de M union de
fermés F^ et F^ . Il est maintenant classique que les distributions
de M à support dans F ne sont décomposables suivant F\ et F^
(i.e. sont somme d'une distribution à support dans F^ et d'une dis-
tribution à support dans F^) que si F^ et F^ sont "régulièrement
situés" (cf. S. Lojasiewicz [12], B. Malgrange [13]). Nous montrons
dans cet article que si M est une variété analytique réelle et que si
au lieu de décomposer les distributions suivant leur support on les
décompose suivant leur support singulier analytique, cette décom-
position est toujours possible, sans restrictions sur F^ et F^ .
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En fait nous démontrons un théorème plus précis, version micro-
locale du précédent. Soit 6 le faisceau des microfonctions de M. Sato
sur S*M, le fibre cotangent en sphères à M (cf. [17]) et soit (0/

(resp. (od) le sous faisceau de 6 correspondant aux distributions
(resp. aux fonctions de classe (S00) : on montre que l'on peut dé-
composer les sections des faisceaux (0/ ou (o r f . En particulier si
on note SS(u) le support singulier analytique dans S*M d'une
distribution u de M,(WFA(^) dans la terminologie de L. Hôrmander
[8]), et si SS(u) est la réunion de deux fermés F^ et F^ , on peut
trouver des distributions (des fonctions (°00 si u est (°00) u^ et
u^ telles que u = u^ + u^ et SS(^) C F .̂ (î = 1, 2). Cela permet
en particulier de préciser les énoncés du théorème du "Edge of thé
Wedge^' de A. Martineau [15]. Signalons que le théorème de décom-
position du support singulier analytique des distributions avait été
conjecturé par J. Bros et D. lagolnitzer [4].

Pour démontrer ces résultats on utilise une technique de J.M.
Bony [1] (adaptation d'une méthode due à M. Kashiwara [10] cf.
aussi [17], [11]) qui permet, grâce à un "noyau de Radon non li-
néaire" de représenter les sections des faisceaux Qf ou (od comme
des intégrales de distributions ou de fonctions (S00 sur S*M dont
le support singulier analytique est contenu dans le fermé canonique
de S*(S*M). On est alors ramené à un problème de Cousin à crois-
sance lente dans un tuboi'de que l'on résoud grâce aux techniques
de L. Hôrmander [7] et à un théorème de J. Bros et D. lagolnitzer
[3], version "tuboi'dale" du théorème de Cartan-Grauert sur les voi-
sinages d'holomorphie de R".

Nous démontrons aussi, par les mêmes techniques, que si Sî
est un ouvert strictement pseudo-convexe dans une variété analy-
tique complexe, de bord ôîî de classe (°2, le faisceau sur 3Î2
des valeurs au bord de fonctions holomorphes de Î2, à croissance
lente sur 3S2 (modulo les fonctions holomorphes au voisinage de
3Î2) a la propriété de décomposition du support.

Cet article a été en partie réalisé alors que le premier auteur
était invité par l'Université Paris-Nord.
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1. Enoncé des résultats.

Soit M une variété analytique réelle dénombrable à l'infini.
Nous noterons respectivement QL, e°°, 0 ) ' , (B, les faisceaux sur
M d'espaces vectoriels complexes, des germes de fonctions analy-
tiques, de fonctions de classe e°°, de distributions, d'hyperfonctions.

Soit S*M le fibre cotangent en sphères à M. Le faisceau (S
des microfonctions de M. Sato sur S*M (en fait sur fS*M mais
nous n'écrirons pas "f") est construit dans [17]. Rappelons que
c'est un faisceau flasque et que si on note TT la projection de S*M
sur M,7r^e^ t f3 /a . Nous noterons SS( ) le support dans le fais-
ceau e. Si u est une hyperfonction sur M, nous l'identifierons
parfois à son image dans (B(M)/(2(M) ^ <B/a(M) ^ ô(S*M) et
nous appellerons support singulier analytique le fermé SS(u) de
S*M. En particulier u est analytique en dehors de 7r(SS(u)).

Si u est une distribution, J.M. Bony [1] a démontré que SS(u)
coïncide avec WFA(^), le front d'onde analytique de L. Hôrmander
[8] ainsi qu'avec le support essentiel de J. Bros et D. lagolnitzer [4].
Nous désignerons par (0/ (resp. (°^) le sous faisceau du faisceau
6 des micro fonctions d'ordre fini (resp. des micro fonctions diffé-
rentiables). Si Sî est un ouvert de S*M,

^Gr( î2 ,ô^) (resp.r(î2, (^)) ̂  VOc, î?) ̂  S*(Î2), 3Ïea)'(M)

(resp. e^M)) tel que (;c, T?) ̂  SS(u - H).

Les faisceaux ^f et (°^ ont déjà été introduits (sous un autre
nom) par J.M. Bony [1].

Nous allons démontrer que les faisceaux (0/ et (od ont la pro-
priété de décomposition du support annoncée dans l'introduction.
Pour cela il nous semble utile de donner un nom à une telle propriété.

Nous renvoyons au livre de M. Godement pour ce qui concerne
la théorie des faisceaux [5].

En particulier nous notons F^X,^) l'ensemble des sections
sur X à support dans Z d'un faisceau de groupes gï. Si u est une
section de Si nous notons supp(u) son support.
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DEFINITION 1.1. —Soit ^ un faisceau de groupes abéliens sur
un espace topologique X. Nous dirons que ^ est souple si pour tout
ouvert Î2 de X , tous fermés Z . Z ^ Z ^ de ^l avec Z = Z^ U Z^ ,
toute section ^er^^,^) , il existe ^.erz.(T2,^) ( ; = 1 , 2 )
avec u = u^ + ̂  .

Les faisceaux flasques sont souples et les faisceaux souples sur
un espace paracompact sont mous.

THEOREME 1.2. - Les faisceaux Qf et Q^ sont souples. De
plus: 7^^ef ^(D'IQL. TT^C^ ^ e°7a.

COROLLAIRE 1.3. - Soit ^GôD'(M) (resp. ô^M)), avec
p

F = SS(^). Soit F == U F .̂ un recouvrement fermé de F dans

S*M. Alors il existe ^.eû)'(M) (resp. e°°(M)), avec SS(^.) C F .̂
et u = ̂  u^.

1 = 1

COROLLAIRE 1.4. - Soit u^CD'm (resp. e°°(M)), u étant
analytique hors d'un fermé F de M. 5'ozY F = U F. un recou-1=1 l

vrement fermé de F dans M. Alors il existe u, G (D '(M) (resp.
p

(^(M)), .̂ é^m^ analytique hors de F^., ^fc ^e u = V ^..
1=1

COROLLAIRE 1.5. ("Edge of thé Wedge theorem"). - Soit
u, (i = l . . . p ) rf^ distributions (resp. rf^ fonctions ô00) ^r M

p
ûiw ^ ^, = 0. Soit F, = SS(^) C S*M. Alors il existe des dis-

1=1
tributions (resp. des fonctions (°00) u^ (;,/ = 1 . . . p ) telles que :

\/i u, = ̂  u^
î ^ i

Vf, 7 SS(^) C F^n^..

Quand les fermés F .̂ sont de la forme M x I , où M est un
ouvert de R" et I une partie convexe fermée propre de S""1 ,
et que l'on interprète les distributions en terme de valeurs au bord
de fonctions holomorphes, on améliore ainsi le théorème du "Edge
of thé Wedge" de A. Martineau [14], [15], ainsi que la version de
J. Bros et D. lagolnitzer [4] de ce théorème.
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Remarque 1.6. - Identifions M à la diagonale de M X M et
S*M au fibre conormal à cette diagonale dans S * ( M x M ) . Soit
n^'^ le faisceau des formes différentielles analytiques sur M x M
de type (0 ,? î ) , n désignant la dimension de M. On peut repré-
senter l'opérateur pseudo-différentiel 1^ par un noyau K appar-
tenant à F(M x M, 6D ' I Q L 0^ ^°^) et on aura

• MxM

SS(K) = S^ (MxM) ^ S*M

v^er (M,cD7a)
on a u(x) = j K(x , y ) u(y)dy .

Si S*M = F^ U F^ on peut donc trouver d'après le théorème 1.2
des éléments K, G F(M x M, CD Va ®<^ Î2(°'")) avec K = K^ + K^
et SS(K^) C F^.. On en déduit une décomposition correspondante
de u. En particulier les faisceaux (S , (0/, (od sont fins [5].

Remarque 1.7. — Le corollaire 1.3 avait été annoncé par Bros
et lagolnitzer dans [4] (au moins quand les fibres de F .̂ sont convexes)
et deux esquisses de démonstration ébauchées. Cependant comme
aucune démonstration complète n'est parue depuis et que les mé-
thodes proposées nous semblaient techniquement difficiles, il ne
nous a pas paru inutile de publier notre démonstration. Il n'en reste
pas moins que l'un des outils essentiels est le théorème des tuboi'des
d'holomorphie de Bros et lagolnitzer [3].

Le faisceau 6 (resp. (0/) a des liens étroits avec le faisceau
des valeurs au bord des fonctions holomorphes (resp. des fonctions
holomorphes à croissance lente) sur le bord d'un ouvert pseudo-
convexe : quand ce bord est analytique réel ces faisceaux sont en
fait localement isomorphes, par transformation canonique complexe
(M. Kashiwara, non publié). Aussi le théorème 1.8 ci-dessous est-il
équivalent (1) (du moins quand le bord de î2 est analytique réel) au
théorème 1.2, mais nous en donnerons une démonstration directe
au paragraphe 6.

(1) Depuis de la rédaction de cet article la Note de L. Boutet de Monvel
(C.R. Acad. Sci. Paris, 287 (1978), 855-856) est parue. Celle-ci établit risomor-
phisme pour les distributions.
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Soit X une variété analytique complexe, dénombrable à l'infini,
S2 un ouvert de X strictement pseudo-convexe de frontière 3Î2
de classe <°2 .

Soit / l'injection de Î2 dans X. On définit le faisceau ©+
par la suite exacte :

o—> e\si—>j\(ew—> e+—> o.
C'est un faisceau concentré sur 3Î2, que l'on identifiera à son

image inverse sur ôîî .
On note b l'application "valeur au bord" de 7^(©|Î2) dans

(9+ . On définit le sous-faisceau (E){ de ©+ par :
u CE ( (5){)^ ^==» il existe un voisinage a? de x dans X, (R holo-

morphe dans Î2 Fi a?, </? à croissance lente au bord de Î2 H a? avec
b ( ( p ) = u . (Rappelons que l'on dit que ^ est à croissance lente
au bord de Î2 H ou si il existe des constantes C > 0, k e N , avec
|^(z)| < C r f ( z , C Sî na))-^).

THEOREME 1.8. -Le faisceau ©{ est souple.

Remarque 7.9. — II ne serait pas difficile de démontrer que le
faisceau 0+ est flasque. De même on pourrait, en modifiant légè-
rement la démonstration du théorème 1.2, donner une nouvelle dé-
monstration de ce que le faisceau <° est flasque.

2. Faisceaux souples.

Nous avons donné la définition des faisceaux souples au para-
graphe 1.

THEOREME 2.1. — Soit X un espace topologique localement
compact et paracompact et ^ un faisceau de groupes abéliens sur
X. Soit A un sous groupe de r^(X,§0 l'espace des sections à
support compact de F. On suppose A stable par décomposition
du support, i.e. pour tout u appartenant à A, pour tout fermé
de X, Z, Z i , Z^ , avec Z = Z^ U Z^ , supp(^) C Z , il existe u,
appartenant à A (i = 1, 2) avec supp(^) C Z, , u = u^ 4- u^ .
Alors il existe un unique sous faisceau <â de Sî tel que :
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a) r , (X ,^ )=A,
b) ^ est souple.

De plus pour tout x G X , ̂  ̂  = A^ (7o^ germe de ^ ^ fc germe
d'un élément de A).

Démonstration. — L'unicité de (^ résulte immédiatement de
ce que X est localement compact.

Soit Î2 un ouvert de X. Pour définir ^(iî) considérons une
suite d'ouverts (îî^eN . avec ^n cc ^n+ï cc sî^u ^n = n (une

telle suite existe d'après les hypothèses faites sur X).
Nous dirons par abus de langage que (Sî^n est un recouvre-

ment ouvert croissant relativement compact de Sî.
Pour simplifier les notations posons pour Z fermé de X :

Az = r z ( X , F ) H A .

On a un système projectif d'applications :

An,,/A^—— A^/A^_^

construite grâce à l'application naturelle

^ W ^ " » ^ ̂ n^n ̂  ^n-1

et à l'isomorphisme

^-l^^-l> ̂ n^n - ^n-1

ce dernier isomorphisme résultant de la propriété de décomposition
du support de A.

On pose : .-. ,. . , .
§W = ̂ E ̂ îj^ '

n
II est clair que g(î2) ne dépend pas de la suite Sî^ choisie,

et que Sî —> ^(Î2) définit un préfaisceau, les flèches de restric-
tion <|(î2) —> ^(û^) provenant des flèches (pour (jù C Î2 , cj^ C î2^) :

^J^n • • • • • • • • • • • • • • • > W .̂

^J^n-^n
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Le préfaisceau ^ est un sous-préfaisceau de Si car la flèche
Â-n M-ôn ——^ ^(îîyi) est injective, et par passage à la limite pro-ti ^
jective il en sera de même de la flèche ^(Î2) —> ^(Î2).

Pour démontrer que g est un faisceau il suffît donc de vérifier
le deuxième axiome des faisceaux. Considérons d'abord le cas où
l'ouvert Î2 de X est union de deux ouverts Sî^ et Sî^ • Soit
u, E ^(Î2,) (/ .== 1 ,2) , u^ = u^ sur îî^ 0 ̂  . Soit (Î2p^ des
recouvrements croissants relativement compacts de Î2,, et u^ GE A^rz
des représentants du système projectif u^ G A-^n/A^n définissant u^.

u^ — u^ = 0 dans §(^ H Î2^) et donc
supp(^ - ̂ ) n î^ n î2^ = 0 .

Comme A possède la propriété de décomposition du support
on peut écrire :

u\ - u^ = v\ - v^

^^Vî; l^^
Alors

un! ~ ̂  = ̂  ~ vn! == wn

supp(w") c ̂  n n^
Posons

^M = ̂  + ^^ + wn '

Alors ^^ = u^ dans ft," et la famille (u^\ définit un élément de
Hm An^ï^7^/A^(^u^) qui prolongera ^i et ^,-

Soit maintenant (Sî,)^ei un recouvrement ouvert de Î2, et
soit u^ G ^(Î2,) avec ^ |Î2/ H Î2^ == ^ | Sî, n ̂  .

On peut extraire de ce recouvrement un recouvrement dénom-
brable, que l'on peut supposer croissant d'après ce qui précède. Soit
donc Î2 = U Î2., un recouvrement croissant de Sî, et choisissons

n n

pour tout n un recouvrement croissant et relativement compact
de Î2^ : Î2^ = U Sî^ . On peut construire les S2^ de telle sorte
que \fp Î2^ C Î2^ . Alors (^\ est un recouvrement croissant
et relativement compact de Î2 et le système u^ G A-^n/A^n
définit un élément u G ^(Î2) dont la restriction à chaque î2^. sera u^.

Démontrons que le faisceau g est souple.
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Soit Î2 un ouvert de X , F , F ^ , F ^ des fermés de î2 avec
F == F, U F, .

Soit (Sîn\ un recouvrement ouvert croissant relativement
compact de Î2 . Posons, pour Z fermé de Î2 :

ÂZ = ^znn^ ' ^z = A-znan^

c^ == ^nn^znan^
et considérons le diagramme :

0 0 0

1 l 1
0 -^ A"^—— A"̂  © A"^—— A"^^^——. 0

0—" B"F -̂-̂  B"̂  © B^——. B^uF,——" 0

n ——>, p^ __^ /^M /T\ ^M __y r\n w __v r\
u ^F^nF^ ^F^ ^ ̂ ' ^F^UF^———^ u

ï ! i
0 0 0

Les colonnes sont exactes et les deux premières lignes sont exactes
d'après la propriété de A. On en conclut que la suite

(*)n o -^ c^-— c^ e c^—. cï^—> o'< 'n

est exacte.

Les suites C^ vérifient la condition de Mittag-Leffler [6] i.e. :
\fn la suite indexée par v : ImCC^ —> C^) est stationnaire.

En effet les flèches

^^nz/^n^nz

^n^nz/^n^nz

A^^2nz/A^n„+2nz

ont mêmes images puisque si u appartient à A^ „,, on peut
""M+2 z

trouver u G A/, n 7 tel q^ ^ - ̂  E A,^ \ „ x"M+^Z vl ("M+2\"yl+l)nZ
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On peut donc passer à la limite projective dans les suites exactes
(*)„ et on obtient la suite exacte :
0 —'^nF^"^)—^^^,^)^^ (Î2,g)

———" r? UF (^@)——> 0
car limC^ =1^(0, g). 1 2 "

n

Vérifions que F J X , ^ ) = A . Soit u e lim A- /A... , avec
_ <—— -"M "-n

u = 0 dans X\Î2^ . Alors il existe ^ G A^ tel que V^ > ̂  4- 1
^^^^A,^.

L'élément u^ G A est égal à ^ dans F(X,^) et donc F^(X, (|)
est contenu dans A. L'inclusion inverse est non moins évidente.

L'égalité ^ = A^ pour tout x G A résulte alors de ce que
§ est souple et X localement compact.

THEOREME 2.2. - Soit ^ un faisceau de groupes abéliens sur
X, espace topologique localement compact et paracompact. Soit
X = U î^. un recouvrement ouvert de X. On suppose que pour
tout i le faisceau ^\SÎ, sur îî, est souple. Alors ^ est souple.

Démonstration. - D'après le théorème 2.1 il suffit de vérifier
que r^(X,g?) a la propriété de décomposition du support. On est
donc ramené au cas où X = Sî^ U Sî^ . Soit ï\ = X\Î2. (z = 1 ,2 ,
ï ^ / ) ' ^lors Z^ est fermé et contenu dans Î2,, et Z ' U Z ^ = 0 .
Soient î^ et Î2^ deux ouverts disjoints tels que S .̂ D Z/, ?2. C f2..
Posons Z ,=X\Î2 , . Alors Z, est fermé dans X , Z 1 C n.
Z U Z ^ = X. ' < -

Soit maintenant F un fermé de X, ^ e F p C X , ^ ) . Soit F^
et F^ deux fermés de X avec F = F, U F

Dans Î2^ Fi Î2^ on peut écrire u = ^ + ^ avec
supp(^.) c F n z, n n^ n ̂  .

Comme Z .̂ H 3 .̂ = 0, .̂ coïncide avec u au voisinage
de 3Î^ et se prolonge donc à ^.. On a alors : u = u^ 4- ̂  dans
X et supp(^) + Z / = F .

Il reste à décomposer, dans Î2,, .̂ en ^î + u2 , avec:
supp(^)CZ,H F^ .
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Alors
U == (U\ + U\) + (u\ + ̂ )

= ^1 + ^2

avec supp(î^.) C F,.

3. Problèmes de Cousin à croissance.

DEFINITION 3.1. - Soit D un ouvert borné de C". On désigne
par C^(D) l'espace des fonctions holomorphes sur D, /G 6(D),
telles qu'il existe un entier k avec :

f^ \f(z)\2 dÇz^D^ d\<^ (3.i)

où r f ( z , C D ) désigne la distance de z au complémentaire de D,
et d\ désigne la mesure de Lebesgue de C" ^ R2" .

L'espace (9^(D) peut aussi être décrit comme l'espace des
fonctions holomorphes sur D à croissance lente au bord de D .

THEOREME 3.2. - Soit /G(E)(D). Alors /G ©^(D) si et seu-
lement si il existe des constantes C et k > 0 telles que :

I/^KC^CD)-^ (3.2)

Démonstration. - L'inégalité (3.2) implique trivialement l'ap-
partenance d e / à 6^(D). Il faut donc démontrer la réciproque.

Pour z G D posons r = — rf(z, C D). Soit K le polydisque de
centre z de rayon r . Pour w G K on a r f ( w , C D ) > r . Par le
théorème de la moyenne on a [18] :

/^'^//("-w.
Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz. On obtient :

l^)^/——— (/ I/W^W.CD)^)^ (Y^CD)-^)^\nr ) ^ ^ K / V^K /
< —^ (Jp \fW d(w,W d\)1'2 (îrr2)"/2/^/2
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et par suite

\f^\<-,n^

< CrfCz^D)-"-^2 .

On se propose maintenant de résoudre un problème de Cousin
dans ©/D).

Soit Do , DI , D^ des ouverts bornés de C" avec DQ = D^ H D^,
D = DI U D^ . Posons rf,(z) = d(z , C D? , j = 0 , 1 , 2 et
d(z) = r f ( z , C D). On a d^z) = min(^(z), ^(z)).

DEFINITION 3.3. - On dit que (D^ , D^) .yo^ bien situés s'il
existe des constantes M > 0 et a > 0 telles que

(d(z)r < M (max (^(z), d^(z)))

pour tout z G DQ.

THEOREME 3.4. - Soit DQ , DI , D^ , D des ouverts bornés de
C" avec Do = DI n ̂  ' D = D! u ̂  • on suppose que D
est un ouvert d'holomorphie et que (D^ , D^) sont bien situés.
Alors pour tout f^O^D^) il existe fj E ©,/D^) (7 = 1 , 2)
telles que f == f^ - f^ dans DQ .

Démonstration. - Soit (U^ , U^) le recouvrement ouvert de
D défini par : U, = {z G D ; J,(z) < rf,(z), i ̂  j\ i , / G { 1 , 2}},
et soit Uo = U i O U ^ . Dans UQ on a ^(z) < 2û?i(z) et
û^(z) < 2û?2(z) et par suite

max(^(z) , ^(z)) < 2 min(û?i(z) , ^C^) = 2do(z).

L'ouvert U, est contenu dans D^. Soit (0^ , <^) une partition
de Funité subordonnée au recouvrement (U^ , U^) telle que
|^.(z)| < C(^(z)r^ pour des constantes C et j3 > 0 (/ = 1, 2),
(û?0 désigne la différentielle de 0).

Nous allons montrer qu'une telle partition existe. Soit K un
cube compact de D, on va montrer que

r f (CUi H K , C U 2 H K ) > (2M)-1 d(K, C Df .

Si U. H K = 0 l'inégalité est triviale, soit donc Xy G ôU^. H K.
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Alors rf,(x,) = 2û?,( .̂) et ûf,(x,) < d(x^ x^ + J,(jc,) ^/, d'où

^2(^1) + ^1(^2) = 2(û^) + ̂ (^)) < 2rf(^i , ̂ )

+^(^)+J,(^) .
On a donc :

d ( x , , x^) > l-^^Cx^) + d^x^)) > 2-1 (rf(K H Ûo, C D^)

+ rf(K n Uo , C D,)) > min (ûf(K 0 U^ , D ^ ) , rf(K H Û^ , D^))
> 2-1 max (û?(K H ÛQ , C D ^ ) , rf(K H UQ , C D^))

> (2M)-1 (û?(K H Uo , C D)^ > (2M)-1 r f (K, C DT ,

d'où l'inégalité cherchée.
Par le lemme (3.1) de [13] il existe une famille de fonctions

e00 ( ^7), / e J , 0 < V / y , les supports formant une famille locale-
ment finie de cubes compacts dans D, 4" au plus d'entre eux ren-
contrant chaque point de D et telle que 2 ^-(z) = 1 pour z G D
et 'û^,(z)! <C(1 + d-\z)). Soit J = Ï ^ U J ^ U ] ^ tel que si
k C ] , supp V/^ C U,, r = 1 , 2 et si k ^ J ^ supp V/^ H U, ^ 0
pour r = 1 et r = 2. Soit /: G Jg et K le support de i^ . Grâce
à l'inégalité démontrée plus haut et au lemme (4.2) de [13] on
peut trouver des fonctions 6 ^ , 6^ ; (3°° au voisinage de K avec
0i + 0^ 1, supp0,CU, et |û?0,(z)j <C(1 + ^-^(z)), C et
m indépendants de k . On pose V/^ = ^ i ^ k ^ ^k == ^2 ^/c et

^ 1 = S ^+1 ^, 02= S ^+ Z ^.
^eji ^ej^ A:GJ^ fcejg

Nous posons maintenant g^ = — 0^/, g^ = ̂ / en prolon-
geant .̂ à D .̂ par zéro. Alors

f \g^z)\2d^z)\2d^z)kd\<2k f |^,(z)[2rfo(z)^X
D/ ^o,.

<C2 f c f [/(z)!2^)^,
^o

où C, k etc. sont des constantes qui peuvent varier d'une inégalité
à l'autre. Avec hj = 9g. on a :

f = ^2 - <^i . h ^ - h ^ = ~ôÇg^ - g,) = 0.

Les 1-formes /^ et /^ définissent donc une 1-forme h sur
D dont la restriction à chaque Dy est h. et dont le support est
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contenu dans U^ et donc dans DQ . Vu les inégalités démontrées
plus haut on a

f \h(z)\2dk(z)d\<C f ^(z^max^zh^z)) JX
^D ^DO

<2^C f \h(z)\2dk(z)d\<Ct f \f(z)\2dr(z)d\.
"Do ° ^DO 0

D'autre part l'ouvert D est d'holomorphie. La fonction
— k log rf est donc pluri-sous-harmonique et on peut appliquer les
techniques de L. Hôrmander [7]. Le théorème 2.2.3 de [7] prouve
l'existence d'une fonction g^.L^(D) avec ô^"= h et

f \g(z)\2dk(z)d\<C f \h(z)\2dkÇz)d\
^D ^D /»

< C'J^ \f{z)\2d1,{z)d\

Posons fj = gj — g , / = 1 , 2 . Alors Qf^ = 0 et

f \fAz)\2dk(z)d\<C f \f(z)\2drQ(z)d\
^D, / / ^DQ

autrement dit ^ e ©^(Dy).

Remarque 3.5. — a) Soit D un ouvert convexe de R" dont
la frontière est de classe (32. Soit o?^ et o?^ deux ouverts dis-
joints de 3D. Il est clair que l'on peut trouver des ouverts Î2y
( / = 1 , 2 ) de R" , Sîf contenant D U ̂  , tels que si D .̂ (7 = 1,2)
sont deux ouverts avec D C D . C Î 2 . , alors ( D ^ , D ^ ) sont bien
situés (on peut même prendre a = 1 dans la définition 3.3).

b) On a un résultat similaire en prenant pour D un tuboïde
(cf. § 4) de C" et pour œ^, c^ deux ouverts de sa base dans R".

4. Fonctions à croissance lente dans un tuboi'de.

Rappelions les résultats de J. Bros et D. lagolnitzer [3] dont
nous aurons besoin. Soit î2 un ouvert de R" et pour tout x G Î2
soit A^ un cône ouvert convexe non vide de sommet l'origine dans
zR"\{0}. Posons :

A = U (x,AJCR" x f R " = C"
xGSî

À = l'intersection de A avec R" x fS""1 où S""1 désigne
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la sphère unité de l'espace euclidien R". On appelle tuboïde D de
base Î2 de profil A un ouvert D de C" tel .que D = U ( x , D^),

X^ Si

avec :
a) D\Î2 C A

b) pour tout (XQ, Yo) Œ À il existe un voisinage U de (XQ, y ^ )
et un r > 0 tel que {(x, y ) : y = py , ( x , y ) E U, 0 < p < r} C D

c) A^ = R"\{0} si et seulement si 0 G D^ .

Remarque. — Si Î2^ est une composante connexe de Sî on
pourra toujours supposer que D^ = U (x,D^) est connexe.

x^ u2 ̂

Remarque. — On considère R"\{0} comme un profil convexe.

THEOREME 4.1 (Bros-Iagolnitzer [3]). - Soit D un tuboïde
de base Î2, de profil A, où A^ est convexe pour tout x G î2.
77 existe un tuboïde D' contenu dans D, de même profil et de
même base, qui est un ouvert d'holomorphie.

Nous aurons aussi besoin des lemmes suivants.

LEMME 4.2 - Soit Î2 un ouvert borné de R", D un tuboïde
borné de base î2 de profil convexe. Soit /G©^(D) . Alors b(f),
la valeur au bord de f, est une distribution sur î2.

Démonstration. — Appliquons le théorème 3.1 à la fonction
/. Onobtient: |/(z)[ < C û?(z ,C D)-^ .

Le problème étant de nature locale, on se ramène, par un chan-
gement linéaire de coordonnées, au cas où D est l'intersection avec

n
une boule de centre l'origine, du quadrant .n {Im Zj > 0}. Les
résultats de A. Martineau [14] montrent alors que b(f) est une
distribution.

LEMME 4.3. — Soit Î2 un ouvert borné de R", Dç un tuboïde
de base Î2 de profil convexe AQ . Soit, F^ , F^ des fermés de
Sî avec Î2 = F^ U F^. // existe alors les tuboïdes bornés
D, Dy(/ = 0 ,1 ,2) de profil respectif A , A. , de base Sî tels que :

a) D est un ouvert d'holomorphie
b) Ao = A, , D, C Do
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c) Do = DI H D^ , D = DI U D^

d) (A,^ = R"\{0} si x ^ F^ (/ = 1, 2)

e) (D^ , D^) sont bien situés.

Démonstration. - On peut supposer D^ borné. Il en sera alors
de même des tuboïdes que nous allons construire.

Soit o jy( /= 1,2) des ouverts bornés de C" tels que
— c .̂ contient Î2 — F/
— c .̂ H F .̂ = 0

— co^ n o?^ ==3 0

(pour construire co^ et o^ il suffit de séparer Î 2 — F ^ et Î2—F-
dans C"\Fi H F ^ ) .

Posons D, = DQ U c^.. Alors : D^ H D^ == D^ U (c^ n c^) = D^
et les D, sont des tuboïdes de profil A, qui satisfont à la condition' ^>^ /^^/ /
d). Comme le profil D^ U D^ est convexe il existe D , tuboi'de d'ho-
lomorphie contenu dans D^ U D^ et de même profil que D^ U D^ .

Posons D .̂ = O U D (/ = 1, 2) et Do = D^ n D^ . Alors D .̂
a même profil que D, et D^ C D^ H 63 C DQ . Enfin le profil AQ
de Do est évidemment AQ .

La propriété e) résulte de la remarque 3.5.

COROLLAIRE 4.4. —Soit Sî un ouvert borné de R" , D/. un
tuboi'de de base Sî de profil \ convexe. Soit, F^ , F^ des
fermés de Î2 avec Î2 = F^ U F^ et tels que (\)^ = R"\{0} pour
x ^ - F . Alors il existe un tuboi'de Dç sur S2, de même profil que
DQ , contenu dans Dç , tel que toute fonction /G © (Dç) s'écrive
dans D o , /= / i - /2 °^ ^ appartient à ©^(D^) ^ .̂ ^ pro-
ton^ ^^2 fonction holomorphe au voisinage de S2\F^(? = 1,2) .

5. Démonstration du théorème 1.2.

LEMME 5.1. —Soit 1 ^^ partie ouverte convexe propre de
la sphère S"~1 (i.e. /e côw engendré par 1 ̂  cow^c^ ̂  ^zê contient
aucune droite). Soit u un élément de (O'iQLW1) (resp. e°°/(St(R"))
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dont le support singulier SS(u) est un compact K de R " x l . Soit
K^ et K^ deux compacts de R" x 1 de réunion K . Alors il existe
^e<D7a(R") (resp. e°7a(R")), a = i , 2 ) a^c ^ = ^ + ^
SS(^.)CK, 0'= 1 ,2) .

Démonstration. — Supposons d'abord que u appartienne à
( D ' / Q L W ) .

Nous allons utiliser un noyau introduit par J.M. Bony [1] (cf.
[10] [17] [11] pour des noyaux analogues).

Soit $(^,17) la distribution sur R" x S"~1 définie par
(n- 1)! 1 + (;c-7?)

<i>(^,7?) =
(-W ((je + io) (T? + io) + f(x 4- io^T

II est clair que
S S < i > C { ( ^ , 7 ? ; M ) ; ? = T ? , 0 =0}.

Si ^ est une distribution à support compact sur R", on peut
définir A(u) GÛ)'(R" x S"-1) par:

Au(x,rî)= \ ^ ( x - y , r ] ) u(y)dy ,
"R"

On démontre alors [ l] , en désignant par a?(î?) l'élément de
volume de S"~1 :

u(x) == f Au(x,rî) ù;(?7)
^n-i

et de plus SS(u) = support de Au dans ( D ' / Q L (R" x S""1).
On peut donc prolonger A en une application linéaire de

û)7a(R") dans (D'/OW x S"-1) vérifiant :

u(x) = f Au(x,ri) cù(rî)Jg/2-i

SS(u) = supp(A^).

La distribution ï(x — y , T?) est valeur au bord d'une fonction
(R holomorphe dans un tuboïde D du complexifîé de R" x R" x S""1

dont le profil est le polaire de SS($).

Soit K (resp. K^.) l'image réciproque de K (resp. K,) dans
la "diagonale" A = { ( x , ^ , 77) G R" x R" x8"-1 ; x = y} par la
première projection sur R"xS"~ 1 , et soit Î2 un voisinage de K
dans le complexifîé de R " x R " x S " ~ 1 . On peut supposer n re-
lativement compact et contenu dans une carte de cette variété
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puisque l'on a supposé K contenu dans une partie convexe propre
de R"xS"- 1 . Alors ^ appartient à ©^(DUSÎ) .

Soit Z< et Z. des fermés de la diagonale A , avec Z< U Z-, = A,
^ /-w1 - 1 Zz, n K = K, .
Appliquons le corollaire 4.4 : en prenant deux fermés F ^ , F^

tels que F .̂ H A = Z, et F^ U F^ = R" x R" x S" il existe des
fonctions

<^ ^(DoUft) 0= 1,2)
telles que : (^ = ̂  + ̂

.̂ est analytique réelle en dehors de Z .̂ dans R " x R " x S " ~ 1 .
Soit $^ et $2 ^es valeurs au bord des fonctions <^ et ^ •

Ce sont des distributions d'après le lemme 4.2 et l'on a :

SS(<D, )C{ (x ,^ r? ;^ ,^ ,0 ) ;x =^,êi =-^i = î ? ,
0 = O , ( X , T ? ) G Z J .

Posons
A,(^) = Jp^^-(^,^,7?) ^(3^)û?^

^ = J n-l ̂ u^ ̂ x' ̂  aî(r?)•^n-1

Alors ^ = u^ + ^^ et (cf. [17 chapitre 1]) :
SS(^.)CKnZ,.

Si maintenant u est une fonction de classe û°°, le raisonnement
est le même. Il suffît de remarquer que A{(U) et u^ seront des fonc-
tions Œf° : pour le voir on calcule le front d'onde différentiable de
ces distributions en utilisant [9] à la place de [17].

Démonstration du théorème 1.2. — Nous n'écrirons la démons-
tration que pour le faisceau (0/, le raisonnement étant le même
pour ^ d .

Soit A l'ensemble des sections de <3)7<ï(R") dont le support
singulier est un compact de R"x I. D'après le lemme 5.1 et le théo-
rème 2.1 il existe un unique sous faisceau ^ du faisceau ( ° |R"x I
tel que :

- ^ est souple
- r , (R"x I ,g ) = A.



DECOMPOSITION MICROLOCALE ANALYTIQUE DES DISTRIBUTIONS 1 19

L'inclusion §C ef\Rnxî résulte de ce que V(^, T?) ̂  R" x 1,
^(x,rî) = ^(;c,7î) • Pour montrer l'inclusion inverse il faut voir que
(;c,7?) étant fixé dans R " x l , pour tout ^eû)'(R") il existe
v G A tel que ( x , 77) ̂  SS(^ — iQ. On peut évidemment supposer
^ à support compact dans R" . Utilisons à nouveau le noyau de
J.M. Bony :

u(x) = F ( f ^ ( x - y , r{)u(y)dy\ ÙJ)(T?).
«/OM—l V^R" /

Soit J un voisinage de 17 dans S"~1, convexe fermé propre
contenu dans 1.

Soit 1j la fonction caractéristique de J. La distribution

v(x^ = fn-i fn V7?)^^'-.^7?) u(y)dy a;(i7)

est bien définie et répond à la question.
On déduit alors du théorème 2.2 que si M est une variété ana-

lytique réelle dénombrable à l'infini, le faisceau (0/ sur S*M est
souple. On vient de voir l'inclusion I\,(R" x I, (0/) CCD'/QLÇR")
d'où l'on déduit l'inclusion sur M : rr^^ C ( D ' / Q L . L'inclusion
inverse étant évidente par construction de (0/, le théorème est
démontré.

Remarque. — Comme nous l'a fait remarquer J. Sjôstrand, il
semble qu'il soit possible de démontrer le théorème 1.2 en évitant
l'utilisation des théorèmes 3.3 et 4.1. Pour cela il faudrait construire
l'analogue, dans la théorie analytique, des noyaux K^(aG R"x S"~1)
utilisés par Melin et Sjôstrand [16] : on obtiendrait la décompo-
sition de §(;c — y ) suivant des fermés F^ et F^ en écrivant sim-
plement 8 f ( x , y ) = j K ^ d a , ce qui n'est pas possible avec le
noyau utilisé ici. Une telle démonstration serait évidemment plus
satisfaisante.

6. Démonstration du théorème 1.8.

D'après le théorème 2.2 notre problème est de nature locale
au bord de Sî. Après un changement de coordonnées holomorphes
on peut supposer que Sî est un ouvert strictement convexe borné
de C" , dont la frontière 3Î2 est de classe 62 .
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Comme H^n, 0) == 0, la suite :

o —> ©(n) —> ©(î2) —> r(ôî2, ©,.) —>• o
est exacte.

Soit gG©(î2) , avec b(g) C r(3î2, © { ) . La fonction ^ sera
à croissance lente au voisinage de chaque point de 3^2 et par suite
g e 6 (Sî). On en conclut que la suite :

0—> OW -^\(Î2)—> r(3î2, ©{)—> 0

est exacte.
Nous allons appliquer le théorème 2.1 avec ^ = ©+ ,

A = (^(îî)/^).
a) Montrons que Vx G 3Î2 , A^ == (©{);c . Soit Ci) un voisi-

nage ouvert de x dans C" , /E ©(^ H o;), avec b(f) = uC (©{)„ .
En diminuant a? on peut supposer que Î2 U a? est un ouvert stric-
tement convexe, et que /G ©^(co H S2). D'après le théorème 3.3
il existe des fonctions /i € 0^(Î2) et /^ € ©^(o;) telles que
/ - A - / 2 -

b) II reste à vérifier que A a la propriété de décomposition
du support. Nous aurons besoin pour cela de quelques lemmes.

LEMME 6.1. — Soit îî un ouvert strictement pseudo-convexe
de C", à frontière 3Î2 de classe 62. Soit U une partie relati-
vement compacte de 3Î2. Alors Î2 U U admet dans C" un sys-
tème fondamental de voisinages strictement pseudo-convexes.

Démonstration. — On peut supposer Sî défini par :
Î2 = {x G C" ; 0(x) < 0}

pour une fonction 0 de classe (°2, avec d0 1= 0 sur 3Î2, et
0 > 0 sur C"\S2. Soit Sî' un ouvert contenant U. On peut
trouver une fonction ^ , positive, à support compact dans Î2',
strictement positive sur U, et de classe 62 (et même <000).
Alors l'ouvert Sîç = {x è C" ; (j)(x) < e^(x)} contient Î2 U U
pour e > 0 , et est contenu dans Î2\ Pour e positif assez
petit, î2ç sera strictement pseudo-convexe.

LEMME 6.2. — Soit î2 ^ ouvert convexe borné de C", / KTÎ^
fonction de © (S2). 0^7 suppose la frontière 3Î2 ^o^ caractéris-
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tique pour l'opérateur différentiel D^ == —— au voisinage d'un
dz!

point Z o G ô î î . Alors pour tout entier p G N l'équation D^g = f
admet une solution holomorphe dans Î2 au voisinage de Z r . , et
pour p assez grand g sera bornée au voisinage de 3Î2.

Démonstration. — On peut trouver un hyperplan complexe
2 d'équation z^ == a, une constante p > 0, et un voisinage a;
de ZQ dans C" tel que si z appartient à a? le cône ouvert de
révolution, de sommet z , d'ouverture p , d'axe ( z , z ' ) , où z '
est le point de 2 dont la i-ème coordonnée pour ; > 1 est la i-ème
coordonnée de z , coupe 2 dans Î2.

On en conclut que si l'on note d ^ ( z ) la distance de z à C Î2
dans la droite complexe passant par z et parallèle à la droite
z^ = . . . = = z^ = 0 , on a pour z G Î2 n CL? :

^(zXp-^z)
et par suite

\f(z)\<Cp-kd,(zrk .
Si g est la solution de D^g = / qui s'annule à l'ordre k - 1 sur

2 on aura \ g ( z ) \ < C p ~ k ^ d'après les inégalités de Cauchy.

Remarque 6.3. -Soit Î2 un ouvert borné convexe de C" conte-
" 3

nant 0. Soit P l'opérateur V z .̂ ——• Alors 8Î2 est non carac-
/?i d^

téristique pour P , et pour tout entier p G N et tout /G 0(d) on
peut trouver ge ©(î2), h G (9(0) solution de P^ 4- h = / (cf. [2]).

Si / appartient à ©^(Î2), il résulte du lemme 6.2 que pour
p assez grand g sera bornée sur Î2 .

LEMME 6.4. — 5'ozY Ï2 ^ ouvert strictement pseudo-convexe
de C" , ûfo^ fa frontière est de classe (S2. Soit U ^^ partie ou-
verte de ôîî , îî' un voisinage ouvert de ^î U U. 5W / une fonc-
tion de ®^(Î2) 5^ prolongeant en fonction holomorphe sur Î2\
Alors il existe un ouvert Î2" contenant Î2 U U ^/ ^^ / se pro-
longe en fonction de © (Î2").
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Démonstration. — Le problème est de nature locale au bord
de U. On peut donc supposer que Î2 est un ouvert convexe et que
âî2 est non caractéristique pour l'opérateur D^ au voisinage d'un
point ZQ . Soit g une fonction holomorphe solution de D^g = /,
bornée dans Sî au voisinage de ZQ : Comme QSÎ est non carac-
téristique pour l'opérateur D f , ^ se prolongera en fonction holo-
morphe au voisinage de Î2 U U (dans un voisinage de z^) , et
comme g est bornée, on peut choisir un ouvert Sî" contenant
Sî U U au voisinage de ZQ , sur lequel g reste bornée. Il résulte
alors des inégalités de Cauchy que / == Df^ appartient à © (Î2^).

Fin de la démonstration du théorème. — Soit Z, Z < , Z^ des fermés^/ l "
de 30 avec Z = Z^ U Z^ . Soit îîç un ouvert contenant S2 et
tel que ^ÎQ n 3Î2 = 3î2\Z. Soit (jù^ et c^ des ouverts tels que :
Où. D Z\Z., a?. H Z. = 0 , co^ n o;2 = 0 .

/^/ <^< />^
Soit S2^ = SÎQ U c*̂ . (i = 1,2) et soit Î2 un ouvert strictement

pseudo-convexe contenu dans Î2^ U Î2^ , contenant Î2 et tel que :
n n an = (?2i u n^) n an.

L'existence d'un tel ouvert est assurée par le lemme 6.1. Soit :
Sî, = ?2 nî2, (i = 1 , 2 )

Sîo = ̂ i n î^ .
Comme Gui H c^ est vl(^ ^o est contenu dans Î2o . De plus :

î2, n an = (?2i u s^) n f^. n an = ̂ . n an = (an\z) u (z - zp
== an\z,(^/).

On peut supposer (Î2^ , S7^) bien situés d'après la remarque 3.5.

Soit maintenant / une fonction de <9y(î2), holomorphe au voi-
sinage de an\Z, donc dans un ouvert îî^ contenant î2U(aî2\Z) .

'̂ 'On peut supposer d'après le lemme 6.4 que / appartient à 6) (Î2o).
D'après le théorème 3.4 il existe ^.G©^(î2p (7= 1,2) vérifiant
/|î2o =/,-/, .

Soit è(^) la valeur au bord de fy : alors b(f^) a son support
dans Z..
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