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Introduction.

Soit M une variété différentiable, F un fermé de M union de
fermés F, et F,. Il est maintenant classique que les distributions
de M a support dans F ne sont décomposables suivant F, et F,
(i.e. sont somme d’une distribution a support dans F, et d’une dis-
tribution a support dans F,) quesi F, et F, sont “régulicrement
situés” (cf. S. Lojasiewicz [12], B. Malgrange [13]). Nous montrons
dans cet article que si M est une variété analytique réelle et que si
au lieu de décomposer les distributions suivant leur support on les
décompose suivant leur support singulier analytique, cette décom-
position est toujours possible, sans restrictions sur F, et F, .



102 G. BENGEL et P. SCHAPIRA

En fait nous démontrons un théoréme plus précis, version micro-
locale du précédent. Soit € le faisceau des microfonctions de M. Sato
sur S*M, le fibré cotangent en sphéres & M (cf. [17]) et soit &7
(resp. @%) le sous faisceau de & correspondant aux distributions
(resp. aux fonctions de classe @ ): on montre que l'on peut dé-
composer les sections des faisceaux €7 ou @?. En particulier si
on note SS(u) le support singulier analytique dans S*M d’une
distribution u de M, (WFA(u) dans la terminologie de L. Hérmander
[8]), et si SS(u) est la réunion de deux fermés F, et F,, on peut
trouver des distributions (des fonctions @™ si u est &) u, et
u, telles que u =u, +u, et SS(u;)CF;(i=1,2). Cela permet
en particulier de préciser les énoncés du théoréme du “Edge of the
Wedge” de A. Martineau [15]. Signalons que le théoréme de décom-
position du support singulier analytique des distributions avait été
conjecturé par J. Bros et D. Iagolnitzer [4].

Pour démontrer ces résultats on utilise une technique de J.M.
Bony [1] (adaptation d’une méthode diie 4 M. Kashiwara [10] cf.
aussi [17], [11]) qui permet, grice a un “noyau de Radon non li-
néaire” de représenter les sections des faisceaux G/ ou @? comme
des intégrales de distributions ou de fonctions €~ sur S*M dont
le support singulier analytique est contenu dans le fermé canonique
de S*(S*M). On est alors ramené a un probléme de Cousin a crois-
sance lente dans un tuboide que I’on résoud grice aux techniques
de L. Hormander [7] et a un théoréme de J. Bros et D. Iagolnitzer
[3], version ‘“‘tuboidale” du théoréme de Cartan-Grauert sur les voi-
sinages d’holomorphie de R".

Nous démontrons aussi, par les mémes techniques, que si
est un ouvert strictement pseudo-convexe dans une variété analy-
tique complexe, de bord 082 de classe @2, le faisceau sur 0§2
des valeurs au bord de fonctions holomorphes de $2, & croissance
lente sur 0§2 (modulo les fonctions holomorphes au voisinage de
oY) ala propriété de décomposition du support.

Cet article a été en partie réalisé alors que le premier auteur
était invité par I’Université Paris-Nord.
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1. Enoncé des résultats.

Soit M une variété analytique réelle dénombrable a !’infini.
Nous noterons respectivement @&, €~,®', @, les faisceaux sur
M d’espaces vectoriels complexes, des germes de fonctions analy-
tiques, de fonctions de classe @, de distributions, d’hyperfonctions.

Soit S*M le fibré cotangent en sphéres 4 M. Le faisceau C
des microfonctions de M. Sato sur S*M (en fait sur iS*M mais
nous n’écrirons pas “i”) est construit dans [17]. Rappelons que
c’est un faisceau flasque et que si on note w la projection de S*M
sur M, 7, >~@/X. Nous noterons SS( ) le support dans le fais-
ceau C. Si u est une hyperfonction sur M, nous I'identifierons
parfois & son image dans ®M)/AM) =~ @R/X M) =~ (S*M) et
nous appellerons support singulier analytique le fermé SS(u) de
S*M. En particulier u est analytique en dehors de 7 (SS(u)).

Si u est une distribution, J.M. Bony [1] a démontré que SS(u)
coincide avec WFA(u), le front d’onde analytique de L. Hérmander
[8] ainsi qu’avec le support essentiel de J. Bros et D. lagolnitzer [4].
Nous désignerons par e’ (resp. @%) le sous faisceau du faisceau
€ des microfonctions d’ordre fini (resp. des microfonctions diffé-
rentiables). Si £ est un ouvert de S*M,

u€T(Q, &) (resp. T'(2, ) = v(x,n) €S*Q), IuED' (M)
(resp. €=(M)) tel que (x,n) ¢ SS(u — u).

Les faisceaux &7 et @7 ont déja été introduits (sous un autre
nom) par J.M. Bony [1].

Nous allons démontrer que les faisceaux €7 et @9 ont la pro-
priété de décomposition du support annoncée dans l’introduction.
Pour cela il nous semble utile de donner un nom & une telle propriété.

Nous renvoyons au livre de M. Godement pour ce qui concerne
la théorie des faisceaux [5].

En particulier nous notons I';(X,%) I’ensemble des sections
sur X a support dans Z d’un faisceau de groupes % . Si u est une
section de § nous notons supp(u) son support.
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DEfFINITION 1.1. — Soit % un faisceau de groupes abéliens sur
un espace topologique X . Nous dirons que Ji est souple si pour tout
ouvert ) de X, tous fermés Z.Z,,Z, de S avec Z=172,V1Z,,
toute section u€Tl',(2,%), il existe uiGI‘Zi(ﬂ,@) (i=1,2)
avec u =u,; +u,.

Les faisceaux flasques sont souples et les faisceaux souples sur
un espace paracompact sont mous.

THEOREME 1.2. — Les faisceaux @7 et % sont souples. De
plus: m, & =~®@'/Q, m,e? =~ ”/Q.

COROLLAIRE 1.3. — Soit u€®'M) (resp. €°M)), avec
= SS(u). Soit F = ,L_le F, un recouvrement fermé de F dans
S*M. Alors il existe u; € ®'(M) (resp. €~(M)), avec SS(u;) CF,

p
et u=73 u.
i=1

COROLLAIRE 1.4. — Soit u€®'(M) (resp. @°(M)), u étant
14
analytique hors d’un fermé F de M. Soit F = ik_Jl F, un recou-

vrement fermé de F dans M. Alors il existe uiEOD'(M) (resp.
p
€M), u; étant analytique hors de F;, tels que u =73 u;.

1 1
i=1
CorOLLAIRE 1.5. (“Edge of the Wedge theorem’). — Soit
u; (i=1...p) des distributions (resp. des fonctions C%) sur M

p

avec Y u;=0. Soit F; = SS(u;)CS*M. Alors il existe des dis-
i=1

tributions (resp. des fonctions €%) u,;;(i,j=1...p) telles que:

Vioug =Y uy
j#i
Vi,j SS(u; ;) CF,NF;.

Quand les fermés F; sont de la forme M xI, ou M est un
ouvert de R" et I une partie convexe fermée propre de S"7!,
et que l'on interpréte les distributions en terme de valeurs au bord
de fonctions holomorphes, on améliore ainsi le théoréme du “Edge
of the Wedge” de A. Martineau [14], [15], ainsi que la version de
J. Bros et D. Iagolnitzer [4] de ce théoréme.
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Remarque 1.6. — Identifions M 4 la diagonale de M xM et
S*M au fibré conormal a cette diagonale dans S*(M x M). Soit
QO™ le faisceau des formes différenticlles analytiques sur M x M
de type (0,n), n désignant la dimension de M. On peut repré-
senter 1'opérateur pseudo-différentiel 1, par un noyau K appar-
tenanta T(MxM,®D'/& ®, M Q©:m) et on aura

SS(K) = Sji(M x M) = S*M
VueErM, @'/&)

ona u(x) =fK(x,y)u(y)dy.

Si S*M =F, UF, on peut donc trouver d’aprés le théoréme 1.2
des éléments K, €ET(M xM,® "l ®“MxM QMY avec K = K, +K,

et SS(K;)CF;. On en déduit une décomposition correspondante
de u. En particulier les faisceaux &, @/, @ sont fins [5].

Remarque 1.7. — Le corollaire 1.3 avait été annoncé par Bros
et Iagolnitzer dans [4] (au moins quand les fibres de F; sont convexes)
et deux esquisses de démonstration ébauchées. Cependant comme
aucune démonstration compléte n’est parue depuis et que les mé-
thodes proposées nous semblaient techniquement difficiles, il ne
nous a pas paru inutile de publier notre démonstration. Il n’en reste
pas moins que I'un des outils essentiels est le théoréme des tuboides
d’holomorphie de Bros et Iagolnitzer [3].

Le faisceau @ (resp. @) a des liens étroits avec le faisceau
des valeurs au bord des fonctions holomorphes (resp. des fonctions
holomorphes a croissance lente) sur le bord d’un ouvert pseudo-
convexe : quand ce bord est analytique réel ces faisceaux sont en
fait localement isomorphes, par transformation canonique complexe
(M. Kashiwara, non publié). Aussi le théoréme 1.8 ci-dessous est-il
équivalent (!) (du moins quand le bord de £ est analytique réel) au
théoréme 1.2, mais nous en donnerons une démonstration directe
au paragraphe 6.

(1) Depuis de la rédaction de cet article la Note de L. Boutet de Monvel
(C.R. Acad. Sci. Paris, 287 (1978), 855-856) est parue. Celle-ci établit I'isomor-
phisme pour les distributions.
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Soit X une variété analytique complexe, dénombrable a I’infini,
€ un ouvert de X strictement pseudo-convexe de frontiére 982
de classe @2.

Soit j linjection de £ dans X. On définit le faisceau ©,
par la suite exacte :

0— 0|2 —j,(0|2)— 0,— 0.

C’est un faisceau concentré sur 9§2, que l’on identifiera a son
image inverse sur 952 .

On note b IPapplication “valeur au bord” de j, (0|2) dans
O, . On définit le sous-faisceau ©] de @, par:

u€((9{)x <= il existe un voisinage w de x dans X, ¢ holo-
morphe dans £ N w, ¢ a croissance lente au bord de £ N w avec
b(p) = u. (Rappelons que 'on dit que ¢ est a croissance lente
au bord de £ N w si il existe des constantes C > 0, k€N, avec
lo(z)l < Cd(z,0 QNw) ).

THEOREME 1.8. — Le faisceau ©) est souple.

Remarque 1.9. — 11 ne serait pas difficile de démontrer que le
faisceau ©, est flasque. De méme on pourrait, en modifiant 1égé-
rement la démonstration du théoréme 1.2, donner une nouvelle dé-
monstration de ce que le faisceau € est flasque.

2. Faisceaux souples.

Nous avons donné la définition des faisceaux souples au para-
graphe 1.

THEOREME 2.1. — Soit X un espace topologique localement
compact et paracompact et § un faisceau de groupes abéliens sur
X. Soit A un sous groupe de T . (X,%) lespace des sections a
support compact de F. On suppose A stable par décomposition
du support, i.e. pour tout u appartenant a A, pour tout fermé
de X,Z2,2,,Z,, avec Z=7,UZ,, supp(u) CZ, il existe u,
appartenant a A (i=1,2) avec supp(u)CZ,,u=u, +u,.
Alors il existe un unique sous faisceau § de & tel que :
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a) I'.(X,¢)=A,
b) g est souple.

De plus pour tout x €X,§, = A, (toutgermede § est legerme
d’un élément de A).

Démonstration. — L’unicit¢é de & résulte immédiatement de
ce que X est localement compact.

Soit £ un ouvert de X. Pour définir §(£2) considérons une
suite d’ouverts (£2,),en. avec £,CCQ, ., CCQ, U Q, =8 (une
telle suite existe d’aprés les hypothéses faites sur X).

Nous dirons par abus de langage que (£2,), est un recouvre-
ment ouvert croissant relativement compact de 2.

Pour simplifier les notations posons pour Z fermé de X :
A, =T, (X, F)NA.
On a un systéme projectif d’applications :

Ann/Aan'n Aﬁn—l/AaQn—l

construite griace a I’application naturelle

Aﬁn/Aaan——) Aﬁn/Aﬁn NSy

et a 'isomorphisme

Ag

n—1

/Aann—l_w-> Aﬁn/Aﬁn N Qpg

ce dernier isomorphisme résultant de. la propriété de décomposition
du support de A.

On pose : .
g() = ll_nnl Aﬁn/AaQn .

Il est clair que @(£2) ne dépend pas de la suite 2, choisie,
et que Q —> §(Q) définit un préfaisceau, les fléches de restric-
tion §(2) — g(w) provenant des fléches (pour w C 2, w, CQ,):

Aﬁn/Aann ............... > Aan/AaQn

nn/Aﬁn —Wwnp
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Le préfaisccau g est un sous-préfaisceau de & car la fléche
Aﬁn/Amn—> Fi(£2,) est injective, et par passage a la limite pro-
jective il en sera de méme de la fleche §(2) — F(Q2).

Pour démontrer que § est un faisceau il suffit donc de vérifier
le deuxiéme axiome des faisceaux. Considérons d’abord le cas ou
Pouvert © de X est union de deux ouverts £, et §£2,. Soit
ueg(ﬂ)(i—l 2), u, =u, sur £,NQ,. Soit (Q”) des
recouvrements croissants relativement compacts de Q;, et ul EA—
des représentants du systéme projectif u" S An" /Amn deflnlssant u

ul —uj =0 dans QN Q3) etdonc
supp(u] —uj) N QTN Q;‘ =0Q.

Comme A posséde la propriété de décomposition du support
on peut écrire :
T = o
'U (S /\——n\Q i * ] .

u

Alors
ul —ol =up—v) = w”
supp(w™) C Q7 N Q7 .
Posons
u, = v} +o] +w"
Alors u, = u! dans 2 et la famille (u,), définit un élément de
hm An"un"/Aa(ﬂ'fUﬂ;) qui prolongera u, et u,.

Soit maintenant (£2;);c; un recouvrement ouvert de £, et
soit u; € §(2,) avec u,; |, N = u; 12,0 Q;.

On peut extraire de ce recouvrement un recouvrement dénom-
brable, que I'on peut supposer croissant d’aprés ce qui précéde. Soit
donc Q = Y €2, un recouvrement croissant de £, et choisissons

pour tout zn un recouvrement croissant et relativement compact
de 2,: Q, = U QP . On peut construire les QF de telle sorte
que Vp QFC Qn + - Alors (), est un recouvrement croissant
et relatlvement compact de £ et le systtme ul, € Agn/A gn
n
définit un élément u € §(2) dont la restriction a chaque £, sera u;.

Démontrons que le faisceau § est souple.
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Soit £ un ouvert de X,F,F,,F, des fermés de Q avec
F=F UF,.

Soit (£2,), un recouvrement ouvert croissant relativement
compact de §2. Posons, pour Z fermé de  :

Az = Aznm, - BZ = Aznaa,
C, = Azng,/Aznsa,

et considérons le diagramme :
0 0 0

, n R n n n ;
0 AFlﬁ F, AFl ® AF2 F,UF, 0

|

n n n n
0— B ng,™ B, ® By, Bg 5, 0

0— Cf, g, — CF, ® Cf. — Cf. b — 0

|

0 0 0

Les colonnes sont exactes et les deux premiéres lignes sont exactes
d’aprés la propriété de A. On en conclut que la suite

(*), 0—>C}np,— Cf ® Cf— C} 5, =0
est exacte.

Les suites Cz vérifient la condition de Mittag-Leffler [6] i.e. :
Vn la suite indexée par » : Im(C;"” —> C7) est stationnaire.
AﬁrHan/Aa‘QrHlﬁz

En effet les fléches
/ Ag,nzlha,nz
§n+2

ont mémes images puisque si u appartient 4 Ag 40z O peut
n

A nz/AaQn+2ﬁZ

trouver v € Aﬁ,,+lnz telque u —v € A(§n+2\nn+l)nz :
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On peut donc passer a la limite projective dans les suites exactes
(*), eton obtient la suite exacte :

0 — I‘Flnrz(ﬂ,g) — FFI(Q, Q)& FF2(9~ )
: n FFIUF2(Qa§)_—>O
car l‘_n“_‘cz =T,(8, 9.

Vérifions que T (X,§)=A. Soit u€ lim Aﬁn/Amn , avec

u = 0 dans X\ﬁno. Alors il existe Up, € Aﬁno fel que Vn>n, + 1

Uy = Uy, +0,, v”EAﬁn\ﬂno'

L’élément unoEA est égal & u dans I'(X,&) et donc I' (X, 39
est contenu dans A. L’inclusion inverse est non moins évidente.

Légalit¢ g, = A, pour tout x €A résulte alors de ce que
G estsouple et X localement compact.

THEOREME 2.2. — Soit § wun faisceau de groupes abéliens sur
X, espace topologique localement compact et paracompact. Soit
X=UQ, un recouvrement ouvert de X. On suppose que pour
1

tout i le faisceau F|2; sur S2; est souple. Alors & est souple.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2.1 il suffit de vérifier
que TI',(X,%) a la propriété de décomposition du support. On est
donc ramené au cas ou X =, UQ,. Soit Z;=X\; (i=1,2,
i#j). Alors Z; est fermé et contenu dans ;, et Z'NZ, =@ .
Soient S~21 et 52 deux ouverts disjoints tels que ?Zi DZ/, ?2,. cQ,.
Posons Z; = X\ﬁi. Alors Z; est fermé dans X, Z, CQ,,
ZVUZ,=X.

Soit maintenant F un fermé de X, u€TI'p(X,%). Soit F,
et F, deux fermésde X avec F=F UF,.

Dans £, N2, on peut écrire u = u; + u, avec
supp(u) CFNZ,NQ, NQ,.
Comme Z;,N0o; =@, u; coincide avec u au voisinage

de 09%; et se prolonge donc a4 ;. On aalors: u = u; + u, dans
X et supp(u;) +Z,=F.

Il reste a décomposer, dans £;,u; en u} + u?, avec:
supp(u¥)CZ,NF,.



DECOMPOSITION MICROLOCALE ANALYTIQUE DES DISTRIBUTIONS 111

Alors

ES
I

(u) +ud) + (ud +u?)
=v, +v,

avec supp(v;) CF;.

3. Problémes de Cousin a croissance.

DEFINITION 3.1. — Soit D un ouvert borné de C". On désigne
par (97(D) l’espace des fonctions holomorphes sur D, f€ ©0D),
telles qu’il existe un entier k avec :

fD 1F(2) 2 d(z.B D) d\ < oo 3.1)

ou d(z,0D) désigne ln distance de z au complémentaire de D,
et d\ désigne la mesure de Lebesgue de C" ~ R*" .

L’espace ©,(D) peut aussi étre décrit comme Iespace des
fonctions holomorphes sur D & croissance lente au bord de D.

THEOREME 3.2. — Soit f€ O(D). Alors f€ 07(D) si et seu-
lement si il existe des constantes C et k= 0 telles que :

If(z)| < Cd(z,0D)*. (3.2)

Démonstration. — L’inégalité (3.2) implique trivialement I’ap-

partenance de f a 0,(D). 1l faut donc démontrer la réciproque.
1

Pour z€D posons r= Ed(z,cD). Soit K le polydisque de

centre z de rayon r. Pour wE€XK on a d(w,0D)>r. Parle

théoréme de la moyenne ona [18] :
1

(mr?)

f(z) = f f(w)d\.
K

Appliquons ’inégalité de Cauchy-Schwarz. On obtient :
1 1/2 1/2
2 k —k
(J 7P dew EDF )™ ([ dew.bD)*an)

(mr2)"
< (m—lz) ( fD |f(w) P d(w. LDy dx)”’ (aryil2 [ pi2

[f(2) <
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et par suite

|
7)1 < e ([ 17 dw. BD) an)”
< Cd(z,bD)y—n-H2

On se propose maintenant de résoudre un probléme de Cousin
dans (97(D).

Soit D,, D, , D, desouverts bornésde C" avec D, =D, ND,,
D=D,UD,. Posons dj(z)=d(z,0D), j=0,1,2 et
d(z)=d(z,[ D). Ona d,(z) = min (d,(2), d,(2)).

DEFINITION 3.3. — On dit que (D,,D,) sont bien situés s’il
existe des constantes M > 0 et o > 0 telles que

(d(2))* < M (max (d,(2), d,(2)))

pour tout z € D,

THEOREME 3.4. — Soit Dy,D,,D,,D des ouverts bornés de
C” avec Do=D,ND,,D=D,UD,. On suppose que D
est un ouvert d’holomorphie et que (D,,D,) sont bien situés.
Alors pour tout f€ 0.,(D,) il existe f;€0.,(D;) (j=1,2)
tellesque f = f, — f, dans D, .

Démonstration. — Soit (U, ,U,) le recouvrement ouvert de
D défini par : U; ={z€D; di(z) <d;(2), i#], i,]€{1,2}},
et soit U, = U NU,. Dans U, on a d,(z) < 2d,(z) et
d,(z) < 2d,(z) et par suite

max (d,(2), d,(2)) <2min(d,(2), d,(2)) = 2d,(2).

L’ouvert U,. est contenu dans D,-. Soit (¢, , #,) une partition
de Tlunité subordonnée au recouvrement (U,,U,) telle que
ldqbl.(z)[ < C(do(z))‘B pour des constantes C et § >0 (=1, 2),

(d¢ désigne la différentielle de ¢).

Nous allons montrer qu’une telle partition existe. Soit K un
cube compact de D, on va montrer que

d(bu,nk,0U,NK) > @M)' d(K, D)*.

Si U,NK=¢ TIinégalité est triviale, soit donc x;€0U;NK.
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Alors d,-(xi) = 2dj(xj) et d,.(x,.) Sd(xg, x,) + di(xi) i#j, dou
dy(x,) +d(x;) = 2(d(x)) + d,(x,)) < 2d(x,, x,)
+d(x,) +d,(x,).

On adonc:

d(x,,x,) =271(d,(x,) + dy(x,)) =27 (d(KNU,, (D))
+d(KNTU,,0D,))>min(dKNTU,,D,),dKNU,,D,))
>2""max (d(KNU,,0D,),dKNT,, (D,)
=>2M) ! (d(K N 60, (D)* > M)t d(K, (D),

d’ou I'inégalité cherchée.

Par le lemme (3.1) de [13] il existe une famille de fonctions

[Chet (wi), JE€J, 0< y;, les supports formant une famille locale-

ment finie de cubes compacts dans D, 4" au plus d’entre eux ren-

contrant chaque point de D et telle que X y,(z) =1 pour zED
et 'dy;(z2)|<C( +d*(z)). Soit J=J,UJ,UJ, tel que si

kel, suppy,CU,, r=1,2 et si k€J; suppy,NU, #Q

pour r=1 et r=2. Soit k€J; et K le support de Y, . Grice

a Pinégalité démontrée plus haut et au lemme (4.2) de [13] on

peut trouver des fonctions 6,, 60, ; € au voisinage de K avec

6, +6,=1, supp0,CU, et [db,(2)/<C(l +d ™(z)), C et

m indépendantsde k. Onpose ¥, = 0, Y, , ¥,/ = 0, §, et

¢, = 2 ¢k+2 Vi, &, = Z Yy Z Vi -

kEJl kely k612 k€14

Nous posons maintenant g, = —¢,f, g, = ¢, f en prolon-
geant g; a D]. par zéro. Alors

[ 1gPd )P di(2) d <2* [ 1g(2)Pdy(2)*dN
D: Do
' <C2* [ If@)Pdy(2)Fan,

Do
ou C, k etc. sont ges constantes qui peuvent varier d’une inégalité
a I'autre. Avec h,. = ag,- ona:

f =& & > hz_hl =3(g2_g1)=0~

Les 1-formes h, et h, définissent donc une 1-forme % sur
D dont la restriction a chaque D; est h; et dont le support est
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contenu dans U, et donc dans D,. Vu les inégalités démontrées
plus haut on a :

fD|h(z)12dk(z)d>\<ch |h(2)[? max(d, (z), d,(z)) d\
0
< 2kC fDo lh(z)lzd’g(z)d)\<C"/l;o 1f(z)d’(z) dN.

D’autre part l'ouvert D est d’holomorphie. La fonction
— k logd est donc pluri-sous-harmonique et on peut appliquer les
techniques de L. Hormander [7]. Le théoréme 2.2.3 de [7] prouve
Iexistence d’une fonction g € L% (D) avec g = & et

[ lg@rd @ an<C [ |h(z)Pd*(z)an
D D ,
<c [ 1f@rdyzan
0

Posons f, =8 -8 ]= 1,2. Alors 3}3- =0 et
2d¥(z)d\ < C 2dr(z) di
~/r;; f(2)PdE(2) fDO If(2)Pdy(2)

autrement dit f} € (97(Di) .

Remarque 3.5. — a) Soit D wun ouvert convexe de R" dont
la frontiére est de classe €*. Soit w, et w, deux ouverts dis-
joints de oD. 1l est clair que l'on peut trouver des ouverts Q,.
(j=1,2) de R", Q,. contenant D U w;, tels que si D,- (j=1,2)
sont deux ouverts avec D CD,C&Q;, alors (D;,D,) sont bien
situés (on peut méme prendre a = 1 dans la définition 3.3).

b) On a un résultat similaire en prenant pour D un tuboide
(cf. §4) de C" et pour w,,w, deux ouverts de sa base dans R".

4. Fonctions a croissance lente dans un tuboide.

Rappellons les résultats de J. Bros et D. lagolnitzer [3] dont
nous aurons besoin. Soit £ un ouvert de R"” et pour tout x € 2
soit A, un cone ouvert convexe non vide de sommet I’origine dans
iR"\{0}. Posons :

A= U (x,A)CR"xiR"=C"
xEN

A = lintersection de A avec R” xiS"™! ou $""! désigne
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la sphére unité de I’espace euclidien R”. On appelle tuboide D de
base §2 de profil A un ouvert D de C" tel que D =x€LE)n (x,D,),
avec :

a) D\QCA

b) pour tout (x4, ¥,) € A il existe un voisinage U de (x4, Yo)
et un >0 tel que {(x,»):y=py, (x,y)EU,0<p<rICD
c) A, = R"\{0} sietseulementsi 0ED, .

Remarque. — Si £, est une composante connexe de £ on
pourra toujours supposer que D, = E% (x,D,) est connexe.
x 1

Remarque. — On considére R”\{0} comme un profil convexe.

THEOREME 4.1 (Bros-lIagolnitzer [3]). — Soit D un tuboide
de base S, de profil A, ou A, est convexe pour tout x € S2.
Il existe un tuboide D' contenu dans D, de méme profil et de
méme base, qui est un ouvert d’holomorphie.

Nous aurons aussi besoin des lemmes suivants.

LEMME 4.2 — Soit §2 un ouvert borné de R", D un tuboide
borné de base S de profil convexe. Soit f€ ©,(D). Alors b(f),
la valeur au bord de [, est une distribution sur 2.

Démonstration. — Appliquons le théoréme 3.1 4 la fonction
f. Onobtient : |f(z)| < Cd(z,0D)*.

Le probléme étant de nature locale, on se raméne, par un chan-
gement linéaire de coordonnées, au cas ou D est 'intersection avec

une boule de centre l’origine, du quadrant i[Il {Imz; > 0}. Les

résultats de A. Martineau [14] montrent alors que b(f) est une
distribution.

LEMME 4.3. — Soit & un ouvert borné de R", 50 un tuboide
de base S) de profil convexe Xo- Soit, F,,F, des fermés de
Q avec Q = F UF,. Il existe alors les tuboides bornés
D, Dj(j = 0,1,2) de profil respectif A, A;, de base ) tels que:

a) D est un ouvert d’holomorphie
b) Ay = A,.D, CD,
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¢c) Dp=D,ND,,D=D,UD,
d) (Ap), = R™\{0} si x ¢ F,(G=12)
e) (D, D,) sont bien situés.

Démonstration. — On peut supposer Do borné. Il en sera alors
de méme des tuboides que nous allons construire.

Soit w;(j = 1,2) des ouverts bornés de C" tels que
— w; contient Q—F;

—w,NF; =0

—w,Nw, =0

(pour construire w,; et w, il suffit de séparer 2 —F, et &—F,
dans C"\F, N F,).

Posons D = D U w;. Alors : D OD =D U(wlﬂw2)=~
et les D sont des tub01des de profil A qui satlsfont a la condition
d). Comme le profil D U D2 est convexe il existe D, tub01de d’ ho—
lomorphie contenu dans D V) D et de méme profil que D U D

Posons D; —DLF\D (G7=1,2) et D, —DlﬂDz. Alors D
a méme profil que D; et D, CD N D CD Enfin le profil A,
de D, est ev1demment A

La propriété e) résulte de la remarque 3.5.

COROLLAIRE 4.4. — Soit §) un ouvert borné de R", D, un
tuboide de base ) de profil A, convexe. Soit, F,,F, des
fermés de S) avec 2 = F UF, et tels que (A,), = R"\{0} pour
x & F. Alors il existe un tuboide D, sur S, de méme profil que
D,. contenu dans D,, tel que toute fonction f€ (97(D(',) s’écrive
dans Dy, f=f,—f, ou f; appartient a Oy(Dé) et f;, se pro-

1
longe en fonction holomorphe au voisinage de Q\F,(i=1,2).

5. Démonstration du théoréme 1.2.
LEMME S5.1. — Soit 1 une partie ouverte convexe propre de

la sphére S"~! (i.e. le cone engendré par 1 est convexe et ne contient
aucune droite). Soit u un élément de @'/ (R") (resp. /& (R™))
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dont le support singulier S S(u) est un compact X de R" x1. Soit
K, et K, deux compacts de R" x 1 de réunion K. Alors il existe
u, €EM'/A(R") (resp. C€~/A(R™), (i=1,2) avec u=u, +u,
SS(u) CK,; (i=1,2).

Démonstration. — Supposons d’abord que u appartienne a
@'/ (R™).

Nous allons utiliser un noyau introduit par J.M. Bony [1] (cf.
[10] [17] [11] pour des noyaux analogues).

Soit ®(x,n) la distribution sur R” x 8”1 définie par

(n -1 1+ (x.n)
<I>(x, ’I'I) = . \n . . . N2\
(=2im)"* ((x + io) (n + io) + i(x + i0)?)

Il est clair que
SS®C {(x,n:£.0); £=n,0=0}.

Si u est une distribution a support compact sur R”, on peut
définir A(u) E®D'(R" xS" 1) par:

Au(x,n) = fRn‘P(x—y,n) u(y)dy.

On démontre alors [1], en désignant par w(n) I’élément de
volume de S"~!:

u(x) = f | Aulx.m) w(n)
\.s -
et de plus SS(u) = support de Au dans @'/ (R" x S"~1).

On peut donc prolonger A en une application linéaire de
®D'/@(R™) dans @'/ (R"” x 8" !) vérifiant :

u(x) = js‘n_l Au(x, ) w(n)
SS(u) = supp(Au).

La distribution &®(x — y, ) est valeur au bord d’une fonction
¢ holomorphe dans un tuboide D du complexifié de R” x R” x §"~!
dont le profil est le polaire de SS(®).

Soit K (resp. ﬁ,.) Iimage réciproque de K (resp. K;) dans
la “diagonale” A = {(x,y.n)ER"xR"xS""!;x =y} par la
premiére projection sur R"x 8”71, et soit Q un voisinage de K
dans le complexifié de R"x R"xS"~!. On peut supposer Q re
lativement compact et contenu dans une carte de cette variété
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puisque 'on a suppos¢ K contenu dans une partie convexe propre
de R"xS"~1. Alors ¢ appartient a 0,(DNQ).

Soit Z, et Z, des fermés de la diagonale A, avec Z, UZ, = A,
Z,NK =K;.

Appliquons le corollaire 4.4 : en prenant deux fermés F, ,F,
tels que F,NA =127 et F, UF, =R"xR"x8" il existe des
fonctions

0 € 0,(D,NQ) (i=1,2)
telles que : o=y, +9,
¢, est analytique réelle en dehors de Z; dans R" x R" x sn-t,

Soit @, et &, les valeurs au bord des fonctions ¢, et o,.
Ce sont des distributions d’aprés le lemme 4.2 et 'on a :

SS(@)C{(x,y,mn;&,.5.0); x=p,¢, =—¢&=mn,
0=0,(x,nEZ}.
Posons

A = [, ey m) u()dy
u = J, A G o).

Alors u = u, + u, et (cf. [17 chapitre 1]) :
SS(u;) CKN Z,.

Si maintenant u est une fonction de classe &, le raisonnement
est le méme. Il suffit de remarquer que A;(u) et u; seront des fonc-
tions & : pour le voir on calcule le front d’onde différentiable de
ces distributions en utilisant [9] 4 la place de [17].

Démonstration du théoréme 1.2. — Nous n’écrirons la démons-
tration que pour le faisceau @7, le raisonnement étant le méme
pour &%,

Soit A I’ensemble des sections de ®'/Q (R") dont le support
singulier est un compact de R"x 1. D’aprés le lemme 5.1 et le théo-
réme 2.1 il existe un unique sous faisceau § du faisceau @|R" x I
tel que :

— g estsouple

~ I,(R"x1,8) = A.
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L’inclusion §C @/|R"x 1 résulte de ce que V(x,n)ER"xI,
Sex.n) = Aw,n) - Pour montrer linclusion inverse il faut voir que
(x,n) étant fixé dans R”xI, pour tout u€®' (R®) il existe
vEA tel que (x,n)€¢SS(u—v). On peut évidemment supposer
u a support compact dans R”". Utilisons 4 nouveau le noyau de
J.M. Bony :

u(x) = ln_l (];n P(x -y, n)u(y)dy) w(n).

Soit J un voisinage de n dans S"~!, convexe fermé propre
contenu dans 1.

Soit 1, la fonction caractéristique de J. La distribution
v = [ [ e -y umdy wm

est bien définie et répond a la question.

On déduit alors du théoréme 2.2 que si M est une variété ana-
lytique réelle dénombrable a linfini, le faisceau &7 sur S*M est
souple. On vient de voir linclusion TI',(R"xI, &) C®'/&(R")
d’ott I'on déduit Pinclusion sur M: 7w,/ C®'/@&. L’inclusion
inverse étant évidente par construction de &/, le théoréme est
démontré.

Remarque. — Comme nous 1’a fait remarquer J. Sjostrand, il
semble qu’il soit possible de démontrer le théoréme 1.2 en évitant
Iutilisation des théorémes 3.3 et 4.1. Pour cela il faudrait construire
I’analogue, dans la théorie analytique, des noyaux K, (ax€ R"x §"°1)
utilisés par Melin et Sjostrand [16]: on obtiendrait la décompo-
sition de &8(x — y) suivant des fermés F, et F, en écrivant sim-

plement §,(x,y) = -/1; K,da, ce qui n’est pas possible avec le
1

noyau utilisé ici. Une telle démonstration serait évidemment plus
satisfaisante.

6. Démonstration du théoréme 1.8.

D’aprés le théoréme 2.2 notre probléme est de nature locale
au bord de 2. Aprés un changement de coordonnées holomorphes
on peut supposer que £2 est un ouvert strictement convexe borné
de C", dont la frontiére 02 est de classe C2.



120 G. BENGEL et P. SCHAPIRA

Comme H!(R2, ©) = 0, la suite :
0— 0(Q) — OQ) —TI'(3,0,)— 0
est exacte.

Soit g€ O(2), avec b(g) ET(d, ©7). La fonction g sera
a croissance lente au voisinage de chaque point de 082 et par suite
ge (97(9) . On en conclut que la suite : '

0— 0(Q) — 0 (V—> 'Y, ©))— 0
est exacte.

Nous allons appliquer le théoréme 2.1 avec & = O,,
A= (97(9)/(9(52).

a) Montrons que Vx€23Q,A, = (0]),. Soit w un voisi-
nage ouvert de x dans C", f€O(2 N w), avec b(f) = uE(O{)x.
En diminuant w on peut supposer que £2 U w est un ouvert stric-
tement convexe, et que f€ (97((00&2). D’aprés le théoréme 3.3
il existe des fonctions f; € (‘)y(ﬂ) et f,€ 0 (w) telles que
f = fl - f2 .

b) Il reste a vérifier que A a la propriété de décomposition
du support. Nous aurons besoin pour cela de quelques lemmes.

LEMME 6.1. — Soit §2 un ouvert strictement pseudo-convexe
de C", a frontiere 32 de classe @*. Soit U une partie relati-
vement compacte de 0S2. Alors U U admet dans C" un sys-
teme fondamental de voisinages strictement pseudo-convexes.

Démonstration. — On peut supposer €2 défini par :
Q={xeC”; ¢(x) <0}

pour une fonction ¢ de classe @%, avec dp #0 sur 92, et
¢>0 sur C"\2. Soit ' un ouvert contenant U. On peut
trouver une fonction ¢, positive, a support compact dans Q'
strictement positive sur U, et de classe @% (et méme €°).
Alors louvert £_={xEC"; ¢(x) <eyY(x)} contient QUU
pour €>0, et est contenu dans '. Pour e positif assez
petit, £, sera strictement pseudo-convexe.

LEMME 6.2. — Soit S un ouvert convexe borné de C", f une
fonction de © _(S2). On suppose la frontiére 0S) non caractéris-



DECOMPOSITION MICROLOCALE ANALYTIQUE DES DISTRIBUTIONS 121

, . 9
tigue pour lopérateur différentiel D, = —— au voisinage d’un
z
1
point z,€982. Alors pour tout entier p €N [l’équation Dig = f
admet une solution holomorphe dans S au voisinage de z,, et

pour p assez grand g sera bornée au voisinage de 052.

Démonstration. — On peut trouver un hyperplan complexe
Y d’équation z, = 0, une constante p >0, et un voisinage w
de z, dans C” tel que si z appartient & w le cone ouvert de
révolution, de sommet z, d’ouverture p, d’axe (z,z'), ou z’
est le point de ¥ dont la i-éme coordonnée pour i > 1 est la i-éme
coordonnée de z, coupe Z dans .

On en conclut que si ’on note d,(z) la distance de z a (K
dans la droite complexe passant par z et parallele 4 la droite
z,=...=z,=0, onapour zEQNw:

d,(z2) < p~ld(z)

et par suite
1f(2)| < Cp~*d (2)F.

Si g est la solution de D'l‘g = f qui s’annule a 'ordre & — 1 sur

1
T onaura [g(z)|<Cp* (TT)' d’aprés les inégalités de Cauchy.

Remarque 6.3. — Soit £ un ouvert borné convexe de C" conte-
n

a
nant 0. Soit P lopérateur ) z; P Alors 0§ est non carac-
i=1 Zi
téristique pour P, et pour tout entier p € N et tout f€ O0(§2) on
peut trouver g€ O(), h € ©(2) solution de PPg + h = f (cf. [2]).

Si f appartient a O,(£2), il résulte du lemme 6.2 que pour
p assez grand g sera bornée sur £2.

LEMME 6.4. — Soit S un ouvert strictement pseudo-convexe
de C", dont la frontiére est de classe @*. Soit U une partie ou-
verte de 3982, Q' un voisinage ouvert de QU U. Soit f une fonc-
tion de (97(9) se prolongeant en fonction holomorphe sur .
Alors il existe un ouvert Q"' contenant QU U tel que f se pro-
longe en fonctionde ©,(").
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" Démonstration. — Le probléme est de nature locale au bord
de U. On peut donc supposer que £ est un ouvert convexe et que
0$2 est non caractéristique pour I'opérateur D, au voisinage d’un
point z,. Soit g une fonction holomorphe solutlon de DYg="f,
bornée dans £ au voisinage de z,. Comme 02 est non carac-
téristique pour l'opérateur D?, g se prolongera en fonction holo-
morphe au voisinage de $2UU (dans un voisinage de z,), et
comme g est bornée, on peut choisir un ouvert £’ contenant
QUU au voisinage de z,, sur lequel g reste bornée. Il résulte
alors des inégalités de Cauchy que f= Dfg appartient a3 0, (R").

Fin de la démonstration du théoréme. — Soit Z,Z,,Z, des fermés

de 02 avec Z=17Z,UZ,. Soit Q un ouvert contenant Q et

tel que Q NnaoQ = asz\z Smt w; et w, des ouverts tels que :
w; D Z\Z;, wﬂZ—(D w,Nw, =¢.

Soit Q Q Vw;, (i=1,2) et soit € un ouvert strictement
pseudo-convexe contenu dans Q UQZ, contenant §2 et tel que:
QNI = (SZ uQ ,) N,

L’existence d’un tel ouvert est assurée par le lemme 6.1. Soit :

Q,=0n8,G=1,2)
Q,=02,NQ,

Comme w,; N w, estvide, £, est contenu dans 50. De plus :

Q,na0 =, u0,)N{, N0 =8,Na0 = (AQ\Z)U(Z - Z)
= 3Q\Z; (i # /).

On peut supposer (£2,,£2,) bien situés d’aprés la remarque 3.5.

Soit maintenant f une fonction de (9 (Q) holomorphe au voi-
sinage de 0§2\Z, donc dans un ouvert Qo contenant U (aQ\Z)
On peut supposer d’aprés le lemme 6.4 que f appartient & © (Qo)
Dapres le théoréme 3.4 il existe f €0, (G=1,2) venflant
182, —f-

Soit b(f,.) la valeur au bord de f;: alors b(f;) a son support
dans Z;.
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