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INTRODUCTION

L'objet principal de ce travail est le théorème de division également
baptisé « technique des escaliers ». Cette technique permet d'associer à
chaque idéal de séries entières convergentes un unique système de générateurs
vérifiant certaines conditions. Ces conditions permettent d'une part de
totaliser un maximum d'informations sur les exposants des termes non nuls
du développement en série de chaque générateur et sur les relations entre ces
générateurs, d'autre part de définir un bon algorithme de division par ces
générateurs.

La recherche d'une forme normale des générateurs d'un idéal a déjà été
abordée par divers auteurs :

Par H. Grauert pour étudier les déformations des germes d'espaces
analytiques. A tout idéal et après changement générique des coordonnées, il
associe un algorithme de division avec unicité du reste. Voir [13], [12], [11].

Par H. Hironaka pour résoudre les singularités d'un espace analytique. Il
généralise le théorème de préparation de Weierstrass au cas d'une famille de
séries. Ce théorème a été ensuite amélioré par J. Briançon et par nous grâce à
l'introduction des notions « d'escalier » et « d'escalier générique ». Voir [15,
p.24],[3],[5],[ll].

Cependant, aucune étude systématique n'avait encore été écrite sur ce
sujet.

Avant de présenter la contribution du présent travail, exposons quelques
principes élémentaires.

L'exemple le plus simple est le théorème de préparation classique que l'on
peut énoncer ainsi :

« Tout idéal principal 1 de l'algèbre A^ des séries entières convergentes à
n variables, engendré par une série / telle que /(O,... ,0,x^) -^ 0 admet
pour générateur un unique polynôme de Weierstrass :

g = x^ 4- û^-i(xi,.. .,^_i)x^~1 -h . . . + ao(x^.. .,^_i)

avec ûf(0,.. .,0) = 0 pour 0 ^ i ^ m — 1. »

Chacun sait que ce générateur permet de définir sur A^ un algorithme de
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division avec unicité du quotient, du reste et estimation des normes sur un
système fondamental de poly-disques de C" ou de R" centrés en 0.
Formellement, l'algorithme consiste à substituer indéfiniment
^-^m-i^1"1-.-.-^) à x;".

Lorsque l'hypothèse /(O,... ,0,x^) ^ 0 n'est plus satisfaite, on est conduit
soit à effectuer un changement de variables générique qui peut entraîner une
perte d'information sur l'idéal, soit à changer d'approche : suivant H.
Hironaka, ordonnons N" à l'aide d'une forme linéaire positive sur R" (c'est
le procédé le plus simple) afin d'obtenir la sommation :

/ = ûx" + r

a étant une constante non nulle et r une série n'ayant que des termes
d'exposants supérieurs à a. Nous nommerons l'exposant a e N", exposant
privilégié de la série /. On démontre que l'algorithme de division sur A^ qui
consiste formellement à substituer indéfiniment (f — r) à (ax") est bien
défini et que l'idéal 1 admet un unique générateur de la forme :

g = x01 -h (termes d'exposants supérieurs non multiples de x").

Dans le cas général où l'idéal 1 n'est pas principal, la méthode de H.
Hironaka, exposée par J. Briançon dans « Singularités à Cargèse », consiste à
considérer l'ensemble E(I) des exposants privilégiés de tous les éléments de
I, à remarquer qu'il existe un plus petit ensemble fini F (I) = {ai , . . . , (Xp} que
nous nommerons Yescalier de l'idéal 1 tel que :

E(I)= U (a.+N"),
l^i^p

puis de démontrer que toute famille C/i,...,/p) de séries de 1 d'exposants
privilégiés (ai , . . . ,oCp) engendre l'idéal I, enfin de définir sur A^ un
algorithme naturel de division par la famille (/i,... ,/p).

Motivé par des applications à l'étude de la stabilité que nous développe-
rons plus bas, nous avons été amenés à améliorer la méthode de H. Hironaka
dans trois directions.

La première est l'obtention d'estimations précises pour les normes : à
chaque algorithme de division par un idéal 1 nous avons attaché l'ensemble
des poly-rayons p appartenant à un ouvert effilé V de R"+ (voir définition et
description p. 120), sur chaque poly-disque D(0, p) centré en 0 de poly-
rayon p nous obtenons un algorithme de division avec unicité des dividendes,
des quotients et des restes et inégalité précise sur les normes.
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La seconde est l'extension à la définition d'un algorithme de division par
un sous-module d'un module libre A^.

La troisième est l'extension à la définition d'un algorithme de division avec
paramètres. Celui-ci nous conduit naturellement à considérer la platitude et
nous fournit notre théorème « platitude et division » (1.2.8) qui est, pour la
norme « à la Grauert Slajp" », l'analogue de « platitude et privilège » de
A. Douady.

Notre énoncé complet se trouve en (1.2.7). Nous avons rassemblé en
Annexe les résultats sur la platitude que nous utilisons.

Cette technique nous donne des démonstrations simples et constructives
du théorème d'existence de scissions de B. Malgrange (1.4.2) et du théorème
d'existence du platifïcateur local d'un morphisme de Hironaka-Lejeune-
Teissier (1.4.4) qui débouchent sur des procédés de calculs explicités.

Avant d'aborder notre motivation géométrique, rappelons que, tradition-
nellement depuis R. Thom, le théorème de préparation est lié à la théorie de la
stabilité des morphismes. L'exemple le plus simple est le fait que les germes de
morphismes stables de R" dans R" qui sont de type E1, c'est-à-dire dont
l'anneau local de la fibre est de la forme R{x}/xp+1, sont à isomorphismes
près :

R x R1'-1 x R"-?-2 ——. R x RP~1 x R^P-2

(^a,z) ——> (xp+ l-^-ûp_lXP- l+...-^fl lX,a,z)

et que ce résultat est essentiellement équivalent au théorème de préparation
classique après la transformation de Tscirnausen.

La (^-stabilité d'un morphisme de germes F : (R", 0) -> (R^, 0) au sens
de Thom-Mather peut s'exprimer de la façon suivante (4.2.7) : pour tout
déploiement G de F,

(R",0) ̂ ^ (R^O)
a '

F G

(R^^L (R^,0)
CT

il existe un couple de rétractions (a,a') de (i,Q qui commutent avec F
et G.
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Dans le cas des morphismes plats entre germes d'espaces singuliers,
généralisons :

F : X -> S est plat et stable si pour tout diagramme

X^Y
a'

F G

^Tt^
(7

commutatif cartésien où G est plat, il existe un couple de rétractions (a, a')
de (f, f) qui commutent avec F et G.

Cette définition n'est certes pas la seule généralisation possible. On
pourrait, par exemple, exiger que Y et T soient des espaces produits de la
forme Y = X x U et T = = S x U . Cependant, c'est pour nous la plus
satisfaisante, car perturber un morphisme n'est-ce pas aussi perturber sa
source et son but (qui sont rigides dans le cas lisse) ? Si nous nous restreignons
au cas des morphismes plats, ce n'est pas faute d'avoir examiné le cas des
morphismes quelconques (le cas des morphismes stables à but lisse a été
étudié par J. F. Mattei dans sa Thèse de 3e Cycle) nous indiquons d'ailleurs
(4.2.11), le premier obstacle auquel nous nous heurtons lorsque nous tentons
de généraliser notre approche de la stabilité. Disons simplement que la
platitude est une notion géométrique simplificatrice; bien que l'intuition ait
du mal à la saisir, elle exprime une certaine continuité des fibres d'un
morphisme.

La définition de la stabilité étant acquise, l'inévitable « infinitésimalement
stable implique stable » se démontre traditionnellement depuis J. Mather par
l'intégration d'un champ de vecteurs. Ici, après quelques manipulations
algébriques, nous utilisons une méthode d'approximations successives et un
passage du « formel » au convergent. Ce passage ne résultant pas du théorème
général d'approximation de M. Artin, nous sommes conduits à énoncer et
démontrer, par une méthode différente, un autre théorème d'approximation
qui nous paraît mieux adapté à l'étude des morphismes de germes d'espaces
analytiques. Nous avons (2.1.4) résumé l'idée de la démonstration de ce
résultat : elle utilise pleinement les estimations précises que nous avions
établies avec le théorème de division et s'inspire d'un exposé de J. L. Verdier
au Séminaire de l'E.N.S. en 1973.

Un calcul simple (3.3.6) donne la caractérisation des morphismes



THÉORÈME DE DIVISION ET STABILITÉ EN GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 113

plats et stables comme le produit de la déformation semi-universelle de leur
fibre par l'identité d'un germe d'espace lisse. Une conséquence de cette
caractérisation est que toute déformation semi-universelle d'un germe
d'espace analytique est également quasi-universelle (3.1.8). Dans le cas
particulier important des déformations d'espaces à singularités isolées, ce
résultat avait été démontré en utilisant une méthode différente par Geneviève
Pourcin.

Nous démontrons ensuite que le platificateur local d'un morphisme stable
entre germes lisses est stable. Ce résultat est doublement intéressant : d'une
part il approche la notion de stabilité que nous avons introduit précédem-
ment à celle de Thom-Mather, d'autre part combiné avec le résultat
précédent, il établit le lien entre la théorie de la stabilité des morphismes entre
germes lisses de Thom-Mather et la théorie des déformations plates de germes
d'espaces de Tjurina-Grauert.

Une conséquence pratique de tout ce qui précède est l'obtention d'une
procédure de calcul de la déformation universelle d'un espace analytique local
de dimension 0.

Recette : 1° le présenter comme fibre d'une application entre germes
d'espaces lisses,

2° calculer le déploiement universel de cette application,

3° prendre le platificateur.

A chacune des trois étapes, on sait calculer explicitement des équations.

Nous illustrons cette procédure par le calcul d'un exemple.

Nous n'avons employé ici la technique des escaliers que pour étendre la
théorie de la stabilité de Thom-Mather et pour la relier à l'étude des
déformations plates. Aussi, il nous faut signaler que l'on peut appliquer la
technique des escaliers à l'intérieur même de cette théorie. Nous renvoyons à
notre article avec J. Damon « A topological invariant for stable map-germs »
et à l'utilisation qui en est faite par J. Damon pour comparer les classifications
topologiques et différentiables des germes stables et montrer qu'elles
coïncident dans les bonnes dimensions définies par J. Mather.

C'est avec grand plaisir que je remercie mes amis et Professeurs Jean-
Louis Verdier, Frédéric Pham, Christian Houzel, Joël Briançon, Jim Damon,
Bernard Teissier, Claude Bardos et André Hirschowitz qui m'ont toujours
témoigné une confiance amicale et m'ont aidé dans la réalisation de ma thèse.
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Je remercie particulièrement :

Frédéric, qui m'a introduit dans le monde des singularités,

Jean-Louis, qui m'a offert un bon sujet de thèse,

et Joël.

NOTATIONS

La lettre k désignera soit le corps des nombres réels R, soit le corps des
nombres complexes C. Les lettres R*, R+, R*, R-, R* désigneront
respectivement les ensembles des nombres réels non nuls, positifs, strictement
positifs, négatifs, strictement négatifs.

Pour tout n-uple de variables x = (x^.. .,Xy,) k{x} = k{;q,.. .,xJ
désignera l'algèbre des séries convergentes en x^, . . . , x^.

Pour tout A e N", A = (A^,. . ,,AJ, ^A = xf1 . . . x^".
Pour tout (A,0 e N" x {1, . . .,w},
x^1 = (0,... ,x^,... ,0), le monôme étant à la i1^6 place.

Dans ce travail, les germes d'espaces analytiques et les morphismes de
germes d'espaces analytiques sont appelés plus simplement espaces analyti-
ques et morphismes d'espaces analytiques.

La catégorie des germes d'espaces analytiques sur le corps k est la
catégorie opposée à la catégorie des k-algèbres analytiques locales, c'est-à-
dire des algèbres quotientes des algèbres de séries entières convergentes à
coefficients dans le corps k. A un espace analytique X correspond une k-
algèbre analytique locale que nous noterons Ox, ainsi à l'espace lisse k"
correspond l'algèbre des séries convergentes à n variables. A un morphisme
d'espace analytique / : X -> Y correspond un morphisme d'algèbres
analytiques locales que nous noterons /* : Oy -> Ox. Nous appellerons
fibre de/l'espace analy tique Xo =/"^O) (0 désignant le point marqué de
Y) ayant pour algèbre analytique locale Ox ®o ^-



CHAPITRE PREMIER

THÉORÈME DE DIVISION

1. Exposants privilégiés, escaliers, ouverts effilés.

(1.1.1) DÉFINITION. — On appellera forme positive sur R" x {!, . . . ,m} un
couple L = (L,^) formé par une application linéaire L : R" -> R à coeffi-
cients positifs non tous nuls (l^. . .,y, et un élément ^ = (^,. . .,ÀJ de R^.
On représentera la forme linéaire L par le point P de R+ de coordonnées
(/! , . . . , /„). Une telle forme L ^m't une application:

R\ x {!,...,m} ^ R^

L(ûi,. . .,^;f) = l^a^ + • • • + ̂  + ̂ .

(1.1.2) Remarque. — Si les coefficients (l^. . . , / „ ; ^i,. . .,?iJ de la forme
positive L sont linéairement indépendants sur Z, alors pour tout
(ai,. . .,^; 0 et (^i,. . .,^;;) distincts dans N" x { 1 , . . .,w} la différence

L(ai,.. .,^;i) - L(^i,.. .,^;j)

est soit strictement positive, soit strictement négative. La forme positive
L définit ainsi un ordre total sur N" x { 1 , . . .,m}, qui est aussi un bon
ordre.

(1.1.3) Remarque. — Si les coefficients ne sont pas indépendants sur Z,
on peut ^encore définir un bon ordre semi-lexicographique sur
N" x {1 , . . .,m} noté < de la manière suivante :

(âi,.. . ,a,;0 < (^,...^,;;)
si et seulement si

L(ûi , . . . ,^;f) < L(fci,...,^;;)
ou si

L(ûi,. ..,^,1) = L(fci,. ..A,; 7)
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et soit i < j soit i = j et 3p :

0 ^ p ^ n t.q. ^ = ̂ ,. . .,^+1 = ̂  et ûp < bp.

(1.1.4) Une forme positive L fixée, on considérera toujours
N" x { ! , . . . ,w} muni de ce bon ordre, de même on considérera toujours N"
muni du bon ordre défini par L.

Remarquons aussi que N" agit sur N" x { ! , . . . , m] de la manière
suivante :

A+(B , ; )= (A+Bj ) .

(1.1.5) DÉFINITION. — Soit un vecteur non nul de séries convergentes sur le
corps k = R ou CJ = ÇA,. ../Je k { x i , . . ..xj" on note f, = ^ f^.

AeN"

On appelle diagramme de Newton de f l'ensemble d'indices

Q ( / ) = { ( A ; O e N " x { ! , . . . ,m}//^0}.

On appelle L-graduation de f le nombre réel

4(/)=inf{L(A;0/(A;OeQ(/)}.

On appelle forme initiale de f pour la direction L, l'élément de
k[x^,.. 'yX^ suivant :

inL(/)=f Z f^\..., ^ /^A)
\L(A,1)=^ L(A,n)=^ /

= E /A,,̂ -
L(A,i)-^(/)

s( fon note x ^ ' ' = (0,.. .A-x^O,- • -fi), Ie monôme étant à la i""' place. On
appelle exposant privilégié de f pour la direction L et on note exp^(/) le plus
petit élément de Q(f) pour le bon ordre défini par L.

02 A o, A

Qin

-xp^n
e

0-1
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Dans la suite, lorsqu'on considérera l'exposant privilégié d'un vecteur, il
s'agira toujours d'un vecteur non nul même si on omet de préciser expressément
cette condition.

On dira que / est monique si le coefficient du monôme de / d'exposant
expj/) est égal à 1.

(1.1.6) PROPRIÉTÉS. - a) Soient f et g deux éléments de k{x^.. ̂ x^
non nuls. On a les formules suivantes d'addition :

W+g) = d^(f)
si d^(f) < d^(g) on a ^m^f-^-g) = in^/) et

[expLC/-hôO = expj/),

.,/. , / , (Acr+^-^co\dAf} = dî(a) 1
51 1 ^ / . 0" a \^+9) = initO + injff)lexp,(/) < exp(,) ^^ ^ ̂

si inj/) + in )̂ = 0 o.a ̂ ^ < W = ̂
(expi.C/+0) < expi.(/) = expjfif)

"{̂ 'inT^O ' " " »p,C/+,) - exp^(m^J} + ^LW ^ 0

b) Soient f un élément de k{x i , . . ..x^ et g un élément de k{x^.. .,xJ,
on a les formules de multiplications suivantes :

^•/)=^)+^L(/)

^L^-/) = in^) x in^/)
expL^./) = exp^) + expL(/).

(1.1.7) DÉFINITIONS. - Soit M un sous-module de k{x i , . . ..xj"1. On
appelle sous-module initial de M pour la direction L, le sous-module
IUL(^) = {in^(f)/f e M} engendré par les formes initiales pour la direction L
des éléments de M. On appelle ensemble des privilégiés pour la direction L, le

sous-ensemble de N" x {1 , . . .,w} suivant :
EJ^)={expL(/)//6^}.

Des formules de multiplications (1.1.6) on déduit que E^^) + N" = E^^).

(1.1.8) LEMME. — Pour tout sous-ensemble E ^ N" x {! , . . . , m] tel que
E + N" = E, il existe une plus petite (pour l'inclusion) partie finie ¥ de E
telle que

E = (J a + N".
oeF
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Dans le cas où E = E^e^) on notera cette partie F = FJe^Q et on
l'appellera l'escalier de Ji pour la direction L.

02
EJ )̂

Les gros points désignent les éléments de ¥^(J^).

Preuve. — II suffit de ne considérer que le cas m = 1. Disons qu'une

partie F^ de E est génératrice si E = (J a + N" et que F^ est
oeFi

redondante s'il existe deux éléments distincts a et a de F^ tels que
a' e(a -h N") ou ae(at+^n).

Démontrons le lemme par récurrence sur l'entier n. Si n = 1, le lemme
est évident. Si n > 1, supposons le lemme vrai pour l'entier n — 1, soient
E un sous-ensemble de N" vérifiant l'hypothèse et a = (a^.. .,ûJ un
élément de E.

Pour tout i = 1,.. .,n et j = 0,1,.. .,a, notons

E,,, = E n (N1-1 x {j} xN"-1), N"-1 = N1-1 x {0} x N"-1

agit par addition sur E .̂ et on a E^ j + N""1 = E,^.

L'hypothèse de récurrence implique l'existence d'une partie unie et
génératrice F^ de E^.

La réunion F' = (J F^ u {a} est une partie génératrice finie de E.

Par un nombre fini d'opérations, on en extrait une partie finie génératrice non
redondante F de E.

Il est facile de voir que F est contenue dans toutes les parties génératrices
de E. D



THÉORÈME DE DIVISION ET STABILITÉ EN GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 119

(1.1.9) Remarque. — Une forme positive de R"+ x {! , . . . , m] étant
choisie, tout sous-module de k{x i , . . .^x^ a même escalier que son sous-
module initial.

(1.1.10) PROPOSITION. — Soient L une forme linéaire positive sur R" de
coefficients non tous nuls (/!,...,/„) et (Aij\),.. .,(ApJp) une famille de muiti-
indices de N" x {!, . . . ,m}.

I l existe une constante strictement positive a telle que pour tout
^ = (À,i , . . .,À,J e R"; tel que ^ < ̂  < • • • < ^m < a ^ ^xi5^ rf^s
constantes réelles strictement positives P ^ , . . . , P ^ et un ouvert de R"(.

A = A(p,...^) = Wl+Sl,. • .^+8^)/0 < §1 < PA < • • • < Pn-l§n < PJ

tels que pour toute forme positive L' = (L',^), ou L' est représentée par un
point de A, et pour tout k compris entre 1 et p, tout multi-indice E de
N" x {1,. . .,w} strictement supérieur à (A^), pour l'ordre défini par la
forme positive L = (L,0), vérifie l'inégalité L'(E) > L'(A^).

Preuve. — II suffit de démontrer la proposition dans le cas où p égal un,
car l'intersection d'un nombre fini d'ouverts de R\ du type Ap p
contient un ouvert de ce type. Notons

(AiJi) = (Aj) = (ûi,.. .,^;7').

Le lemme (1.1.8) implique l'existence d'un nombre fini de multi-indices
EI, .. .,E^ tels que :

{E 6 N" x {1 , . . .,m}/L(E) > L(AJ)} = Ù E. + N".
k=l

II existe une constante a > 0 telle que pour toute forme positive L' de
coefficients (/i+81,.. . ,^+8^Xi,.. .,?iJ telle que ôi, . . . ,§„ , À.i, . . . . ̂
soient inférieurs à a, on ait

I/(E,) > L'(Aj), 1 ̂  k < 5,

d'où l'implication

L(E) > L(A^) ^ r(E) > L'(AJ).

Considérons les multi-indices E = (B,f) = ( fo i , . . .,^;f) supérieurs à
(AJ) pour l'ordre défini par L et tels que L(E) = L(Aj) c'est-à-dire

'A + • • • + 'A= lia, + • • • +/A.
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Supposons ^-i < À-;, < • • • • < ̂  < a; afin que

LW) - L'(AJ) = 6,(b,-a,) + • . • + 8^-aJ + ?i, - ̂

soit strictement positif, il suffit que :

i = J , 3^, l ^ q ^ n , b, = ^, .. ., b^, = a^,, ^^+1

- 8lûl - • • • - ô,-i^_i + ô^> 0
ou que :

i >J et - S,a, - . . . - ô^ + .̂ - ̂ . > 0.

Puisque (B,f) > (AJ) pour l'ordre défini par L, il suffit que

0<(1+^)8,<5^ (^=l , . . .^- i) ,

(l+ûj8, < Y = inf{^-^; l^/c^w-l} < a,

donc il suffit que l'on ait :

0 < ô , <p,8, < ... <P,_,ô,<p,
avec

P,=-^- B = 1
l + û l ' " ( l+ai) . . . ( l+a^,) '

p" = ( l+ûi) . . . ( l+a,) •

Remarquons que les inégalités précédentes impliquent que ôi, . . . , 8 sont
strictement inférieurs à a. D

(1.1.11) DÉFINITION. - Soit L une forme linéaire sur R" de coefficients
positifs non tous nuls (/i,...,/,). Nous dirons qu'un ouvert V de R"+ est effilé
pour la direction L s'il existe p = (p^.. .^) e (R*)",

^ = Wi+8i,...^+8»)e(R*)"/0 < §1 < p^, < • • • < p__^ < p^

et une fonction continue C : Ap ̂  R*. (g/s ̂ e foMuert V contienne rouvert
suivant de ÎL"+

V^ = {(r|',,... ,^}l(l\,... ,Q e Ap, T) e R ̂  et ^ < C(/'i,... ,/„}.

(1.1.12) Remarques. - Un ouvert effilé pour la direction L n'est pas vide.
L'intersection de deux ouverts effilés dans la direction L est un ouvert effilé
pour la direction L.
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Soit V un ouvert effilé pour la direction L. Les poly-disques de k" de
poly-rayon p e V et centrés à l'origine forment un système fondamental de
voisinages de l'origine.

Pour tout p e V, il existe un nombre réel s(p), 0 ^ s(p) < 1, tel que
pour tout t , s(p) < t < 1, on ait .t. p e V ; en général il n'existe pas de
p e V avec s(p) = 0.

Exemple. - Dans le cas n = 2, les ouverts effilés contiennent un des
ensembles du type suivant :

/2=0 /I > /2 > 0 /1= /2

0<Zi<?2 / i=o
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2. Énoncés des théorèmes de division.

(1.2.1) DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — On appellera partition associée au p-
uple de N" x {! , . . . ,m}, [(Aij\),.. .,(ApJp)], (a partition suivante de
N" x {1,. . .,m}, J'im^ ri^s parties pouvant éventuellement être vide :

FU (A^+N"]
Lk'<k J

1 < k ^ p \ = [(A^)-hN"]\ U (A,^) + N'
\_k'<k

Â ^ N " x {! , . . . ,m}\ (J A,
i ^ ^ ^ p

A*———

AJ

^

Ai

k ,

^

A

A?

» — — — — — — — — — — — — — — — —

AS
A4*

A4

A A,

AS
A6=

•Afi

»————————

Notons aussi qu'une somme indexée par l'ensemble vide est nulle.

Pour tout poly-rayon p = (pi,.. .,pJ 6(R*y, on notera k(p) l'algèbre
de séries convergentes en n variables x = (x^,.. .,x^) :

k(P) = {/- E Â^e k{x}/E|/J PA < + œ}
AeN"

qui munie de la norme ||/|| = Sj/Jp^ est une algèbre de Banach.

Sauf mention contraire, on munira l'espace de Banach l^p)" de la norme
ll(/i,.../JI= niax |L/,||.

1 ̂  i ̂  m

(1.2.2) THÉORÈME DE DIVISION PAR UNE FAMILLE DE VECTEURS. - Soient L

une forme linéaire à coefficients positifs sur R" et C/1,... ̂ ) des vecteurs non
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nuls de k^^x = {x^...,x^). Désignons par (A ̂ ) l'exposant privilégié de
fk (1 f^k^p) pour la direction L = (L,0) ^t supposons fk monique. Notons
(A^,A) /a partition associée au p-uple précédent. On a l'algorithme de division
suivant :

1) Pour rour /e k^^ il existe des quotients uniques g1'ek{x} (l^k^p)
et un reste unique h e k^}^ tels que :

(i) / = ^1/1 + • • • + ^/p + ^

(ii) 9' = Z ^A-^ (l^^c^p)
(AJk)eA^

(iii) ^ = ^ ^^A-/.
(Aj)eA

2) Pour tout âe(R*)", ^uan^ m = 1 on peut prendre a = 0, l'ensemble
des poly-rayons p e (R*)" î^s ^ue ;

(i) 5i/ek(pr a/ors ^ek(p) ( l<^^r t ^ ^ e k^ et

(ii) Z 11^11 P ^ + 1 1 ^ 1 1 ^ 2m p-0 I l / I l ,
k=l

contient un ouvert effilé pour la direction £.

Démonstration. — Au prochain paragraphe.

(1.2.3) PROPOSITION. — Avec les notations précédentes on a, si h ^ 0,

^PL/ = mf {expL ^, expL ̂  + exp^ (1 ̂ k^p)}

et en particulier exp^/ ̂  exp^ h.

Preuve. - En effet d'après la propriété (1.1.6)^)

expL ^k .fk = expi, ̂  + expL^ e A^

pour (1^/c^p) et, comme (A, \ {l^k^p)) forme une partition de
N" x { ! , . . . , m}, ils sont tous distincts et distincts de exp^. La propriété
(1.1.6a) implique alors que l'exposant privilégié de la somme est le plus petit
des exposants privilégiés. D

(1.2.4) Remarque. - La famille (/S.../^ étant fixée, lorsque la forme
positive L = (t,0) varie on n'obtient qu'un nombre fini d'algorithmes de
division.




