
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

PIERRE DAZORD
Invariants homotopiques attachés aux
fibres symplectiques
Annales de l’institut Fourier, tome 29, no 2 (1979), p. 25-78
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1979__29_2_25_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1979, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1979__29_2_25_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
29, 2 (1979), 25-78.

INVARIANTS HOMOTOPIQUES ATTACHÉS
AUX FIBRES SIMPLECTIQUES

par Pierre DAZORD

TABLE DES MATIÈRES

INTRODUCTION . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

I. INVARIANTS HOMOTOPIQUES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1. Cocycles et diviseurs sur un f i b r e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2. Indice associé à un diviseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

II. CLASSE DE MASLOV-ARNOLD D'UN FIBRE SYMPLECTIQUE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1. Préliminaires algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2. Fibre, classe et diviseur de MasIov-Arnold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3. A(^î), U(M), Sp(^î), et leurs r e v ê t e m e n t s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4. Classe de MasIov-Arnold universelle d'un fibre symplectique . . . . . . . 47

III. INDICE DE MASLOV-ARNOLD-LERAY D'UN FIBRE ^-SYMPLECTIQUE . . . . . . . . . . . . 55

1. 2^-orientation d'un fibre ^-symplectique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2. Indice de MasIov-Arnold-Leray . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3. Interprétation cohomologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4. Relation avec l'indice de Morse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70



s



INVARIANTS HOMOTOPIQUES ATTACHÉS AUX FIBRES 27

INTRODUCTION

Les développements récents de la théorie des équations aux dérivées
partielles ont fait apparaître les invariants attachés à des immersions
lagrangiennes que sont la classe de cohomologie de MasIov-Arnold, l'indice
des lacets ([l], [8], [9], [10]) et l'indice des chemins ([9], [10]) qui lui sont
associés. Si une immersion lagrangienne est 2^-orientée, on peut construire un
indice qui intervient dans le calcul lagrangien de J. Leray [9].

Le but de cet article est de présenter une construction géométrique de ces
invariants. Dans [1 Ifc] on trouvera une construction analytique de l'indice de
MasIov-Arnold-Leray d'une immersion lagrangienne dans T*R".

Dans une première partie on construit des invariants homotopiques dans
une situation très générale : un fibre (F,p,X) est un triple où p est une
surjection continue de l'espace topologique F sur l'espace topologique X,
localement sectionnable ; G étant un groupe topologique, à tout G-cocycle
sur F est associé un fibre G-principal, une classe de cohomologie (non
abélienne) et si G est abélien discret un indice des lacets, tandis qu'à tout G-
diviseur est associé un G-cocycle, le couple formé d'un fibre G-principal et
d'une section globale (non continue en général) et si G est discret un indice
des chemins. Ces notions sont fonctorielles en G et pour l'image réciproque
des chemins ce qui sera souvent utilisé par la suite. Les classes d'équivalences
de G-diviseurs sur un fibre sont des diviseurs topologiques au sens de [4] et
[5] : cependant la notion d'indice est attachée au diviseur et non au diviseur
topologique associé.

Enfin si d est un diviseur sur F tel que ind^TT^X) == 0, se trouve définie
sur X une application h de X dans G continue sur X^ complémentaire
du support de d, nulle sur une composante connexe de X^, telle que pour
tout chemin y.ind^y = h(y(o)) - ^(y(l)). Ceci permettra dans la troisième
partie de construire l'indice de MasIov-Arnold-Leray.

Ces résultats complètent des résultats antérieurs ([3fc, [3c]).

Dans la deuxième partie ces résultats généraux sont appliqués au cas d'un
fibre symplectique (E,p,X). Si E est équipé de deux sous-fibres lagrangiens
L et L', le formalisme algébrique de [4] permet de construire un Z-cocycle
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Okk' sur le fibre A^(E) des lagrangiens de E coupant L (resp. L') suivant
un sous-espace de dimension k (resp. fe'). Cette construction est toujours
possible pour k = 0 = k . Alors Oo,o est le cocycle de Hôrmander [8]. Les
Z-fibrés principaux associés aux cocycles a^' sont tous isomorphes. Leur
classe d'isomorphisme est la classe de MasIov-Arnold. A^(E) est également
muni d'un Z-diviseur d^ En fait tous ces diviseurs sont la restriction d'une
même application définie sur la grassmannienne lagrangienne A(E), le
diviseur de Masiov D. Ils ont tous même support et définissent le même
indice de chemin, l'indice de MasIov-Arnold des chemins. En particulier sur
A^E), carré fibre de la grassmannienne lagrangienne, on construit par
image réciproque de E par la projection sur X un fibre symplectique <? qui
est muni de deux sous-fibres lagrangiens J^i : (À,,p) -> (X,p,p) et X^ :
(^H) -, (À.,H,^). On obtient ainsi une classe de MasIov-Arnold sur A^E)
universelle en ce sens que la classe de MasIov-Arnold de (E,L,L') s'obtient
pour tout couple (L,L') par image réciproque, ce qui permet d'obtenir
diverses propriétés de la classe de MasIov-Arnold de (E,L,L') (cf. [3fc], [3c],
[4], [5]).

Le cadre de la troisième partie est celui de la géométrie ^-symplectique. Un
fibre ^-symplectique (E,a,<?) est un fibre symplectique (E,a) dont le groupe
structural est élargi à Sp^(n) revêtement à q feuillets de Sp(n). Un tel
élargissement n'est possible que sous certaines conditions topologiques [7].
Un sous-fibre lagrangien L de E est 2^-orientable s'il existe une section
continue de A^(E) fibre des 2<î-lagrangiens de E relevant L. Si L est 2^-
orientable, L' est 2^-orientable si et seulement si l'indice de MasIov-Arnold,
relatif à L et L', des lacets de X est nul module 2q. D'autre part L est 2-
orientable si et seulement si L est orientable au sens ordinaire. En fait à tout
sous-fibre lagrangien orientable d'un fibre symplectique E, on peut associer
une géométrie oo-symplectique de E et deux telles géométries sont isomor-
phes si et seulement si l'indice de MasIov-Arnold, relatif à L et L', des lacets
de X est nul. Tout ceci généralise un résultat de Souriau [lia].

2

Si (E,a\q) est un fibre ^f-symplectique, A^E) désignant le carré fibre
2 2

de A^(E), le fibre A;^(E) B E -^ A^(E) est un fibre ^-symplectique muni
naturellement de deux 2^-orientations J^\ : (^2q^2q) -' (^iq^q^iq)
et ^2(^2^2,)^ (^2^2^2ç). L'indice de MasIov-Arnold modulo 2q des

2
lacets de A2a(E) est nul. On peut donc construire une fonction m^ sur

2
Â2 (E) à valeurs dans Z^ continue sur les paires transverses, m^ est
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l'indice de MasIov-Arnold-Leray du fibre ^-symplectique (E,cr,ç). On est
alors à même d'étendre aux fibres ^-symplectiques les résultats de [9].

Dans un dernier paragraphe est étudié le rapport entre l'indice de Morse
et l'indice de MasIov-Arnold. Ce rapport est naturel dans la mesure où la
formulation covariante des problèmes variationnels est en fait une formula-
tion symplectique. Si h est un hamiltonien sur T*M, l'application v)/^ de
R x T*M dans T * ( R x M x M ) définie par (t,u) -> v|^(r,t0 où

^^v)=((t,-h(v)), ^M-v)

où (p^ est le flot hamiltonien de h est une immersion lagrangienne dont
l'indice de MasIov-Arnold des lacets est nul, ce qui permet de construire une
application de R x T*M dans Z ̂ (t,v) qui d'une part est l'image
réciproque de l'indice de MasIov-Arnold-Leray du fibre oo -symplectique
naturellement associé à v|/^ et d'autre part s'identifie à l'indice de Morse de la
géodésique u ->y(u,v), u e[0,î], tangente à l'origine à v. La méthode
suivie pour réaliser cette identification diffère de celle de [2] et s'apparente à
celle de [6]. Les résultats de la première partie permettent de retrouver le
théorème de Morse exprimant l'indice de Morse comme somme des ordres de
conjugaison des points conjugués de 0. Le cadre de cette étude est la
géométrie finsiérienne qui, au demeurant, s'introduit naturellement chaque
fois que l'on considère sur une variété M un opérateur pseudo-différentiel du
2e ordre elliptique et autoadjoint.



30 PIERRE DAZORD

CHAPITRE PREMIER

INVARIANTS HOMOTOPIQUES

1. Cocycles et diviseurs.

Par fibre on entend un triple (F,p,X), noté F par abus de notations, où
F et X sont deux espaces topologiques, X connexe et p une surjection
continue de F sur X localement sectionnable, ce qui signifie que pour tout x
de X il existe une section de p, continue, définie dans un voisinage de x.

Unmorphismedufibré F' = (F'.j/.X') dans le fibre F est un couple (f/)
d'applications continues telles que le diagramme suivant soit commutatif :

r -^ F
-• I ) '

X' -^ X

Soit G un groupe topologique, noté multiplicativement, d'élément
neutre e. Un G-cocycle sur F est une application CT continue du carré fibre

2

EF dans G telle que o(z^z^a(z^z^ç5(z^z^)~1 =e dès que

p ( z ^ ) = p(z^) = p(z^).

Plus généralement on définit l'ensemble 0(F,G) des ̂ -cochaînes sur F à
q+\

valeurs dans G comme l'ensemble des applications continues de [x] F dans
G(^^O). Pour q = 0 et 1 on définit une application cobord ë :

C°(F,G) - C^F.G) : Yo - ^Yo : (^') - Yo^YoOO"1

C^F.G) - C^F.G) : y, -> ̂  : (z,z',z") -. y,(z^y,(z\z-)y^zT1.

8 est un opérateur de cohomologie ce qui permet de construire, en
dimension 0 et 1, un ensemble de cohomologie noté H^(F,G). cf. [3^].
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Soit H^G) le premier ensemble de cohomologie non abélienne de X à
coefficients dans G. H^G) et H^G) sont des ensembles pointés
respectivement par la classe des cobords et par la classe du fibre trivial
notées e.

Soit CT un G-cocycle. Le quotient de F x G par la relation d'équivalen-
ce (z,g) - (z\g'Y si et seulement si p(z) = p ( z ' ) et g ' = c{z\z)g est un G-
fibré principal localement trivial noté F(o). L'application a -> F(a) définit
par passage au quotient une application h : H^G) -^ H^G) qui est un
morphisme injectif d'ensembles pointés, c'est-à-dire que h{^) = e équivaut
à ^ = e .

Ces constructions sont fonctorielles pour l'image réciproque : soit
/ : X' -> X une application continue. Soit (//) le morphisme naturel de
F' =/-1F dans F. A tout G-cocycle sur F est associé le cocycle
o' =f~la sur F' défini par

(^^/-^(z^^a^z),^)).

Alors F'(CT') = (/~ lF)(/- la) = /"^(a)) ce qui définit par passage au
quotient une application /* telle que le diagramme suivant

H^F.G) -^ H^/-^^)

H^G) —^ H^X^G)

soit un diagramme commutatif de morphismes d'ensembles pointés.

Si Fi est un sous-fibre de F (ce qui signifie que la restriction de p à la
partie F^ c: F fait de (¥^p\¥^X) un fibre) on a un diagramme commutatif
de morphismes injectifs d'ensembles pointés :

H^G) ———. H^G)

H^F^G)

II résulte en particulier de cette remarque que si F est muni d'une section
(continue) globale H^G) = e pour tout groupe G.

Plus généralement si (f/) est un morphisme de F' dans F, pour tout G-
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cocycle a sur F,/*a désignant le G-cocycle a o/sur F', /-^(a)) est
naturellement isomorphe à F'(/*a). En effet (//) se factorise à
travers /^F :

F' -̂  /^F -/-. F

X'———f———. X

D'une part/- l(F(cT))=/- lF(/- la) et, comme (p(F') est un sous-fibre de
/ 'F, / ^(a)) = ^(F'H/-1^. D'autre part l'application de F' x G
dans (f lP) x G : (z,g) -. ((p(z),^) est compatible avec les relations d'équi-
valence définies par /*a et /-^ et définit donc un isomorphisme de
F'(7*0) sur (p(F')(/ ^ ce qui achève la démonstration.

Par passage au quotient (f,f) définit une application de H^F.G) dans
H^F^G) de façon que le diagramme suivant de morphisme d'ensembles
pointés soit commutatif :

H^G) ——. H'(F',G)

H^^G) -r^ H^X^G)

Enfin on a la factorisation :

H^G) ——. H^F^G)

/*

^(/-^G)
Si G est abélien les morphismes construits deviennent des homomorphis-

mes injectifs de groupes. Si de plus G est discret, H^X.G) est le premier
groupe de cohomologie de Cech de X à coefficients dans G et dans ces
conditions à tout G-cocycle a est associé un homomorphisme de groupes
noté md^ : T^X -> G. Si y est un lacet au point de base, ^ un relevé de y
dans F(a), ^(0) = ^(l)g et indo[y] = g où [y] est la classe de y dans
7i iX. Si y possède - ce qui n'est pas le cas en général - un relevé F dans
F, ind.y = a(F(l), F(0)). On notera ind.y par abus de notation la
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valeur de ind^y sur [y], ind^y est l'indice du lacet y relativement au G-
cocyclea. Si (/,/) est un morphisme de F' dans F, ind^ç, == mdy °/(/(y)
est le lacet / ° y ).

Les constructions effectuées sont également fonctorielles en G. De plus si
p

0 -> H -> G ——> GI -> 0 est une suite exacte de groupes, a un G-cocycle
sur F, F(p(a)) est isomorphe à F (a)/H. En effet p définit un morphisme de
fibres principaux de F(cr) dans F(p(<7)) quiestsurjectifcarp(G) = G^ et on
vérifie que deux éléments de F(a) de même image dans F(p(a)) se déduisent
par l'action à droite d'un élément de H.

On appelle G-diviseur de X relativement à F toute application d de F
dans G (d non nécessairement continue) telle que l'application d définie

2

sur fx"l F par d { z , z ' ) = d ( z ) d ( z ' ) ~ 1 soit un G-cocycle. On dit que d est un
diviseur associé à d . On notera que si d est continue sur F, d est alors un
cobord : d = Bd. Même si d n'est pas continue sur F, on notera S = Sa
par abus de notation.

On associe à à le fibre principal ¥(ëd) et la section (non nécessairement
continue) de P(ôd), J, qui, à tout x de X , associe la classe d'équivalence
dans ¥(ôd) de (z,d(z)) où z e p ~ l ( x ) . Réciproquement si a est un G-
cocycle et s une section (quelconque) de F, pour tout z e F, il existe un
unique élément d(z) de G tel que s(x) appartienne à la classe de (s,d(z))
dans F (a), d est un diviseur associé à a.

On note ^(F,G) l'ensemble des G-di viseurs de X relativement à F.
^(F,G) est en correspondance biunivoque avec l'ensemble des couples
formés d'un G-cocycle a et d'une section (quelconque) de F (a).

Pour tout diviseur d l'ensemble de ses points de continuité est de la forme
p ~ l A où A c-X. X-A = S^ s'appelle le support de d . Si G est munie de

la topologie discrète, A est ouvert et le support de d est le plus petit fermé B
de X tel que la restriction de d à p '^X—B) soit continue.

L'ensemble C°(F,G) des 0-cochaînes de F opère à gauche
dans ^(F,G) :

C°(F,G) x ^(F,G) -^ ^(F,G)M) -^ cd : z -^ c{z) d(z)

8(cd) et 8d sont deux G-cocycles de même image dans H^F.G). d et cd
sont deux diviseurs de même support.

L'ensemble ^"(F,G) de toutes les applications de X dans G (continues
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ou non) opère à droite dans ^(F,G) :

^(F,G) x ^(X,G) ̂  ^(F,G) (J,(p) -^.(p : z ̂  ^(z)(p(p(z)).

^.(p) = ôd. Par contre ^ et J.(p n'ont pas même support en général.

L'ensemble des diviseurs topologiques de X relativement à F, noté
div(F,G) est l'ensemble quotient de ^(F,G) par l'action à gauche de
C°(F,G). Comme d et cd ont même support on peut parler du support
d'un diviseur topologique.

F°(X,G) désignant l'ensemble des applications continues de X dans G,
il résulte de [3fc] que l'on a une suite exacte d'ensembles pointés :

(1) e -. F°(X,G) ̂  ^(X,G) ̂  div(F,G) -. H^G) -^ e

F°(X,G) et ^(X,G) qui sont des groupes sont pointés par l'élément neutre
noté e.

Soit ^f (resp. ̂ } le faisceau des germes d'applications continues (resp.
quelconques) de X dans G. On a les diagrammes commutatifs :

e -. F°(X,G) ^ ^(X,G) -> div(F,G) ^ H^^G) -. e

e ^ H°(X,^) ^ H°(X,Jf) -> H°(X,Jf/jf) ^ H^X^)

où les bijections sont notées == et où toutes les flèches sont des morphismes
injectifs d'ensembles pointés.

Si G est abélien, les morphismes deviennent des morphismes de groupes
et div(F,G) s'identifie à un sous-groupe de H°(X,Jf/jf). On retrouve les
diviseurs topologiques au sens de [4] et [5].

La notion de diviseur est fonctorielle pour l'image réciproque. Le
morphisme naturel (//) de/^F dans F induit une application d -> f-^
de ^(F,G) dans ^(T^G). f-^d = d o/ et ôf-ld=f-lc)d Donc
f~l{¥(8d))=(f-l¥)(Sf-ld).

Par passage au quotient de à-^f-^à on définit une application notée
encore /* de div(F,G) dans divC/'^^G) et le diagramme suivant est
commutatif :

div(F,G) -^ divCr^G)

H^^G) ^ ^(/-^G)
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Pour tout diviseur d, le support de f*d est contenu dans l'image réciproque
par / du support de d '.f'1^^) ==> Z^.

Plus généralement si (ff) est un morphisme de fibres de F' dans F,
f*d = d of est un G-diviseur sur F' associé au G-cocycle ëf*d == J ^ ë d .
Tout ceci se transporte aux diviseurs topologiques et on a les diagrammes
commutatifs suivants :

div(F,G) ———————————> div(F',G)

^divC/'-^F.G)-^

H1(¥,G} ___________, îîl(¥\G)

^Cr^G)^

Enfin les supports sont reliés par les relations d'inclusion :

I^cZ^cz/-1!,.

Si / ^st ouverte ces trois sous-ensembles des X' coïncident.
Les notions de diviseur et de diviseur topologique sont également

fonctorielles en G.

2. Indice associé à un diviseur.

G est ici un groupe discret, d un G-diviseur sur F. On note X^ l'ouvert
complémentaire du support 2^ de d , F^ la restriction de F à X^, C°(X)
(resp. C°(X,X^)) l'espace des chemins de X (resp. et dont les extrémités
appartiennent à X^) paramétrés — sauf mention du contraire — sur [0,1].

La restriction de ëd à F^ est un cobord de F^. Donc ¥^(c)d) est trivial.
A d est associé une section 3 de ¥{ôd) continue au-dessus de X^, et une
bijection G-Ubrée de ¥(ôd) sur X x G, \[/, dont la restriction au-dessus de
X^ est un isomorphisme de fibres G-principaux de F^(^) sur X^ x G : si
p e F ( 8 d ) , v|/(p) == (/?(p),û) où a est tel que p = cT{p(p)).a. Soit
9 : ¥(c)d) -> G l'application p -> 9(p) = a. Si (p désigne l'application
quotient de F x G sur ¥(ëd) 6 o cp(z,^) = d(z)~1 . g . Il résulte de ce qui
précède que la classe de ¥(8d) appartient à H^X.X^G) premier ensemble
de cohomologie non abélienne relative de X module X^.

Soit y un chemin de X , ^ un relevé de y dans ¥ ( 8 d ) . Comme G est
discret Ô^O^.Ô^l))"1 ne dépend que de y.
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DÉFINITION 2.1. — Pour tout chemin y de X, la quantité

9(î(0)).9(î(l))-1

s'appelle indice de y relativement à d et se note ind^ y.

Remarque. — Cette notion n'est pas invariante par l'action à gauche de
C°(F,G) dans Q(¥,G) et n'est donc pas relative au diviseur topologique
associé à d même si G est abélien !

PROPOSITION 2.1. — (i) ind^ y = e si limage de y est contenue dans X^.

(ii) 57 y possède un relevé F dans F, ind^ y = ^(T^O))"1.^]^!)).

(iii) ind^ est « additif» au sens suivant : si y^ et y^ sont deux chemins de
X modulo X^ tels que y^( l ) = y^O)

indrf (vi. y^) = ind^ y ^ . ind^ y 2

(iv) ind,(y-1) =(ind,y)-1 .

(v) Si Vi ^r y 2 sont deux chemins de X homotopes à extrémités fixées
indrf Vi = ind^ y 2 .

(vi) Si y Y et y 2 5ont ^KX chemins de C°(X,X^) homotopes dans
C°(X,X,), ind.y, ^ind.y^

(C^cf signifie que s'il existe une homotopie H de yn 5Kr y^ telle que pour
tout a(r-.H(r,oc))GC°(X,X,), ind,yo=ind,yi).

(vii) Si (f/) est un morphisme de F' = (F',p',X') rfans F = (F,p,X) et si y
^5î un chemin de X',

ind^ y = ind^-i^ y = ind^/ ° y.

Démonstration. — (i) Si y est contenu dans X^, r -> ^(r) = ^^(iM^)
est un relevé de y et 9(^(t)) = e. D'où le résultat.

(ii) Si F est un relevé de y dans F, t -> (p(F(r),^) est un relevé de y
dans ¥(8d) et 9((p(r(^)=^(F(0)-1, donc ind^ y = ^(F(0))-1 d(F(l)).

(iii), (iv) et (v) se déduisent de la définition de ind^.

(vi) soit y'2 le chemin composé des chemins

a ^ H(0,a), y^, ex -^ H(lJ-a)

le premier et le dernier de ces chemins étant contenus dans X^

ind^ y'2 = ind^ y^ .
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Comme y'̂  et y^ sont homotopes à extrémités fixées le résultat découle
de(v).

(vii) découle de ce que l'isomorphisme FÇcf^d) = /-1 (¥(êd)) échange les
sections associées à f*d et f~ld.

COROLLAIRE. - Si ind^y ^ e, y n £^ 0.

PROPOSITION 2.2. - 5'î G esî abélien, les indices relativement à d et 8d
d'un lacet sont égaux.

Démonstration. — Soit y un lacet d'origine XQ , ^ un relevé de y.

i n < ^ Y = ^ où ^(0) = ^(l)^.

D'autre part, ind, y = 9(î(0)).e^(l))-1 = QW)).g .Q(y{l))-1 qui vaut ^
si G est abélien.

Remarque. — II résulte de ce qui précède que si G est abélien discret (sa
loi est alors notée + , l'élément neutre 0) les indices des lacets relativement à
d^ et d^ coïncident si M^ = ôd^. C'est en général faux pour les indices de
chemins. En fait, G étant discret, ind^ = ind^ si et seulement si il existe
g e G tel que d^ = d^ + g .

Soit y un chemin de X ne rencontrant le support de d qu'en un nombre
fini de points. L'indice de y s'exprime en terme de saut de d sur y : soit
^ï"12^- F possède au voisinage de y(r) une section s continue. Comme
G est discret la quantité d(s(y(t-h)))~ld(s(y(t-{-h))) si 0 < r < l
(resp. d(s(y(0)))-ld{s(y(h))), d(s(y(l -^)))-^s(y(l)))) a une limite quand
h -^0, h > 0, et cette limite, indépendante de s s'appelle le saut de d sur
y en t (resp. 0,1) : <y,^\. La quantité f] <y,^\ est notée <y,^>.

tëy~%

PROPOSITION 2.3. - 5i y ne rencontre 1̂  qu'en un nombre fini de points,
ind^ y = <y,û?>.

Démonstration. - y-% = {^<^ < .. . <^} ; 0 ^ ^ < îk ^ 1 • II
existe s > 0 tel que y, désignant la restriction de y à [0,1] n [^-e,^+£],

ind,, y = F] "^dYi. 8 peut être choisi assez petit pour que y, soit contenu
1=0
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dans un ouvert de section locale s^ de F. s^ o y; relève y^ dans F ce qui
permet de calculer ind^ y .̂ grâce à la proposition 2.1. (ii). Il en résulte que
ind^ y .̂ = <y,^\ . D'où le résultat.

On considère dans la fin de ce paragraphe un G-diviseur d sur F
(G discret abélien) tel que ind^ = 0, c'est-à-dire que l'indice de tout lacet
est nul. Pour tout chemin y, ind^ y ne dépend que de y(0) et y(l). On
désigne par ^ : X2 -> G la fonction définie par ^(^y) = mc^ Y °ù
y(0) = x, y(l) = y . D'autre part md^(n^X) = 0 implique que ¥(8d) est
trivial. Sd est donc un cobord. Soit c une 0-cochaîne sur F telle que
Sd = Se. d = c + p*h où h est une application de X dans G continue
sur X^. c étant une cochaîne, ind^, = 0, ce qui implique que

ind ,y=A(y(0) ) -^ (y ( l ) ) .

Deux cochaînes définissant le même cobord diffèrent d'une constante. On
peut donc toujours supposer que h vaut 0 en un point XQ que l'on prend
hors du support de d . Comme G est discret, h vaut 0 sur la composante
connexe X^ de XQ dans X^. Pour tout chemin d'extrémité y ( l ) eX^ ,
ind^ y = h(y(0)) et h(x) = ^(x,x). Finalement :

PROPOSITION 2.4. — Soit d un G-diviseur de F tel que ind^ TT^X) = 0.
5ofî X^ Mne composante connexe de X^. 77 existe une unique fonction
h : X -> G telle que ind^ y = ^(y(0)) pour tout chemin y d'extrémité
y( l )eX^ . ^i est continue sur X^, I^ÛKÎ 0 sur X^. De plus pour tout chemin
y À? X,

ind.y = ^(y(0),y(l)) = ^(y(0)) - ^(y(l)).

Remarque. — On peut étendre les remarques précédentes à un couple de
diviseurs d^ et d^ tels que ôd^ = S d ^ . Il existe alors h : X -> G continue
sur Xj n X^ valant 0 sur une composante connexe de Xj n X^^ telle que
ind^ y — ind^ = ^î(y(0)) pour tout y dont l'extrémité y(l) est prise dans
cette composante connexe. Pour tout chemin y

ind. y - ind. y = h(y(0)) - h(y(l)).
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CHAPITRE II

CLASSE DE MASLOV-ARNOLD
D'UN FIBRE SYMPLECTIQUE

1. Préliminaires algébriques [4].

Dans tout ce paragraphe (E,a) désigne un espace vectoriel (réel)
symplectique de dimension 2n. A tout triple (u,u',u") de lagrangiens de E on
associe deux entiers relatifs a^u^a") et ('(u^u") respectivement la
signature et l'indice de la forme bilinéaire symétrique définie, sur le sous-
espace vectoriel uu'u/' de u x u' x u" formé des triples (^,^,Ç") tels que
Ç + ^ + ^ = 0 , par

B^[(^,Ç"), (îl,il',Tl")] =atë,r|').

Si u/ est transverse à u, et u,", a(u,u',u") sera noté cy^dj.,^"). C'est alors la
signature de la forme quadratique sur u définie par (Ç,r|) —> a(^,P^r|) où
P^ est la projection de a sur a" parallèlement à u'. Le noyau de cette
forme est u nu" . Si u' est transverse à u (resp. à u") a^u^u") est la
signature de la forme quadratique sur a" (resp. u) (^,r|") -> — a(Ç",P^r|")
(resp. të,r|) ̂  - a(^,P^r|)), où P^ (resp. P^) désigne la projection sur a
(resp. u'), et dont le noyau est u" n u + u" n u' (resp. unu '+unu") . On
a des résultats identiques pour l'indice.

Si F est un sous-espace involutif de E, c'est-à-dire contenant son
orthogonal symplectique F°, F = F/F" est muni naturellement d'une
structure symplectique CT . (On affectera d'un tilde les analogues sur F/F"
des notions introduites sur E.) Si 5l est un lagrangien de E,
\ = \ n F/^ n F° est un lagrangien de F. \-^\ est une correspondance
biunivoque entre les lagrangiens de E contenus dans F et les lagrangiens de
F. La projection n de F sur F induit une application surjective de Wk"
sur lî/I" quand À et À' sont contenus dans F et alors B^. = B^- o n.
Il en résulte que o(^,r) = a(U^) et que f(U^) = H^,^).

En particulier si on applique ce qui précède en prenant F = ^ -h ^,
alors F0 = 'k n ^', I ni' = {0} et I' ni" = 7i(?i'n?i"). Il en résulte
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que le noyau de Ê^ est égal à I" ni® I" ni, et donc que

^ dim F - (7(U'^") = 2?(U/^") + dim (I" ni') + dim (1" ni)

ce qui entraîne la :

PROPOSITION 1.1. - Pour tout triple UT' de lagrangiens de E,

a^À/,^') = n - (dim (À< n?i') + dim (V n^") 4- dim (F n?i))

- 2(f(U^") - dim^n^nÀ/')).

PROPOSITION 1.2. - (i) a ,̂̂ ') ^ f(U'Â") sonr invariantes par
permutation circulaire.

(ii) a(^,À/,^") (^ alternée.

(iii) f(U'^") + î(ri',À)=
= n - {dim (?i nX') + dim (À/ nr) + dim (À" n?i)} + dim (?i n?i' n?i")}.

En particulier si UT' sont deux à deux transverses,

HU'l") + W^'y) = n.

Pour toute fonction définie / sur les triples de lagrangiens on pose

^(^2^4) = z (-ir1/^!,.. .\.. .^4).
THÉORÈME 1.1. [4]. -

Sa = 0. JEji particulier si ^4 ^r transverse à ^i , À-^, ^3,

- o(?4,^3) = ^(^i^) + ^4(^3) - ^4(^^X3).

COROLLAIRE 1. — Si ^, X ^ , ^3, ^4, 5onr quatre lagrangiens tels que

^1 n ^3 = 0 = ^-2 n ^-45

^1^2^3) - ̂ '(^l^U + ^(^1^3^4) - ^2^3^4) = 0.

Pour tout triple (^i,^^) de lagrangien on définit

^(^2^3) = - î(?4,^3) + dim (?ii n^ ̂ 3) - dim (À<i nÀ3).

^i^2^3) = ^ ( - M + dim (?ii n^) + dim (^ n^) - dim (k^ 0X3)

+ a ,̂,̂ ,̂ )).
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COROLLAIRE 2. - ôd = 0.

Soient L et L' deux lagrangiens de E. On définit ainsi deux
applications S et D :

(1) S(U') = ^ {o(L,^L') - a(L,^,L') + dim (L nÀ) + dim (^ ni/)
- dim (L n?i') - dim (^ nL')}

pour tout couple (?i,À') de lagrangiens,

(2) ^^ = d(L^U) pour tout lagrangien ?i.

Si F est in volutif et contient L, on considère les lagrangiens L et L' de F
et on définit S et D de manière analogue.

PROPOSITION 1.2. - (i) S et D sont à valeurs entières;

S(U') == D(X) - D(D

(ii) 5(1) = D(^) 5i ^ c F. S(U') = S(U') si À c F, \' c F.

2. Fibre, classe et diviseur de MasIov-Arnold.

Un espace fibre symplectique (E,p,X;a), noté (E,a) par abus de
notation, est un espace fibre vectoriel localement trivial de rang fini pair In
muni d'une 2-forme symplectique a.

A(n) désigne la grassmannienne symplectique (ensemble des lagrangiens)
de l'espace vectoriel symplectique canonique Z(n) = (R" © R"*,CTo). Sp(n)
désignant le groupe symplectique réel, Sp(n) et V(n) agissent naturellement
sur A(M), le stabilisateur de R"* étant respectivement Si(n) et 0(n). A(n)
est donc isomorphe à Sp(n)/Si(n) et à U(n)/0(n).

L'ensemble des lagrangiens de E, noté A(E), est un espace fibre
localement trivial sur X de fibre type A(n), appelé grassmannienne
symplectique de E. (E,a) a pour fibre principal associé, un Sp(^)-fibré
principal noté E(Sp(^)). A(E) est isomorphe canoniquement à
E(Sp(n))/Si{n). On peut toujours réduire à U(n) le groupe structural de E
ce qui revient à se donner une structure hermitienne subordonnée à la
structure symplectique. A(E) est donc isomorphe à E(U(n))/0(n). On
notera que E(U(^))/O(M) dépend de la structure hermitienne considérée.

Convention de notation : p désignera la projection pour tous les fibres qui
interviendront, Q le produit fibre.
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Soient L et L' deux sous-fibres lagrangiens de E. Pour tout couple
{k,k') d'entiers on note A^(E) le sous-ensemble de A(E) formé des
lagrangiens p rencontrant Lp^ (resp. Lp(^) suivant un sous-espace de
dimension k (resp. k).

A^'(E) n'est un fibre (au sens du paragraphe I) que pour certains couples
(k^k'} auxquels on se restreint. En particulier Aoo(E), noté J^(E), est
toujours un fibre.

2 2

On note A(E) (resp. A^(E)) le carré fibre de A(E) (resp. A^(E)).
Soient S et D les fonctions que définissent sur les fibres les formules (1) et (2)
du paragraphe précédent. De la continuité de (^(H,^) sur les sous-ensembles
où H n \\1 a une dimension constante et du théorème II. 1.1 on déduit que la
restriction de S au produit fibre A^(E) x A^(E) est continue. En
particulier <j^ restriction de S à A^ (E) est un Z-cocycle sur A^(E) ;
(TO o noté a est un Z-cocycle sur ^f(E) le cocycle de Hôrmander [8]. La
restriction D^- de D à A^(E) est un Z-diviseur associé à a^k' -

S définit dans A(E) x Z une relation d'équivalence, (À,,n) ~ (^\n') si, et
seulement si n = S(^,^') + n ' , dont la restriction à A^(E) x Z est la
relation d'équivalence associée à a^. Il existe donc une bijection canonique
d'ensembles fibres de A^(E)(or^) sur le quotient de A(E) x Z. Comme la
restriction de S à A^ ^(E) x A^ ^(E) est continue, on en déduit un
isomorphisme canonique de Z-fibrés principaux de A^ ^(E)(o^ ^) sur
A^(E)(cr^).

DÉFINITION 2.1. — On appelle fibre de M asIov-Arnold de (E,L,L'), le Z-
fibré principal J^f(E)(a) que Ton notera dorénavant ^(E,L,L'). La classe de
MasIov-Arnold, notée M(E,L,L') est f image de ^(E,L,L') dans H^X.Z).
L'indice des lacets associés est appelé indice de MasIov-Arnold des lacets et
noté ind^L .

THÉORÈME 2.1. [3c]. — Pour tout couple (k,k) tel que A^-(E) soit un
fibre, A^(E)((T^) est canoniquement isomorphe au fibre de MasIov-Arnold.

En particulier A^(E)(<7^-) e M(E,L,L').

Cette construction permet d'obtenir des conditions de nullité de
M(E,L,L'). Par exemple :

COROLLAIRE [4]. — Si E possède un sous-fibre lagrangien N tel que
dim(L^nN^) et dim(L^nN^) soient constantes sur X, M(E,L,L') = 0.
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Démonstration. - A^(E) (où k = dim (L^ nNJ, K = dim (L^ nN)) est
un fibre puisqu'il possède une section globale N. On peut donc construire
M(E,L,L') comme classe d'isomorphismes de A^(E)(<J^-) qui est trivial
puisque A^(E) possède une section globale.

On appelle diviseur de S toute application d : A(E) -> Z telle que
S(À,,À/) = d(k) — d { ' k ' ) . La restriction de d à A^(E) est un diviseur associé
à (7 .̂, d^^ et l'isomorphisme canonique de A^ ^(E)(c^ ^-) sur
A^(E)(CTI^) échange les sections associées à ^ ^ et ^^ . Les diviseurs
à^ ^ et ^ ^ ont donc même support et définissent le même indice de
chemins, ce qui permet de parler du support de d et de l'indice des chemins
associé à d que l'on note ind^.

DÉFINITION 2.2. — On appelle diviseur de Masiov de (E,L,L') le diviseur D
de S défini par D(^) = d{L,'k,L'). L'indicé des chemins associés est l'indice de
MasIov-Arnold des chemins et est noté également md^-. On appelle contour
apparent le support de D.

La restriction de D à J^(E) est l'application définie sur J^(E^) par :
D(^) = — f(L^,À,,L^) — dim(L^ nL^). Il en résulte que le support de D est
contenu dans l'ensemble des x tels que

dim(L^nLy > k où k = m/dim (L^nL^).
X6X

Remarque. — Si y e C°(X,XD) possède un relèvement dans ^(E),

ind^y = i(L,r(0),L') - HL,r(l),L').

Plus généralement si y ne rencontre E^ qu'en un nombre fini de points, la
proposition 1.2.3 implique que l'indice de Masiov est lié à la somme des sauts
de l'indice d'inertie le long de y. C'est la définition originelle de Masiov [10].

Soit / : X' -> X. Par image réciproque par / on construit sur X' un
fibre symplectique (f~lEf~la). La fonctorialité pour l'image réciproque
décrite au paragraphe 1 se traduit par les relations :

/-^(E.L.L') = ^cr^,/-1^/-1^);
/*M(E,L,L') = M(/-1E/-1L/-1L/) ;

indLL'° /= ind^^-L'-

II résulte de ceci que tout automorphisme symplectique de (E,o) qui laisse
invariant L et L' induit un automorphisme du fibre de MasIov-Arnold et
laisse invariant la classe et l'indice de Masiov.
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On peut reprendre cette étude « module q » . Si (E,o) est un fibre
symplectique muni de deux sous-fibres lagrangiens L et L', o l'image du
cocycle de Hôrmander par la projection de Z sur Zq (c^ est le cocycle de
Hôrmander modulo <?) le fibre J^(E)(a^) noté ^(E,L,L';^) s'appelle le fibre
de MasIov-Arnold modulo q ; la fonctorialité par rapport au groupe entraîne
que ^(E.L.L';^) est isomorphe canoniquement à ^(E,L,L')/<îZ. On
construit une classe modulo q M(E,L,L';^) et un indice modulo q indÎL.
Pour tout chemin y, ind^ y = ind^' Y modulo q.

Soit F un sous-fibre in volutif de E (i.e.F^cF). On suppose que F
contient L. Soit k le rang de F^

F = F/F^ est naturellement muni d'une structure de fibre symplectique
de 2-forme CT, de sous-fibres lagrangiens L et L' (notations de 11.1). Soit
A^E) le sous-ensemble des lagrangiens de E contenus dans F. L'appli-
cation P de A^E) dans A(F) définie par P(k) =1 est une bijection, qui
est un isomorphisme topologique si dim (L;, nF^) est une constante, ce que
l'on suppose désormais; on pose k' = dim(L^nF^). On se restreint aux
couples (r,r') tels que A,_^_^(F) soit un fibre. Pour ces couples
A^(E) = A^E) n A^(E) est un sous-fibre de A,,,(E) isomorphe par P à
A,_^,'_fc'(F). On notera que A^(E) est un fibre isomorphe à J^(F).
Comme P*§ = S\^^ etqueP*D s'étend en le diviseur D de S, il résulte
de 1 le :

THÉORÈME 2.2. - Si dim (L^ nF?) est constante sur X :

(i) ^(E,L,L') est canoniquement isomorphe à ^(F,L,L/); en particulier
M(E,L,L') = M(F,L,L').

(ii) ind^L = indu:'.

La première partie de ce théorème est due à Demazure [4].

Exemple. — v|/ : X -> T*M est une immersion lagrangienne dans une
variété cotangente muni de sa structure symplectique canonique. Soit
E = vl/^T'PM; c'est un fibre symplectique muni de deux sous-fibres
lagrangiens, l'un est l'image dans E du fibre tangent à X, TX, l'autre image
réciproque -T du fibre des vecteurs verticaux VT*M de T*M. L'indice de
MasIov-Arnold ind^r noté ind^, s'appelle l'indice de MasIov-Arnold de
l'immersion lagrangienne v)/.
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3. A(n), U(n), Sp(n) et leurs revêtements.

On considère les fibres symplectique triviaux A(n) x Z(n)->A(n),
Sp(n) x Z(n) -> Sp(n) et U(n) x Z(n) -> Z{n) munis des sous-fibres la-
grangiens notés par abus de notations À et Jêf constitués respectivement
par ^ - » ' X x A , ^ - ^ x À - , respectivement S - ^ S x A e t S - ^ S x S A
où A = R"*. Le fibre de Masiov relatif à A(^) est son revêtement universel
[3^]. On le note A^(^î) et ind l'indice correspondant. On notera iîid l'indice
relatif à Sp(n) ou U(n); le fibre de MasIov-Arnold de Sp(n), J/(Sp(n))
(resp. de U(n), ^(U(n))) est Pimage réciproque par (p de A^(n) où cp est
l'application de Sp(n) (resp. U(n)) dans A(n) : S -> (p(S) = SR"*.

ind est un isomorphisme de K^AÇn) sur Z. ^(Sp(n)) (resp. ^(U(M))) a
deux composantes connexes isomorphes à Sp^(^) (resp. V^(n)) revêtement
universel de Sp(n) (resp. U(n)). (p : n^Sp(n) -> K^A(n] est une injection
dont l'image est un sous-groupe d'indice 2. ce qui se traduit par le
diagramme commutatif :

(p
Ti^Sp(n) ——> K^A(n)

iîid ind

2Z —————> Z

On note a (resp. P) le générateur de K^Sp(n) ou 7iiU(n) (resp. K^\(n))
d'indice 2 (resp. 1).

Le fibre de MasIov-Arnold module^ relatif à A(n) est noté Ag(»). \(n)
est isomorphe à A^(n)/^Z. C'est un revêtement principal connexe à q
feuillets de A(n). L'indice module q est noté ind9 (resp. ind9).

Soit Spq(n) (resp. U^(n)) le revêtement à ̂  feuillets de Sp(n) (resp. U(n)).

THÉORÈME 3.1. — (i) S0(n) se plonge naturellement dans U^(n) et
W;

Aoo(M) = U,(n)/SO(n), A,, (^ = U^)/SO(^.

(ii) Stn a deux composantes connexes. Soit SSt(n) la composante connexe
de l'identité. SSt(n) se plonge naturellement dans Sp^(n) et Spq(n) et

A,(n) = Sp,(n)/SSt(n), A^(n) = Sp,(n)/SSt(n).
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Démonstration. — La démonstration de la partie (ii) est analogue à celle de
(i). On n'examine donc que le cas de U(n) et on note i : 0(n) -> \J(n). Les
sous-fibres lagrangiens de 0(n) x Z(n) -> Q(n) i^Â et i~1^ coïncident car
0(n) est le stabilisateur de R"*. Donc i~1 ^(U(n)) est trivial, ce qui
implique que ind o i = 0 et comme ind est un isomorphisme, i = 0.

S0(n) étant connexe, il en résulte que pour tout S 6 S0(n) les chemins de
S0(n) joignant l'identité I à S sont tous homotopes dans \J(n). Donc
S0(n) se plonge dans U^(^).

Soit G ̂  le stabilisateur de A^ dans l'action transitive de U^(n) sur
A^(^). AQO est un point de A^(n) de projection A dans A(n). Il est clair
que S0(n) c: G^ et que p désignant la projection de U^(^) sur UQi),
p(GJcO(n) .

Soit S ^ e G ^ , S ^ est la classe d'homotopie d'un chemin S de \J{n)
d'origine S(0)e0(n) et d'extrémité I. t -> S(r)A est un lacet de A(n) dont
la classe d'homotopie ne dépend que de Soo. On a donc construit une
application v|/ de G^ dans n^A{n). Par définition de l'indice

A,.V|/(SJ=A,P-^).

Comme S ^ e G ^ , A^.v|/(SJ = A^,. Il en résulte que ind vl/(SJ = 0 et
donc que v|/(Goo) = I - ^OUT prouver que G^ = S0(n) il suffit donc de
prouver que p(GJ = S0(n). Soit donc S^ tel que S(0) e 0(n)\SO(n).
Comme S0(n) se plonge dans G ̂  on peut se ramener au cas où

/ - l 0 \
S(0) = ( , !„-, unité de GL(n - 1,R)

0 L-i
^(7tr 0

Soit y le chemin de U(n) : t ->
0 I,

Le chemin yA : t -> y(t)A est un lacet de \(n) d'indice 1 (cf. 3b par ex.).
Soit y oç, la classe de y. Comme p(y^) = p(S^) il existe un entier r tel que
Soc = ^Yoo et ^^oo == A^P2^* ce qui est impossible puisque S^eG^,
ce qui achève la démonstration.

Le résultat module q s'en déduit compte tenu de la remarque suivante : si
^ eA^(n), et si S^ = S'̂ , S^ = (S^JP24, ce qui implique que
Vq(n) opère dans A^(n).

Considérons le fibre symplectique trivial sur A^(n),1

\(n) x Z(n) -> A,(n)
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et les sous-fibres lagrangiens obtenus par image réciproque par la projection
de \(n) sur A(n). Soit jy(\(n)) et Ind^ : n^\(n) -> Z le fibre et l'indice
de Masiov associés, ind o p = Ind^. On a des notions analogues pour LL(^)
indiquées par un tilde.

La suite exacte d'homotopie de \(n) -> A(n) permet d'écrire :

p ind4

0 ——> ïtiA,(n) ——>• HiA(n) ——> Z, ——»- 0
s^ NI

^^nd, ind
^A > ' III

0 ——. qZ ——> Z -p^ Z, ——>- 0
ce qui implique que îndq est un isomorphisme de n^Aq(n) sur qZ.

PROPOSITION 3.1. — (i) Ind est un isomorphisme de TC^A (n) sur qZ.

(il) îndq : TtiU^(n) -> 2^Z est un isomorphisme.

Démonstration. — Reste à prouver (ii) qui se déduit de ce que

^i^qW = ̂ i^iqW'

Remarque. — U(n) qui opère transitivement sur A(n) opère également
sur A^n) qui est son revêtement à 2 feuillets, A^n) est l'ensemble des
lagrangiens de Z(n) orientés. C'est la grassmannienne symplectique orientée,
qui est un revêtement à 2 feuillets de A(n) : A^n) = U(n)/SO(n). On notera
que lîidi = ind.

4. Classe de MasIov-Arnold universelle
d'un fibre symplectique.À 2 2

Soit E la puissance ^ième fibrée de AE. Le fibre AE B E -> AE qui
2

est l'image réciproque, par la projection de AE sur X, du fibre E est un
fibre symplectique (^,a) muni de deux sous-fibres lagrangiens

2 3

J^\ : AE -> A(<T) = AE (?I,H) ^ (^)
2 3

0^2 .'AE -^ AE ()i,n) -^ (^u^).
DÉFINITION 4.1. -- On appelle fibre (resp. classe, indice) de MasIov-Arnold

universel du fibre symplectique (E,CT) le fibre (resp. la classe, ̂ indice) de MasIov-
Arnold de (<^i,J^), noté J^(E) (resp. M(E), indo).
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2 - 2

M(E)eH l(AE,Z). indo induit un homomorphisme de TI^AE dans Z.
Le contour apparent du diviseur de Masiov universel Do est le sous-

ensemble de A E formé des couples de lagrangiens non transverses ce que l'on
2

voit en utilisant la restriction de Do à J^(<^). On note AE le complémen-
o

2 2

taire du contour apparent de Do. AE : {(?i,r) e AE|À- © r}.

2

PROPOSITION 4.1. - A(E) est connexe par arcs,

2

Démonstration. - Soient (?i,r) et (?I',T') deux points de A(E). Comme
o

A(E) est connexe, il existe un chemin y reliant À< à À/ dans A(E). Soit J^
une structure presque complexe adaptée à a telle que ^\ = T ; y x ^y est

2

un chemin de AE reliant (?i,r) à (?i',ja'). (^'.JO') et (?I',T') sont deux
0 2 2

points de la restriction au-dessus de x de AE : (A EL. Donc ^V et T'
o o

sont deux lagrangiens de E^ transverses à X'. Comme l'ensemble des
lagrangiens de A(n) trans verses à un même lagrangien est une cellule, on en

-?
conclut que AE est connexe.n

2

AE -> X est muni d'une involution / : (z^) -> (^i) qui échange
J^i et J^2- ^ change donc CT en - CT et la restriction de Do à ^(^\^
en n — Do — dim (X nu ) . Donc :

PROPOSITION 4.2.

indo(yixy2) = indo (Y2><Yi ) + dim (Yi(0) ny^O) - dim (yi(l) ny^l))
2

ou y^ x y^ ^sî MM chemin de AE. £n particulier pour tout chemin à
2 2

extrémités dans AE ^ pour tout lacet de AE, indo ° / = -indo.

Si (E,(J) est muni d'un sous-fibre lagrangien L, le fibre image réciproque
de E par la projection de AE sur X, AE [g] E -> AE est muni de deux
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sous-fibrés lagrangiens :
2 2

L : AE ->AE, ?i -^ x L(p(?i)) ^ : AE -> ÀE, À -^ x ?i

On notera ^(E,L), M(E,L), indL respectivement le fibre, la classe,
l'indice de Masiov correspondants.

M(E,L) e H^AE^), ind^ induit un homomorphisme de TI^AE
dans Z.

Le fibre symplectique AE QE -> AE est l'image réciproque par L de
^. Déplus L = L"1^!,^ = L"1^. Donc le cocycle de Hôrmander de
(AE[3E,L,J^) est l'image réciproque par L du cocycle de Hôrmander de
(^J^^^f^)' Compte tenu de la fonctorialité par image réciproque (cf. § I) :

PROPOSITION 4.3.

^(E,L) = L-^E)
M(E,L) = L*M(E)
ind^ = indo o L.

Si (E,o) est muni de deux sous-fibrés lagrangiens L^ et L^, soit L^L^
2

l'application de X dans AE définie par
2

X 9 x -^ LiL^M = (L2(x), Li(x))eAE.

(E,LI,L^) est l'image réciproque par L^L^ de (^,^^,^2) e^ Pâ1' L^ de
(AEBE.Li,^), donc

THÉORÈME 4.1. —

^(E,Li,L;,) = ^^^"'^(E) = L^^E.Li)
M(E,L^,L2) = (L,L^*M(E) = L^M(E,L,)

ind^^L^ = ^^o 0 (LiL^) = ind^ 0 L^.

Du rôle universel de ^(E) on déduit aisément que

M(E,L,,L2) == - M(E,L,,L,)

et que M(E,L^,L^) = 0 si L^ et L^ sont homotopes parmi les sous-fibrés
lagrangiens. Enfin il résulte du théorème 4.1. que ind^ ° L = 0.

PROPOSITION 4.4. — Si L et \J sont deux sous-fibrés lagrangiens de E,
M(E,L) == M(E,L') si et seulement si M(E,L,L') = 0.
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^(E,L) et ^(E,L') étant des Z-revêtements principaux sont caractéri-
sés par les indices ind^ et ind^'. La proposition 4.4. est donc une
conséquence de :

PROPOSITION 4.5. — ind^ — ind^' = indu; ° P pour tout lacet de A(E).

Démonstration. — Soit y e n ^ A E . Comme y et L'(p(y)) se projettent
dans n^X sur p ( y ) il existe ren^A(E^) tel que y ^ L'(p(y)).i(r).

Donc ind^' y = ind F, ind^ y = ind^ p(y) + ind r

soit ind^ y — ind^ y = ind^' p(y) C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. — Si n^X est fini, M(E,L) est indépendante du sous-fibre
lagrangien choisi.

En effet ind^ y = 0 pour tout couple (L,L/) et tout y e n ^ X . Dans ce
cas on a une application naturelle ind : n^AE -> Z. C'est en particulier ce
qui se passe si X est réduit à un point. E est alors un espace vectoriel
symplectique, ind est un isomorphisme de n^AE sur Z, et M(E) est la
classe du revêtement universel de E [3^?]. Par contre l'indice des chemins
dépend de L. On-continuera à le noter indL.

COROLLAIRE 2. — Pour tout triple LL'L" de sous-fibres lagrangiens de E

(i) ind^L' + ind^ L — md^" = 0 pour tout lacet de X.

(ii) M(E,L,L') + N^E^L") - M(E,L,L") = 0.

Démonstration. — (i) et (ii) sont équivalents. Sous la forme (ii) ce résultat a
été donné dans [3b~\. On le déduit ici de la proposition 4.5 appliquée à L'^o) :
pour a e TC^X.

COROLLAIRE 3. — Si E possède un sous-fibre lagrangien L^,

indo (Vi x y^) = ind^Yi - ind^
2

pour tout lacet y^ x y^ de ÀE.

Démonstration. — Soit L par abus de notation le sous-fibre lagrangien
2 2

(X,n) -> (?i,H,L^ de ê = A(E) B E ^ ÂE.

indo(yi xy^) == ind^^(y^ xy^) = ind^Jyi xy^) + ind^yi xy^) .
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Mais (^',o^i,L) est l'image réciproque par (À,,n) -> n du fibre
AE [x] E -> AE et des sous-fibres lagrangiens ^ et L. Donc

ind^(Yi ><Y2) = ^d^CYz) = - ̂ d^^) = - ind^.

De même ind^ (yi x 72) = ind^ Y i , d'où le résultat.

En particulier ceci implique que si Yi x Y2 est un lacet de (A(n))2,
ind (Yi x y^) = ind Yi - ind 72 •

Les propriétés multiplicatives de la classe de MasIov-Arnold (cf. [5]), se
retrouvent aisément grâce au corollaire 2. Soient (E^X^a^f = 1,2) un fibre
symplectique muni de deux sous-fibres lagrangiens L^ et L[. Soit (E-^X,a)
le fibre symplectique produit :

E = EI x Ê2, X = Xi x X2, <J = pfcTi + P^OÏ

où pi est la projection de E sur E^. N = L^ x L^ et N' = L\ x L^ sont
deux sous-fibres lagrangiens de E.

PROPOSITION 4.6. — Pour tout lacet y^ x y^ J^ X^ x X2,

ind^N'Yi x Y2 = ^L^VI + "^L^-

COROLLAIRE. — Si (Ef,<7,)(ï= 1,2) sont deux fibres symplectiques de même
base X, (L^L^) deux sous-fibres lagrangiens de E^,

N = LiB L2, N' = H B L'2

sont deux fibres lagrangiens de E = E^ [H] E^ ^t pour tout /ac^t y de X,

indNN' Y = i"dLiLi Y + IH^L^ Y •

Démonstration. — En prenant l'image réciproque des données par
Yi x Y2 (resp. y) la démonstration de la proposition (resp. du corollaire) se
ramène à celle du corollaire dans le cas particulier où la base est S1 et le lacet
considéré l'application identique de S1 notée Id.

Soit N" le sous-fibre lagrangien L\ @ L^.

ind^N Id = indNN Id -h ind^ N Id.

Reste à calculer ind^N'Id. Un calcul analogue donnerait ind^-Nid. On
considère E^ [x] L^ = F. Cest un sous-fibre involutif d'orthogonal
F0 = 0 B L2. F contient N et N". Pour calculer ind^N Id on peut donc
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utiliser le fibre réduit F/F0 qui est isomorphe au fibre symplectique (Ei,<7i).
Les images de N et N" étant isomorphes à L^ et L\,

ind^N" Id = ind^ L Id. C.Q.F.D.

THÉORÈME 4.2. :
2

(i) Le fibre principal e^(E) est un Z-revêtement connexe de AE. M(E)
^st ÛÎOMC MM^ c/û55^ de cohomologie entière toujours non triviale.

(ii) n^(E) = TI^AE.
2

(iii) TI^AE = TI^AE x Z.

Ce théorème est un cas particulier du théorème suivant :

THÉORÈME 4.3. — Si (E,a) est un fibre symplectique muni d'un sous-fibre
lagrangien L :

(i) Le fibre principal e^(E,L) est un Z-revêtement de AE, connexe.

(ii) 7ii^(E,L) = TiiX.

(iii) TC^AE = TC^X x Z.

Le théorème 4.2 s'obtient en appliquant le théorème 4.3 au fibre
symplectique AE B E -> AE et au sous-fibre lagrangien ^ : À- -> X x X .

Démonstration du théorème 4.3. — Soit X G X . A(E) a pour fibre en x la
grassmanienne symplectique de l'espace vectoriel symplectique (E^,a^). Si [i
est un lagrangien quelconque de E^ et [i le sous-fibre lagrangien de
A(EJ x E^ -> A(EJ : À- -^ X x p, j^ la restriction de J^ à A(E^), la
classe de MasIov-Arnold associée à ^\ et jl est indépendante de ^.

Considérons la fibration : A(EJ»-^ A(E)>»—> X. Par image réciproque
par i de (A(E) x E -> A(E),J^,L) oh obtient (A(E^)x E^^). Donc
^(E,L) a pour image réciproque par i ^(E^,L^) et ind = ind^ ° i sur
TtiA(E^). Donc ind^ : 7TiA(E) -^ Z est surjective et i : n^A(E^) -> TI^A(E)
injective. Comme A(E^) est connexe, de la suite exacte d'homotopie de
AE -> X on déduit :

(1) 0 -> TiiA(E^) ——>- 7CiA(E) -^ Tï^X -^ 0.
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Soit F : 7CiA(E) -> n^X x Z F ^ (p, indj. De (1) et de l'injectivité de ind
on déduit que F est (un homéomorphisme de groupes) injectif. D'autre part
si (a,n)en^X x Z et si F = L^.f^ind)"1^)), p(F) = a et ind^ ° F = n
car indL ° L = 0. Donc F est surjectif. C'est donc un isomorphisme. Donc
Tt^AE = TT^X X Z.

De la suite d'homotopie de ^(E,L) -> AE on tire alors :

0 -^ 7Ti,jr(E,L) -> 7iiAE -"̂  Z -^ 7io^(E,L) -^ 0

car AE est connexe. Comme ind^ est surjectif, KQ^(E,L) = 0. Donc
^(E,L) est un revêtement Z-principal connexe de AE. Donc M(E,L) ^ 0.

Enfin on a le diagramme commutatif suivant :

indi
0 ——> TC^(E,L) ——> 7iiAE ——-^ Z -^ 0IF i.

Pr20 ——> n,X ———> n,X x Z ——> Z -> 0

pr^ est la deuxième projection, Id l'identité de Z; F étant un isomorphisme
il en résulte que F|TI^(E,L) est un isomorphisme sur T T ^ X . C.Q.F.D.

On peut effectuer des constructions analogues en partant de l'espace des
repères symplectiques E(Sp(n)) (ou d'une de ses réductions E(U(n)) au lieu de

2 2

A(E). E(Sp(n)) (resp. E(U(n))) désigne le carré fibre
2 2

[g] E(Sp(^î)) (resp. [x] E(U(n))).

On n'envisage que le cas de Sp(n), celui de U(n) se traitant pareillement.
2 2

H(Sp(n)) E E ̂  H(Sp(^)) est un fibre symplectique muni naturellement
de deux sous-fibres lagrangiens :

S, :{z^) -^ (z^z^-1^*)

^2 :(^2) ^ (Zi^^l"1^*)

(Si zeE(Sp(n)) ,z est un isomorphisme symplectique de (E^cLç) (oùx=pz)
sur R" © R"* muni de la structure symplectique canonique).

On note ^(E), M(E), indo respectivement le fibre, la classe, l'indice
2

associés à J^i et ^2- M(E) e Hl(E(Sp(n)),Z). ^ désignant l'involution
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2

naturelle de E(Sp(n)), indo 0 , /= — indo sur les chemins d'extrémité hors
du contour apparent et sur les lacets.

Si E est muni d'un sous-fibre lagrangien L, on notera ^JE) le fibre de
MasIov-Arnold associé au fibre symplectique E(Sp(n)) [E] E -> E(Sp(n)) et
aux sous-fibres lagrangiens L : z -> z x Lp^ et S : z -> z x z^P"*,
ML(E) et ind^ les indices correspondants.

On peut enfin mélanger les deux points de vue et considérer le fibre
symplectique E(Sp(n)) B A(E) [x] E -> E(Sp(n))E A(E) et les sous-fibres
lagrangiens (z,^) -> (z^X) et (z,À) -> (z,^"1^*). On construit ainsi un
fibre de MasIov-Arnold, une classe et un indice.

Soit / le morphisme de fibres sur X de E(Sp(n)) dans A(E) défini par
z -»• z^R^*, F son carré fibre, F^ le morphisme de E(Sp(»)) B A(E) dans
AE : (z,^) -> (z"^"*^) et L, par abus de notation, le morphisme de
E(Sp(n)) dans E(Sp(n)) B A(E) défini par z -> (Z,L^)). En utilisant les

propriétés fonçtorielles relatives à l'image réciproque, on prouve

PROPOSITION 4.7. —

^(E) = F-^^E))
^(E(Sp(n)) x A(E)) = Fi-^E)
^L(E) = L-l^(E(Sp(n) x A(E))
^(E) =/-1^(E,L).

Ceci se traduit par des relations analogues sur les classes et les indices. En
particulier :

indo = indo ° F.
ind^ = ind^ 0/.

2

Sur A(E), on peut construire un fibre, une classe, un indice de Masiov
universels, module g, notés respectivement ^(E,^), M(E,q), ind^.

^(E,^) = J^(E)/qZ ; indo = pq ° indo.
2

On peut procéder de même sur E(Sp(n)).
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CHAPITRE III

INDICE DE MASLOV-ARNOLD-LERAY
D'UN FIBRE ^-SYMPLECTIQUE

1. 2 -̂orientation symplectique.

DÉFINITION 1.1. — On appelle grassmannienne 2-symplectique du fibre
symplectique (E,o), A^E) = E(Sp(n))/SStn. Une 2-orientation de E est une
section du fibre A^E —> X.

A^E est un revêtement à deux feuillets de AE.

Soit h- une structure hermitienne subordonnée à a, L un sous-fibre
lagrangiende E. Pour tout x e X , L^ est une forme réelle et h\^ une forme
quadratique définie positive, h définit une U(n)-réduction de E(Sp(n)) et L
définit une 0(n)-réduction de E(U(n)). D'après un théorème d'Ehresmann,
l'existence d'une section de E(U(n))/SO(n) ^ A^E est équivalente à Fexisten-
ce d'une S0(n)-réductioni de E(U(n)) on a donc prouvé :

PROPOSITION 1.1. — (E,a) possède une 2-orientation symplectique si, et
seulement si, E possède un sous-fibre lagrangien orientable (au sens euclidien).

DÉFINITION 1.2. - Munir F espace fibre symplectique (E,CT) d'une géomé-
trie q-symplectique, c'est se donner un Spq(n)-élargissement du groupe
structural Sp(n) de E. On dit alors que (E,a) est un fibre q-symplectique.

Remarque. — II n'existe pas forcément de géométrie ^-symplectique sur
E. Il y a des conditions topologiques à remplir [7]. D'autre part deux
géométries ç-symplectiques ne sont pas en général isomorphes. Cependant
pour les géométries ^-symplectiques introduites on aura des conditions
simples d'isomorphisme.

Si (E,a,<rt est un fibre ^-symplectique, de fibre principal associé
^Sp^)), on définit :

A^(E)=E(Sp,(n))/SStn.
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DÉFINITION 1.3. — A^(E) est la grassmannienne 2q-symplectique, un
élément de A^(E) est un 2q-lagrangien. Une section globale de A^(E) est
une 2q-orientation. Si L^ est une section de A^(E) se projetant sur le sous-
fibre lagrangien L de E, on dit que L est 2q-orientable et que L^ est une 2q-
orientation de L.

Compte tenu de la proposition 1.1, cette définition est compatible avec la
notion usuelle d'orientation.

DÉFINITION 1.4. — Un fibre symplectique est q-orientable si, et seulement
si :

(i) on peut le munir d'une géométrie q-symplectique.

(ii) A^(E) possède une section globale.

Si (E,o) est ^-orientable, (E,a) est ^'-orientable pour q\ 1 ̂  q' ^ q.
En particulier (E,a) possède un sous-fibre lagrangien orientable et on peut

réduire à SSt(n) le groupe structural Sp(n) de E.

Réciproquement si E possède un sous-fibre lagrangien orientable,
E(Sp(n)) peut être réduit à SSt(n). Mais SSt(n) étant un sous-groupe de
Spoo(n) on peut élargir le groupe structural de E à Sp^(n).

Soit LQO : X -> Aoo(E) l'application qui à x associe la classe de
L(SSt(?î)) dans le quotient de E(Spoo(n)) par SSt(n). L^ est une oo-
orientation relevant la 2-orientation L.

THÉORÈME 1.1. — (i) Soit (E,a) un fibre symplectique. A tout sous-fibre
lagrangien orientable L est associé naturellement une géométrie oo-
symplectique défibré principal noté E(Spoo(n),L) dans laquelle L possède une
oo -orientation naturelle.

(ii) Si (E,CT,^) est un fibre q-symplectique possédant une Iq-orientation
L^, le fibre principal E(Spq(n)) est naturellement isomorphe à

E(Sp,(n),L)A?Z.

Un fibre symplectique est donc oo-orientable si et seulement si il possède
un sous-fibre lagrangien orientable.

Soit p la projection A^JE) -> A(E) et p encore, son carré fibre :
2 2

A^(E)-^ÀE. L'image réciproque par p du fibre symplectique
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2 22. 1

A E B ->- AE et des sous-fibres lagrangiens J^ et J^ permet de définir
un fibre (resp. une classe, un indice) de MasIov-Arnold noté ^24 (E) (^sp.
M^(E), Ind^)

M^^^eH^A^E),^.

Si E possède un sous-fibre lagrangien L, l'image réciproque par p du
fibre symplectique AEE E -> AE et des sous-fibres lagrangiens L et ^
permet de construire un fibre, une classe, un indice de MasIov-Arnold notés
respectivement J^-^(E), M2^(E), md^. Si L est 2^-orientable et L^
une 2g-orientation de L on les notera respectivement : M^ (E), M^ (E),
Ind, .

2<?

Ind^ = in^L ° P

Si L^ est le morphisme de fibres sur X défini pour tout ̂  ^ A2g(E). P^
^Iq^lq) = ^2q x (^2q ° P^2q)) '•

Ind^ = Indi, ° L^.

2

THÉORÈME 1.2. - (i) Indjg envoie n^A^ sur 2qZ (resp. 0 si
q = + oo).

(ii) Ind^ (??wo^ ^lA^^E sur 2qZ (resp. 0 si q = + oo).

Démonstration. — (i) Considérons la fibration

A2,(n) ——. À2,(E) ——. A2,(E)
rl^2q(E) = ^2^"). flbré ̂  MasIov-Arnold naturel de A^^n) (cf. 11.3).
Donc Ind^ o i = Ind^.

Comme Ind^ est un isomorphisme de 7i^A^(n) sur 2qZ,
2

i : n,\^(n) -^ n,A^(E)

est injectif. A^(n) étant connexe on a donc la suite exacte
2

(1) 0 ^ ^iA2,(n)-^ TTiA^^E) ^ TiiA^^E) -> 0.

Soit À2, : A^^E) -^ À2,(E), ^ -* ^2, x ̂ .
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2

De la suite exacte (1) il résulte que pour tout y e n^\^E il existe
F en^\^(n} tel que

y=(A^°p(y ) ) . i ( r ) .
Donc înd^y = (Indj, ° A^My) + Ind^ F.

Or A^e^^E) est trivial, les sous-fibres lagrangiens 0^1 et ^^

coïncidant sur la diagonale de A^E. Donc
2

Indi, ° À2, = 0 et h^TiiA^E) = Ind^ 7riA^(n) = 2^Z.

C.Q.F.D.

(ii) Considérons la fibration

Â2,(") -^ A^(E) ^ X ;

la démonstration est analogue, L^ jouant le rôle de A^.

COROLLAIRE. - Si L^q, L'2g 5onî J^MX Iq-orientations de (E,CT,^) relevant
L ^ L' respectivement, l'indice de Masiov modulo 2q, ind^[' est nul sur les

lacets.

Démonstration. — De la relation Ind^ = indL ° p et de la proposition
11.4.5. on déduit que Ind^ — Ind^' = ind^ ° p, d'où le résultat.

THÉORÈME 1.3. — Soit (E,a,^) un fibre q-symplectique possédant une 2q-
orientation L^o. (1 ^ q ^ + oo). Un sous-fibre lagrangien L' de E estîq-
orientable si, et seulement si, tout lacet de X a un indice de Masiov relatif à
(E,L,L') nul si q = + 0 0 , nul modulo 2q si 1 < q < + oo.

Démonstration. — Compte tenu du corollaire précédent, il ne reste à
prouver que la réciproque. On se limite au cas q = + oo, les autres cas s'en
déduisant.

Pour ceci on va prouver que £/ :

A,(E) -^ME)'^^
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se relève en une application ^£' de A^(E) dans A^(E) telle que le
diagramme suivant soit commutatif :

II suffira alors de poser L^ = J^'o L^.

Soit y^ un lacet de A^(E) d'origine \^. L'(y^) est un lacet de A(E)
d'origine T() = L'^o) où XQ = p(^oo)- Soit T^ une oo-orientation de TQ.
A^(E) étant un Z-revêtement de AE, L'(y^) se relève en un unique chemin
C^, issu de T^ et d'extrémité T'̂  qui est une oo-orientation de T(). A^(E^)
étant connexe il existe un chemin F de A^(E^) reliant T^ à T^ .

C^.r"1 est un lacet de A^(E); p(C^) et p(F) étant des lacets de A(E)
on a la suite d'égalités

0 = Ind^(C,.r-1) = ind^(CJ - ind^F).

Mais p(CJ = L' °p(yJ. Donc indLp(CJ = ind^ p(yj = 0. Comme
p(r) est un lacet de A(E^)

0 = indLp(r) == indp(r).

ind étant injectif il en résulte que p(F) est homotope à 0 et donc que
T'̂  = T^ ce qui assure que L'(y^) se relève en un lacet de A^(E).

Soit b^ un point de A^(E) et B^ une oo-orientation de L\b^). Soit
^ e A^(E). Il résulte de ce qui précède que tous les chemins reliant b^ à
^ ont une image par L/ dont le relevé d'origine B^ a une extrémité qui ne
dépend que de X^ et que l'on note ̂ '(^J. ?i^ ->^(?i^) est l'application
cherchée.

COROLLAIRE 1. - Si L est un sous-fibre lagrangien de (E,a,^), L estiq-
orientable si, et seulement si, Ind^ ^ ^5r nM^ modulo 2q sur les lacets de A^(E).

Démonstration. — (1) Si L est 2<î-orientable Ind^ = IndL29 Q111 est ï111!
modulo 2^.

(2) Réciproquement, Ind^ ̂  est l'indice de Masiov relatif aux sous-fïbrés
lagrangiens L : \^ -^ \^ x L(p(k^)) et ^ : ̂  -^ ̂  x À, qui est 2<î-
orientable. L est donc 2^-orientable. Soit L^ une 2^-orientation de L. Il
reste à prouver que £^(^2-3) ne dépend que de pÇ^^q) = x- ^r 1-2^(^24) est»
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pour tout À,^eA^(E^), une 2^-orientation de L(x). Comme A^(EJ est
connexe, L^(A^(E^)) est réduit à un point. CQFD.

COROLLAIRE 2. — Soit (E,CT) un fibre symplectique. Les géométries q-
symplectiques associées à deux sous-fibres lagrangiens orientables sont isomor-
phes si, et seulement si, l'indice de Masiov relatif à ces sous-fibres de tout lacet de
X est nul modulo 2q (resp. nul si q = + oo).

Démonstration. — E(Sp^(n),L) et E(Sp^(n),L') sont isomorphes si, et
seulement si, on peut plonger L'(SSt(n)) dans E(Sp^(n),L), c'est-à-dire si, et
seulement si, L' définit une SSt(^) réduction de E(Spg(n),L), ce qui revient
à dire que L' est 2^-orientable dans la géométrie E(Sp^(n),L) ce qui, d'après
le théorème, a lieu si, et seulement si, ind^'(TiiX) = 0. C.Q.F.D.

Considérons alors l'espace H^X.A^E) des sections globales de A^E. La
relation L ^ L' si, et seulement si, ind^['(7iiX) = 0 est une relation
d'équivalence d'après la proposition 11.4.5. Soit H°(X,A2,E)/ind29 l'ensemble
quotient et H1 (X,Spg(^)) le premier groupe de cohomologie non abélienne de
X à coefficients dans Spq(n). Le corollaire 2 signifie qu'on a la factorisation
suivante de l'application s , qui, à L, associe la classe d'isomorphisme
de E(Sp,(n),L),

H°(X,A2E) ̂  HWp^n))

^
H°(X,A2E)/ind^

s^ étant injective.

Remarque. — L'inclusion de SStn dans Sp^(n) est homotope à 0. lien
résulte que n^E(Spq(n)) = TtiA^(E). D'autre part ¥q désignant l'applica-
tion naturelle de E(Sp^(n)) dans A^(E) définie par Zq-^z^A^q (A^ est
une 2^-orientation (fixée) de R"*, L un sous-fibre lagrangien de E, les
indices Ind^ et Ind2q,L sur E(SP^(")) et A^(E) sont reliés par la relation

iS^L = Ind2<^,L O F -

Si ^2<?L(E) désigne le fibre de Masiov construit sur E(Sp^^)) à partir des
sous-fibres lagrangiens Zy -^ z^A^y et Zq -> Lop(z^), on déduit de la suite
exacte d'homotopie et du théorème précédent que L est 2^-orientable si, et
seulement si, TCoJ^i^E) = Z^, c'est-à-dire si, et seulement si, M^^E) a 2q
composantes connexes distinctes.
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Exemple. — Soit \|/ : X -> T*M une immersion lagrangienne ; si M est
orientée, le fibre vertical VT^M —> T*M est orienté et on considère la
géométrie oo-symplectique associée. E = vl^n^M est alors un fibre oo-
symplectique muni d'une oo-orientation ̂  de i^ = vl/'^^M. On dit que
\}/ est 2^-orientable si TX, considéré comme sous-fibre lagrangien de E,
est 2^-orientable.

COROLLAIRE 3. — L'immersion lagrangienne v|/ est Iq-orientable si, et
seulement si, l'indice de MasIov-Arnold de ses lacets est un multiple de 2q.

En particulier, si on prend q = 1, la condition ne porte plus que sur X.
L'indice de MasIov-Arnold de v|/ est pair si, et seulement si, X est orientable.
Dans le cas où M = R", ce résultat est dû à Souriau [lia].

2. Indice de MasIov-Arnold-Leray.

Soit (E,a,^) un fibre ̂ -symplectique muni de deux 2^-orientations L^ et
L^ se projetant sur les sous-fibres lagrangiens L et L'. L'indice de tout
lacet de X est nul modulo 2q : mdii'(n^X) = 0. Il existe donc (cf. 1.2) une
application M^ ^ de X2 dans Z^ continue sur. Xp x Xp telle que
mdit'y = ML L (ï(0), y(l)) pour tout chemin y de X. Soit X& une
composante connexe de Xp ; il existe une unique application m^ ^ de X
dans Z^q nulle sur X&, continue sur Xp telle que

WL^M = ^L^^o) ^0 e x^ •

2
En particulier \^(E) est muni de deux 2^-orientations naturelles Ji^ et

^2 '' ^1 (^2^2 q)= (^2q^2q^2q) ^ ^2^2q^2q) = (^2q^2q^2q) ' Ceci permet

de définir une application notée M^ de À2^(E) x À2q(E) dans Z^
2 2 2

continue sur A. JE) x A. JE) où A^(E), complémentaire du contour
0 0 0

apparent, est l'ouvert des paires de 2^-lagrangiens transverses.
2

Pour poursuivre il faut choisir une composante connexe de A^(E). Soit

^^ l'ouvert de A^(E) E A(E) formé des couples (a^yb) où a^q est une
2^-orientation d'un lagrangien a et b un lagrangien transverse à a. Soit
(e^) une base de a et (^) l'unique base de b telle que oÇe^e'j) = ô^. On
dit que (e^) est la base de b associée à (e^). Soit (è^) une autre base de a,
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P la matrice de changement de base. La matrice de changement de base de
(e^) à (è^) base associée à (e^) est ^P"1. Pour tout couple ((^^),(^)) de
bases associées, on considère le chemin C(^,^.) où C(e^ej)(t) est le
lagrangien engendré par

/ n . n \e,. cos — t — e,. sin — t .
\ * 2 2 /

Toute composante connexe de GL(n,R) contenant une matrice orthogonale,
les chemins C(e^e^) sont homotopes. Les extrémités de leurs relèvements
dans A^(E) d'origine a^ coïncident donc. Soit b^ cette extrémité. On
définit une application Q^ : ̂  -> A^(E) en posant Q^(a^yb) = ̂  qui

- i -
est une 2^-orientation de b. Soit Q^ : ^24 ^>/v2q(E) l'application définie

P^ Q2,(^2^)=(^Q2,(^^))-

En adaptant le raisonnement de la proposition 11.4.1 on prouve que ^^ est
2 2

connexe par arcs. A. (E) étant un revêtement de AE, Q^o es^ un
o o

2

homéomorphisme de ^a sur une composante connexe de A^ (E). On
2

désigne par m^ l'application de A^E dans Z^ définie par

^2q(^2q^2q) = ̂ Iq^îq^lq^lq^lq^)) •

DÉFINITION 2.1. — m^ ^sr rindice de MasIov-Arnold-Leray du fibre q-
symplectique (E,cr,^).

PROPOSITION 2.1. — (i) m^ ne dépend pas du couple (a^yb) choisi.
2

(ii) m^ est continue sur A^ .(E).

2

(iii) po^r ÎOKÎ chemin y ^ A2^(E) d'extrémité dans C^C^q)

Ind^(y) = m,,(Y(0)) (mod. 2q)
2 2

PROPOSITION 2.2. — (i) M^ est continue sur A^(E) x A^^(E).

(ii) 5i u est un isomorphisme q-symplectique de (E,a,^) sur (E',a',<^)
M*M^ = M,,.
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(iii) M2,(^2<r^2,) = - M^^^T^,)
+ dim ( T U A - ) - dim (r' n X').

(iv) M^^A^,) + M^(^^2^2^^)
- ̂ (^^^^A) = 0.

Ces propositions découlent des définitions et de la proposition 11.4.2. Si
q = 4- oo on notera M^ et m^ respectivement M et m.

Si E(Sp,(n)) désigne le fibre principal de (E,a,^) on peut de même
construire un indice de MasIov-Arnold-Leray m^ sur le carré fibre

E(Sp^n)) : le fibre <?-symplectique E(Sp^(n)) B E est muni de deux 2q-
orientations

^i ^(Vg) ^ (y^A^) et ^2 :(z,,z,) ^ (z^z^A^)

où Â2^ est une 2^-orientation fixée de A = R"*. On a de même une
2 2

application M^ : E(Sp,(n)) x E(Sp,(M)) ̂  Z^,.

Si E possède une 2^-orientation L^ des considérations du même ordre
peuvent être faites : le fibre

A^(E) E E -. Â2,(E) (resp. E(Sp,(n)) B E ^ E(Sp,(^)))

est muni de deux 2^-orientations

t-2, : ^2, ^ ^2, x L2,(p(^2,)) et ^ : ̂ , -> ?4, x ^2,.
(resp. L2^ : z^ -^ z^ x L^{p(z^)), ^ : z^ -> z^ x z^A^) ce qui permet
de construire un indice de MasIov-Arnold-Leray noté m^ (resp. m^ ) et
une application M^ (resp. M ^ ) .

2

Soit (F^ (resp. F^) le morphisme de fibres sur X défini par
F^(z^) = z^A^ (resp. son carré fibre). La fonctorialité des constructions
entraîne les relations suivantes :

M^, = M,, o (F,,F,)
M^ =ML^O(F^)
M^ = M ^ o L ^

^A = M^ ° (L^)2 = M2. ° ((L2,L'^))2

(où L^L^ est rapplication x -> (L'^(x\L^(x))).

Choisissant de façon naturelle à partir de Q(^) les différentes
composantes connexes sur lesquelles les indices de MasIov-Arnold-Leray
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sont nuls on a les relations analogues :
m^ = ^q ° F<p ̂  = m^ o F,,,
^ = m ^ o L . ^
m^ = m^ ° L2. = ^2, ° (L^).

On peut enfin construire un indice mixte en considérant le fibre q-
symplectique E(Sp,(n)) Q A^E) B E - E(Sp^)) @ A^E) muni des 2^-
onentations (z^) -. (z^,^) et (z,,^) - (^^^A,,). On
construit ainsi un indice de MasIov-Arnold-Leray mixte w^. Si F^ est
l'application à valeurs dans A^^E) définie par

¥q(zq^2q) = (Zq ^Iq^lq) . ̂  = W^ ° F^ .

La fonctorialité par rapport au groupe se traduit par la relation suivante :
si q' ^ q et si on note (À^,,T^,) les projections dans A.(E) des 2^-
lagrangiens (k^iq)

m2^(^2^2^) = ^qC^îq^îq) (lÏlOd. lq'} .

En particulier m^(^,T^) = m(^^J (mod. 2ç); on n'effectuera donc les
démonstrations ultérieures que pour m et M, les égalités étant alors à lire
dans Z. ,

PROPOSITION 2.3. - (i) a) Si (^2q) est une paire transverse,
^qC^iq^q) = 0 5i et seulement si ^ = Q^iq^')'

b) ^qW^iq^^iq) = n (mod 2q) où In est le rang de E.

(ii) Si (z^) sont deux q-repères en x , et si (k^iq) est une paire
transverse, m^z^z^z^z^) = m^^).

(iii) pour toute paire (^q^iq) ''

^q^iq^iq} + ^qC^iq^iq) = " + dim ('k n ^) (modulo 2q).

Démonstration :

(i) a) découle de la définition, (ii) de la continuité de m^ sur A^ (E).

Compte tenu des propriétés de M,

^oo^o) + m(^J
== Mpi^,û^J + M(b^a^^) + dim(?i n ^/)
== m(b^a^) + dim (?i n À<')

°ù ^oo = Q(^oo^). Donc (iii) découle de (i) fc .
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(i) b) Signifie que M(^,^,?^,?i'J = n où À/,, = Q(À^,À,) ; soit (e^)
une base de X, ( .̂) la base de X' associée et y le chemin C{e^e'^.

M(^,^,^'J = Ind^r, = indo(y-1 x y)

où F ̂  est le relevé de F = y"1 x y d'origine (^oo^oo) qui, par construc-
tion, a pour extrémité (À^,X'^). Soit v le lagrangien engendré par (e^-\-e[).
Le chemin T : t -> T(t) x v est un relèvement de F dans le fibre J^(^)

2 2
(^ = ( A E B E -^ÀE)).

Il en résulte que

soit
indo F == D(F(1)) - D(F(0)) = i(^v^) - f(^,v,?i)

indo r = n — 2f(^',v,^).

De la relation e\ - v, + e* = 0 il résulte que i(^,v,^) = 0 ce qui achève la
démonstration.

Le lemme suivant va permettre de définir une action naturelle de K^\(n)
dans À2,(E).

LEMME. — Soit X = G/H un espace homogène, G étant connexe. Soient
G oo et XQO respectivement les revêtements universels de G et X. L'action

naturelle de G^ dans X^ commute à Faction de n^X.

Autrement dit G^ se représente comme groupe d'isomorphisme du n^X-
fibré principal X^ -> X.

Démonstration du lemme. — C'est une adaptation de la démonstration
prouvant que n i G est commutatif.

Soit XoCX le point de base de X. x (resp. g) est un chemin de X (resp. G)
d'origine x (resp. g) et d'extrémité XQ (resp. e élément neutre de G), x^
(resp. ôU est la classe d'homotopie de x (resp. g). Soit F le chemin de gx à
x t->g(t)x. g^.x^ est la classe d'homotopie du chemin g . x : t -> g(t)x(t)
qui est homotope à (F.x). D'autre part si a^ e n^X est la classe
d'homotopie du lacet a en XQ, x ^ . a^ est la classe d'homotopie de x. a. Il
résulte de tout ceci que

^oo- (^oo-aoo) = (^•(^•a))oo=(r.(x.a))^ = ((F.x).a)^ = (^oo.xj.a^.
C.Q.F.D.

Pour tout couple (a^oo) e 7tiA(n) x A^(E) on pose

^oo^oo = ^^ao^7 oo (^J-aao)
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où z^ est un repère oo-symplectique en p(^J. Du lemme il résulte que
^oo^oo ne dépend pas de z^ et définit une action à droite de n^A(n) dans
A^(E). Cette action induit une action à droite dans

2

Aoo(E):(^J -^ (^ oo • 0^00^00 • a J
2 2

quiestunsymplectoisomorphismedufibré A^(E) x E -^ A^(E) laissant
invariants J^i et J^. Il en résulte que

M(^oc.a^T^.a^^.a^T^.aJ = M(^/T^.^,T'J.

PROPOSITION 2.4. - (E,CT,^) étant un fibre q-symplectique,

(i) 7TiA(n) û^fr naturellement à droite dans le fibre A^ (E) -> X.
A c(?r^ ûcnon ^5^ associée une représentation naturelle de n^A(n) dans les

î 2

symplectoisomorphismes du fibre A^(E) B E ̂  A^(E) conservant ^^ et
^2 et d0^ M^.

(ii) Si Yi ^r Y^ sont deux éléments de n^A(n),

^q^lqJl^lqyi) = ^Iq^q^lq) + ind^Yi - ind2^^ .

ind24 est Findice, à valeurs dans Z^, de A(n). Si q = 4- oo,

ind24 = ind.

Démonstration. - Reste à prouver (ii). Soit b^ == Q(a^,b)

w(^ooyi^ooY2) = M(?i^Yi,T^y2).À,^,T^) + W(^^,TJ.

Soit x = p(^oo).A^(EJ étant connexe, il existe un chemin F^ = C^ x C'̂
reliant (^^Yi^ooÏ2) à (^^,T^). Comme le lacet C (resp. C) de AE^
projection de C^ (resp. CJ appartient à la classe d'homotopie y\
(resp. Y2) le corollaire 3 de la proposition 11.4.5. permet d'écrire

^coTi^oo^oo^oo) = indo(CxC') = ind Yi - ind Yi .C.Q.F.D.

COROLLAIRE. -^Si p(^)=p^ m^^) = m^^) si et
seulement si À/^ = ̂ q.

3

Notation. - 8m^ désigne l'application de A^(E) dans Z^ définie par
^2,(̂ 2^2,) = ̂ i^iW + m^^) - m^ )̂.
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THÉORÈME 2.1. - (i) 5m^(^,À4^) = n + ^(V,^) (mo^ 2<?),
2

(ii) Z^ restriction de m^ à A^(E) est Punique fonction continue sur

A^(E) à valeurs dans Z^ telle que pour tout triple (^q^iq^iq) de 2<?-
lagrangiens deux à deux transverses,

Sm^^^) = f(UW

Ce théorème généralise aux fibres symplectiques un résultat de J. Leray
[9].

Démonstration. - (ii) résulte de (i) en remarquant que la seule fonction

continue (p surA^(E) à valeurs dans Z^ telle que ô(p = 0 est la fonction
nulle.

Pour prouver (i) on suppose que ^ est transverse à ^' et ^". Le cas
général résultera de ce cas particulier, compte tenu de la propriété de cocycle
de d , en introduisant un 2^-lagrangien ̂  transverse à ^p ^2<p ^2<r

LEMME. - Si (^,X',^/') sont trois lagrangiens en x , ' k étant transverse à ^
et X", il existe une base (e^) de ^ telle que, (é?;) et ( .̂') désignant les bases
de À' et À/' associées à (e^)

e'i - e'i = p,̂  où p.eR.

En effet, si (e^) est une base de À, (^;) et (e;.') les bases associées de V et
X", e\ — e'[ = A^€^ où (A^.) est une forme quadratique. Si P est une
matrice orthogonale diagonalisant A, e^ = P,/?^ répond à la question.

(9w(^,À/^,À/^) ne dépendant que de ^, ^/, \" d'après la proposition 2.4. (i),
on peut supposer que ^ = Q(^,?i), ^ = Q(?i^,r), 3m(?i^,^,^) se
réduit alors à m(^,X^). Soit r le chemin CÇe^). Le relèvement F^ de
F d'origine ̂  a pour extrémité ^.r-1 x ^ reliant (^,À^) à (À,^,^)
qui appartient à Q(^),

w(^oo^) = Ind^(r-1 x^) = - Ind^(rx^) == Ind,T.

Soit v le lagrangien engendré par (v, = e\ + a,e^ où û, = 1 si p, = 0,
a, = p, si p, > 0, a, = - 2p, si p^ < 0. v est transverse à X" et à T(t)
donc l'application constante v" est un relèvement de F dans JS?(<?). lien
résulte que

'̂oo^) = d(r^) - d(^\v^)

ce qui s'écrit encore m(^^) = d ^ ^ ' y ) - d(v,^).
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Or - dW^) = f(v,^) et de la relation v, - e\ - a,è^ = 0 il résulte
que f(v,À/,?i) == n ce qui achève la démonstration.

2

Soit m^ l'application de A^(E) dans Z^ définie par

^2^2^) = " + dim(?inr) - 2m^(^,^)
2

w^ est antisymétrique, continue sur A^(E).

COROLLAIRE 1. - ëm^^^) = a(U'^').
2

Pour l'indice de MasIov-Arnold-Leray de E(Sp^(n)) et l'indice mixte sur
Ë^P^n)) B A2^(E) on a un résultat analogue au théorème 2.1. Soit a (resp.
i, resp. d) par abus de notation l'application définie sur E(Sp(n)) en posant
^i^^s)= ^(^r1 A^'A^-^)

(resp. i(z^z^z^) = ^(zi-^^^^^)

resp. d(z^^z^) -.= diz^^z^^z^A)) où A = R"*.

THÉORÈME 2.1'. - (i) âm^(z,,z^') = n + ^(z",z',z),
^ 2

(ii) w^ a pour restriction à E'(Spq(n)) l'unique fonction continue à valeurs
dans Z^ r^/^ <^M^ ôm^ = f . °

2

-^Sp^)) est l'espace des couples de repères en un même point (z^z^) tels
que z^A n z^^ = 0.

2

Sur E(Sp(^)) B A(E) on définit a en posant

a(z^z^) = c^z^A^A,^).

On définit de même i et d .

THÉORÈME 2.1". - m^(z^) + m,(z^) - m,(z^) = n + ^(^z',z).

Êx^mp/^s.

1. Soit v|/ : X -)- M une immersion lagrangienne orientée dans
une variété symplectique (M,a). Soit E = vT'TM. X étant orientée
E est munie d'une structure oo-symplectique canonique définie par TX,
de fibre principal E(Sp^(n),TX). On peut donc construire un indice
de MasIov-Arnold-Leray m^ (resp, m^) sur E^(Sp,(n),TX) {resp. A^ xH
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où T^X est rorientatoon oo-symplectique canonique de TX
et A^E = E(Sp,(n),TX)/SStn} m^(zj = ^(z^A^T^X) (resp.
^(^oo) = ^^oo^oo^)'^ (resp. m^) est l'indice de MasIov-Arnold-Leray de
l'immersion lagrangienne orientée v|/ : X -> M.

2. Soit v|/ :X -> M une immersion'iagrangienne dans une variété (M,cr)
oo-symplectique. (C'est-à-dire que le fibre (TM,cr) est oo-symplectique).

E = vl/^TM est un fibre oo-symplectique. On dit que v|/ est 2^-orientée si
TX considéré comme sous-fïbré lagrangien de E est 2^-orientable (ce qui
implique que X est orientée). On peut construire sur E^ x^PiqW) (resp.
A-r^x(E)) où T^X est une 2<î-orientation de TX, une application w29

(resp. m^) à valeurs dans Z^.

^2,) = ̂ 2^2, J2.X) (resp. m ,̂) = m^^T^X)).
m^ et m^ s'appellent indice de MasIov-Arnold-Leray de l'immersion
lagrangienne 2^-orientée v|/. Changer d'orientation de TX revient à ajouter
une constante.

3. Soit v|/ : X -> T*M une immersion lagrangienne dans le fibre cotan-
gent d'une variété orientée M. On munit T*M de la structure oo-
symplectique définie par VT*M. Si X est orientée, les géométries oo-
symplectiques de E = vl/^TT*]^ associée à ^ = vl/'^VT*]^ et à TX
sont isomorphes si et seulement si l'indice de MasIov-Arnold des lacets de X,
ind^ est nul. Les indices de MasIov-Arnold-Leray construits par l'un ou
l'autre procédé ci-dessus coïncident alors. De plus, soit D le diviseur de
Masiov de (E,TX,Y^), et ^ : X2 -> Z l'application correspondante.
Soit XQ e XD ; choisissons l'orientation de i^ de façon que
^(^oo^oKl'ao^o)) = 0 et définissons ^ : X -^ Z, ^(x) = ̂ (^o)-
Alors

^ = m " (T^X-TJ = m^ ° ̂ ^.

Dans le cas où M = R" les indices construits sont ceux utilisés dans [9].

3. Interprétation cohomologique.

Soit K^(X) le sous-ensemble ouvert de A^^E) formé des (n -h l)-uples
de lagrangiens deux à deux trans verses. A partir de KJX) on forme de façon
naturelle des groupes de cohomologie à coefficients dans Z (resp. Z^ ) en
considérant les applications y^ de K^(X) à valeurs dans Z (resp. Z^)



70 PIERRE DAZORD

continues sur K^(X) et alternées, et le cobord ^ défini par :

^0, • . ., ̂ l) = "E (- l)1 Y^OÀ-À^l).

Le théorème II. 1.1. signifie que la signature (^X',^/') -> (^(À.À'.À/') est un
2-cocycle entier. On associe ainsi naturellement à tout fibre symplectique une
2-classe de cohomologie entière (resp. modulo 2q) [a] (resp. [a]^).

2

Cette classe n'est jamais nulle car Ki(X) = ÀE est connexe et la seuleo
fonction continue et alternée est la fonction nulle !

Supposons E muni d'une géométrie ^-symplectique et soit K^(X)
l'ensemble des (n + l)-uples de 2^-lagrangiens deux à deux trans verses.
Recommençant ce qu'on a fait précédemment, on peut construire à partir de
K^(X) des groupes de cohomologie entière (resp. modulo 2q). Soit P^
l'application naturelle de K^(X) sur K^(X) et P^ l'application qui s'en
déduit entre les groupes de cohomologie de K^(X) : H^X) et ceux de
K^(X), HyX). On notera H^X.Z;,,) et HyX,Z^) les groupes de
cohomologie modulo 2q.

THÉORÈME 3.1. — [cr]^ appartient au noyau de P^ :

H"(X,Z^)-HyX,Z^). (q^ 1)

Démonstration. — Les résultats du paragraphe précédent s'interprètent
ainsi : m^ est une 1-cochaîne et 8m^ = 0 0 p^ modulo 2q, ce qui prouve
le théorème 3.1.

4. Relation avec l'indice de Morse.

Dans ce paragraphe M est une variété C00 de dimension M ,
n : TM -> M le fibre tangent, n^ : T*M -> M le fibre cotangent et on note
KO '' T()M -> M (respectivement TC^ : T$M -> M) le fibre tangent (resp.
cotangent) privé de la section nulle.

Une structure finsiérienne sur M est définie par la donnée sur T*M d'un
hamiltonien h : T*M -> R tel que

(i) h est C1 sur T^M, C°° sur T^M.

(ii) h est positivement homogène de degré 2.
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(iii) h vérifie la condition de Legendre qui s'exprime ainsi :

Tto^TM -> TgM est un fibre euclidien dont le produit scalaire g^ s'écrit en
coordonnées locales naturelles :

1 SW^)
9^\Vi) = y-^-^——2 ôv^Sv.^^Uj

en tout point (x1,^.) de TgM.

Sous ces hypothèses la transformation de Legendre ê : T*M -> TM
© -. ^(œ) = ^|v^M, où V^T*M est la fibre en œ du fibre vertical
VT*M, est un homomorphisme de T*M sur TM dont la restriction à
T$M estunC^-difféomorphismesur ToM. (f"1*/? ;TM -> R est l'énergie.
(r-1*^ = ^ est un produit scalaire sur le fibre n^TM -^ToM, on notera
11^11 = ^(^îl)172 la norme associée. On retrouve ainsi la définition usuelle (cf.
[3û] par exemple) des variétés finsiériennes.

»
Soit H le champ globalement hamiltonien de h. ÎH^ == - dh où À- est

lai-forme de Liouville. ^H = G est la gerbe finsiérienne. Soit (p^ (resp.(p,)
le flot de H (resp. G). C,, où C,(r) = 7^ ° (p^(i;) = 71 o (p^i;)), est
la géodésique issue de 71 (̂1;) tangente à l'origine à <^(y). Les géodésiques
sont les extrémales du problème de calcul des variations à extrémités fixées
défini par l'énergie ^ ~1 * (h).

Soit N^ = T*(R x M x M) et (p^p^) : N -. R x M x M la fibration
de N^ s u r R x M x M . On munit N^ de la structure symplectique définie
par la 2-forme a^ = pï(dx A dt) -h p^à\ - p-^dK. Dans de nombreux
problèmes intervient l'immersion lagrangienne

^ : ̂  - N,
OÙQ^ est l'ensemble des couples (t,v)eR x T*M tels que t appartienne à
l'intervalle de définition de la géodésique issue de v, (Q^ est un ouvert de
R x T*M, rétractable sur 0 x T*M, égal à R x T*M si M est d-
complète [3û]), et où \|/^ est définie par

^M=(t,-h(v)^^(v\v)
v|/^ est C1 sur Q^, C00 sur Î2^ nTo*M.

TN^ possède un sous-fibre involutif F^ = ((0 x R) x TT*M x VT*M) ;
W^ désigne le fibre vertical de TN^. On note (E^F^WJ (par abus de
notation) les images réciproques par v|̂  de (TN^,F^,W^). Comme
w* c F*. on pourra calculer l'indice de MasIov-Arnold de \|/^, ind^, à
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l'aide du fibre symplectique réduit F^/F^ si v|̂ TQ^ et F^ ont une
intersection de dimension constante ce qui est réalisé car

(^ÎTî^ n F5)^ = {(0, -^(X),(pi,X,X)|XeVT*M}

et donc dim (v|/ÎTQ^ n FS) = n.

(F^/FS) s'identifie comme fibre symplectique à (p^TT^M^d^) où p^
est la projection de R x T*M sur T*M, et ̂  =p^ lVT*M est l'image
de W*. Enfin ^^(t,v) image de T(^)Q^ est l'ensemble des (pitX
pour XeV,T*M.

Il en résulte que ^\{o,v) = ^^(o,v). En restriction aux lacets de
0 x T*M, l'indice de MasIov-Arnold est nul. Comme 0^ se rétracte sur
0 x T*M, l'indice de MasIov-Arnold des lacets de Q^ est donc nul.

Quelques notions de géométrie finsiérienne sont utiles pour poursuivre. V
désigne la loi de dérivation co variante finsiérienne d'Élie Cartan dans le fibre
TT^TM -> T()M. A la structure finsiérienne est associée une scission y delà
suite exacte de fibres sur TM :

0 -̂  TT^TM -> TTM ——^ TT-^M -> 0
y

y est C00 sur TCo'TM, C° sur TC-^M. (^r|) -> (yfé)+î(r|)) est un
^

isomorphisme de [̂ ] TC" ̂ M sur TTM. Les lettres grecques désignent les
éléments de n ~ ^TM ;

A tout champ de vecteur X le long d'un chemin C1 on associe son relevé
^ dans TT'^M : ^(r) = C(t) x X(t) où C(r) est le vecteur vitesse en t .
Par abus de langage on dira que Ç est un champ de vecteurs le long du
chemin. Avec cette convention les champs de Jacobi le long de la géodésique
Cy sont les solutions de l'équation différentielle du second ordre

V^
dt

—— = R(CU)C,

VÇ . . .
où — = Vd_, Cy = Cy x Cy, R est le premier tenseur de courbure de

dt dt

Cartan. Il y a, entre les champs de Jacobi le long de Cy et les champs de
vecteur Z (resp. Z^) invariants par q\ (resp. (p*^) une correspondance
biunivoque :

^Z,=Z; Z=y(^+iQ\ Ç = y Z .
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II est plus commode d'écrire les choses au-dessus de TM en transportant les
données par les isomorphismes naturels déduits de la transformation de
Legendre, ce qui se traduit par la disparition de l'indice *. L'immersion
lagrangienne v|/^ est donc isomorphe à l'immersion lagrangienne
v|/ : Q -> N. L'indice de MasIov-Arnold de \|/ se calcule à l'aide du fibre
lagrangien E == p^TTM -> Q, des sous-fibres lagrangiens ^ = p^VTM
et <F image dans E de TO. (p est la projection de 0 ouvert de R x TM
sur TM.) D'après ce qui précède ^ a pour fibre au point (t,v) :

^M = {y(ri(0) + ^l^^y n e^ }

où /^ est l'espace des champs de Jacobi le long de Cy nuls à l'origine.

Soit 0^, le complémentaire du support Z^, du diviseur de Masiov D de
(E,^,^). Soit 0$ l'ensemble des points (t,v) tels que 0 < t < ^(v) où
^(v) est le paramètre du premier point conjugué de 0 le long de Cy. 0^ est
un ouvert connexe de û^. Comme l'indice de MasIov-Arnold des lacets de Q
est nul, on peut définir une application u^, : Q -> Z continue sur 0$ en
posant

ILÎ ) = ̂ 0(^:^0) 0 < ?o < ̂ o)

u ,̂ ne dépend pas de (^o^o) ^ans ^î- On peut donc prendre FQ = v et alors
^M = - in<4<^L/r

û étant d'autre part orientée, on considère la géométrie oo-symplectique
de E associée à (F. i^ est oo-orientable dans cette géométrie puisque
ind^(TiiQ) = 0. On choisit i^ ̂  de façon que

^(^oo (^o)^oo(^o)) = 0

sur 05' ^oo désignant l'orientation naturelle de (F, w l'indice de Masiov-
Arnold-Leray du fibre oo-symplectique E. Dans ces conditions :

^ = ^ ° (^oc^oo) i-e. ^M = m(^^M, ^^M).

Pour calculer [i^,(t,v) c'est-à-dire ind^C^o,r] on prend l'image récipro-
que par Cy de (E;^°,y^) que l'on note (E',^,y/'/).^^(r,y) est l'opposé de
l'indice de l'application identique 1 de [0,r]. Les calculs sont explicités
pour t > 0.

Le support Sp du diviseur de Masiov D de (E,(F,^) est contenu dans
l'ensemble des couples (a,f) tels que a soit conjugué de 0 le long de Cy ou
nul. Soit k^ l'ordre de conjugaison de a, ^y(a) le sous-espace de / y des
champs de Jacobi nuls en 0 et a, L(î) le sous-espace isotope de E;
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engendré par 7(11 (Q), r|e^(a), si r ^ a et Y^Ca^rie^Ja), si

r = a. Soit G(t) = ^"; + L(r). Pour r assez voisin de a, t -^ L(t) est un
sous-fibre isotrope de rang constant k^ et, G est un sous-fibre involutif de
rang n -h k^ contenant V. Comme les points conjugués sont isolés,
^ ' n 0e est réduit à 0 pour t voisin de a. On peut donc calculer le saut de
D au voisinage de a à l'aide du fibre réduit G/G0, et des sous-fibres
lagrangiens images Ï et f". Comme t est un sous-fibre lagrangien
transverse à ^ et i^, que ^ et -T sont transverses pour t voisin de a
t ^ a, le diviseur réduit 0, a pour valeur en r , r ^ a, l'indice de la forme

quadratique sur ^,(a) : n -. o(y(r|) + ï ( 1 ) , y(r|))(t), soit l'indice de
/vn \ ^^

^9(^(1)^(1)).

/VT| \ /VTI Vr|\
or g [~ï77 rl (a) = oî ^ "T"' "T" (a) > °- cet indice v!i^ donc k si\dt / \ dt dt /
î < a, 0 si f > a. Il en résulte que (a,y) appartient au support de D qui

s'identifie donc à l'ensemble des couples (a,y) tels que a soit conjugué de 0
le long de Cy et que <C^D>^ = - k^. Le même raisonnement prouve
que <C,D>^==0 <C,,D>^ = - k,.

Il en résulte que |^(r,u) est la somme des ordres de conjugaison des points
conjugués de 0 le long de CJ^j-

Pour identifier ^(t,v) à l'indice de Morse élargi de la géodésique
CJ[0,r], défini comme la somme des ordres de multiplicités des valeurs
propres négatives ou nulles de la variation seconde, on considère
Ô = R x 0 Ê et Ï images réciproques de E et i^ par la projection de
Ô sur Q. Soit ^ le sous-fibre lagrangien de Ê de fibre au point Ck,t,v)

^,^)={y(r|(r))+ff^n(^))l,
l \ut ) )

r| e ̂ \ où /\ désigne l'espace des ^-champs de Jacobi le' long de Cy nuls à
l'origine, c'est-à-dire l'espace des solutions nulles à l'origine ('k e R) de

V^
dt2

= R(C,,TI)C, - ^n.
0 se plonge dans 0 par l'application / : (t,v) -^ (0,t,u) et (EJ.u) est

l'image réciproque de (Ê,^,f') par /. Comme 0 est un rétracte de Q,
l'indice de MasIov-Arnold des lacets de Ô est nul. Le support 2^ du diviseur
de Masiov Ô de (Ê,^,^) est contenu dans l'ensemble des triples (k,t,v) tels
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que X • soit valeur propre de la variation seconde de C^o,r] • Donc
f(^) c: ÔD = Ô - SD- Soit 0° la composante connexe de/(Q$) dans Op.
On définit p, : A -> Z en posant

îi(V^) = iîô(U^ ; ̂ o^o^o) ; (^o^o^o) 6 ̂ ° •

H(0,r,i0 = ^(r,î;) puisque /-^ÊJ,^) = (EJ,VQ.

Pour tout couple (t,v) il existe ^ç < 0 tel que toute valeur propre de la
variation seconde de CJron soit supérieure strictement à ^o si 0 ^ t ' ^ t .
Donc ÎÊ()^Q,t\v) n i^(kQ,t\v) = 0 si 0 < t' ^ r . Ceci permet d'écrire

îi(\t,v) = ^(^^^ . ̂ o^)-

Soit r^ (, le chemin issu de 0 définie pour 0 ^ X' ^ ^o par

r^')=(^).
^M = il(0,r,iQ = indôr,,.

On calcule ind^ r, ̂  par la méthode qui a permis de calculer ind^ Cy. Soient
(Ê',^',^') les images réciproques par r^, de (Ê,^°,y^). Soit a une valeur
propre de la variation seconde de CJ ̂ r] de multiplicité k^ et soit V" le sous-
espace de T^M des vecteurs Y tels que le a-champ de Jacobi T| de données

Vr|
initiales T|(O) = 0—(0) = y x Y soit dans le sous-espace propre relatif à

dt
a, c'est-à-dire soit nul en t . On définit une application de V" x R dans les
champs de vecteurs le long de Cy : (Y,À,) -^ r|]f où nj, est le À,-champ de

Vn
Jacobi tel que r|îf(0) = 0 et —-(0) = v x Y.

<^t

On désigne par N^ Fensemble des T|^ pour YeV 0 1 . N^ est de
dimension ^.

Pour ?i voisin de a, soit L(X) le sous-espace isotrope de Ê^ engendré

par y(r|^(r)) pour r^eN si X 9" a et par Y(—^(a) ) pour r^6N\
s i X = a . v^ /

LEMME 1. - Pour À, voisin de a, À ->• L(^) est un sous-fibre involutif de
rang, constant, ky.

Supposons le lemme prouvé et soit G = i^ + L. G est un sous-fibre
involutif de rang constant pour À, voisin de a, et tel que G^ soit transverse
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à ê' pour ^ voisin de a, car les valeurs propres sont isolées. On peut donc
calculer le saut de D au point (a,y) grâce au fibre réduit G/G0 et aux sous-
fibres lagrangiens images de (F et ^ ; le saut de Ô est donc le saut de

l'indice de la forme quadratique v\\->g[—^^\}(t), r|^eN\ T| voisin de
a. \àt }

LEMME 2. - ^g^Ti.Voc) = F |hJ|2 A.
ô\ \ dt ) Jo

Du lemme 2 et de la nullité pour ^ = a de g ( —ÀL, T|̂  ) il résulte que le
\dt )

saut de D en a est égal à fe,. Le support de Ô est donc l'ensemble des
triples (^,t,r) tels que \ soit valeur propre de la variation seconde de CU^
et des triples (0,0,^). (^^^^^ô- D'autre part <r^D>o = fco ordre de 0
comme valeur propre. Donc jl^(0,r,r) est l'indice de Morse élargi de CJ^,r]-

3r|i
Preuve des lemmes 1 et 2. — Du lemme 2 il résulte que —— (a) = 0

S\
implique r^ = 0. Donc L(a) est de rang k^. Il en est de même pour L(À-)
pour À, voisin de a. Le lemme 2 se déduit de la remarque suivante :

Q^)=g(^^\t)\ dt /
peut s'écrire :

Q.(TI.) - f { v?'2 + ̂ R(C^)C^) - ^IhJI2}^-Jo 1 1 dt }

8 80. ( 8r[.\
Donc —(Q,(îlJ) = ——(r|0 + 2Q, (^-^ , soit

dÀ ôr\^ \ ôh. /

^-(Q^A^- - ^llT^Jl2^+2Q/T^„^lv
^ Jo \ ux/

8r{^
Or —— est solution de l'équation différentielle du deuxième ordre :

(7À

v2^
—y = R(Cy,yCy — ^Ç — T|^, nulle ainsi que sa dérivée première pour

t = 0, ce qui implique que Q^r| , ,——)= ||r|J|2^ et achève la
démonstration. v aa/ Jo
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Conclusion. - L'immersion lagrangienne v|/^ : Q^ -^ T*N^ a un indice
des lacets nuls, ce qui permet de construire une application u^ : Q^ -> Z,
continue sur Q^ ; au point (r,r), l̂ Jt,!)) est l'indice de Morse élargi de la
géodésique C,^ si t ^ 0. Si r < 0, on vérifie aisément que ^.(t,iQ est
égal à n diminué de l'indice de Morse élargi de C, ̂ ] • ^* est mum

naturellement d'une géométrie infinie symplectique car 0^ est orientale.
Pour un choix convenable de l'orientation oo-symplectique du fibre vertical
y^ = vl/^VT^N^, u^ est l'image réciproque de l'indice de MasIov-Arnold-
Leray.

La méthode utilisée redonne le théorème de Morse : l'indice de Morse
élargi est la somme des ordres de conjugaison des points conjugués de 0.

Remarque. — Si au lieu de prendre le diviseur de S, D défini par
D(L,X,D') = rf(L,^,L') on avait pris le diviseur D^ de S défini par
Di(L,UV) = d,(LW
où
d,(L,W = d(L,W + dim(L n L') = - i(L,^L') 4- dim(L n X n L')

on aurait construit une fonction a^ qui s'identifierait à l'indice Morse strict
(somme des valeurs propres strictement négatives de la variation seconde). La
raison du choix de D se trouve dans la relation 8d = 0 qui simplifie les
calculs de la partie II.

N.B. : On n'a pas jugé utile de donner les démonstrations des deux
résultats suivants : points conjugués et valeurs propres de la variation
seconde sont isolés. La démonstration du premier est élémentaire, celle du
second classique (cf. 3a ou 6 par exemple).
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