ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

JEAN-PAUL BERTRANDIAS

CHRISTIAN DUPUIS
Transformation de Fourier sur les espaces ¢7(L?)

Annales de Uinstitut Fourier, tome 29, n°1 (1979), p. 189-206
<http://www.numdam.org/item?id=AlIF_1979__ 29 1_189 0>

© Annales de I’'institut Fourier, 1979, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1979__29_1_189_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
29,1 (1979), 189-206

TRANSFORMATION DE FOURIER
SUR LES ESPACES /P(LP)

par J..P. BERTRANDIAS et C. DUPUIS

Dédié a Monsieur Claude Chabauty.

Soit G un groupe commutatif localement compact. Les
espaces [° (L"') sont des espaces de fonctions définies sur G,
appartenant localement a L (G) et dont le comportement & I’infini
s’apparente a celui des éléments d’un espace [°. Dans un article
précédent [4], la définition et quelques propriétés élémentaires en
sont données.

Dans cet article, nous étudions la transformation de Fourier
sur certains de ces espaces. Comme ils contiennent tous 1’espace
A des fonctions continues a support compact, on part de la trans-
formation de Fourier définie sur X par l'intégrale de Fourier or-
dinaire et on cherche a prolonger par continuité cette transforma-
tion a tout I'espace I°(L?'); cela est possible si 1 < p<2. Si
de plus 1< p’'<?2, la transformation prend ses valeurs dans
’espace 19'(L?).

L’espace [*(L') est le plus grand parmi ces espaces et il
contient les espaces classiques L'(G), L*(G) et L°(G) avec
1 < p <2 sur lesquels on sait définir la transformation de Fourier
par les méthodes habituelles (intégrale de Fourier si p = 1, pro-
longement d’une isométrie si p = 2 et prolongement au moyen
d’un théoréme de convexité si 1 <p < ?2). En nous inspirant du
travail de N. Aronszajn et P. Szeptycki [1], nous montrons que,
moyennant des conditions assez naturelles, cet espace est le plus
grand espace solide de fonctions sur lequel la transformation de
Fourier puisse se définir par prolongement par continuité.
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1. Notations — Rappels.

a) Notations.

On utilisera sauf indication contraire les notations de [4].

On note I' le groupe dual du groupe commutatif localement
compact G et on le munit de la mesure de Haar dvy duale de celle
qui a été choisie sur G. La valeur du caractére 7y pour ’élément ¢
du groupe G est notée (7, t). Les accouplements de dualité entre
espaces vectoriels (en général définis par des intégrales) sont notés ¢, ).

Les mesures que l'on considére sont des mesures de Radon a
valeurs complexes et on identifiera souvent une fonction f locale-
ment intégrable par rapport 4 la mesure de Haar 4 la mesure fdt
ou fdvy correspondante. L’espace des mesures est noté # et I'es-
pace des mesures bornées 2.

v

Soit f une fonction définie sur G ou I'. On note f et
f* les fonctions définies respectivement par f(¢) = f(—1) et
f¥(t) = f(—t). On prolonge par dualité ces définitions aux me-

sures définiessur G ou I'.

On définira les espaces /°(L?’) sur G (resp. sur I') & partir
d’un voisinage de l'origine E (resp. F) qu’on choisit symétrique,
ouvert, relativement compact et tel que [l — (y,?#)|<1 pour
tout r dans E—E et tout v dans F—F. On notera x (resp. &)
la fonction caractéristique de ’ensemble E (resp. F).

On note # [lensemble des pavages {E;} de G formés de
translatés E, = ¢, + E de 'ensemble E. A toute fonction f, on
associe la famille & s des fonctions mesurables bornées de la forme

N
Q= Z ¢, telles que |p| < |f| et que ¢, soit portée par I'élé-

n=1
ment E, d’un pavage fini {E,},-, , n-

La transformation de Fourier sera définie sur les espaces L!
(ou#®) au moyen de I’intégrale de Fourier et sera notée - :

fn = [, G D fnydr pour f dans L'G),
f() = fr(rt)f("/)dv pour f dans LY(I').

Le théoréme d’inversion ([11], § 1.5.1) indique que si f et f sont

toutes deux intégrables,ona f = f.
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b) Définition des espaces 1°(L?") sur G.

Soient p et p' desexposantstelsque 1 < p, p’' < oo, L’espace
IP(LP') est ’espace normé des (classes de) fonctions appartenant
localement 4 L’ et telles que

Ip
= 1 <
£l = (Sup (z I|fI|L,,(E)) <oosi 1<p<oo
ou encore des (classes de) fonctions mesurables telles que
£, 0 = 9P (2 10l )"’ <o si 1<p<oo,

Pour p = oo, les pavages n’interviennent pas dans la définition :

)= . < oo,
Il pr = sUp IF o, <

L’espace [?(¢) est le sous-espace fermé de [P(L”) formé
par les fonctions continues de P (L™).

L’espace c,(LP") est le sous-espace fermé de I™(LP) formé
des fonctions telles que tll_{]l “f”L"'(t_E) =0.

On définit de la méme facon les espaces de mesures [°(4),
I=(M) et co(A).

Si p=p', lespace normé [°(L”’) est isomorphe a I’espace
normé L?(G). On notera || ”,, la norme dans cet espace.

Les espaces I°(L”’), I°(#) et 1°(¢) sont invariants par trans-
lation, stables par convolution avec les mesures bornées et ont entre
eux les propriétés attendues d’injectivité, de dualité, de convolution
ou de produit ponctuel (voir [4], § 7). Si p, p' <oo, I’espace X
est dense dans [°(L”') ainsi que dans cy(L?") pour p’' <oo et
1°(¢) pour p < oo,

¢) Bases de filtre de Cesaro.

On utilisera des bases de filtre d’unités approchées positives
bornées de L' dont les ensembles sont formés de fonctions w
positives et intégrables avec |lwll; =1, dont les transformées de
Fourier w sont positives et intégrables, I'une des deux conditions
(équivalentes dans cette situation) étant vérifiée :

@) lim @ = 1 uniformément sur tout compact ;

B) lim f wdt =1 pour tout voisinage ouvert W de l'origine.
w
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On peut imposer aux fonctions w d’appartenir a A (G) et
d’étre portées par un compact fixe ; on obtient ainsi une base de
filtre d’unités approchées classique. On notera ¥ une telle base.

On peut imposer aux fonctions @ d’appartenir a 4 (I'). On
appellera base de filtre de Cesaro (sur G) la transformée de Fourier
d’une base de filtre d’unités approchées de L'(I') vérifiant ces
conditions et on notera # une telle base.

De telles bases de filtre ont été essentiellement construites et
utilisées par A.B. Simon pour généraliser aux groupes commutatifs
localement compacts les propriétés relatives a la sommabilité au
sens de Cesaro des séries trigonométriques [12].

2. Transformées de Fourier des fonctions d support compact.

a) Lemme fondamental.

LEMME 1. — La fonction ¥ = x «X* est un élément positif
non nul de I’espace ML) du groupe G et sa transformée de
Fourier ¥ = |x|* est un élément positif non nul de I’espace 1'(L™)
du groupe T.

Démonstration. — La premiére partie du lemme provient du
fait que la fonction Y est une fonction positive non nulle de X .
Elle appartient a l’algébre A(G) des transformées de Fourier des
fonctions de L") comme convolution de deux fonctions de
L*(G) (Rudin [11], th. l.§.3). D’aprés le choix de I’ensemble E,
la transformée de Fourier [§|* de &= £* est strictement positive sur
le compact E—E qui porte x#* x*. Le lemme de Wiener ([9],
VIIL.6.3, [11], § 7.2) montre alors qu’il existe une fonction o de
LY(T) telle que x*x* = |£2a clest-a-dire ¥ = |x|? = Ex E* % &
et \l} appartient bien a /*(L*) comme convolution d’une fonc-
tion &= £* de I}*(L™) par une mesure bornée ([4], th. II).

b) Appartenance a I°P(L?") de certaines transformées de Fourier.

Le résultat précédent permet d’obtenir une relation entre les
propriétés locales d’une fonction portée par un compact et les pro-
priétés a l’infini de sa transformée de Fourier (exprimées par I’ap-
partenance aux espaces /?(L”’) pour p' quelconque).
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LEMME II. — Soit f wune fonctzon intégrable portée par un
compact. Sa transformée de Fourier f appartient a 1°(LP") pour
1 <p'<oo siet seulement si elle appartient a 1P (L") et il existe
deux constantes c' et ¢'' > 0 ne dépendant que de K et telles que

n‘<A < I F
c"IfI, < WA, <A,

Démonstration. — On sait déja que si f appartient a 1°(L?"),
elle appartient aussi @ /”(L') ; I’application canonique étant continue,
il existe une constante M(p') telle que

A, <M®@YIL, .-

Il suffit donc de prendre ¢’ = 1/M(p') et de démontrer la réciproque
pour p' = oo,

Supposons d’abord que f soit portée par le compact E. La
fonction ¢ = x % x* étant strictement positive sur E, il existe
d’aprés le lemme de Wiener une fonction 6 de LY(I") telle que

By =1 sur E. La fonction z = fly =18 est 1ntegrable sur G
etona z=fxf. Si f appartient a I°(L!), la fonction z appar-
tient aussi a cet espace et on a

Nzl , < Ngll, If1,, -
Soit g une fonction quelconque de I’espace 19(LY) du groupe T.

Ona R . o
(f,g)=(z0,g)=(zx¥,g)=(2, ¥ xg).

D’aprés les propriétés de dualité et de convolution des espaces 1° (L? Y,
on a

I{f, e < MIIZAIIP,1 i, el
On en déduit que f appartient a [P (L™) avec
A, <MUzI, , <M"IfIL, -
Cette propriété reste évidemment vraie si f est portée par un
translaté quelconque de E etsi f appartient a /P(L'). Si f est
portée par un compact K et si f appartient 4 /?(L'), on se raméne

facilement 4 ce cas au moyen d’un recouvrement fini de K par des
translatés de E et on obtient

1A, < c'lA1,, -

Remarque. — On vérifie immédiatement que le lemme II reste
valable si on remplace la fonction f par une mesure a support compact.
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c) Propriétés des espaces @, .

On note @, Iespace vectoriel des fonctions ¢ continues a
support compact dont la transformée de Fourier ¢ appartient a
'un des espaces IP(LP)pour 1 < p’'< o et donc a tous d’aprés
le lemme II. On note simplement & l’espace &, ; c’est évidem-
ment le plus petit des espaces @, . D’aprés le théoréeme de Hausdorff-
Young,ona ®, = A pour 2 < p < oo,

L’espace &, est dense dans X" pour la topologie de la limite
inductive. En effet, si k£ est une fonction de X , on a, dans )X ,

Ll,n% kxw=k et ksxw appartient 4 tous les espaces ¢>p car

ke = kw appartient a tous les espaces LP(T").

L’espace <i>p des transformées de Fourier des fonctions de
P, est dense'dans les espaces normés I°(L°) si 1<p,p' <o
et dans c¢y(L”) ou I°(€¢) si p = ou p'=oo. En effet, comme
X est dense dans ces espaces, il suffit de vérifier que toute fonction
k de A (I') est limite d’éléments de d>p, ce qui est évident car,
d’aprés (4], cor. th. II, }irgr; kx¢t =k et kx¢ estla transformée

de Fourier d’une fonction 1€'§ appartenant 4 X (G).

Si on munit I'espace ®, de la norme ¢ — [lpll, ./, les ré-
sultats de dualité montrent alors que son dual topologique est I’es-
pace 19(1L%) si 1<p,p' <o et INLY) ou I9M)si p=oo
ou p' =oo,

3. Transformation de Fourier sur /”(L”) pour 1 <p, p'<2.

THEOREME 1. — La transformation de Fourier définie sur A
par lintégrale de Fourier prend ses valeurs dans lespace 17(L?) et
est continue pour la norme || “,,,2 et pour la norme || ”2,1 sur
A, On peut la prolonger de maniére unique en une application

P>(LY) = I™(L?) continue pour les normes.

L application transposée 1'(L?)—> I>(L*) coincide avec la
transformation de Fourier ordinaire sur 1'(L*) C L' et est continue
pour les normes.
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Démonstration. — Soit f une fonction de & (G). On peut
évaluer la norme de f dans [7(L?) par I'intermédiaire de sa norme
dans un espace N?(S) ([4], prop. VII) en majorant I’intégrale

j; 112« pdy = <f( o w), ),
la fonction Y étant celle qui est donnée par le lemme I et u une
mesure positive de norme bornée par 1. D’aprés le théoréme de
Plancherel et les propriétés classiques de la transformation de Fourier
([11], § 1-3,1-5et 1-6),0on a

FO«m, £y =), ).
D’aprés les propriétés de convolution dans les espaces l”(L”') ([41,
§ 7-), il existe une constante M telle que

I1f (lﬁﬁ')llz,w < Miifll, , lllﬁli'"l‘w < Mifl, 1l el -
D’aprés la dualité entre 2(L™) et 72(L!'), il existe une constante
M’ telle que _

[(f % (le),'f)l < M'”fllz,1 A, , 1l el .

I1 en résulte que

IFNI?, = sup
n? u

[ UFR e ndy| <MUFIZ N0,

r . ,
D’aprés [4], prop. VII, il existe une constante M'’ telle que
Ifll, , < MU, , -

La fonction f appartient donc a [”(L?) et la transformation de
Fourier " — [*(L?) est continue quand on munit % de la norme
Il'll,,. Comme A est dense dans I%(L'), on peut prolonger la
transformation de Fourier par continuité en une application de 1*(L')
dans [”(L?) continue pour les normes et ce prolongement est unique.

Compte-tenu des relations de dualité ([4], § 7-g), on peut consi-
dérer I’application transposée ['(L?)—> /2(L*) qui est continue
pour les normes. A I’élément g de I['(L?), elle fait correspondre
I’élément de I[*(L™) qu’on peut noter g vérifiant la relation
(f,8)=1(f,g). Comme IYL¥)CL', on sait que g est une
fonction de LY(I'); si f est une fonction de o (G), le théoréme
de Fubini montre que

[ rwgwar= [ [ Do) g(ndedy
G r YG
= [ 1@ [ He(mar.
G r
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Il en résulte que £ coincide bien (localement presque-partout) avec
la transformée de Fourier ordinaire de g. La transformation de
Fourier en restriction a ['(L?) prend ses valeurs dans I’espace
I>(L™) et est continue pour les normes.

Remarque. — Si f appartient & X, la fonction f est continue
et nulle a4 I'infini et appartient donc a co(L2) qui est un sous-espace
fermé de [~(L?). La transformation de Fourier sur /%(L!) prend
donc ses valeurs dans I’espace co(Lz). D’autre part, il est évident
que la transformation de Fourier sur /'(L2?) prend ses valeurs dans
I’espace I%(¢) = I1*(L*)N¥ .

THEOREME II. — Si 1 <p,p'<?2, Ia transformation de
Fourier définie sur A prend ses valeurs dans lespace 17 (L?) et
est continue pour la norme | |l .~ et | I, o sur X . On peut
la prolonger de maniére unique en une application 1P (LP) — 179 (L?)
continue pour les normes.

Si p'

Si p =1, elle coincide avec la transformation de Fourier or-
dinaire et prend ses valeurs dans l'espace 19 (€) .

I

1, elle prend ses valeurs dans ’espace cy(L7).

Démonstration. — Ce résultat généralise le théoréme classique
de Hausdorff-Young. Il se démontre de la méme maniére a partir
des quatres cas extrémes [*(L'), I'(L?), I"(L') = L' et I*(L?)= L2
en utilisant la généralisation convenable du théoréme de convexité
de Riesz-Thorin :

THEOREME 1II. — On considére les quatre couples d’exposants

!

1 <p,,py:r, T, <o ou «a prend les valeurs 0 ou 1. Si 0

est un nombre réel compris entre 0 et 1, on associe a chaque

s 16  (1-06
couple le nombre p, p', r ou r' défini par — = — +

D, Dy
etc. Si T est une application linéaire définie sur l’ensemble des
fonctions simples de G et a valeurs dans les deux espaces lr‘(Lr‘)

et 1°(L"0) avec

bl

’ < M ’
WA, <M AU,

elle prend ses valeurs dans I’espace 1"(L"") et il existe une cons-
tante M, telle que ”Tf”,’,. < Me llfllp,p, .
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Démonstration. — Par lintermédiaire de la proposition IX de
[4], on se raméne immédiatement 4 la généralisation du théoréme
de Riesz-Thorin donnée par A. Benedek et R. Panzone pour les es-
paces a norme mixte ([2], § 7).

4. Mesures ayant une transformée de Fourier dans /°(L?').

Dans le cas ou p>2 ou p’'>2, la théorie de la transfor-
mation de Fourier n’est pas si simple que danslecasou 1 <p,p’'<?2.
Il serait intéressant par exemple de caractériser les éléments de
17 (LP") ayant une transformée de Fourier (en un sens a définir si
p >2) appartenant a [9(L?). Nous abordons ici cette question
qui nous améne a généraliser certains résultats de F. Holland [6],
[71,J. Stewart [13], L. Pigno [10].

a) Définition de la transformation de Fourier par dualité.

Pour certaines fonctions ou mesures, on peut définir une trans-
formée de Fourier par dualité en utilisant les espaces ‘bp définis
au paragraphe 2-c.

Soient g wune fonction de [°(L°) ou une mesure de
1P(M) et o une mesure. Si pour toute fonction ¢ de &, on a
(0, ¢)=1{g, p) on dira que la transformée de Fourier de o (resp. g)
est la mesure g (resp. 0) et on notera ces mesures ¢ et g respec-
tivement.

D’aprés les propriétés de densité des espaces P et ﬁ)q, on
voit facilement qu’une mesure ¢ ou g admet au plus une trans-
formée de Fourier en ce sens et que (o, ) =<(g,¢) pour tout
élément ¢ de P, .

D’autre part, ¢ et g coincident avec la transformée de
Fourier dans les cas ou celle-ci a déja été définie (théoréme II).

On voit aussi immédiatement (par dualité a partir du théoréme
II) que si 1 <p <2, toute mesure de [°(#) admet une trans-
formée de Fourier dans [T(L?) et que lapplication ainsi définie
est continue pour les normes. Cette application prolonge par conti-
nuité la transformation de Fourier définie sur les mesures bornées
(ou les mesures a support compact) de I°(#) dont I’ensemble est
dense dans 1P (#) (voir [3] th. II, rem. 2).
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b) Mesures admettant une transformée de Fourier dans 1P (L”').

THEOREME IV. — Soit o wune mesure. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) la mesure o admet une transformée de Fourier o dans
1P(L?) (dans IP(#) si p' =1);

b) il existe une constante M telle que |0, )| <M|I§o|lq'q,
pour tout élément ¢ de ®, (ou simplement de P) ;

c) pour toute fonction ¢ d’un ensemble d’une base de filtre
N\
de Cesaro # , la transformée de Fourier ordinaire ¢ o appartient
a IP(LP) et il existe une constante M telle que I€all, ,, <M.
~ N
Si ces conditions sont réalisées, on a 1{11?' to =0, la limite
étant prise dans l'espace normé PP ) si1<p<oet 1 <p <oo,
dans espace 17(LP), I°(M) ou IP(L™) considérés comme espaces
duals et munis de la topologie faible dans les autres cas.

Démonstration. — D’aprés les propriétés de 1’espace o, (§ 2-0),
on voit immédiatement que les conditions a et b sont équivalentes
et que la condition c est équivalente a la condition

<3, " Y < Mllg™Il, . pour tout élément ¢ de P,
ou encore d’aprés la relation de Parseval
HEo, @)l = (o, ¢p)| < Mllafylqu, pour tout élément ¢ de @ .

Cette derniére condition est elle-méme équivalente a la condition b
car

N < ~ . N ~
|I§'s0||q,q, = IS « &Pllq,q, < g, llwllq,q, < |I&Pl|q,q.
et d’autre part
lim (o, ¢p) = (0, @).
@ $e v

Enfin, si ¢ admet une transformée de Fourier o dans l”(L”'),
on a d’aprés les propriétés classiques de la transformation de Fourier
(0,9)=(§3,9) =(0, tp) =0, {p")

= (6,&”*&27'): ((}*f,gb')
Il en résulte que f& coincide dans 1°(LP’) avec 0 « §‘ et la conver-

gence de f(\f vers o résulte alors d’une propriété générale ([4] cor.
th. II).
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¢) Conditions de réciprocité.

Une mesure o admettant une transformée de Fourier dans
[P(L?) n’appartient pas en général o« [ (L?). On peut cependant
apporter quelques précisions dans les cas particuliers suivants :

1) Si 1 <p,p' <2, lamesure o appartienta 19 (L9).

En effet, la transformée de Fourier de o est une fonction g
de I°(L?) dont la transformée de Fourier g appartient a /7 (L9)
(th. II). Alors (o, ¢)=<(g,9)=1(g", ) pour tout élément ¢

de @, = A". On en déduit que la mesure ¢ coincide avec Ié1é-
ment g* de [?(L9).

2) Si p = et si 0 est positive, elle appartient d 19(M) si
1<p'<2etal*(M)si 2<p' <oo,
En effet, d’aprés les conditions imposées a E, il existe une
constante M telle que X < My xx* d’ou
[ do= [ xdo<Mlo,xsx*) =M, X
—E C
En considérant les translatés d’amplitude ¢ de xsXx*, on obtient

f do<Mf (Y IX(MI? (7, Ddy < MGIxP) .
t—E T

D’aprés le lemme I et les propriétés du produit, la fonction 6|§(|2
appartient a I'(L”'). Sa transformée de Fourier appartient a 19 (L)
donca LY si 1<p'<2 eta P(L”) donca L? si 2<p'<oo.
Le résultat provient alors d’une caractérisation des éléments de
19( M) analogue a celle donnée dans [4], prop. VI pour les élé-
ments de [9°(L!).

d) Relation de Parseval.

THEOREME V. — Soient f et g deux fonctions appartenant lo-
calement a L7 et LP respectivement et admettant des transformées
de Fourier f et g dans I°(LP') et 19(LY) respectivement. Si &
est un filtre de Cesaro, on a

lim fc ¢(0) £(£) g(— tydt = fl fy) g(y)dy .

Démonstration. — Soit ¥~ une base de filtre d’unités approchées
de L'(G) dont les ensembles sont formés de fonctions w. On a
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(Gf,w2)=(f, S(wx ) =(F, Fx(@2) = (f+, w8
D’une part, on a, si K est un compact portant ¢ :
lim wsg =g dans L?(K)
W,y
et donc
l‘JiJmV(g’f,w*é) ={sf, 8.

D’autre part |w|<1 et lim «w = 1 uniformément sur tout compact
W,y
de I' et donc o o
lim (¢ f, wg)=(E«f, ).
W,y
Par suite ..
v §f,g)=(E«f,8).
La conclusion provient alors immédiatement de la derniére partie
du théoréme IV (en permutant éventuellement le role de f et g).

5. Domaine d’extension maximal de la transformation de Fourier.

a) Caractérisation des fonctions de 1P (L').

Nous aurons besoin d’une caractérisation des fonctions de
I*(LY portant sur des propriétés de transformées de Fourier.

ProPoOSITION 1. — Une fonction mesurable [ appartient a
IP(LY) si et seulement si il existe un nombre 1 tel qu'da chaque

N
fonction ¢ = }: ¢, de F,, on puisse associer au moins un élé-
n=1 N
ment v de F telque Y, 19,(y)|P <[P etdans ce cas
n=1

N
sup (X 16,(MI°) e < Sl <21,

n=1
Démonstration. — Remarquons d’abord que pour toute fonc-
tion ¢, portée parle translaté E, =¢, + E de E, ona

bum = [ D eundt = (7T fE (75 3) @ty + u)du.

Pour tout élément y de F, on a [g,(7)<llg,l . Si de
L n

1 R
lus t positive, o - < .
plus ¢, est positive, ona = Il«pnllLl(En) < 1@,
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Supposons que f appartienne a [°(L'). On peut prendre

N
I=1fll,, car pour toute fonction ¢ = Y, de &, et pour

tout élément y de F, ona n=t
ZN‘ N N ‘
S - ~ O
lo,(MIP <Y g, NP <Y e, <Ifng,
~ n = n Ll(En) = Ll(Ln) b1

Inversement, soit f une fonction mesurable telle qu’il existe
un nombre [/ vérifiant la condition de la proposition. En prenant
d’abord des fonctions ¢ positives et portées par un seul translaté
E,, ona

sup v, dt < 21.
0<y,<Ifl YE,

Il en résulte que f appartient localement & L'(G). En prenant
alors des fonctions ¢ égales 4 f sur un nombre fini de translatés
E, , on obtient

1 X N
— p < p < 14
> nz;l EA N El len(MIP <1

n o

ce qui entraine bien que f appartient a /P(L') avec Ilfllp . < 2/.

Remarque. — On peut énoncer un résultat identique sur les
mesures en remplagant dans la proposition I “une fonction mesurable
f appartient a [P(L!')” par “une mesure o appartient a [P (.4)”
et les fonctions ¢ = Zy, par les mesures ayant les mémes pro-
priétés de majoration relativement 4 o .

b) Prolongements de la transformation de Fourier.

On va voir que Iespace /*(L!') est en un certain sens le plus
grand des espaces vectoriels de fonctions sur lesquels on puisse
définir la transformation de Fourier par prolongement par conti-
nuité de la transformation de Fourier habituelle définie sur L'(G).

Les conditions que nous imposerons a ces espaces font inter-
venir de maniére essentielle la structure d’espace ordonné de I’es-
pace L°(G) des fonctions mesurables définies sur G. On dira
qu’une partie E de L° est solide si tout élément y de L° tel
que |y|<|x| pour un élément x de E appartient aussi a E.
On dira qu’une topologie d’espace vectoriel définie sur un sous-
espace vectoriel solide A de L° est localement solide s’il existe
un systéme ' fondamental de voisinages de 0 formé d’ensembles solides.
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On considére les espaces vectoriels A de fonctions mesurables
sur G vérifiant les propriétés suivantes :

o) L’espace A est un sous-espace vectoriel solide de L°(G).

B) L’espace A est muni d’une topologie d’espace vectoriel
localement solide.

v) Lespace ANL! est dense dans A pour cette topologie.

§) La transformation de Fourier A N L! = L%T") est continue
pour la topologie de A sur ANL! et la topologie de la
convergence en mesure sur Lo(T).

Dans ces conditions, la transformation de Fourier se définit
sur ‘A par prolongement (unique) de ’'application continue -.

Il est évident que les espaces L!(G), L?(G), LP(G) avec
1<p<2 et I*(L') satisfont ces conditions qui apparaissent
comme des conditions naturelles pour définir la transformation de
Fourier au moyen d’une méthode de prolongement par continuité.

THEOREME V1. — Un espace A vérifiant les quatre conditions
ci-dessus est un sous-espace vectoriel de 1*(L') et l'application ca-
nonique A —> I*(L') est continue.

COROLLAIRE. — La transformation de Fourier sur A est la
restriction a A de la transformation de Fourier sur 1*(L').

Démonstration. — Pour simplifier les formules, on supposera
en changeant au besoin les mesures de Haar, que m(F) = 1.

Soit T le voisinage de l'origine dans L°(I’) formé par les
fonctions g telles que
m{y€EF: |g(yv)I<1}>65/66.

Comme la transformation de Fourier A— L°(") est continue,
il existe un voisinage V de l'origine dans A dont I’image est
contenue dans T. Comme la topologie de A est localement so-
lide, on peut supposer que V est solide.

N
Soit f une fonction appartenant 4 V ; les fonctions ¢ = Z Y,
n=1

N
de .9'} appartiennent aussi & V ainsi que les fonctions Z oy
n=1

N
pour tous les choix des signes. Les fonctions Z + c}an appartiennent
n=1

n
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N

donc & T. On va en déduire que Y |9,(7)I> <4 pour au moins
n=1

un élément de F en utilisant les méthodes classiques de la théorie

des séries aléatoires (Zygmund [17], Kahane [8]).

Soit {B,} une suite de variables aléatoires de Bernoulli indé-
pendantes prenant les valeurs 1 et —1 avec les probabilités % et
-——;— et définie sur I’espace de probabilité (22, ,p). On consi-

dére I'espace produit £2 X F muni de la mesure produit p xm = w.

N
A la fonction ¢ = 2 ¢, de #,, on associe la fonction @
n=1
N
définie sur Q2 xF par ®(w,y) = Z B, (w) ;;3,,(7). L’ensemble

n=1

E, des éléments de £ xF tels que |®(w,y)| <1 est mesurable
et sa mesure m(Eg,) est comprise entre 65/66 et 1. On notera
2, les éléments w de Q2 tels que [®(w, 7)I<1 et p, =p(L,)
sa probabilité. D’aprés le théoréme de Fubini, on a

f p,dy = m(Ey) > 65/66
F
donc
Loa—ppay<ies.
En notant F' Densemble des éléments de F tels que

32/33 < p, <1, linégalité de Bienaymé montre que m(F") > 3
Soit D TIensemble des éléments {w, vy} de E, tels que v
appartiennea F'. Ona

s,

En développant le premier membre et en appliquant le théo-
réme de Fubini, celui-ci est égal a

N . 2 65 , ,
Y Bu(w) ¢, (M| dp(w)dy< %6 m(F’) <m(F’) .
n=1

_n=1

N N R —
+2[ % ¥ Bu(@) B,(«) 4,(1) pu(v) dp(w) {dy .

Y n=1 m=n+l

D’aprés I'inégalité de Schwarz, on a
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N N —
L33 B) Byw) (0 ) ()|

2
(T T 16mr1gmr)"

n=1 m=n+1
N N
Ay
(X X
n=1

= m=n+1

B,(w) B, () dp(w)|2)1/2 .

2y

D’aprés I’inégalité de Bessel, on a
N N 2
S ([ Bu@ B @)dp(w)
n=1 m=n+1 Y 2
< 2 — =p, —p2.
Jo Vv — ([ 1dp@) =p, -5}

N 2

En remarquant que ¥ X 16, P 16, <( X 16,MF) et
n m =1

en revenant a la premiére inégalité, on obtient "

N
fF 0y = V2, D) Y 19, P dy <m(F).
n=1

Comme < appartient a F', on vérifie immédiatement que

8/11 <p, —+/2(p, — pz) < 1 et par suite
N -~
L3 16.mPdy < 11/8 m(F).
F’ n=1

D’aprés I'inégalité de Bienaymé, il en résulte que

N
m gve F'o Y e <4

> (1 ——%)m(F')>£>O.

nel 64
N -~
Par suite, on a Z lo,(Y)|*> <4 pour au moins un élément de F'
n=1 N
donc de F, cela pour chaque fonction ¢ = 2 ¢, de .?'f. D’aprés

n=1
la proposition précédente, il en résulte que f appartient a I*(L!)
avec ||f ”2,1 < 4. Cela est vrai pour toute fonction f du voisinage
V. Comme V est absorbant, toute fonction de A appartient a
I>(LY) et comme I'image canonique de V dans [%(L!) est contenue
dans la boule de rayon 4, I’application canonique A — I*(L!) est
bien continue.

La transformation de Fourier /2(L!')—— L°(I') étant continue
(d’aprés le théoréeme I), sa restriction 4 A est le prolongement par
continuité (unique) de la transformation de Fourier A N L! — L%(I")
ce qui établit le corollaire.
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L’espace [*(L') apparait donc comme le “plus grand” espace
solide de fonctions sur lequel la transformation de Fourier puisse
se définir par prolongement : c’est le “domaine maximal d’extension”
de la transformation de Fourier d’aprés N. Aronszajn et P. Szeptycki
(1], [14], [15].

Remarque. — On peut énoncer un résultat analogue sur I’es-
pace I%(#). Cest le plus grand espace solide de mesures sur lequel
la transformation de Fourier puisse se définir par prolongement par
continuité de la transformation de Fourier ordinaire.
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