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CLASSES ET UNITES
DES EXTENSIONS CYCLIQUES REELLES
DE DEGRE 4 de Q

par Marie-Nicole GRAS

Dédié a Monsieur Claude Chabauty.

INTRODUCTION

Soit K une extension cyclique réelle de degré 4 de Q. On
note k le sous-corps quadratique de K. Ces extensions ont été
étudiées par H. Hasse dans un article ([6]) antérieur a celui de
H.W. Leopoldt sur [Ilinterprétation arithmétique du nombre de
classes des corps abéliens réels ([8]). Partant de la formule ana-
lytique ([5]) qui permet d’exprimer le nombre de classes 2 de K
comme quotient d’un régulateur convenable d’unités cyclotomiques
de K par le régulateur du corps, H. Hasse détermine un systéme
de générateurs du groupe des unités de K et obtient ainsi par un
calcul d’indices le nombre de classes # de K. L’algorithme utilisé
par H. Hasse pour déterminer un systéme d’unités fondamentales
de K repose sur la recherche d’une solution, vérifiant une condi-
tion de minimalité, d’une équation diophantienne dont les solutions
ne sont pas bornées a priori ; cet algorithme se révéle impraticable
sur ordinateur ; il a cependant permis 4 H. Hasse de dresser la table
des nombres de classes et des unités pour les corps K de conduc-
teur inférieur a 100 (soit 23 corps au total).

Notre travail est constitué des deux parties suivantes :

Dans la premiére partie, nous appliquons au cas cyclique réel
de degré 4 la nouvelle méthode de calcul du nombre de classes et
des unités que nous avons développée dans un article en commun
avec G. Gras ([2]). Par cette méthode, nous déterminons simulta-
nément le nombre de classes et le groupe des unités de K. Nous
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avons obtenu une table de ces résultats pour tous les corps K de
conducteur inférieur 4 4000 (soit 1536 corps).

La deuxiéme partie est consacrée a 1’étude de la ‘‘capitulation”
dans K des classes de k. On sait que si une extension est partout
non ramifiée, alors il existe une classe non triviale du corps de base
qui devient principale par extension. Compte tenu du fait que ici
K/k est toujours ramifiée, il n’est pas question de pouvoir illustrer
ce théoréme ; cependant, nous avons constaté que dans certains cas
une classe d’ordre 2 de k devenait principale dans K malgré la ra-
mification. L’étude de ce phénoméne repose sur les mémes techniques
que celles permettant de démontrer le théoréme 94 de Hilbert. Nous
montrons que le noyau de ’homomorphisme extension des classes
de kK a K est d’ordre 1 ou 2 et que la connaissance du groupe des
unités de K suffit a le déterminer (théoréme (II, § 5)). Nous avons
inclus ces résultats dans une table qui paraitra intégralement dans
[4] ; nous en donnons un extrait a la fin de cet article.

Nous n’avons pas étudié les extensions analogues imaginaires.
En effet, dans ce cas, le probléme de la détermination des unités et
du nombre de classes est complétement résolu (cf. [6] par exemple).
Par ailleurs, il n’est pas difficile de vérifier qu’aucune classe de k&
ne devient principale dans K lorsque K est imaginaire.

I. NOMBRE DE CLASSES ET UNITES

Soit K une extension cyclique réelle de degré 4 de Q ; soit
f le conducteur de K et soit G = (o) le groupe de Galois de K/Q.

On note k le sous-corps quadratique de K et m le conducteur
de k.

1. Rappel des résultats de Leopoldt.

Les notations et les résultats de ce paragraphe se trouvent dans
[81; ils ont été rappelés aussi dans {2].
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Le corps K de conducteur f est cyclique, donc il est de la
forme K, , ol x est un caractére rationnel de Q¥ | Soit Ex le
groupe des unités de K ; |Eg| (groupe des valeurs absolues de Ey)
est un Z-module libre de rang 3 que I’on munit canoniquement d’une
structure de Z[G]-module, en posant |u|° = |u°| pour tout u €Ey .

Si on applique la définition de H.W. Leopoldt pour les unités
x-relatives, on obtient qu’une unité w de K est x-relative si et seu-
lement si w!'**? = 1. Soit E, le groupe des unités x-relatives ;
puisque Z[G]/(1 + 0%) est isomorphe a Z[i], on considére |Ey|
comme un Z[i}]-module; il est libre de dimension 1; donc |E,| =~ Z[i]
et il existe une unité x-relative €, génératrice (dans I'isomorphisme
Z[G]/(1 + ¢%) >~ 2Z[i], i correspond 4 0 ; ainsi tout élément u,
de E, scrit de maniére unique u, =+ el*’, u,vE€Z). Soit
E, le groupe des unités de k. Soit EX le sous G-module de Ex
engendré par E, et E, ; alors |EX| = |E, | DIE,| et si €, est
un générateur de E, , toute unité w de EX s’écrit de facon unique
w=zterel™ N, u,vEZ. Soit Qg = (IExl:|EX|); d’aprés les
résultats de H. Hasse ([6]) on a Qg =1 ou 2, ce qui donne deux
structures possibles pour le groupe des unités de K (voir § 4).

Soit n, I’'unité cyclotomique x-relative génératrice ; on rap-
pelle que n, se détermine de la maniére suivante : soit ¥ un sys-
téme de représentants modulo f correspondant a Gal(Qf)f )/K) ; soit

£ =exp (%) et soit © = agsr (& — £9). Draprés ([8]), I’exten-

sion K(©)/Q est abélienne et si o est un prolongement de o a
K(®), alors n = ©!'=% est une unité de K et n, =n'"° est une
unité x-relative de K. Soit F, le sous-module de E, engendré
par n,; alors F, est d’indice fini dans E, et |F,| est un sous
Z[i}-module libre de dimension 1 de |E,|; on a donc n, =% 6;:“0
et (IEy|:IF|) = u? + %,

D’aprés [8], le nombre de classes # de K est donné par la

Qx

formule : h=-—2—hxh0, ou h, désigne I'indice de |F,| dans

[Eyl, hy le nombre de classes de k& et Qg Iindice de |EX| dans
|Egl.

En ce qui nous concerne, le calcul de # se raméne essentielle-
ment 4 celuide A, et Qg , h, étant supposé connu.
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2. Majorationde i, = (|E,|:|F|).

En utilisant les techniques développées dans [2], nous obte-
nons la majoration suivante :

PropoSITION 1. — Soit E, le groupe des unités x-relatives de
K; soit F, le sous-module de E, engendré par l'unité cycloto-
mique m, ; soit hy = (|Ey[:|F 1) ; alors

(log Iny ) + (log Iny)*

(log f; 6)2

hy <H(F,) ou H(F)) =4

Démonstration. — Soit ® le polyndme résolvante de Lagrange ;
pour tout « €K*, ona

d(a, o, oz"z,a"3) = (a+ ia® — a°?

— ia"3) (a —ia® — a°? + z'oz“s)
= (a— o) + (&° — a®>)?.

On sait que si « est un entier de K n’appartenant pas a k, alors
P (a, o®, %, a°%) est un entier rationnel non nul multiple de f.
Soit u, uneunité x-relative de K autre que * 1 ; alors

a2y2 a a3y — ,,2 20 202 203
f<(ux—ux) +(ux—ux) —ux+ux +ul" + ou +4

3
< 2 ,20 202 ,20
\6+2Max(ux,ux,u)< LUy )

2 . 212 2

Y97 =411 et que parmi les quatre éléments uZ,u2’, u?’
3 . . o N . i

et ui" , deux sont inférieurs & 1. Donc quelle que soit I'unité x-

f—6

. .. 2 3
relative non triviale », de K, ona Max(u}, ul’, u?’ ,ui" )>T-

puisque u

X
Le plus petit conducteur possible de K étant f= 15, on a toujours

-6
f-?— > 1; en appliquant le théoréme II.1 de [2], on obtient la ma-

joration voulue. En appliquant une méthode géométrique analogue
a celle utilisée dans [3] pour les corps cubiques cycliques, on obtient
encore la proposition 1 (pour cela, se reporter 4 [4] ou 'on trouvera

les détails des différents calculs).
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3. Déterminationde h, et €, .

On détermine n, numériquement (valeur approchée réelle).
On applique alors la méthode de dévissage des unités cyclotomiques
décrite dans [2], IV.1. Rappelons-en le principe :

(i) Soit I =pu%?+v?2+#2 la norme absolue d’un élément pre-
mier de Z[i{] (I =p, p premier si p =1 (4), I = g%, g premier si
q =3 (4)). On sait que [ divise h, siet seulement s’il existe u, € E,
telle que 7, = ug“"’ ; soit s = Nx/k(’?x) = *1; alors NK/k(uX)
car u+ v est impair; on a alors n}™" =5 u;“” =5 u ', alors
uy, = s'(nt)" ;5 soient u, = s'(nko- vo 1/l gy = suy; et
uy'= su;~! ; une condition nécessalre et suffisante pour que u, €K,
est que le polynome P = (X —u,) (X —uy) (X —uy) (X—uy'") soit

a coefficients entiers rationnels Lorsque cette condition est réalisée,
ona uy = u, u;’f = uy et u;’( =u)'.

(ii) Le nombre premier [ =2 divise h, si et seulement s’il
existe u, €E, telle que m, = *u) ?; il est donc nécessaire que
Ngw(n,) =+ 15 soit s = Ng,(u,); alors e = u”"2 = sui ;

donc 2 divise A, si et seulement s’il existe uXEE telle que

K/,c(c—: ) s et u, =t \/ . Soient v \/sn)l:" = \/sng"“z

x —sv et v;”— sv ; une condmon nécessaire et suffisante
pour que v, €K, est qu’il existe des nombres &§,8'€ {—1,+1}
tels que le polyndme P = (X— dv,) (X—8'v)) (X —6v}) (X—8'v)")
soit a coefficients entiers rationnels. Lorsque cette condition est

Zolicd — G — S0 02 _ s a3 _ s
réalisée, on a u, = bvy, uy =08'vy, uj dv, et uj 8"

L’algorithme de ‘“‘dévissage” proprement dit est alors le suivant :

» On effectue d’abord le dévissage en 2 : on sait d’aprés [8]
que A, est pair si et seulement si f est composé ; dans ce dernier
cas, on cherche la plus grande puissance 29 de 2 qui divise hy
par dévissages successifs de I'unité cyclotomique (cf. (ii)). On obtient
alors dans tous les cas n, = ‘p; , W EZ[i] de norme 29 etsi F dé-
signe le sous-G-module de E, engendré par ¢, , alors (|F|:|F,|) = 24
et (IEyI:IF) = hx/2d . On a donc (|E,|:|F[)< H(F), avec
H(F) = H(F,)/2¢ .

= On part ensuite de I'unité ¢, engendrant F. On teste la
divisibilité de (E,:F) par les nombres [/ impairs de la forme p ou
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q® (cf. (i)) classés par ordre croissant. On obtient ainsi une suite

finie (qui peut étre vide) de nombres non nécessairement dis-
tincts [/, <[, <...</,, une suite strictement croissante
F=F,$F &...$F,=E,  de sous-G-modules de E, et une
suite strictement décroissante H(F,) > H(F,) >...> H(F,) de
nombres tels que H(F,) = H(F,_,)//;. On a F, = Ex si le test
de divisibilité par les [ tels que [, , <! <H(F,) est toujours
négatif. On a alors h, = 291, ... 1, et la derniére unité obtenue
est €, . Onremarque que s = NK,k(ex) = NK/k(ch).

Remarque 1. — La longueur maximum de [I’algorithme cor-
respond au cas ou h = 29 car alors on doit tester tous les dévis-
sages relatifs aux / compris entre 5 et H(F).

Remarque 2. — Cet algorithme est efficace dans la pratique,
car la constante H(F,) n’est pas trés grande numériquement. Par
exemple, il y a 198 corps K dont le conducteur f est tel que
2000 < f<2500; on a alors H(F,) <500; il y a seulement
8 corps pour lesquels H(F,)=> 300 et pour 150 corps on a
H(F,) <100.

4. Etude de I'indice Qi = (|E¢|: [E |®|E,]).

PROPOSITION 2. --
a) Ona Qg=1 ou 2 et Qg =2 si et seulement s’il existe
une ‘‘unité de Minkowski”’ € pour Eg ;
b) Soient €, un générateur de E, et €, un générateur de
E, . Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Qg =2,
.. . . 2
(ii) il existe u€ Ey telleque u'*"" = +¢,,
(iii) il existe v € Ey telleque v’ =t ¢,

(iv) il existe w € Ey telle que w? = * € el™.

Lorsque ces conditions sont réalisées, on peut choisir u,v et
w de telle sorteque u =v=w = €.
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Cette propriété est démontrée par H. Hasse ([6]). Elle est aussi
démontrée dans ([1]) comme cas particulier d’un résultat plus général.

Nous avons retrouvé directement ce résultat en montrant de plus
que les seules structures de Z[G]-modules (a priori possibles pour
le groupe des unités d’un corps K cyclique réel de degré 4) étaient
les deux structures ci-dessus caractérisées par la valeur de Qg (voir [4]).

II. CLASSES DE k& QUI DEVIENNENT PRINCIPALES DANS K

1. Enoncé du probléme.

Placons nous tout d’abord dans un cadre plus général : soit &k
un corps de nombres, K wune extension cyclique, supposée tota-
lement réelle, de degré premier p de k et soit 7 un générateur
de H = Gal(K/k). Soient Eg le groupe des unités de K,
Ef = {u € Eg ,Ngp(u) =1} et E, le groupe des unités de k;
on note j' I’homomorphisme ‘“extension” des idéaux, qui est in-
jectif, et j I’hnomomorphisme, du groupe des classes de k dans celui
de K, qui s’en déduit. Si on désigne par P" le groupe des idéaux
principaux de K invariants par H, et par P, le groupe des idéaux
principaux de k, on sait ([7]) que P“/j’P0 est canoniquement iso-
morphe & E§/E}™' qui est non trivial d’aprés le théoréme 92 de
Hilbert. Si de plus, K/k est non ramifiée pour toute valuation, alors
PH/j 'P, s’identifie a kerj et on obtient le théoréme 94 de Hilbert,
a savoir que Kkerj est isomorphe a Eﬁ/E;’l et est donc non trivial.
On montre de toute facon facilement que, sans hypothése sur la ra-
mification, kerj est seulement isomorphe 4 un sous-groupe de
E;/EI(" ce qui alors n’implique rien sur sa trivialité ou sa non tri-
vialité et ’on peut se poser le probléme de la détermination effec-
tive de kerj.

Dans notre cas, ol ’extension K/k est toujours ramifiée, nous
allons montrer que kerj est isomorphe a un sous-groupe d’ordre
1 ou 2 de E;‘;/EL_I et que la connaissance de I'unité x-relative géné-
ratrice €, (ou plus simplement de I'unité ¢, dévisée au maximum
en 2) permet de le déterminer.
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2. Construction d’'un homomorphisme injectif 6 de kerj
dans &= E;‘Z/E‘I’:" et caractérisation de Im 6 .

On désigne par Ag lanneau des entiers de K, par ¥e(K)
(resp. J(k)) le 2-groupe des classes au sens ordinaire de K (resp. k).
Soit b wun idéal de k et soit b Ay l'idéal étendu a K ; on consi-
dere I’homorphisme j extension des classes qui & ¢l (p) de Je(k)
fait correspondre cl(bAg) de € (K). Alors kerj est I'ensemble
des classes des idéaux b de k pour lesquels il existe BEK* tel
que b Agy = BA ; c’est un 2-groupe d’exposant 2.

PROPOSITION 3. — Soit Ef [l'ensemble des w € Ey telles que

NK/k(w) =+ 1. Il existe un homomorphisme injectif 0 de kerj
dans & = E;‘E/E‘;{z“ )

Démonstration. — Soit  cl, (b)Ekerj; alors b Ag = fAg,
BEK*; on a (bAg)°~! =bo*~1A = (1) puisque b Ck; donc
B"z“AK = (1), soit B°>! =u, u unité de K : alors u€Ef et
on associe d cl () I'image u de u dans &. On vérifie que I'on
obtient un homomorphisme injectif.

PROPOSITION 4. — L’image de 0 est I’ensemble des classes dans
& des unités w de K telles qu’il existe un élément o de K* et
un idéal o« de k vérifiant les relations o°>~' = u et aAg = aAg .

Démonstration. — Soit u€ &, u # 1, u € EY ; d’aprés le théo-
réme 90 de Hilbert, u est de la forme o°>~!, « €K*, « défini
modulo k*. On étudie la décomposition en idéaux premiers de oAy ;
oA est un idéal principal invariant puisque a1 = u ; il s’écrit
donc de fagon unique sous la forme aAg =aAg XP, Xx...XP,
ou a est un idéal de k etou P ,,...,P, (n=0) sont des idéaux
premiers ramifiés dans K/k que I’on peut supposer distincts.

On vérifie que si 'on change u modulo E‘l’:_‘ , ®Ayg ne change
pas modulo les idéaux principaux de k. D’aprés la définition de 0,
u sera un élément de Im 6 si et seulement si aAg =aAg (c’est-
a-dire n =0) d’ou la proposition.

Remarque 3. — Si u€E}f, u#—1, alors a=1+u est
tel que a!=°% = 4.
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1
Eneffet a2 =14+ u°?> =14+ — et al=92 =y,
u

Remarque 4. — En pratique, on aura kerj # 1 si et seulement
il existe u € Ef, u@EE}’f“ telle que dans la décomposition en
idéaux premiers de aAg (@ =1 + u par exemple), aucun idéal pre-
mier ramifié dans K/k n’intervienne a une puissance impaire.

3. Détermination de & = E;';/E‘l’(z—l et d’un sous-groupe de &
contenant Im 0 .

Soit €, un générateur du groupe E  des unités x-relatives
de K et soit s = NK/k(ex) =% 1. On a alors les deux proposi-
tions dont les démonstrations sont €lémentaires :

ProposITION 5. —Si s=+1, Ef=E . Si s=-1, E¥
est engendré par —1 et €77 .

2_ ,
PROPOSITION 6. — Le groupe & = EX/Ey ' est formé des
éléments suivants :

1) Si Qu=1 et s=+1, alors 8={I-1,i?,ie;,ie)‘<‘°},
2) Si Q=1 et s=—1, alors &={t1,te, °},

3) Si Qu=2 et s=+1, alors 8={x1,%€},

4) Si Qu=2 et s=—1, alors 8= {x1}.

PropoOsITION 7. — Lorsque Ny, (e,) = + 1, aucun des élé-
ments €, €7, — € , — €y nappartientda Im 6.

X’ X
Démonstration. — Puisque ex€Eg, a=1+¢,  vérifie
) — . R
€, = a!=%"; supposons que €, appartienne a Im6 ; alors

oAy =a Ay, a idéalde k; il en résulte que

aIAL =alTAL = pAg, PEQ;
donc il existe v unité de K telle que «'f° = pv; alors
al=°% = (pv)'=° = v~ ; on a donc €, = v
v est nécessairement x-relative : en effet

Nk (@) = a1+ (1+02) = p1vo? y1re? - 21402

>

; mais alors 'unité
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mais Ny q(@) = * p?; donc Ngx(@) =+1 et vEE . Donc

I’hypothése €, €Im 6 entraine qu’il existe vE€E, telle que
€y = v!=% | ce qui est en contradiction avec €, générateur de E, .
Donc €, Im6. Le raisonnement est le méme pour Ef’(—, —€, et
— €5 .

PROPOSITION 8. — Soit u, #+1 une unité x-relative. Alors

v ¢ nappartient pasd Im 6 .

—Uu

Démonstration. — L'unité —u)~? appartient a Ef ; donc si
_ X _o2 .
u, FE1, a=1-—w ° vifie o7 =—ul"%; soit
vm+a f ) )
= \/mg——-2 (avec g= "~ et m=a*+b%* a>0,b
m

pair) ; alors 9> = —y et Yot al=% = uy °; il en résulte que
Yo)l*o = p'u,, p'€Q. Supposons de plus que aAg =aAg,a
idéal de k; alors il existe vEE, et p€Q tels que o'’ = pv;
on a donc Y™°v = p'u,, cest-a-dire que Y’ =p'"'w, p"€Q,

b
w€EEg ; or Yy’ = £ \/mg 3 ceci est donc impossible.

COROLLAIRE. — Les deux éléments —1 et —e)'(“’ de & n'ap-
partiennent pasa Im 6 .

Démonstration. — La proposition 8 appliquée a u, =€, en-

traine le résultat pour — e,‘(“’ . Pour ’appliquer a — 1, on remarque
que :

1 = J— = S 2 = 1+o Sr1fi —_ 1-0 = — 2
si Ngple) =1, €, et u, = €77 vérifie —u, €2,
i = — = — ¢2(1-0) — o1-02 L g
si NK/k(eX) 1, —1 €5 et u, = €, vérifie
_qygl-0 — _ 22(1-0)
u, €19

On a donc démontré :

PROPOSITION 9. — Ona Im 6 C {1,€el-9}.

La proposition 6 entraine que si Qg =2, alors kerj = (1).
Il reste a étudier, lorsque Qg =1, si e)‘(“’ appartient ounona Im@.
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4. Etudeducas Qg =1.

Soit €, une unité x-relative génératrice de E, ; posons

§ = NK/k(ex), t = TrK/Q(eX) et

— l+0 1+02 1+03 o+02 o+03 62+03
r=e€, +ex +ex +eX +€x +€x .

On vérifie que le polyndome minimal sur Q de €, est égal a
X* — X2 +rX? —stX +1 et que celui de e)’(”" se met alors sous
la forme X*-—TX®+RX®2-TX+1, avec T=sr—2 et
R=st? —2sr+2. On trouve alors facilement la relation
Nga(l + €, %) =R+ 2T + 2 = st , que nous écrivons sous forme
de proposition.

PROPOSITION 10. — Soit €, l'unité x-relative génératrice de E, ;
soient s = Ny, (ey) et t = Triqle,); alors Ny (1 + €,7°) = st*.

Pour savoir si e;“’ appartient ou non 4 Im 8, on est amené

a étudier la décomposition en idéaux premiers de 1’idéal invariant
aAg, ou a=1+ e;"’. On étudie le probléme localement (c’est-
a-dire en un p ramifié dans K/k, p fixé) ; on peut écrire de facon
unique :
(i) si p est inerte ou ramifi¢ dans k/Q: oaAg =M P*,
(i) si p estdécomposé dans k/Q: aAg ZWEP%*‘B’}’ ,

en appelant L (resp. P et ') 'idéal premier au-dessus de p dans
K (resp. les deux idéaux premiers conjugués par o au-dessus de p
dans K) et ou M, est un idéal ambige premiera p.

Il est clair que dans la décomposition aAg =a AP, x...xB,
( aidéal de k,P,,...,P, (n=0) idéaux premiers distincts ra-
mifiés dans K/k), une condition nécessaire et suffisante pour que
n = 0 est que pour tout p ramifié dans K/k on ait :

x =0 (2) dansle cas (i),
x =y =0(2) dansle cas (ii) .

L’appartenance de e)‘(“’ a Im@ se raméne donc 4 un nombre
fini de conditions de valuations que nous allons expliciter de fagon
complete et immédiatement utilisable en pratique.

a) Casou p (ramifié dans K[k) est ramifié dans k/Q.
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La condition Ny () = * #* entraine oAy =W P2*.

b) Casou p (ramifié dans K/k) est inerte dans k/Q.

Soit ¢ =v,(#), Cclest-a-dire que ¢=pt,(t',p)=1; la
condition Ny q(a) =% p*#2, (¢', p) =1 entraine que aAy =M P°.
On vérifie en particulier que :

(i) si p=1 (4), alors ¢ =0: en effet, il existe w€Ek*
(W’ = wP(p)) tel que € = w(P); en utilisant le fait que
1402 —

€, = w?=s5(p) et que p=1(4), on en déduit que w’=w

mod. p et que TrK/k(ex) =4w mod. p;

(i) si Ngu(ey) =1, alors aAg =§UEP§B2" . en effet e, €Ef ;
donc €, = Bi-9% BEK* et ol = ex °; la décomposition
de oAy se déduit de celle de BAy .

c) Cas ou p (ramifié dans KJk) est décomposé dans k/Q.

Soient ¢ = vp(t) et e=uv,(sr+ 2), c’est-a-dire que ¢t = p°t’,
t',p=1 et sr+2=pr',(r',p)=1. Si ¢=0, alors
aAyg =W, ; si ¢# 0, alors on montre que e # 0. La connaissance
de la norme de « sur Q n’est plus suffisante pour déterminer la
décomposition de aAyg . On la déduit de I’étude de Irr(e®,Q). On
vérifie que oAy =§ZYEPSB'“‘“(C"’)‘B 12¢-min(c,e)

5. Conclusion.

Les résultats démontrés dans les paragraphes précédents se ré-
sument en le théoréme suivant :

THEOREME. — Soit K une extension cyclique réelle de degré
4 de Q de sous-corps quadratique k. Soit €, [lunité x-relative
génératrice de E, et soit Qg = (IEg|: |E| ®|E,|). Soit s = Ny, (€))
et soit Irr(e,,Q) = X* — X3 + rX? — stX + 1 ; pour tout nombre
premier p, on pose c¢ =v,(t) et e=v,(sr+2). On a les pro-
priétés suivantes :

a) Il existe au plus une classe non triviale de k devenant principale
dans K et lorsqu’une telle classe existe, on a (1 + €, °)Ag = aAg,
ou a idéal non principal de k représente la classe en question.
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b) Si Qg = 2 alors aucune classe non triviale de k ne devient
principale dans K.

c) Si Qg =1, wune condition nécessaire et suffisante pour
qu’une classe non triviale de k devienne principale dans K est que

tout nombre premier p ramifié dans K/k vérifie l'une des trois
conditions suivantes :

(i) p est ramifié dans k/Q,
(ii) p est inertedans k/Q et c est pair,
(iii) p est décomposé dans k/Q et min(c, e) est pair.

Remarque 5. — Soit p (ramifié dans K/k) et inerte dans &£/Q ;
la condition ¢ = 0 (2) est vérifiée si

O p=14)
() s=+1.

ou

Remarque 6. — Pour déterminer si une classe de k devient
principale dans K (y compris le calcul de Qg et de s) il suffit
de connaitre l'unité ¢, dévissée au maximum en 2 a la place de e, .

Remarque 7. — Nous avons démontré dans [4] le fait suivant :
soit p ramifié dans K/k :

(i Si s=—1 etsi p=3(4), alors p est inerte dans k/Q
et ¢ est impair.

(i) Si s=—1 et si g=4g', g’ impair, alors 2 est inerte
dans k/Q et ¢c=1.

III. RESULTATS NUMERIQUES

Les tables numériques ont été établies sur I’ordinateur IRIS 50
du centre de calcul de I'Université de Besangon. Nous avons calculé
une valeur approchée de toutes les quantités avec une double pré-
cision réelle (15 chiffres significatifs). Pour certains corps, nous avons
du utiliser 'ordinateur du C.I.LR.C.E. muni de la quadruple précision.
Ces tables numériques qui paraitront intégralement dans [4] donnent
pour chaque extension K cyclique réelle de degré 4 de Q et de
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conducteur inférieur a 4000 :

= le conducteur f de K,

» la décomposition en facteurs premiers de f,

= le conducteur m du sous-corps quadratique k£ de K,

» les entiers aetb (a,b >0, b pair) tels que m = a?® + b2,
définissant le corps K parmi ceux de conducteur égal a f,

» la norme dans k/Q du générateur ¢, de E,, notée s,,

» la norme dans K/k du générateur e, de E,, notée s,

. t=eX+e§+e;’(2+€;’(3,

= r=c¢. €+ exe;2 + eXe;3 + e;’(e;’(z + e‘)’(e;3 + (:‘;26;3 ,

» lindice Qg = (IE|: |E |®|E,]) (égald 1 ou2),

« lindice &, = (IE,|:|F.]),

= le nombre de classes h, de k,

= le nombre de classes 2 de K (on ah= 925 hohx),

» le symbole x lorsqu’une classe non triviale de k devient
principale dans K.

En annexe 1, nous donnons la fin de la table (3950 < £ < 4000).

A notre connaissance, la seule table existante exclusivement
consacrée aux corps cycliques de degré 4 est celle déterminée par
H. Hasse ([6]) qui donne le nombre de classes et les unités pour les
corps K du conducteur inférieur a 100.

Les principales remarques que I'on peut déduire de ’étude de
notre table sont les suivantes :

a)Il y a 1536 corps K de conducteur f<<4000. Dans cet
intervalle il y a exactement :

81 corps pour lesquels &, est divisible par 5,

4 " " 9
8 ” " 13
3 " " 17.

Dans I'annexe 2, nous donnons les extraits de la table concernant
les corps K de plus petit conducteur tels que 5, 9, 13 ou 17 divise
hy ; nous donnons également deux exemples (hors table) pour lesquels
25 puis 29 divise A, .

b) Les 1536 corps K de conducteur f < 4000 se répartissent
en :
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(i) \130 corps pour lesquels f est premier (ou f = 16); alors
m=f (ou m=8), Qu=2, so=5s=—1, hy, hx et
h sont impairs.

(ii)) 892 corps pour lesquels f est composé et m est premier
(ou égal a 8). Alors h, est impair et h, est pair. Parmi
ces corps, on constate que Qg = 2 pour 95 d’entre eux.

(iii) 514 corps pour lesquels f et m sont composés. Alors
h, et h, sont pairs. Parmi ces corps, on constate que
Qg =2 pour 81 d’entre eux. Le probléme de I'existence
d’une classe de k qui devient principale dans K ne se pose
que pour ces corps. Parmi ces 514 corps, on constate que
pour 231 d’entre eux une classe de k devient principale
dans K (pour 181 corps, la raison en est que Qg =1
-et tous les p, ramifiés dans K sont totalement ramifiés
(théoréme c¢) (i))).

c) Supposons f et m fixés et soit m=pyp,...p,,
p;=1(4) (p, pouvant étre égal a 8) la décomposition de m en
facteurs premiers ; alors le nombre de tels corps est égal 4 2" . En
général, on constate que de tels corps ont des propriétés analogues
(valeur de Qg , 2-valeur de h, , capitulation ou non capitulation
de classes de k dans K); il y a pourtant des exceptions ; nous en
donnons la liste dans I’annexe 3.
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