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UNITES CYCLOTOMIQUES
UNITES SEMI-LLOCALES ET Z/-EXTENSIONS

par Roland GILLARD

Dédié a Monsieur Claude Chabauty.
0. Introduction.

Soit K un corps de nombres abélien réel, G le groupe de
Galois de K/Q et 2 un nombre premier. Pour chaque idéal pre-
mier £ de K au-dessus de £, désignons par U, le groupe des
unités du complété correspondant K. qui sont congrues a 1 modulo
le complété de S£. Nous appelons groupe des unités semi-locales
le groupe U =1:I|Isz U.. Soit C (resp. E) le groupe des unités cy-

clotomiques formelles de K —cf. [14] et § 2.2 — (resp. le groupe
des unités de K). Considérons l'intersection de U et de I'image
de C par lapplication diagonale dans le produit K =L’III‘2 K.

Désignons par C sa fermeture dans U muni de la topologie pro-
duit. On note @(K) le 2-groupe des classes de K.

Si G est d’ordre premier & £, on peut décomposer I’algébre
de groupe Z,[G] et les modules sur Z,[G] a I'aide des idempo-
tents de G associés aux caractéres définis et irréductibles sur Q.
si ® est un tel caractére, R. Greenberg ([8] cf. aussi [4]) donne
I’ordre, pour 2# 2, de la &-composante du quotient U/C ex-
primé a l’aide de la valeur au point 1 de la fonction L £-adique
associée a ®. Soit E/C le K-sous-groupe de Sylow du quotient
E/C. On sait, d’aprés la théorie de Leopoldt [14], que les ordres
de (E/C), et C(K) sont égaux. G. Gras ([6]) a conjecturé que les
ordres des ® composantes de (E/C), et @(K) sont aussi égaux.
Pour des raisons de rang, on ne peut pas espérer en général d’iso-
morphisme entre ces composantes. J. Coates et S. Lichtenbaum ont
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énoncé ([1]) une conjecture et ont donné des conditions suffisantes
de vérification (cf. ci-dessous conjecture 2 de 6.1 et début de 6.2).
Le résultat cité plus haut donnant ’ordre de la & composante de
U/E et la conjecture précédente entrainent la validité de la conjec-
ture de G. Gras pour £ # 2 (cf. [8] et [4]).

Je me propose dans cet article d’étendre aux extensions abéliennes
quelconques de Q le résultat sur U/C établi par Greenberg évoqué
ci-dessus. En effet, G s’écrit canoniquement sous la forme d’un pro-
duit direct I'x A avec I' sous-groupe d’ordre une puissance de £
et A sous-groupe d’ordre premier a £. Il est alors possible de dé-
composer I'anneau Z,[A] et les modules sur Z,[A] 4 l'aide des
idempotents associés aux caractéres de A définis et irréductibles
sur Q,. Si @ est un tel caractére, j'obtiens alors (au § 4.4) une
formule analogue a celle de [8] pour l'ordre de la @ composante
de U/C. 1l y figure une constante N; qui ne dépend que de la
structure de I' et qui joue le méme role que lindice limite Qg
dans [14]. Lorsque I' est cyclique, il est possible (cf. § 5) de sup-
primer cette constante en agrandissant le groupe C.

Dans la deuxiéme partie de cet article, j’étudie une générali-
sation de la conjecture de Gras concernant les différents étages de
la Z, extension d’'un corps de nombres abélien réel de degré fini
premier & £ sur Q. Comme dans [8] et [4], on utilise la conjec-
ture de Coates et Lichtenbaum. Le § 6.4 contient la démonstra-
tion de cette conjecture dans des conditions légérement plus larges
que celles de [1]. Le § 7 concerne le cas 2 = 2, on énonce une
conjecture analogue a celle de Coates et Lichtenbaum et on donne
des conditions de vérification analogues a celles de 6.4. L’applica-
tion a la conjecture de G. Gras est plus délicate (comparer les théo-
rémes 4 et 4'). Les résultats sont énoncés en 6.2 (2#2) et 7.2
2=2).

Dans la suite, nous choisissons une cloture algébrique $£2, de
Q, et un plongement ¢ dans £2, d’une extension abélienne ma-
ximale Q% de Q contenant K. On utilise la valeur absolue de

1
Q, telle que [¢] = I Pour tout entier positif # on choisit dans

Q?® une racine de l'unité d’ordre n, ¢ , de fagon a avoir des re-
lations de compatibilité ¢ "l"m = §‘n .
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1. Préliminaires.

1.1. Tous les caractéres que nous étudions sont d valeurs dans 2 .
On appelle Q-caracteres (resp. Q,-caractéres, resp. £2,-caractéres)
d’un groupe, les caractéres définis et irréductibles sur Q (resp. Q,
resp. §2,). Si H est un groupe fini, & tout caractére x de H
défini sur Q (resp. Q, , resp. £2,), on associe un élément e, de
Q[H] (resp. Qy[H], resp. £2,[H]) par la formule :

: Y x(¢Ho. (1)

xz‘[ﬁiaGH

Nous choisissons une fois pour toutes un Q,-caractére non trivial
® de A; soit d sa dimension. Par l'inclusion canonique de Z,[A]
dans Z,[G], e, s’identifie a I'idempotent de Z,[G] associé par
(1) au caractére ®* de G induit par ®. La décomposition de

e

® en Qg-caractéres est notée: & = Y, y. Choisissons un
vie

§,-composant Y, de &P (ie. un §,-caractére intervenant dans
la décomposition précédente) et désignons par A (resp. L) le
sous-anneau de $2, engendré sur Z, (resp. le sous-corps de £2
engendré sur Q,) par 'image de ¢,. On définit comme suit un
isomorphisme d’anneaux :

eeZo[G] — A[l'] ; )
d Iélément Za,;v8 de e4Zy[G], somme prise sur tous les
couples (v, 6) de I'x A =G et les coefficients Ay étant dans
Z,, on associe élément Za ;. Y,(8)y de A[l']. Par extension
des scalaires, on déduit aussi un isomorphisme entre e,Q,[G] et L[I'].

Si H est un groupe abélien fini et x un §2,-caractére, on
désigne par g, lordre de X (considéré comme €l¢ément du groupe
dual de H) et d, le discriminant du corps Q(i‘gx). Si £ est un
Q-caractére de H, on pose 8 =8 et d$=dx ou x est un
§2,-composant quelconque de £.

Pour chaque $2y-caractere x de G, soit K, le sous-corps
de K défini par le noyau de x considéré comme homomorphisme
de G dans Q7 et f, le conducteur de K, . Si x est un -
composant d’un Q-caractére £ de G, on notera encore K, ou
fE pour K, ou f, . Tout £g-caractéere x de G définit un carac-
tére de Dirichlet modulo f,, qu’on note encore x. Ceci permet
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de définir une somme de Gauss :
Ix
T = a)¢? .
0= X xat

a=1
(dxfx)zl

1.2. Soit © Jl’anneau des entiers de K et @ le produit des an-
neaux des entiers O, des complétés K. pour £ au-dessus de £.
Les anneaux © et K sont les complétés KL-adiques de O et K:
on identifie donc © et K & leurs images dans © et K par I’ap-
plication diagonale. L’action d’un élément quelconque o de G se
prolonge par continuité en un automorphisme de I’anneau K encore
noté o. De méme on prolonge par continuité la restriction 4 K
du plongement ¢ en une application encore notée ¢. Pour chaque
£I2 le logarithme définit une application de U, dans K.. No-
tons fog l’application de U dans K, produit des applications
précédentes. Pour chaque $2y-caractére x de G, définissons une
application T, de K dans £, par:

T, (@) = Y x(0)~! p(o(a)).
[S{¢]
11 est facile de vérifier que I’on a la formule :

Vre G, T, (1(0) =x(7).T,(a).
Cette formule se prolonge par Z,-linéarité :
Yu € Zy[G], T,(u(@) = x(u) Ty(). (3)
Si € est une unité de K congrue 4 1 modulo £ (V£|Q), p(o(Loge))
est égal 4 p(LLog o(e)) donc a log[yp(e?)]. Ici log est le logarithme
dans g, cf.[12] § 4 ; ainsi:
T, (Bog €) = 2. x(07") log[w(e”)] . (4)

0EG

1.3. Si M et N sont deux A-modules qui sont des réseaux dans
un méme espace vectoriel de dimension finie, on peut leur asso-
cier un idéal tractionnaire [M,N] (cf. [3]) de A. Cet idéal est de
la forme £°.A pour a unique dans Z. Nous appelons “indice”
de N dans M et nous notons encore [M:N] le nombre rationnel
4. Bien sir, si M contient N, [M:N] est égal a I'indice de N
dans M au sens usuel. Enfin si M est un réseau et si N est de rang
strictement inférieur, on dit que I’““indice” [M: N] est infini.
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Soit & un élément de K tel que e4,Z,[G]. @ soit un réseau

du L-espace vectoriel e K, c’est-d-dire soit un Z, module libre
derang d. Soit B un élément de K. On peut alors énoncer :

LEMME 1. — L’“indice” de e4Zy[G].B dans eoZy[G]. o est
fini si et seulement si pour tout Z,-composant X de ®*, T (B)
est non nul. Cet ‘“‘indice” vaut alors :
I T,(x0)
leaZ,[G]. @ : €42Z,[G]. B] =| | . (5)
d=Q PR H TX(B)

x| ®*

Démonstration. — On peut écrire e4f = u(a) avec u dans
€$Q,[G] ; en multipliant B par une puissance de £ suffisante, on
voit qu’on peut supposer que u est dans e4,Z,[G], on a alors un
isomorphisme entre  e,Z,[G]. a/e,Z,[G]. B et el,Z [G]/(u).
Notons u Papplication de e4,Z,[G] dans lui-méme définie par la
multiplication par u. L’anneau eyZ,[G] est un Z,-module libre
de rang d. L’indice étudié est fini si et seulement si le détermi-
nant de % est non nul. Si cette condition est vérifiée Iindice vaut
|dét w|~! . Le déterminant de % peut étre étudié a I’aide d’une
extension des scalaires de Z, a £, et de I’application £2,-linéaire
eq,QQ[G]—l?—»Q‘;'m définie a l’aide des idempotents associés,
cf. (1), aux &g -composants de @*. Sur Q&I Pendomor-
phisme #% est traduit par une application linéaire de matrice dia-
gonale, les éléments sur la diagonale de cette matrice sont précisé-
ment les nombres x(u). Ainsi

leeZo[Gla: e, Zo[G]B] = |det ul™! =‘ XI|I¢* X(u)l -

T.(6)

Le lemme résulte alors de ’égalité (cf. § 1.2 (3)): x(u) =
Ty ()

2. Résumé de résultats de Leopoldt.

2.1. Rappelons rapidement des résultats de [15] utilisés dans la
suite. Pour chaque nombre premier p ramifié dans K/Q soit I’;
le k'*™¢ groupe de ramification. Soit I (resp. I*) le sous-groupe
MI' (resp. I2. II I!'). Soit & un Q-caractére de I trivial sur
p P 2 p#2 P
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Ig (ie. tel que Vx€I%, &x) = &1)) ou un Q-caractére de
I" non trivial sur 12. On note par Z le caractére de G induit par
¢ et ez lidempotent de Q,[G] associé a = (cf. (1)). Soit Z l’en-
semble des caractéres = définis de la fagon précédente. Pour =
dans Z, soit fz le plus petit commun multiple des f, et Ky le
corps composé des corps K, , pour x £,-composant de =.
Pour = dans Z et x §2,-composant, posons :
I

TOGE) = 2 x(@d)
a=1 -

(a,/z)=1

Pour = dans Z définissons f_ par:

2 T(x, §; ).

XI=

=7k, q

A K -est associé un ordre de Q[G] D= :22 ez Z[G] et un ¢€lé-

ment de Q. t= }_‘ t.. Le résultat fondamental de [15]
Z€Z
est que (@ est lordre associé au Z[G]-module © (i.e. on a

= (A€Q[G]INOC @}, que ¢t est dans K et quon a
O =®.t. Un §g-caractére x de G figure dans la décomposi-
tion d’un et d’un seul caractere = de Z, f, divise alors fo etle
rapport f-/f, est sans facteur carré et premier a f, (cf. [15]).
Si p désigne la fonction de Moebius, on a la relation pour x £2,-
composant de = (comparera § 1(1)et § 2 (15)de [15]):

Z x (@) a(n) =#(§E—) x(f—E) rCIKK] (6)

[

Remarquons que u (;—:) (—) est une racine de 'unité donc une

unité de $£,. Posons @, = @ e=Zy[G]: © est un @,-module

zez
libre de rang 1 engendré par ¢.

2.2. Nous rappelons maintenant la définition des unités cyclotomiques
(cf. [14]). Si & est un Q-caractére de G, Leopoldt définit I’entier
algébrique 6, comme suit. Choisissons pour tout automorphisme
sur K;, o, du sous-corps réel maximum de Q(§f) un prolon-

gement 0 a Q(S‘zf) et définissons 6, par: 0, = Ho(g‘m —§‘2_f1£).
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Le carré de 6: est égal au signe prés a la norme dans Ks de 1’é1é-
ment 1—§‘_fE de Q(§f£). Le groupe des unités cyclotomiques C,
de K est l'intersection du groupe des unités E de K et du groupe
engendré par — 1, les €léments 0, et leurs conjugés, § parcourant
I’ensemble des Q-caractéres de G.

Pour chaque £, notons o, un générateur du groupe de
Galois (cyclique) de KE sur Q et EE un relévement de o, dans
@ = Gal(Q%/Q). On considére alors les éléments v et v, de
Z[Gal(K,/Q)] et Z[g] définis par :

7," =1 *OgE/p)

Y, = I (1 —3%"%).
plgg £ e ( e )

plgg £

En prolongeant par Z-linéarité I’action de § sur le groupe multi-
plicatif (Q%®)*, on peut considérer 0?5: c’est une unité de K,
dont la norme sur les sous-corps stricts de K, vaut 1. Soit ©
le produit des éléments 0;’5 pour § parcourant l’ensemble des
Q-caractéres de G. Leopoldt définit le groupe des unités cyclo-
tomiques formelles C comme étant le sous-Z[G]-module de E
engendré par — 1 et les éléments 0?5. L’ordre de Q[G] as-
socié au sous-module de E engendré par ©® (i.e. l’ensemble
{KEQ[G]IG)"GE}) est lordre maximal de Q[G] c’est-a-dire
@ e, Z[G], la somme étant prise sur I'ensemble des Q-caractéres
de G: ceci résulte de I’égalité au signe prés entre ©F et 7%,
Si & est un Q-caractére de G et x un $,-composant de £
on notera aussi 0,...7, pour 6,...7,. De plus, pour tout
Q, caractétre x de G on définit x(y,) en considérant x
comme un caractére de G/kerx et en I’étendant par linéarité.
Considérons lintersection de U et de I'image diagonale de C
(resp. de C,) dans K et notons C (resp. Eo) sa fermeture.

2.3. Définissons (cf. [14] et [9]) pour tout groupe abélien H des

entiers :
HjHI [H] \etep)
N., = C, = d. (— 13
VAN | o/t g§>

ou les produits sont pris sur I’ensemble des Q-caractéres de H et
ol ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler. On sait que Cy
(cf. [9]) est égal a 1 si et seulement si H est cyclique et que Ny
est l'indice de Z[H] dans lordre maximal @e,Z[H] de Q[H],
somme prise sur I’ensemble des Q-caractéres de H.
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LEMME 2. — Le produit Ny .Cy est égal au produit des ordres
des noyaux des Sy -caractéres de H. Le quotient Ny/Cy est
donné par les formules ou les produits sont pris sur ’ensemble des
Q-caractéres de H :

. g*P(gg)
Ny/Cy =T 2—=11 I pvlp-1
¢ d; £ oplgg

Démonstration. — 11 suffit d’effectuer le produit et la division
en tenant compte de la relation [H] = Zyp(g,). La derniére égalité
provient de la valeur de d, .

Exemples. — Si H est cyclique d’ordre 2", alors Cy vaut
1 et Ny est égal & @ élevé a la puissance (1+ @ +...+ f"7!).
Si H est isomorphe a (Z/22)", alors Ny (resp. Cy) est

1 1
égal a L élevé a la puissance Py [(n - +1+ ]

-1
1 e —1
(resp.; [(n—I)Q”+1— 2 1])

3. Calcul de I'indice de e,Z,[G] dans e,®@, .

3.1. Pour chaque $2g-caractére x de G, on note Z=(x) l'unique
élément de Z (cf. 2.1) qui admet x. comme $£2,-composant. Le
but du § 3 est de démontrer la proposition :

PROPOSITION 1. — Si @, désigne l'ordre de Qu[G] introduit
d la fin de 2.1 on a: [eg@: epZe[Gl] =1 TL [K:Kgy)I7".
X

3.2. Nous allons utiliser I'isomorphisme d’anneaux signalé en 1.1
entre e,Q,[G] et L[I']. Soit I'; (resp. l";") Iintersection de T
et de I (resp. I*). Soit = 1’élément de Z défini par induction
d’un Q-caractére ¢ de I (resp. I*). Notons §' la restriction de

£ a I'; (resp. r‘;“). Nous disons que = et & sont compatibles

ot

si et seulement si ®* et E possédent au moins un $2,-composant
commun. A laide de linclusion de L[I',] (resp. L[I'}]) dans

L[I'] on peut considérer e, comme un élément de L[I'].
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LEMME 3. — L’image de ey .ez dans L[T'] est e, si ® et
= sont compatibles et 0 sinon.

Démonstration. — Remarquons d’abord que e- est égal 4 la
somme X e,, somme prise sur les §2,-composants d¢ = ; comme
ey,- €y est nul sauf si x et Y, coincident sur A, e, .e; est
nul sauf si un $2,-composant de § coincide avec ¢, sur ANI
(resp. ANTI*). Ceci signifie exactement que = et & sont compa-
tibles. Si cette derniére condition est vérifiée, on a ey, =X ey
la somme étant prise sur les §2,-caracteres de G egaux a \1/0 sur
A eta & sur I, (resp. l";“). Ainsi €y, ez n’est autre que I'idem-
potent du caractére de G induit par le caractére 6 de A xT,
(resp. A x ') qui vaut ¥,(8) £'(y) pour I'élément .y de AxT,
(resp. AxT]). Clest donc aussi e, considéré dans Qu[G]. Cet
idempotent s’identifie au produit des idempotents ey, et ey dont
les images dans L[I'] sont respectivement 1 et e - Son image,
qui est la méme que celle de ez , est donc bien e, .

3.3. Supposons dans ce n® 3.3 que I'; et F;" soient égaux, ce qui
est toujours vérifié si ¢ # 2. Le lemme 3 et (2) montrent qu’on
a un isomorphisme de A[I';]-modules entre e,®, et @e,A[l'],
donc encore entre e, @, et (D e,A[l,DIFT1]  (les sommes sont
prises sur I’ensemble des Q-caractéres A de I';). Le sous-module
epZo[G] est envoyé sur le sous-module A[Fl]““:rl]. Comme A
est un Z,-module de rang d, lindice [e,®My: €4Zy[G]] est égal
a la puissance d.[I':T;] de lindice [@ e\Z,[I";]1:Z,[I}]] cest
donc (Np)®ITT1l . Par la théorie du corps de classes, T'; (resp.I'¥
si 2 =2) est cyclique car c’est I'image du groupe multiplicatif
1 +pZ, (resp. 1 +4Z, si ¢=2) par l'application de récipro-
cité locale. Il en résulte que er est égal (cf. lemme 2) au produit
des ordres des noyaux des $2,-caractéres de I', . Pour chaque
Q,-composant x de ®*, soit x, sa restriction a I',: il est
facile de voir que le noyau de x, est d’ordre [K: Kz(x)] a une
unité de Z, prés. La proposition de 3.1 provient (avec I’hypothese
r, = l"*) du fait qu’il y a exactement (d.[I':T'|]) &, composants
de ®* qui ont méme restrictiona I,

3.4. Etudions maintenant le cas ou I‘;" est strictement inclus dans
I',. Dans ce cas ® est égal 4 2 et I'f est facteur direct de I,
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et d’indice 2. Ceci se voit en remarquant que, grice a la théorie du
corps de classes, I'; est un quotient de (Z,)* et I'} est I'image
du sous-groupe 1+ 4Z,. Soit J 1élément de I';, image de
—1€1 +22Z,: alors I', est égal au produit direct de F’l" par
{1,J}. Les caractéres = de Z proviennent soit d’un caractére £
de 1 trivial sur 122, soit d’un caractére & de I* non trivial sur

Ig. Les idempotents de L[I'] obtenus sont dans le premier cas

1 . 1 .
e=——(0+1) 2 v et e=—(10=-1 X
[Fl] vET] [FI] vEI}

et dans le second les e, ou A décrit I'ensemble des Q-caractéres

non triviaux de F;“. L’ordre de L[I'] image de e @, est donc,

en sommant sur ’ensemble des Q-caractéres A non triviaux de F’l“:

eA[l'] @e'A[T] @(@1 e,\A[I‘]>.

Il contient I'ordre @ e, A[I'], somme prise sur 'ensemble de tous
les Q-caractéres de T'* avec Iindice 247 T, Ce qui précede,
ajouté a un raisonnement calqué sur celui de 3.3, montre que l’in-
dice de e4,Z,[G] dans e,@®, est égal a (Nrf)dlr‘rﬂ.?.dlr’rl].
Pour évaluer N‘"T on utilise la propriété de I'f d’étre cyclique.
Pour chaque £2, composant x de ®* soit xF sa restriction a
I'F. 11 est facile de voir que si x;" n’est pas trivial, son noyau est
d’ordre [K:Kz,] a une unité de Z, pres. Ceci est encore vrai
si x est trivial sur I'f mais non sur T', . Enfin si x est trivial sur

1
', , le noyau de xi“ est d’ordre —2- [K:Kz)] @ une unité de zZ,
prés. La proposition de 3.1 résulte alors du fait qu’il y a exacte-

ment d[F:I‘;“] (resp. d[I':T";]) £y-composants de $* qui ont
méme restriction a '} (resp.a TI'y).

4. Indice du groupe des unités cyclotomiques formelles.

4.1. Soit m un entier strictement positif, premier a g, assez
grand pour que I’image diagonale dans K des unités 0 ¢" soit
dans U, pour tous les Q-caractéres & de G. L’image de O™
dans K est alors aussi dans U. Soit 61 le sous-Z,[G]-module de
U engendré par cet élément. Nous allons d’abord évaluer I’indice de
e,C, dans e,U. Désignons par Q lindice [e(b@: eq (EIFQBGL,)] .
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LEMME 4. — On a la relation suivante sur les ‘‘indices” :

_ 1 .
[eq (U/C)] = 6 e ©: e Zy[G] £og O™].

Démonstration. — Soit u Pordre du sous-groupe de torsion
de e,U; ona:
g (U/C))] = [eq UleC, ]
= [eq, £og Ule,Z,[G] £og ©™]. p
e 6 : eyZ,[G]Log O]
B [eq O : g og U]

Par ailleurs, pour r entier assez grand, ed,ﬁog( cIIIQ (1 +B’(9f))

est égal A e, L,l'lIQ £70,.. Son indice dans e,©® est Q" celui dans

1
ey £ogU est ; Q" !, D’aprés la multiplicativité de 1’*‘indice”
introduiten 1.3,0na : [e, ©: ep Fog Ul =Q.u.

4.2. Calculons maintenant I'indice Q :

©)
xg* (l B —XQ_>|

Démonstration. — Notons D (resp. D, ,I';,A,) le sous-groupe
de décomposition de & dans K/Q (resp. le sous-groupe d’inertie
de 2 dans D,I',A). Choisissons un idéal premier £, de K au-
dessus de £. On sait que © est le G-module induit par le D-module
Ofo. De méme fl—|[9 £0,. est le G-module induit par le D-module

LEMME S. — L’indice Q vaut

£o O, - Il résulte alors de l'interprétation du module induit a I’aide
d’un produit tensoriel et de I’exactitude a droite du produit tenso-
riel que @)/r];[sz L0, estle Fy[G]-module induit par le F,[D]-module
O. O/BO (930. D’aprés le théoréme de la base normale pour les ex-
tensions galoisiennes, ce dernier module est isomorphe a F,[D/D,]
c’est-d-dire au Fg [D]-module induit par le D,-module F, ou D,
agit trivialement. On en conclut que (9/Ell1§2 £60,. est un G-module
isomorphe a F,[G/D,], donc un A-module isomorphe au produit
de [I':T,J]-copies de F,[A/A;]. L’ordre de e, <(9/IITQB(9,_,> est
£

donc £9IT:Tol i les composants ¥ de & sont triviaux sur A,
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et 1 sinon. Le lemme en résulte facilement sachant que pour tout
x(2)

Q,-caractére x, composant de &®*, |1 —=——| vaut & si x est

trivial sur D, et 1 sinon.

4.3. L’*indice” [eq,@: epZy[G] £og ®™] se calcule par la méthode
1.3 en tenant compte des résultats des § 2 et 3. On obtient alors
le résultat suivant ou figure la fonction L g-adique (cf. [12]) :

LEMME 6. — L’ordre de e, (U/C,) est égal d

[G] Lo(1, x)l—l
I — .
2, x(7y) 3

X |®*

Démonstration. — On sait que © est un ®,-module engendré
par ¢ (cf.2.1)on adonc (cf. prop. 1 du § 3):

R -1
lep O e Zo[G]2] = l xllpclb* [K:KE(X)]' ’

De plus, d’aprés le lemme 1 de 1.3 :
II T, (¢)
x|o*

JI T, (og ©™)

[eaZo[Glt : ey Zy[G] £Log O] =

La formule (6) de 2.1, appliquée a T, (¢) = Zx(o)to(t), etla
remarque qui la suit montrent que :

ng' Tx(t)l = ng* (xY). [K:KE(X)]I .

Dautre part, d’aprés (3) T, (£og®™) est égal a T, (e, Log O7) si
¢ est le Q-caractéere de G ayant x comme $£2,-composant, donc,
en tenant compte de 2.2, a Tx(ﬁ‘og 6;"”’5). Ce dernier nombre se
calcule a I’'aide de la suite d’égalités :

T, (Log8,""%) = ¥ x7'(0) log [¢(6;""")]

oEG
=m.x(7). L x7'(0) log [¢(62°)]
0EG
G
=m.x(vg)- 2y xo log [w(6;")]

8x 0€Gal(K, /Q)

G 1
=m. x(7) . 5— i X' @log [p(1 — §7 1.

gX a=1
(a)fx)zl
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La premiére égalité écrite provient de la formule (4), la seconde est
conséquence d’un calcul analogue a celui de (3) le logarithme a été
prolongé comme dans [12] § 4. Dans la troisiéme égalité, on a consi-
déré x comme un caractére de G/Ker x qui est isomorphe au groupe
de Galois Gal(Kx/Q). Dans la derniére égalité x est identifié au
caractére de Dirichlet modulo f, qu’il définit; on a exprimé 02
comme norme de (1 — gfx) (cf. 2.2). La somme sur a se calcule
a l'aide de la formule donnant Ly(1,x) (cf. par exemple [12] § 5)
et la relation classique 7(x) 7(x™') =1, :

x (%
Zx (@ log [p(1 - )1 = — 7(x7™) (1 - (5 L. %)
Le lemme 6 résulte alors des calculs précédents et des lemmes 4 et 5.
4.4. Traduisons maintenant 4.3 sur le groupe des unités formelles :

THEOREME 1. — L’ordre de e4,(U/C) est donné par

I Lo(1,%)
x| ®* 2

-1

[e4(U/C)] = Ni.

Démonstration. — En revenant aux définitions de C, et C
(cf. §4.1 et 2.2) on voit que Iindice de e,C, dans eeC est
égal & celui de e4,Z,[G] dans eq,(EBeEZQ[G]) ol dans la somme
¢ parcourt I’ensemble des Q-caractéres non triviaux de G. C’est
aussi, grice a la formule (2) l'indice de A[I'] dans @®e, A[I'] ou
dans la somme A parcourt I’ensemble des Q-caractéres de I,
c’est donc (cf. 2.3) N& . Ainsi :

— [G] Lo(1,x)|-1
(ealUfO) =57 T, x(r0) = = :

Si x est un composant de ®*, notons Y et 7 ses restrictions
a A et I'; soit & (resp. p) le Q-caractére de G (resp. I') ayant
X (resp. m) parmi ses §2,-composants. On a alors :

(G _ |IT]
gy .
D’aprés le lemme 2 de 2.3, on déduit :
[G]]-1

*
xie* gy

et Ix(v)l =11 —m(c,)¥"|.

= (Np.. Cp)?
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et, en observant qu’il y a exactement d caractéres X qui corres-
pondent au méme w

l o x(v,)

x|®*

-1 egI%-1.4 _ (Np ¥
(e 1 (Cp) .

Dans le terme du milieu, le produit est pris sur I’ensemble des Q-
caractéres p de I' telsque ¢ divise g, -

4.5. Remarque sur le caractére trivial. Dans ce qui précéde, nous
avons supposé que P est non trivial. Le théoréme 1 est encore
vrai si ® est trivial, en convenant que les deux membres de 1’éga-
lité sont infinis : le rang de eq,E est [I' — 1, celui de e, U est
[[] et la fonction L Q-adique correspondant au £2,-caractére
trivial de G admet un podle en s =1. Cependant en remplacant
C par le Z,[G]-module c' engendré par C et (1 + %) on obtient :

. Np Lo(1,%)] -1
[ex(U/CNH] = EY Vfllq) —
x nontrivial

5. Casou I' estcyclique.

Si ' est cyclique, montrons qu’on peut supprimer I'indice Ny
figurant dans le théoréme 1, en remplacant les unités cyclotomiques
formelles par les unités cyclotomiques (cf. § 2.2) :

THEOREME 2. — Si I' est cyclique et ® non trivial, on a:

H LQ(I’X)i'—l
_—_—‘2 .

x|o*

leq(U/Cy)] =

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que e,C est un sous-
groupe d’indice N‘; de eyCy. Cest clair si T' est trivial car alors
les éléments v, introduits plus haut sont inversibles dans e4Z,[A].
Si I' est cyclique d’ordre 2", on sait que N vaut Quret...+an=1
(cf. §2.3). Soit m un générateur de Hom(I',Q2¥)., ¥ un Q-
composant de & et § un générateur de Gal(K,/Q). Pour

=0,..., n, on considére (cf. 2.2) Ventier algébrique 6 -k
on I’éléve a la puissance (6 — 1) pour obtenir une unité, puiws'fencore
a la puissance m (m entier premier & £ assez grand) pour obtenir
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une unité «, de K , , dont I'image dans K est dans U.
2

Comme £ ne divise paéﬂ [A], la formule (2) montre que (8§ — 1)m
est inversible dans e4,Z,[G]. On voit ainsi que eq,é_o est le Z,[G]-
module engendré par les éléments «, . On sait d’ailleurs que son rang
est [['].d =2"d. Soit vy un générateur de I'. Pour tout j
entier vérifiant 0 <j <" — 1, on considére ’entier k£ tel que
¥ <j <@ et on associe a j I'élément f§; = chi, ;a4 0 on
associe &, . En utilisant la norme entre les corps consécutifs de la

suite K, ,...,K\b gk Kw o et en raisonnant de proche

en proche a partir de Ky . on vérifie que les éléments f, seees 5,2,,_ .
forment un systéme générateur du egZo[A]-module e,C,. En
considérant le rang de ce module, on v_git qu’on a en fait une base.
On peut alors calculer I'indice de e,C de la fagon suivante : cet
ey Zo[Al-module admet comme base ’ensemble des éléments
Q 4 en—1_1
y—1 Y—1 gy -1 Y —1 Y Y
BoB) ™ - Bg By - 692_1 5Qn-1 ﬁgn_l
Il est alors facile d’expliciter une partie de la matrice carrée d’ordre
2" de ce systéme dans la base B,... 8, , de e4C,. Par exemple
si 8=3 et n=2:

=1y

1 o 2! |
011, o ?
0 1 -2 |
T 0 0l 1 0 o
| 0—-1 01+ O0-1 0
0 0-11! 0 0-1
0 e e e - - — ——
: 1 0 0! -2 0 O
, 0 1. 0, 0-2 0
y 0 0 1, 0 O0-2
Pour 2 =2, la matrice est triangulaire avec 1,-2,-2,..., -2

sur la diagonale. Pour £ # 2 en permutant les lignes et les colonnes,
on fait apparaitre des blocs d’ordre (2 —1) et de déterminant £ :

-1 9 -1
1

1\ I pour 2#3 et | -1 pour £ = 3.
(k—l ] 1 -2

1 -2
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Un bloc correspond 4 un couple d’entiers positifs (k,j) avec
0<k<n, 0<j<f: on regroupe les lignes et les colonnes

correspondant aux éléments ﬁnk-+~ pour i=1,...,2~-1.
ity

Le déterminant de la matrice est donc au signe prés Qi+...+e" !
(il ya (2" —1)/(—1) blocs si & #2) c’est donc N (cf. fin de
2.3). Enfin e4Z,[A] est un Z;-module de rang d. L’indice de
esC dans e,C, estbien Nf..

6. Application aux Z,-extensions.

6.1. Soit 2 un nombre premier, K un corps de nombres abélien
réel de degré fini sur Q premier 4 2, et A le groupe Gal(K/Q).
Soit K' le corps obtenu par adjonction & K des racines Qiémes
de lunité (4°™es si @ =2) et A’ le groupe Gal(K'/Q). Si Q.
désigne l'unique Z -extension de Q, on note K, (resp. KD
’extension composée K.Q, (resp. K'.Q,). Soit K, (resp. Q,,
resp. K/) le sous-corps de K, (resp. de Q,, resp. de K.) de
degré 9" sur K (resp. sur Q, resp. sur K'). Désignons par E,
(resp. C,,, resp. U,) le groupe des unités (resp. des unités cycloto-
miques, resp. des unités semi-locales) de K, et par E, le groupe
des unités de K:,. Soit (E,/C,); le R-sous-groupe de Sylow du
quotient E,/C, . Pour tout corps de nombres F, @(F) désigne
le L-sous-groupe de Sylow du groupe des classes d’idéaux de F.
En désignant par & un Qg-caractére de A (cf. 1.1), on peut
énoncer :

CONJECTURE 1. — Pour tout n, les groupes e4(E,/C,), et
e C(K,) ont méme ordre.

Remarquons que si ® est le caractére trivial, la conjecture 1
résulte de la formule analytique du groupe des classes (cf. [9], § 11
Satz 3) appliquée a4 Q,. Les deux groupes sont d’ailleurs nuls
(cf. [10]). Nous nous bornons dorénavant au cas ou ¢ est non
trivial. Soit d la dimension de ®.

On désigne par M. (resp. L.) la fL-extension abélienne non
ramifiée pour les places finies ou infinies premiéres 4 & (resp. non
ramifiée pour toutes les places) maximale de K_. On définit de
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méme M,,L,,M,,L,,M, L, a partir de K,,K et K,. On
note N,_ [UDextension de K. obtenue en adjoignant les racines
d’ordre une puissance de 2 des unités de K. . Pour le caractére P
fixé, choisissons un §2,-composant { ; soit g le plus petit com-
mun multiple de f, (cf. 1.1) et £ (de fy etdsi £=2). On
appelle v le générateur topologique du groupe de Galois I' de
K. /K' qui agit sur les racines de I'unité d’ordre une puissance de
£ par élévation a la puissance 1+ g. Le groupe Gal(K_/K) s’iden-
tifie canoniquement a TI'. Notons T, ,A,,G, les groupes
Gal(X;/K"), Gal(X;,/Q,), Gal(X,/Q) et T',,A,,G,, les groupes
Gal(K,/K), Gal(X,/Q,), Gal(K,/Q). Les groupes I',.A,,G,
jouent dans la suite le role des groupes A,I', G des paragraphes
précédents. Soit ®, (resp. ®,) le caractére de A, (resp. de A))
obtenu en composant ¢ avec la surjection canonique entre A,
(resp. A;) et A et ®* le caractére de G, induit par ®,. Soit
aussi ¥, le caractére de A, obtenu en composant ¥ et la sur-
jection canonique de A, sur A. Les groupes Gal(L,/K.),
Gal(L./K,)... sont des Z,[I'l'modules topologiques compacts.
En faisant correspondre 4 <y la série formelle 1 + T, on les munit
classiquement de structures de modules sur I’anneau de séries for-
melles Z,[[T]] (pour tout ceci cf. [13]). A v*" correspond la série
w, =0 +T)" —1. Soit @ le ,-caractére de A' obtenu en
considérant I’action de A’ sur les racines de l'unité d’ordre ¢
(d’ordre 4 si £=2). On note @ (resp. $) le Qg-caractére (resp.
le Qg-caractére de A'=A; défini par o — @(0)Py(0c7!)
(resp. 0 — @(0) ‘pé(a“)). Soit f(T, y) la série formelle asso-
ciée par K. Iwasawa (cf. [12] § 6) au caractére de Dirichlet primitif
défini par Y. La conjugaison dans Gal(L.L/Q) permet de définir
une action de A’ sur Gal(L_/K!) commutant avec celle de
I' = Gal(KL/K'). Ainsi on peut munir Gal(L_/K.) d’une struc-
ture de (Z,[A’]) [[T]]-module.

Supposons dorénavant £ # 2. En utilisant 1.1 (2) avec 1[7
et A’ dans les roles de Y, et A, on peut munir la a-composante
ea;Gal(L,',,/K;) d’une structure de A[[T]]-module. De méme, on
peut considérer @(K') comme un A'-module et ege(K') comme
un A-module. Rappelons que deux Z,[[T]]-modules sont dits pseudo-
isomorphes s’il existe entre eux un pseudo-isomorphisme, c’est-a-
dire un homomorphisme de Z,[[T]]-modules dont le noyau et le
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conoyau sont finis. Nous employons la méme terminologie pour les
A[[T]]-modules. On peut alors énoncer la conjecture 2 pour le ca-
ractére ® (cf.[1], conjecture 2.3).

CONIJECTURE 2. — Le A[[T]}-module eaGal(L;/K;) est pseudo-
isomorphe a A[[T11/(f(T, ¥)).

6.2. Rappelons que la conjecture 2 est vérifiée si les conditions
suivantes sont satisfaites (cf. [1] théoréme 2.4) :

i) &K") estun Z,[A'}-module monogéne

i) aucun idéal premier au-dessus de £ n’est décomposé dans
’extension entre K' et son sous-corps réel maximal.

Nous améliorerons légérement ce résultat en 6.4, théoréme 5.

THEOREME 3. — Si le caractére & vérifie la conjecture 2, &
vérifie la conjecture 1.

La démonstration du théoréme 3 repose sur I’énoncé suivant

qui sera démontré en 6.3. Rappelons que d’aprés [13] § 2.2, le
groupe eqGal(M,,/K,,) est fini.

THEOREME 4. — Si le caractére @ vérifie la conjecture 2, le
Lo(1,

I o(1, %)

x|k 2

-1

- groupe eq,Gal(M,,/K,) est d’ordre

Démonstration du théoréme 3. — En comparant les théo-
rémes 2 et 4 on obtient que les groupes e4Gal(M,/K,) et
ee(U, /6,,) ont méme ordre. D’aprés la théorie du corps de classes,
on a un isomorphisme : eq)Gal(M,,/Ln)zeq,(Un/En). On déduit
que les deux groupes e,Gal(L,/K,) et e4(E,/C,) ont méme
ordre. Observons que E, et C, étant canoniquement isomorphes
a E,®Z, et C,®Z,, e4(E,/C,) est isomorphe & e4(E,/C,), -
Le théoréme 3 résulte alors de l'isomorphisme provenant de la
théorie du corps de classes entre eq,Gal(L,/K,) et eg@(K,).

6.3. Démontrons maintenant le théoréme 4 : on suppose qu’il
existe un pseudo-isomorphisme de A[[T]]-modules

ez Gal(L../K.) — A[[TN/(f(T, ¥)).
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On peut alors utiliser la théorie de Kummer comme dans [13] (dé-
monstration du théoréme 16). En tenant compte de la note p. 275
de [13], de la présence de I'idempotent et du choix différent de +y
(e? est remplacé par 1 + g) on montre I’existence d’un pseudo-
isomorphisme de A[[T]]-modules : Cor Gal(M_/N_) — A[[T]1/(g(T))
+4q 1
1+ T '
Remarquons maintenant, en considérant ’action de la conjugaison
complexe sur les unités de K, et la parité de ®;, que eq Gal(N./KJ)
est nul. On sait d’aprés [13] théoréme 18 que Gal(ML/K!) n’a pas
de sous-Zy[[T]]-module fini non trivial. En remarquant que la conjugai-
son dans Gal(M./Q_) et Gal(M_/Q._) permet de munir Gal(M./K.)
et Gal(M_/K_) de structures respectives de A’-module et de A-
module, ces structures étant compatibles avec les surjections cano-
niques, on déduit que Ca, Gal(M_/K.) s’identifie & e4Gal(M,/K.,.).
Il résulte des considérations précédentes qu’on peut écrire une suite
exacte de Z,[[T]]-modules avec un conoyau D fini :

0 — e,Gal(M_/K,) — A[[T]l/(g) —™ D — 0. @)

Il est clair que M, contient K_; de plus Gal(M,/K,) s’obtient
en divisant Gal(M_/K_) par un groupe de commutateurs qui est
en notations additives (¥*" — 1Gal(M_/K.) = w, Gal(M_/K_).
L’action de A commutant avec celle de Gal(K_/K), on a un ré-
sultat analogue pour e,GalM_,/K.) et e,Gal(M,/K.). Le carac-
tére @ étant non trivial, ce dernier groupe s’identific a e, Gal(M,,/K,,) .
En notant ,D le noyau de la multiplication par w, dans D on
peut écrire la suite exacte tirée du lemme du serpent :

D —> ¢,GalM, /K,) — A[[T]}/(g. w,) — D/w,D—>0- (8)

ou g(T) désigne la série composée f(’i".xl/) oun T=

Comme @ est non trivial, eg,Gal(M, /K,) est fini (cf. [13] § 2.2).

La suite exacte (8) montre que A[[T]]/(g., w,) est fini. On en dé-

duit que g et w, sont premiers entre eux et que la multiplication

par w, est injective dans A[[T]]/(g). On peut alors prolonger sur

la gauche la suite exacte (8) par un 0. Puisque les groupes ,D et

D/w,D ont méme ordre, on en déduit qu’il en est de méme pour

epGalM, /K,) et A[[T]/(g, w,).

Calculons par récurrence l'ordre de A[[T]]/(g, w,) en intro-

2-1

duisant la série v, = Y. (1 + T)®". On montre facilement que
i=0
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la multiplication par w,_, permet d’écrire une suite exacte (n
entier > 1) :

wy,_
0— A[[TII/(g. »,_)) ——— A[[T]I/(g. w,)
— A[[T])/(g, w,_)— 0.
Nous allons utiliser les isomorphismes :

AT, wo) > AJ(8(0) et
ALTIE . v,y) = AL, )& — D).

Notons w, le caractére de Dirichlet de conducteur 2**! et d’ordre
" qui vaut Q’Qn pour 1 + g. Ona alors (cf. [12] § 6) :

1
g(0) = flq,¥) = 5 Lo(1,¢)
1
g(fgn -1 = f(ﬁ’;,,l(l +q)-1,¢9)= B Lo(1,¢.m,).
L’ordre de A[[T]]/(g, w,) est donné par la norme de g(0) sur Q ;

L,(1, -
c’est donc | II —952—¢)| !

. De méme Pordre de A[[T])/(g,v,_,)

est donné par la norme de g(i‘Qn — 1) sur Qg ; c’est
e Lo(1,yn))

no -
vie =1 2
i,9)=1
¢ Lo(1,yn))|-
L’ordre de A[[T]]/(g, wn) est done ‘prllqa 'Il Q( 2ll/ ") l‘
i=

Observons, pour conclure la démonstration du théoréme 4, que
les caractéres qui interviennent dans le produit précédent sont exac-
tement les caractéres de Dirichlet associés aux §2,-composants de &¥.

6.4. Nous nous proposons de généraliser légérement le résultat de
[1] théoréme 2.4 rappelé au début de 6.2 : le théoréme 5 prouve la
conjecture 2 pour des corps ne vérifiant pas les conditions de 6.2
et certains caractéres ®. Disons quun g-caractére de A’ est pair
(impair) s’il vaut 1 (resp. — 1) pour la conjugaison complexe. Disons
qu’un Qg-caractére de A" est pair (resp. impair) si ses $2,-composants
sont pairs (resp. impairs). Pour tout Q,-caractére pair ® (resp. £2,-
caractére pair ¥) de A’ — on modifie donc légérement les notations
de 6.1 — on associe un Qg-caractére impair 3 (resp. un $2y-caractére
impair ¥) de A' défini par 0 —> d(0) = w(0)P(a!) (resp.
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0— Y(0) = @)Y '). Si ¥ est un Qg -composant de P,
U est un §,-composant de &. Tout Q,-caractére (resp. £2,-
caractére) impair de A’ est de la forme 3 (resp. 'JJ) pour un
unique @ (resp. ¥). Choisissons un tel & non trivial et un Q-
composant Y. D’aprés 1.1 (2) en faisant jouer a 5 $ et A’ les
roles de ®,y, et A, on a un isomorphisme : e$ZQ[A'] ~ A
ou A désigne le sous-anneau de £2, engendré sur Z, par I'image
de ¥ (ou de ’\}7: cela revient au méme). Enfin désignorls par Kfz
le sous-corps de K' correspondant au sous-groupe Kery de A'.
Introduisons des conditions sur le caractére ® :

(cl) ege(K') est un A-module monogéne.

(c2) Le nombre premier £ n’est pas totalement décomposé
dans ’extension K'@,/Q.

Nous pouvons énoncer :

THEOREME 5. — Si le caractére & et tous ses conjugués sur
Q vérifient ¢ 1 et ¢ 2, on a un pseudo-isomorphisme :

ez Gal(L./K.) — A[[TI/(A(T, ¥)).

La démonstration du théoréme 5 est donnée aprés celle des
lemmes 8 4 11. Le lien entre la condition c 2 et la condition ii) de
6.2 est donnée dans le lemme 7.

LEMME 7. — La condition ii) de 6.2 est vérifiée si et seulement
si pour tout Sdg-caractére impair Y de A’, c¢2 est vérifiée.

Démonstration. — Soit D le groupe de décomposition de £
dans K'/Q. La condition ii) de 6.2 signifie que J appartient 3 D
c’est-d-dire que tous les $2,-caractéres triviaux sur D le sont sur J
donc sont pairs. Le lemme 7 résulte du fait qu'un $£2,-caractére v
de A’ est trivial sur D si et seulement si 2 est totalement décom-
posé dans K'I\F /Q et d’un raisonnement par I’absurde.

Notons X (resp. X(a)) le A[[T]]-module Gal(L.L/K.) (resp.

egGal(L;,/K;)). La condition c 2 intervient dans le lemme suivant :

LEMME 8. — Si ¢ 2 est vérifiée alors pour tout n on a un iso-
morphisme de A-modules : e &(K;) =~ X(®)/w, X(P).
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Démonstration. — 11 résulte du théoréme 6 de [13] qu’il existe

un sous-Z,[[T]]-module Y de X tel qu’en désignant par », la série
L
2 (1 4+ T)?, on ait des isomorphismes :

= GK) =~ X/Y ek, ~X/Y.

Il est clair d’aprés [13] que ces isomorphismes sont compatibles
avec les structures de A’-modules: on a donc encore des isomor-
phismes :

ese(K') ~ eS(X/Y) ese(K;) o eg(X/V,',Y). €))

On peut énoncer un analogue de la formule des classes ambiges
(pour plus de détails, cf. [5]) ou figure en plus un idempotent ex (la
démonstration ne fait que reproduire la démonstration classique) :

4

le (Ey /Eq O NK;¥)] -

ez €(K))] = [e5 C(K")]

Dans cette formule, d' vaut d si { est totalement décomposé dans
K:T/Q et O sinon, N désigne la norme de K} a K'.

L’hypothése ¢ 2 signifie exactement que d’ vaut O et implique
que [ea;G(K'l)F] divise [eae(K')]. Ceci revient a dire que [e$(X/Y)]
est un multiple de 'ordre du noyau de la multiplication par T dans
es(X/V{Y) donc est un multiple de [ea(X/TX+ v,Y)]. De plus,
puisque l’extension LyK./K est abélienne, Y contient le groupe
des commutateurs de Gal(LL/K) qui est TX. On en déduit 1’égalité
exY = TX(@) + v{(esY).

Le lemme de Nakqxama appliqué a l’anneau local Z,[[T]]
prouve que : e$Y = TX(P).

Le lemme 8 résulte alors de (9) et de la relation w, = T.v, .

LEMME 9. — Si & vérifie cl et ¢ 2, X(g) est un A[[T]]-module
monogene.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le lemme 8 avec n=20:
le lemme 9 résulte alors de c1 et du lemme de Nakayama.

LeMME 10. — Le A[[T]}-module x@) est annulé par (T, Y).
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Démonstration. — Le lemme 10 résulte de la relation de
Stickelberger et d’un passage 4 la limite (cf. [1] lemme 2.10 et

[12] § 6).

Considérons un systéme de représentants R du quotient de
Gal(Q(fgw)/Q) par le sous-groupe de d:’:compositicln de ¢ dans
Q(§,,)/Q. Soit £ le Q-caractére de A =) o(P).

oER

LEMME 11. — Il existe une constante C indépendante de n
tellequonait: [e.CK)I=C I II |f(¢—1,0)".
13 01F con_,

0+ w e#1

Démonstration. — Désignons par €(K;)~ le sous-groupe des
classes relatives de ©(K]). On montre comme dans [12] § 7 qu’il
existe une constante B indépendante de n telle qu’on ait:
[eK,))"]=B 101 szrnl |f(¢—1,68)"! ou dans le produit 6 décrit

S'K#:ll
I’ensemble des. caractéres impairs de A’ distincts de @ et ¢ len-
semble des racines de 1'unité d’ordre divisant 2" . Le lemme 10 pro-
vient alors du résultat (12) de [14] § 9.4.

Démonstration du théoréme 5. — Si & vérifie c1 et c2, on
sait d’aprés le lemme 9 que X(&V)) est de la forme A[[T]]/(f'(T, ®))
avec f'(T,®) série dans A[[T]]. Du lemme 10, on déduit que
(T, ®) divise f(T,y): soit g(T,®) le quotient. On peut éva-
luer e&;e(K;) a l'aide du lemme 8 et de calculs analogues a ceux
de 6.3. En désignant par N lanormede L (cf. 1.1)a Q, :

lez (K] = N({QI';Iq ¢ - 1,<1>))]—1.

En faisant le méme raisonnement pour des conjugués 0(5) + w de
3 (0 €ER) et en comparant au lemme 11, on conclut que les séries
g(T,o(a)) sont inversibles dans A[[T]] (les invariants A et u qu’on
peut leur associer sont nuls (cf. [12] § 7.3): X(a) est donc iso-
morphe a A[[T])/(f(T,¥)) et on a un résultat analogue pour les
conjugués de & distincts de @ d’ou le théoréme 5.
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7. Cas particulier des Z -extensions.

7.1. Nous allons maintenant adapter les raisonnements et résultats
du § 6 au cas £=2. Nous conservons les notations de 6.1. La dif-
ficulté nouvelle est que le groupe Gal(K'/Q) = A’ est d’ordre divi-
sible par 2. En fait, on a un isomorphisme canonique A’'=~ A x(J)
ou (J) désigne le sous-groupe de A’ engendré par la conjugaison
complexe J. Pour chaque Z,[A'J-module X, désignons par X~
et X_ (resp. X© et X,) le noyau et le conoyau de la multiplica-
tion par 1 +J (resp. 1 —J) dans X. Aux caractéres ¢ et & de
A associons y et ® définis par 0 — Y(o~') et 0 — B(o71).
D’aprés 1.1 (2), en considérant A comme un sous-groupe de A’
avec ¥ dans le role de Y, et A’ dans celui de G, on a un iso-
morphisme :

ezZ,[A'] = A[KI)]. (10)
En composant avec ’homomorphisme d’anneaux obtenu en envoyant
J sur —1 on obtient :

(6522 [A'D). ~A. (10bis)

En munissant Gal(L./K.) de sa structure de (Z,[A'])[[T]]-module
(cf. 6.1) et en utilisant ce qui précéde on voit qu’on peut munir
e;ﬁ(Gal(L;/K;)‘) d’une structure de A[[T]]-module. Enoncgons
alors la conjecture 2’ pour le caractére & :

CONJECTURE 2'. — Le  A[[T]}-module eE(Gal(LL,/K;)‘) est
pseudo-isomorphe a A[[T11/(f(T, ¥)).

7.2. Enoncé des résultats. Le théoréme 3 admet un analogue 1égé-
rement plus faible :

THEOREME 3". — Si @ et tous ses conjugués sur Q vérifient
la conjecture 2', ils vérifient aussi la conjecture 1.

La démonstration du théoréme 3’ repose sur I’énoncé suivant
qui sera démontré en 7.3.

THEOREME 4'. — Si @ vérifie la conjecture 2', le groupe

L,(1, -
ee(GalM, /K,)) est d'ordre divisible par II ———2(2 X)l 1-

x| @5
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Démonstration du théoréme 3'. — En comparant les théorémes
2 et 4', on obtient qu’il existe une puissance positive de 2, a, (P)
telle que: [eq.GalM,/K,)] = o, (P). [eq,(Un/é,,)]. En reprenant
la démonstration du théoréme 3 de 6.2 on obtient :
[e6C,(K)] = 0, (®) [e4(E,/C,),]. (11)
Avec les hypothéses du théoréme 3’, on a une relation analogue
pour les conjugués sur Q de ®. Par ailleurs, on sait d’aprés un ré-
sultat de G. Gras (cf. [7] théoréme II.1’, on pourrait le retrouver
a laide de la démonstration du § 5 et des résultats de [14] notam-
ment 9.4 (12)) que la formule obtenue en faisant le produit des rela-
tions analogues a (11) pour & et ses conjugués sur Q est valable
sans constante parasite : on en déduit que o, (®) vaut 1 et qu'on
a le méme résultat pour les conjugués de ®. D’ou le théoréme 3'.

Nous avons donné en 6.4, théoréme 5, des conditions suffi-
santes pour que la conjecture 2 soit satisfaite. Enongons un résultat
similaire qui sera démontré en 7.4. Explicitons des conditions sur
le caractére ® (C(K') est un A’-module donc d’aprés (10), eae(K')
est un A[(J)]-module) :

c'l eae(K') est un A[{))}-module monogéne.
¢'2 2 n’est pas totalement décomposé dans K, /Q.

Alors :

THEOREME 5'. — Si le caractére & et ses conjugués sur Q vé-
rifient c'1 et ¢'2, ils vérifient la conjecture 2'.

Remarque. — Soit €,(K) le 2-groupe des classes de K au
sens restreint. En appliquant le lemme de Nakayama a I’anneau
local A[{J)] et a son idéal maximal (2,1 —J) on voit que la condi-
tion c'l est équivalente (a condition que c'2 soit vérifiée) a la condi-
tion ¢'1 qui ne porte que sur K :

¢l e €y(K) estun A-module monogeéne.

7.3. Démonstration du théoréme 4'. — Supposons (hypothése du
théoréme 4') qu’il existe un pseudo-isomorphisme
eg(Gal(LL/KL)‘) — A[[TII/(fA(T, ¥)).

Le méme raisonnement qu’en 6.3 conduit a I’existence d’un pseudo-
isomorphisme (g étant défini comme en 6.3) :
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e (Gal(M/N,.),) — A[[T])/(g). (12)
On a un diagramme commutatif ou les lignes sont exactes :
0 — e4 Gal(M,/N,,) — e, Gal(M_/K.) — e4 Gal(N_/K.) — 0

1 1-1] l 117 l 1]
0 —> ey Gal(ML/N,,) — e, Gal(ML/K.) —> e, Gal(N_/K.) — 0.

Le lemme du serpent donne alors une suite exacte de Z,[[T]]-modules
ou F désigne le noyau de la multiplication par 2 dans ey Gal(N,./K.,):

F — eq(Gal(ML/N.),) — eq(Gal(ML/KL),)
‘ — e4(Gal(N/K.),) — 0. (13)

De la démonstration du théoréme 15 de [13], en tenant compte de
lidempotent eq, on déduit qu’il existe un pseudo-isomorphisme
ou Z est un Z,-module de type fini et d désigne comme plus haut
la dimension du caractére ®: eg.Gal(N./K.) — (Z,[[T]])? @ Z.
On en déduit que le module F de (13) est fini et qu’il y a un pseudo-
isomorphisme

eq(Gal(NL/KL),) — F,[[T]]¢. (14)
puisque d’aprés la théoriec de Kummer J opére sur Gal(N_/K.)
comme - 1. En raisonnant comme dans 6.3, on voit que le co-

noyau de w, dans esGal(M_/K.), s’identifie a eq(GalM, /K ,),) .
Remarquons que Gal(M;/Kn) , S’identifie aussi au groupe de Galois
de Mﬁ , lextension maximale de K, parmi les 2-extensions abé-
liennes non ramifiées pour les places finies premiéres 4 2. Désignons
par B,(®) (resp. 7,(P)) lordre du conoyau (resp. du noyau) de
la multiplication par w, dans e4(Gal(M_/K.),). Alors :

B, (@) = [, Gal(M//K )] (15)
LEMME 12. — Ona: B,(®) = v,(®). 12 L,(1,%0]™".
X1Pn

Les calculs que nous allons faire pour démontrer le lemme 12
seront facilités par le lemme 13 dont la preuve ne présente aucune
difficulté. Le lemme 13 est énoncé avec un nombre premier £ et
n’est utilisé que pour £ =2. Si M est un Z,[[T]]-module stric-
tement fini (cf. [11]), C’est-d-dire un module tel que pour tout
n€N, le conoyau M/w,M et le noyau ,M de la multiplication
[M/w,M] )

par w, sont finis, on note [M], le quotient M
tn
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LEMME 13. —

i) Si M est un Z,[[T]l-module qui est un groupe fini, M
est strictement fini et pour tout n€N, [M], vaut 1.

ii) Pour toute suite exacte de Z,[[T]]-modules strictement
finis 0—> M'—> M —> M"—> 0 on a pour tout nEN:
M], = M'],. [M"],.

Démonstration du lemme 12. — On déduit du lemme 13 et
de (12), (13), (14) que : B,(®) = v,(®) [(F,[[TIN?], . [AI[TI/()], -
On calcule [A[[T]]/(g,w,)] comme dans 6.3. On tire alors de I'in-
jectivité de la multiplication par w, dans A[[T]]/(g) la relation :

L, (1, -
(AITIV(D)], = -%"’| v

nt
X
Il est facile de calculer [(Fz[[T]])d]n : [(Fz[[T]])d]n = 22".d
Le lemme 12 résulte alors du fait que <I>:‘ est de dimension 2".d.
Le théoréme 4’ résulte alors de (15) du lemme 12 et du lemme suivant :

LEMME 14. — L'ordre de e,Gal(M//M,) divise 22"+ .

Démonstration. — Interprétons les groupes Gal(Mﬁ /K,) et
Gal(M,/K,) a laide de la théorie du corps de classes. Soit I, le
groupe des idéaux de K, premiers 4 2. Soit P, (resp. Q) le sous-
groupe de I, formé d’idéaux principaux qui admettent un géné-
rateur congru 4 1 modulo 2" (resp. congru a 1 modulo 2" et to-
talement positif). Les groupes Gal(M,f2 /K,) et Gal(M,/K,) sont
respectivement les limites projectives des groupes [,/Q; et I,/P,
pour les surjections canoniques. Mais comme Gal(M,’:/K,,) et
Gal(M,/K,) sont finis (cf. toujours [13] § 2.2) ils sont en fait
égaux a [,/Q, et I,/P, pour r assez grand. Fixons dorénavant
une telle valeur de r: on obtient ainsi un isomorphisme de G,-
modules : P,/Q. =~ Gal(M{/M,).

Soit FY (resp. F!) le sous-groupe de K} formé des éléments
congrus 4 1 modulo 2" (resp. qui sont congrus 4 1 modulo 2" et
totalement positifs). L’application qui a4 un élément de K:‘ pre-
mier & 2 associe I’idéal principal engendré induit un homomorphisme
surjectif de A-modules : Fg/F:l — P/Q. .
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Choisissons un plongement i de K, dans R et définissons
pour chaque ¢ € G, = Gal(K,/Q) une application i, :
1 si i(o(a)) <O

* ; —
VeE K, L@O=10 G o) >o0.

Définissons une application S de K: dans F,[G,]:
S() = X i(@ot.
[yS{eM
Alors S définit un homomorphisme injectif de G,-modules de
FO/F) dans F,[G,]. Ainsi [eq(P,/Q))] divise [eq(FS/FL)] donc
aussi [eqF,[G,]] quivaut 29-2".

7.4. Démonstration du théoréme 5'. — Nous suivons la méme mé-
thode que pour le théoréme 5. Désignons par X (resp. X(®)) le
groupe Gal(LL/K.) (resp. e$Gal(L;/K;)). On démontre exac-
tement comme en 6.4 les deux lemmes suijvants :

LEMME 8'. — Si la condition c'2 est vérifiée, alors pour tout n_on
a un isomorphisme de A[{J)}modules : e$G(K;) =~ X(®)/w,. X(P).

LEMME 9'. — Si les conditions c¢'l et c¢'2 sont vérifides, X(®)
estun (A[{J)]) [[T]]-module monogéne.

De méme qu’en 6.4, on énonce :
LEMME 10" — Le A[[T]]-module X(®)_ est annulé par 2f(T, V).

Démonstration. — On raisonne comme dans [1] lemme 2.10:
on applique le théoréme de Stickelberger a K, . On le traduit sur
eEG(K;)_ en utilisant 1I’isomorphisme déduit de (10 bis)
63(22 [G,])_ =~ A[l',]. Cet isomorphisme est obtenu comme
dans (2) de 1.1 en faisant jouer les roles de A et Y, a A’ et ¢
(Qf comme dans 6.1) : le produit de I’élément de Stickelberger et
de ex est envoyé sur 1’élément 2Ez de [12] § 6.4 : en passant
a la limite projective la famille (Ef) correspond a la série f(T, y).

Considérons un systéme de représentants R du quotient de
G(Q(g’gw)/Q) par le sous-groupe de décomposition de 2 dans
Q(g‘gw)/Q. Soit ¢ le Q-caractérede A: £= D, o(®) = Y o(P)

oER o€ER
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et &* le caractére de A’ induit par ¢ (en considérant A comme
un sous-groupe de A’).

LeEMME 11'. —

i) L’extension des idéaux induit une injection de e,C(K,)
dans C(K}).

ii) Il existe une constante C indépendante de n telle qu'on
ait : fe(@K,)I1=C T I 110"
2 =1

0(J)=—l {*1

Démonstration de i). — Soit H, le groupe Gal(K}/K,) et
u, le groupe des racines de l'unité dans K : vue I’hypothése
Qf[A], m, est d’ordre une puissance de 2. De plus, H, agit
trivialement sur E,/u, qui est un Z-module sans torsion : le
groupe de cohomologie HI(H,,,E;,/#") est donc nul. La suite
exacte de cohomologie déduite de la suite exacte de H,-modules
0— u,— E, — E,/u,—> 0 prouve que H!'(H,.,E,) est
l'image de H'(H,, u,) = u,,/uf, , groupe d’ordre 2. L’action de
G, = Gal(K,/Q) sur H'(H,.E,) est donc triviale. Comme le
noyau de l’application d’extension des idéaux de K, a K; peut
étre envoyé par un G,-homomorphisme injectif dans H'(H,, E))
(résultat classique, cf. aussi [5]), on voit que sa &-composante
est triviale, d’ou la partie i) du lemme.

Démonstration de ii). — Remarquons d’abord que [ez(e(K;)_)]
et [es(e(K:,)‘)] sont égaux. Or d’aprés la partie i), on peut iden-
tifier sur eze(K;) les noyaux de (1 + J) et de l’application
ete(K;) — ¢ e(K,) déduite de la norme des idéaux. Donc
[et(e(K;)_)] est Pordre de la &-partie du 2-groupe des classes
relatives de K, . Il suffit alors de raisonner comme pour le lemme
11 de 6.4 pour obtenir ii).

Démonstration du théoréme 5'. — Si @ vérifie c'l et c'2, on
sait d’aprés le lemme 9’ que X(®)_ est de la forme A[[T]]/(f(T,®))
avec f'(T,®)E€ A[[T]]. Du lemme 10, on déduit que f'(T,®)
divise 2f(T,y) donc aussi f(T,yY) puisque Pinvariant u de
Gal(LL/K.) est nul (2=2, cf. [2]): soit g(T,®) le quotient.
On peut évaluer e$e(K;)_ a laide du lemme 8' et de calculs
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analogues a ceux de 6.3. En désignant par N la norme de L (cf. 1.1)
Y . . ! — 1] _ -1
4 Q,, on obtient : [e_e(K,)_] lN(ﬂlnTzl s 1,@))] .

En faisant le méme raisonnement pour les conjugués de & et
en comparant au lemme 11’, on en déduit que les séries g(T, a(®P))
(0 € R) sont inversibles. L’application canonique X —> X_ induit
un A[[T]]_ homomorphisme X~ —> X_ dont le noyau et le co-
noyau sont annulés par 2 donc sont finis (encore d’aprés u =0
pour X cf. [2]): X(o(®))~ et X(o(®))_ sont donc pseudo-
isomorphes ; d’ou le théoréme 5'.
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